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Вступ

Вiзьмемо опуклу на Rd множину K, що мiстить початок координат у своїй вну-
трiшностi. Ми будемо розглядати множину Ξn := {ξ1, ..., ξn}, що складається з n
незалежних копiй випадкової величини ξ з рiвномiрним розподiлом на K, а також
її властивостi, пов’язанi з опуклими оболонками. Властивостi опуклих оболонок
Ξn у звичайному сенсi розглядались у роботах [1, Роз. 8], [2], [3], [4]. Було показано,
що при зростаючому n кiлькiсть вершин опуклої оболонки Ξn росте до нескiнчен-
ностi, але при правильном нормуваннi отримується нетривiальна границя.

Були розглянутi i iншi види опуклих оболонок. Наприклад, в [5] було показано,
що середня кiлькiсть граней кожної окремої розмiрностi сферичного багатогран-
ника, побудованого як сферична опукла оболонка точок рiвномiрно розподiлених
на одиничнiй пiвсферi, збiгається до певної скiнченної константи. Ця збiжнiсть
була доведена шляхом стереографiчної проекцiї пiвсфери та доведенням збiжно-
стi за розподiлом певним чином нормованої проекцiї випадкових точок на сферi
до пуассонiвського процесу.

Аналогiчнi результати стосовно кiлькостi вершин та "ребер" були наведенi для
так званих "кругових" опуклих оболонок. В стандартному розумiннi опуклої обо-
лонки, вона будується шляхом перетину всiх пiвпросторiв, що мiстять початкову
множину точок. Якщо замiнити пiвпростори на круги фiксованого радiусу i брати
перетин всiх змiщень цього кругу, що мiстять початкову множину точок, то мати-
мемо кругову опуклу оболонку. Фактично, звичайне визначення опуклої оболонки
є лише частковим випадком кругової опуклої оболонки з радiусом нескiнченнiсть.
Вiдповiдно, множину називають кругоопуклою, якщо вона рiвна своїй круговiй
опуклiй оболонцi. У [6] було показано, що середня кiлькiсть вершин та ребер для
одиничної кругової оболонки множини точок рiвномiрно розподiлених в одинично-
му крузi в R2 збiгається до π2/2 при збiльшеннi кiлькостi точок до нескiнченностi,
а пiзнiше у [7] показали збiжнiсть вiдповiдної дисперсiї.

Вивчення кругових оболонок випадкових процесiв та їх властивостей, без пе-
ребiльшення, має i практичну цiннiсть. Яскравим прикладом може бути побудова
радiовежi в населеному пунтi. Подiбну споруду не завжди є можливiсть розташу-
вати в центрi населеного пункту, але при цьому сигнал має досягати всюди. Якщо
вважати область покриття радiовежi за круг, то кругова оболонка прийомникiв
сигналу тiсно пов’язана з можливим розмiщенням споруди. Якщо бiльш точно,
то вiдстань вiд вежi до будь-якого прийомнику сигналу, а тому i до будь-якої
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точки вiдповiдної кругової оболонки, має не перевищувати радiус областi покри-
ття. Тодi, взявши центр населеного пункту за початок координат, множина всiх
можливих мiсць розташування радiовежi рiвна рiзницi за Мiнковським (див. [8])
областi покриття, з центром в початку координат, та кругової оболонки прийом-
никiв сигналу, взятої зi знаком мiнус. При цьому, наведена опукла оболонка є
випадковою множиною, в силу випадковостi розмiщення прийомникiв сигналу, а
тому ймовiрнiсний розгляд данної проблеми може дати бiльш гнучкi результати.

У цiй роботi ж буде вивчатись кругова оболонка множини Ξn n незалежних
рiвномiрно розподiлених в одиничному колi точок, позначена через Qn. Тобто,

Qn =
⋂

x∈R2:Ξn⊆U+x

(U + x),

де U є одиничним кругом з центром в початку координат. Буде показана збiжнiсть
за ймовiрнiстю нормованої рiзницi за Мiнковським мiж U та Qn до пуассонiвської
нульової клiтки Z. Разом з цим буде показана збiжнiсть за розподiлом кiлькостi
вершин та ребер Qn до фiксованих констант, заданих через кiлькостi вершин та
ребер нульової клiтки Z. Для визначення вершин та ребер, а також їх кiлькостей
для кругоопуклих множин, буде використаний новий пiдхiд.
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Основна частина

1 Кругоопуклiсть з огляду на опуклi множини

Нехай C2 - це множина всiх компактних множин у R2. Тодi для всiх L ∈ C2 i
x ∈ R2 позначимо

L+ x := {y + x : y ∈ L},−L := {−x : x ∈ R2}

змiщення множини L на x та вiдображення L вiдносно початку координат, вiдпо-
вiдно. Також надалi будемо позначати ∂L границю множини L.

Тодi в наших позначеннях сума та рiзниця за Мiнковським множин K,L ∈ C2

виглядатимуть

K + L :=
⋃
x∈K

(x+ L) = {x+ y : x ∈ K, y ∈ L}

та

K 	 L := {x ∈ R2 : L+ x ⊆ K} = {x : ∀y ∈ L, x ∈ K − y} =
⋂
y∈L

(K − y), (1.1)

вiдповiдно, див. [8].

Визначення 1.1. Круговою оболонкою множини A ∈ C2 будемо називати мно-
жину перетину всiх змiщень одиничного круга U , що мiстять множину A, i
позначатимемо

bh(A) :=
⋂

x∈R2:A⊆U+x

(U + x).

Якщо A не мiститься в жодному змiщеннi U , вважатимемо bh(A) = R2. Ди-
вись рисунок 1.1.

Визначення 1.2. Множину A називають кругоопуклою, якщо A = bh(A).

Згiдно з визначенням

bh(A) =
⋂

x∈R2:A⊆U+x

(U + x) = U 	 {−x ∈ R2 : A ⊆ U + x} =

= U 	 {x ∈ R2 : A ⊆ U − x} = U 	 (U 	 A). (1.2)
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Рис. 1.1: Кругова оболонка bh(A) та рiзниця за Мiнковським U 	A для множини
A, що складається з трьох помаранчевих вершин правильного трикутнику. Зеленi
точки позначають множину −A.

Тодi оператор A → (U 	 A) можна вважати дуальним до оператора взяття кру-
гоової оболонки множини A.

Твердження 1.3. Для всiх A ∈ C2, маємо

U 	 A = U 	 bh(A)

i U 	 A є кругоопуклою. Крiм того, A ∈ C2 буде кругоопуклою тодi i тiльки
тодi, коли

A = U 	 (U 	 A). (1.3)

Доведення. Очевидно, що A ⊆ bh(A), а тому U 	 bh(A) ⊆ U 	 A. Тепер в iнший
бiк. Нехай x ∈ U 	A. Тодi за визначенням рiзницi за Мiнковським A ⊆ U − x⇒
bh(A) ⊆ U − x⇒ x ∈ U 	 bh(A). Тодi U 	 A = U 	 bh(A).

Тодi bh(A) = U	 (U	A) = U	 (U	 bh(A)). Вiдповiдно A буде кругоопуклою
тодi i тiльки тодi, коли A = U	(U	A). З цього випливає, що U	(U	(U	A)) =

U 	 bh(A) = U 	 A, а отже U 	 A є кругоопуклою.

Визначення 1.4. Множину A називають доданком множини C, якщо iснує
така множина B в R2, якщо C = A+B.

Очевидно, що якщо A та B є такими, що C = A+B, то C	A = B i C	B = A,
а отже для обох множин при C = U виконується умова 1.3. Вiдповiдно всi до-
данки U є кругоопуклими. Щоб показати зворотнє твердження введемо поняття
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генеруючої множини. Керуючись [9] та [3], опуклу множину K ∈ C2 називають
генеруючою, якщо кожен перетин змiщень множини K є доданком K. Вiдомо,
що кожен круг, як i будь-яке iнше двовимiрне опукле тiло, є генеруючою множи-
ною, див. [8, Роз. 3.2] i [10, Теорема 2]. Вiдповiдно, всi кругоопуклi множини є
доданками U .

Визначення 1.5. Опуклу множину A ∈ C2 називають строго опуклою, якщо
∂A не мiстить жодного власного сегменту.

Лема 1.6. Всi кругоопуклi множини є строго опуклими.

Доведення. Якщо A є кругоопуклою множиною, то вона є доданком U . Тодi, якщо
A буде мати власний сегмент, то i U повинен мати, що не є вiрним. Вiдповiдно A
не може мати власного сегменту, а тому є строго опуклою.

Визначення 1.7. Нехай задана множни L ⊆ R2. Множину L0 називають по-
лярною i визначають

L0 := {x ∈ R2 : ∀y ∈ L 〈x, y〉 ≤ 1}, (1.4)

де 〈·, ·〉 - скалярний добуток в R2. Якщо L є опуклою, замкненою та мiстить
початок координат у своїй внутрiшностi, то L0 є опуклою множиною, що мi-
стить початок координат у своїй внутрiшностi, а (L0)0 = L, див. [8, Теорема
1.6.1].

За [8, Теорема 1.6.3] вiдомо, що полярна множина до перетину опуклих ком-
пактних множин, що мiстять початок координат в своїх внутрiшностях, рiвна
замиканню опуклої оболонки об’єднання їхнiх полярних множин, а тому згiдно
1.1

(U 	 L)0 = cl conv(
⋃
y∈L

(U − y)0), (1.5)

де cl позначає замикання. Якщо множина L скiнченна, то оператором замикання
можна знехтувати.

Остання формула буде вiдiгравати важливу роль у подальших викладках, де
ми будемо визначати вершини та "ребра" bh(A) через вигляд полярної рiзницi
(U 	 A)0 в наступних двох роздiлах.
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2 Структура граней сiмей строгоопуклих тiл

Для подальшої роботи нам потрiбно ввести нову структуру. Але спершу пригада-
ємо деякi визначення опуклої геометрiї.

Гранню опуклої множини L ∈ C2 називають опуклу пiдмножину F ⊆ L та-
ку, що для будь-яких x, y ∈ L таких, що (x + y)/2 ∈ F , x i y теж лежать в
F . Сiм’ю граней множини L позначають F(L). Найбiльшою з них за операто-
ром включення є сама множина L, а найменшою - ∅. Всi iншi гранi з множини
F(L) називають власними i позначають F′(L) := F(L) \ {L,∅}. Розмiрнiсть гранi
F ∈ F(L)\{∅} визначають розмiрнiстю найменшого афiнного пiдпростору, що мi-
стить F . Сiм’ю граней розмiрностi k множини L позначають Fk(L). Внутрiшностi
усiх граней F ∈ F(L) \ {∅} вiдносно топологiї вiдповiдного пiдпростору утво-
рюють диз’юнктний розклад множини L. В свою чергу, границя ∂L множини L
диз’юнктно розкладається по внутрiшностях усiх граней F ∈ F′(L) у вiдповiдних
їм пiдпросторах.

Пряму H у просторi R2 називають опорною до опуклої множини L ∈ C2,
якщо H перетинає множину L, а також множина L повнiстю мiститься в однiй з
двох пiдплощин роздiлених прямою H. Будь-який непорожнiй перетин L опорною
прямою H називають вiдкритою гранню L. Будь-яка вiдкрита грань є власною
гранню L, i будь-яка власна грань є пiдмножиною деякої вiдкритої гранi L, див.
[8, ст. 75].

Тепер, нехай у нас є скiнченна сiм’я строго опуклих компактних множин L :=

{Li, i ∈ I} ⊆ C2. Опуклою оболонкою сiм’ї L будемо називати

conv(L) := conv(
⋃
i∈I

Li)

Для кожної пiдмножини A вiдкритої гранi F множини conv(L) визначимо
пiдсiм’ю сiм’ї L, як

M(L, A) := {L ∈ L : L ∩ A 6= ∅}.

Виходячи з теореми Каратеодорi, див. [8, Теорема 1.1.4], кожну точку A опу-
клої оболонки деякої множини A ∈ C2 можна подати у виглядi скiнченної опуклої
комбiнацiї (не бiльше нiж трьох) точок xi ∈ A. Тодi для кожної x точки будь-
якої гранi F ∈ F(conv(L)) iснує опукла комбiнацiя точок xi ∈

⋃
i∈I Li, а отже, за

означенням гранi, цi xi ∈ F . Отже кожну точку x будь-якої гранi F ∈ F(conv(L))
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можна подати у виглядi опуклої комбiнацiї точок з L ∩ F для L ∈ M(L, F ).
Оскiльки кожна L ∩ F ⊆ F для L ∈ M(L, F ), стає очевидно, що будь-яку грань
F ∈ F(conv(L)) можна подати у виглядi опуклої оболонки conv(

⋃
L∈M(L,F ) L∩F ).

Визначення 2.1. Казатимемо, що сiм’я множин L знаходиться в загальнiй
позицiї, якщо для кожної закритої пiдмножини A будь-якої вiдкритої гранi
conv(L) виконується ∑

L∈M(L,A)

(1 + dim(A ∩ L)) ≤ dim(A) + 1, (2.1)

де dim - це розмiрнiсть найменшого афiнного простору натягнутого на вiдпо-
вiдну множину.

При A ∈ F(conv(L)) досягається рiвнiсть, бо dim(conv(B1∪B2)) ≤ dim(B1)+

dim(B2) + 1, а тому

1 + dim(A) = 1 + dim(conv(
⋃

L∈M(L,A)

L ∩ A)) ≤
∑

L∈M(L,A)

(1 + dim(L ∩ A)).

Твердження 2.2. Сiм’я множин L буде знаходитись в загальнiй позицiї то-
дi i тiльки тодi, коли для кожної гранi (або для кожної вiдкритої гранi) F у
conv(L), сiм’я M(L, F ) cкладається рiвно з dim(F ) + 1 множин.

Доведення. Якщо сiм’я множин L знаходиться в загальнiй позицiї, то для кожної
гранi F ∈ F(conv(L)) згiдно до визначення 2.1 виконується∑

L∈M(L,F )

(1 + dim(L ∩ F )) = 1 + dim(F ).

З iншого боку, оскiльки всi множини з сiм’ї L є строго опуклими, то ∀L ∈M(L, F ),
L ∩ F є множиною, що складається з однiєї точки (надалi сiнглтон). Вiдповiдно,
dim(L ∩ F ) = 0, а

∑
L∈M(L,F )(1 + dim(F ∩ L)) = потужностi (надалi card(·))

множини M(L, F ). Вiдповiдно з загальної позицiї випливає, що для кожної гранi
F у conv(L), сiм’я M(L, F ) cкладається рiвно з dim(F ) + 1 множин.

Оскiльки кожна вiдкрита грань є гранню, то якщо виконується останнє, то
очевидно i для кожної вiдкритої гранi F у conv(L), сiм’я M(L, F ) cкладається
рiвно з dim(F ) + 1 множин.

Залишилось показати, що якщо для кожної вiдкритої гранi F у conv(L), сiм’я



10

M(L, F ) cкладається рiвно з dim(F ) + 1 множин, то сiм’я множин знаходиться в
загальнiй позицiї.

Вiзьмемо деяку закриту пiдмножину A вiдкритої гранi F . Як ми вже виявили,
оскiльки всi множини з сiм’ї L є строго опуклими, то множина M(L, F ) скла-
дається з сiнглтонiв, яких, за нашою умовою, має бути dim(F ) + 1. Нехай рiв-
но l + 1 з них перетинає множину A, тобто M(L, A) = {x1, ..., xl+1}, а решта
xl+2, ..., xdim(F )+1 - нi. Тодi, оскiльки {x1, ..., xdim(F )+1} ⊆ A ∪ {xl+2, ..., xdim(F )+1},
то

F = conv(
⋃

L∈M(L,F )

L∩F ) = conv({x1, ..., xdim(F )+1}) = conv(A∪{xl+2, ..., xdim(F )+1}).

Вiдповiдно, маємо

card(A) + dim(F )− l = 1 + dim(F ) ≤ 1 + dim(A)+

+

dim(F )+1∑
i=l+2

(1 + dim(xi)) = 1 + dim(A) + dim(F )− l,

а тобто ∑
L∈M(L,A)

(1 + dim(A ∩ L)) = card(A) ≤ 1 + dim(A),

що i треба було довести.

Тепер будемо розглядати сiм’ї в загальнiй позицiї. Нехай

M(L) := {M(L, F ) : F ∈ F′(conv(L))}.

Як вже зазначалось ранiше card(M(L, F )) = dim(F ) + 1 ≤ 2 для будь-якої F ∈
F′(conv(L)). Отже справедливо, що ∀MinM(L) : card(M) ≤ 2. Тодi нехай для
k = 0, 1 будемо позначати Mk(L) := {M ∈M(L) : card(M) = k + 1}.

Визначення 2.3. Нехай сiм’я строго опуклих множин L знаходиться в за-
гальнiй позицiї. Будемо називати елементи множини M0(L) вершинами L, а
елементи множини M1(L) - її ребрами. Iншими словами будемо називати k-
вимiрними гранями L елементи множини Mk(L).

Також введемо поняття f -вектору множини L, як f(L) := (f0(L), f1(L)),
де fk(L) = card(Mk(L)).
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Зауваження 2.4. Гранi сiм’ї L та гранi conv(L) - це абсолютно рiзнi речi.

Неформально, в такий спосiб ми узагальнили поняття опуклих багатокутни-
кiв. Дiйсно, будь-який опуклий багатокутник з вершинами в точках x1, x2, ..., xn,
пронумерованих за годинниковою стрiлкою, можна розглядати, як сiм’ю L =

{{x1}, {x2}, ..., {xn}}, її множину вершин M0(L) = {{{x1}}, {{x2}}, ..., {{xn}}}
i множину ребер M1(L) = {{{x1}, {x2}}, ..., {{xn−1}, {xn}}, {{xn}, {x1}}}.

Забiгаючи наперед, таке предствалення ми викорстаємо для визначення вер-
шин та ребер кругоопуклих множин, провiвши бiєкцiю мiж ними i певними сiм’ями
L.

Лема 2.5. Нехай сiм’я строго опуклих множин L знаходиться в загальнiй пози-
цiї. Тодi для будь-якої гранi F ∈ F′(conv(L)) та множини L ∈M(L, F ) повинна
iснувати грань G ∈ F′(conv(L)) така, що L ∩G = G.

Доведення. Якщо dim(F ) = 0, тобто F = x, достатньо просто взяти G = F .
Якщо dim(F ) = 1, то card(M(L, F )) = 2. Нехай M(L, F ) = {L1, L2}. Тодi

F = conv(
⋃
L∈M(L,F ) L ∩ F ) = conv(x1, x2), де xi = F ∩ Li, i = 1, 2. Очевидно,

що точки x1, x2 є правильними гранями гранi F у вiдповiдному їй пiдпросторi,
тобто x1, x2 ∈ F′(F ). Тодi за [8, Теорема 2.1.1], x1, x2 ∈ F′(conv(L)). Вiдповiдно,
для i = 0, 1, L = Li ми завжди можемо взяти G = {xi}, для якого L∩G = G.

Наслiдок 2.6. Для сiм’ї L в загальнiй позицiї f1(L) ≤ f0(L)∗(f0(L)−1)
2 .

Доведення. Вiзьмемо будь-яку грань F ∈ F′(conv(L)) таку, що dim(F ) = 1,
M(L, F ) = {L1, L2} ∈M1(L). Тодi мають iснувати G1, G2 ∈ F′(conv(L)) : L∩G1 =

G1, L ∩G2 = G2.
Припустимо, що iснує L ∈ M(L, G1) : L 6= L1. Тодi (1 + dim(L ∩ G1)) + (1 +

dim(L1 ∩ G1)) = (1 + dim(L ∩ G1)) + (1 + dim(G1)) ≥ 1 + dim(G1), що супе-
речить умовi 2.1. Вiдповiдно card(M(L, G1)) = 1. Аналогiчно можна показати,
що card(M(L, G2)) = 1. Тодi M(L, G1),M(L, G2) ∈ M0(L), а тому f1(L) не може
перевищувати f0(L)∗(f0(L)−1)

2 .
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3 f -вектор кругоопуклих множин

Тепер, трохи вивчивши структуру сiмей множин у загальнiй позицiї, спробуємо
пов’язати її з нашими круговими оболонками. Але для цього нам потрiбно ще
декiлька понять.

Визначення 3.1. Нормальним конусом для опуклої множини L ∈ C2 та x ∈ L
будемо називати

N(L, x) := {u ∈ R2 \ {0} : x ∈ H(L, u)} ∪ {0},

де
H(L, u) := {x ∈ R2 : 〈x, u〉 = sup

y∈L
〈y, u〉},

тобто опорна пряма множини L з нормаллю u. Очевидно, що N(L, x) 6= ∅
лише коли x ∈ ∂L. Якщо F ∈ F(L), то N(L, F ) := N(L, x) для довiльного x з
вiдповiдної внутрiшностi F .

Визначення 3.2. Опорною множиною опуклої множини L ∈ C2 з нормаллю
u ∈ R2 називають

F (L, u) := L ∩H(L, u).

Множина L - строго опукла тодi i тiльки тодi, коли F (L, u) є сiнглтоном для
будь-якого u ∈ R2.

Визначення 3.3. Якщо виконується dim(N(L, x)) = 1 для опуклої множини
L ∈ C2 для будь-якого x ∈ ∂L, то L називають регулярною.

Визначення 3.4. Нехай F ∈ F(L). Спряженою гранню до F будемо називати

F̂ := {x ∈ L0 : ∀y ∈ F 〈x, y〉 = 1}.

Якщо F - це ребро L, то F̂ є множиною розв’язкiв 2 незалежних лiнiйних рiв-
нянь, а тому є точкою. Крiм того, за [8, Лема 2.2.3]

N(L, F ) = posF̂ , (3.1)

де posF̂ - це конiчна (або додатна) оболонка F̂ , тобто множина всiх лiнiйних
комбiнацiй точок з F̂ з невiд’ємними коефiцiєнтами.
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Тепер нехай в нас є певна скiнченна множина A у внутрiшностi U , де, нагада-
ємо, U ∈ C2 - одиничний круг. Покладемо

LA := {(U − y)0 : y ∈ A}. (3.2)

Оскiльки U , як i всi (U − y), є очевидно строго опуклою i регулярною, то з 3.1
та [8, Зауваження 1.7.14] випливає, що U 0 i (U − y)0 теж є строго опуклими та
регулярними. Тодi за 1.5 маємо

(U 	 A)0 = cl conv(LA) = conv(LA),

а отже за 1.2
bh(A) = U 	 (U 	 A) = U 	 (conv(LA))0.

Лема 3.5. Сiм’я LA знаходиться в загальнiй позицiї тодi i тiльки тодi, коли
для будь-якої точки x ∈ R2 : A ⊆ U+x i FA(x) := A∩∂(U+x) 6= ∅, card(FA(x)) >

0 - скiнченне i card(FA(x)) = dim(conv(
⋃
y∈FA(x)N(U + x, y)).

Доведення. Спершу зазначимо, щоA ⊆ U+x i FA(x) 6= ∅ за 1.1 еквiвалентно тому,
що −x ∈ ∂(U 	A). Тодi за [8, Теорма 2.2.1] для кожного x ∈ R2 : −x ∈ ∂(U 	A)

N(U 	 A,−x) = N(
⋂
y∈A

(U − y),−x) = conv(
⋃
y∈A

N(U − y,−x)) =

= conv(
⋃
y∈A

N(U + x, y)) = conv(
⋃

y∈FA(x)

N(U + x, y)).

За твердженням 2.2 сiм’я LA буде знаходитись в загальнiй позицiї тодi i тiльки
тодi, коли для кожної вiдкритої гранi F̂ у conv(LA), сiм’я M(LA, F̂ ) cкладається
рiвно з dim(F̂ ) + 1 множин. За [8, Теорма 2.1.4] F =

ˆ̂
F i гранi F та F̂ . З iншого

боку, згiдно до 3.1 N(U 	A,F ) = posF̂ , а тому dim(N(U 	A,F )) = dim(F̂ ) + 1.
За лемою 1.6, оскiльки U 	A є кругоопуклою, то вона є i строго опуклою, а тому
всi її гранi F - це сiнглтони.

Пiдсумувавши вищесказане, сiм’я LA буде знаходитись в загальнiй позицiї тодi
i тiльки тодi, коли для кожної точки −x ∈ ∂(U 	 A) такого, що dim(N(U 	
A,−x)) = m+ 1, де m = 0, 1, iснує рiвно m+ 1 точка y ∈ A : −x ∈ ∂(U − y), або
iншими словами card(FA(x) = m+ 1.

Насамкiнець, сiм’я LA буде знаходитись в загальнiй позицiї тодi i тiльки тодi,
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коли для кожної точки −x ∈ ∂(U 	 A) виконується

card(FA(x)) = dim(conv(
⋃

y∈FA(x)

N(U + x, y)).

Наслiдок 3.6. Щоб LA було в загальнiй позицiї, необхiдно, щоб card(FA(x)) ≤ 2

для всiх x ∈ R2.

Визначення 3.7. Нехай у нас є деяка скiнченна множина A у внутрiшностi U
така, що LA знаходиться в загальнiй позицiї. Тодi f -вектор Q = bh(A) будемо
визначати f(Q) := f(LA).

Визначення 3.8. Опорним кругом до кругоопуклої множини Q = bh(A) будемо
називати будь-яку множину ∂(U + x) для x ∈ R2 таку, що Q ⊆ U + X i Q ∩
∂(U + x) 6= ∅, а сам перетин Q ∩ ∂(U + x) - вiдкритою круговою гранню.

Так визначались вiдкритi круговi гранi в [11]. Якщо вiдкрита кругова грань -
це одна точка, то її називають круговою вершиною, в iншому випадку - круговим
ребром.

Еквiвалентно, круговi ребра визначають в [12], як вiдкритi круговi гранi, для
яких одновимiрна мiра Хаусдорфа є строго додатною. Кожне кругове ребро має
мiстити хоча б 2 рiзнi точки.

Для опуклих множин L ∈ C2 позначимо S(L, ·) поверхневу мiру L, див. [8, ст.
214]. Поверхнева мiра визначена на одиничному колi S1 := {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1} i
S(L,A) рiвна довжинi частинi границi L, для якої нормованi нормалi належать
до Борелевої пiдмножини A одиничного кола S1.

В наступних двох лемах ми покажемо зв’язок мiж круговими вiдкритими гра-
нями bh(A), гранями LA та гранями conv(LA).

Лема 3.9. Нехай є скiнченна множина A у внутрiшностi U , для якої LA зна-
ходиться в загальнiй позицiї. Тодi кiлькiсть кругових ребер Q = bh(A) рiвна
f1(conv(LA)).

Доведення. За твердженням 1.3 U 	 A = U 	 Q. Позначимо R := −(U 	 Q).
Оскiльки A ⊆ int(Q), то початок координат має належати внутрiшностi R. За
лемою 1.6, оскiльки U	A є кругопуклою, то R є строго опуклою. Вiзьмемо деяке
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ребро F̂ ∈ F1(−conv(LA)) = F1(R
0). Згiдно то 3.1, F̂ є спряженою гранню до

якогось сiнглтону {x} ⊆ ∂R, чий нормальний конус має розмiрнiсть 2. За [8,
Теорма 2.1.4] спряжена грань до спряженої гранi до F̂ - це найменша вiдкрита
грань −conv(LA), що мiстить F̂ , а тому спiвпадає з F̂ . Вiдповiдно, ми маємо
взаємооднозначну вiдповiднiсть мiж ребрами −conv(LA) = R0 та точками ∂R з
нормальними конусами розмiрностi 2. Тепер покажемо, що кожнiй такiй точцi
вiдповiдає рiвно одне кругове ребро Q.

Вiзьмемо деяке x ∈ R. Тодi u ∈ N(R, x) ⇔ x ∈ F (R, u) ⇔ ∀y ∈ R2 〈y, u, 〉 >
0 : x + y 6∈ R. В силу того, що R = −(U 	 A), останнє еквiвалентне тому, що
A ⊆ U + x, але для всiх y ∈ R2〈y, u, 〉 > 0 : A 6⊆ U + x+ y.

Тепер нехай у нас x ∈ F (R, u). Будемо розглядати множину F (U + x,−u). В
силу строгої опуклостi R, для будь-якого u ∈ R2, F (R, u) - це сiнглтон. Аналогiчно
з F (U + x,−u), i нехай це буде {x′}. В силу того, що x ∈ R,Q = bh(A) ⊆ U +X.
Тодi, оскiльки x′ ∈ ∂(U + x), x′ 6∈ int(Q).

Припустимо, що x′ 6∈ Q. Тодi за визначенням Q має iснувати такий y ∈ R

вiдмiнний вiд x, що x′ 6∈ U + y. Позначимо L := (U + x) ∩ (U + y). Очевидно,
що A ⊆ L. Оскiльки x′ 6∈ U + y, то supa∈L〈a,−u〉 < supa∈U+x〈a,−u〉 = 〈x′,−u〉.
Як вже було сказано в 1 роздiлi, U - генеруюча множина, а оскiльки L ⊆ U + x -
доданок, то iснує iнший доданокW , що U+x = L+w, i що L таW - кругоопуклi.
Тодi, якщо F (L,−u) = {y′} i F (W,−u) = {w′}, то x′ = y′ + w′ i

〈x′,−u〉 = sup
a∈U+x

〈a,−u〉 = sup
a∈L
〈a,−u〉+ sup

a∈W
〈a,−u〉 = 〈y′,−u〉+ 〈w′,−u〉,

а оскiльки 〈y′,−u〉 < 〈x′,−u〉, то 〈w′,−u〉 > 0.
З iншого боку, L+w ⊆ U + x, а отже A ⊆ L ⊆ U + x+ (−w), де 〈w′,−u〉 > 0,

що протиречить тому, що x ∈ F (R, u). Суперечнiсть. Отже x′ ∈ Q, а тому {x′} =

F (U + x,−u) ⊆ ∂Q.
Нехай тепер {x′} = F (U + x,−u) ⊆ ∂Q i покажемо, що тодi x ∈ F (R, u).

Припустимо, що iснує такий y, що x + y ∈ R i 〈y, u〉 > 0. В силу визначення R
виходить, що x′ ∈ Q ⊆ U + x+ y. З iншого боку,

〈x′,−u〉 ≤ sup
a∈U+x+y

〈a,−u〉 = sup
a∈U+x

〈a,−u〉+ 〈y,−u〉 = 〈x′,−u〉 − 〈y, u〉 < 〈x′,−u〉.

Суперечнiсть. Отже не iснує такого y, що x+y ∈ R i 〈y, u〉 > 0, а тому x ∈ F (R, u).
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Пiдсумовуючи, ми отримали, що для деякого x ∈ R маємо u ∈ N(R, x)⇔ x ∈
F (R, u)⇔ F (U + x,−u) ⊆ ∂Q.

Нехай L ⊆ U i x ∈ ∂R. Тодi позначимо через τ(L,K) :=
⋃
y∈K F (L, y) -

обернене сферичне вiдображення для K ⊆ S1. Тодi, взявши K = −N(R, x) ∩ S1,
знайдемо одновимiрну Хаусдорфову мiру за допомогою [8, Рiвнiсть (4.36)]

H(
⋃

F (U+x,−u)⊆∂Q

F (U + x,−u)) = H(
⋃

u∈N(R,x)

F (U + x,−u)) =

= H(τ(U + x,−N(R, x) ∩ S1)) = S(U + x,−N(R, x) ∩ S1).

Права частина рiвна одновимiрнiй Хаусдорфовiй мiрi множини −N(R, x)∩S1, яка
є додатною тодi i тiльки тодi, коли N(R, x) має непорожню внутрiшнiсть.

Насамкiнець, ми однозначно пов’язали всi ребра conv(LA) з усiма точками
x ∈ ∂R, для яких N(R, x) має непорожню внутрiшнiсть, а всi останнi - з усiма
круговими ребрами Q = bh(A).

Тепер пов’яжемо гранi conv(LA) та LA.

Лема 3.10. Нехай є скiнченна множина A у внутрiшностi U , для якої LA зна-
ходиться в загальнiй позицiї. Також нехай для будь-якої пiдмножини {x1, x2} ⊆
A, що належить деякому круговому ребру Q = bh(A), не належить жодному
iншому круговому ребру Q. Тодi кiлькiсть ребер LA рiвна f1(conv(LA)).

Доведення. Це частковий випадок минулої леми. Згiдно до визначення ребер LA,
для ребраM = {(U−x1)

0, (U−x2)
0} має iснувати ребро F̂ множини conv(LA), що

M(LA, F̂ ) = M . При цьому множина точок {x1, x2} належить деякому круговому
ребру Q.

Припустимо, що iснує iнше ребро F̂ ′ множини conv(LA), що M(LA, F̂
′) = M .

Як вже зазначалось в попередньому доведеннi, ребрам F та F ′ вiдповiдають сiн-
глтони {x} та {x′}, що належать множинi ∂(U	A), а також належать множинам
∂(U − x1) та ∂(U − x2). Тодi множина {x1, x2} належить одразу двом множинам
∂(U − x) та ∂(U − x′), а отже одразу двом рiзним круговим ребрам Q. Супере-
чнiсть. Отже кожному ребру LA вiдповiдає лише одне ребро conv(LA).

Отже ми показали взаємооднозначний зв’язок мiж круговими вiдкритими гра-
нями bh(A) та гранями LA, а також їх зв’язок з ребрами conv(LA) за певних умов.
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4 Кругоопуклi множини породженi випадковими
вибiрками

Будемо розглядати множину Ξn := {ξ1, ..., ξn}, що складається з n незалежних
копiй випадкової величини ξ з рiвномiрним розподiлом на U , а точнiше її кругову
оболонку Qn := bh(Ξn):

Qn :=
⋂

x∈R2:Ξn⊆U+x

(U + x),

тобто перетин всiх змiщень одиничного кола, що мiстять множину Ξn. Варто за-
значити, що Qn = bh(conv(Ξn)).

Також будемо позначати Xn := U 	 Qn = U 	 Ξn =
⋂n
i=1(U − ξi) за 1.1 та

твердженням 1.3. Оскiльки Ξn ⊆ int(U) майже напевно, то початок координат
майже напевно належить int(Xn), а тому за 1.5

X0
n = conv(

n⋃
i=1

(U − ξi)0). (4.1)

З огляду на вигляд Xn та X0
n можна зробити висновок, що цi випадковi мно-

жини є майже напевно компактними, опуклими та з непорожньою внутрiшностю
(такi множини також називають випадковими опуклими тiлами, див. [13, Роздiл
1.7]). Також вочевидь Xn та X0

n мiстять початок координат у своїх внутрiшностях
майже напевно. Наочно поведiнку Qn та Xn можна бачити на рисунку 4.1.

4.1 Збiжнiсть масштабованої рiзницi за Мiнковським U	Ξn
Тепер спробуємо показати слабку збiжнiсть n−1X0

n та nXn. Для цього нам потрi-
бно ввести декiлька додаткових позначень.

Будемо називати V (L) двовимiрну мiру Лебега в R2 множини L, тобто її пло-
щу. Афiнним Грассманнiаном A(2, 1) будемо називати набiр одновимiрних афiн-
них пiдпросторiв двовимiрного простору R2, а через A−(2, 1) - набiр всiх замкне-
них пiдпросторiв R2, що мiстять початок координат. Кожен такий пiвпростiр буде-
мо позначати H−u (t) i задавати парою (t, u) ∈ [0,∞)× S1, де u позначає одиничну
зовнiшню нормаль пiвпростору, а t - вiдстань вiд початку координат до границi
пiвпростору.

Також нехай P := {(ti, ui), i ≥ 1} - буде пуассонiвським процесом на (0,∞)×S1
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Рис. 4.1: Кругова оболонка bh(Ξn) та рiзниця за Мiнковським U 	 Ξn для 10, 20
та 100 точок.

з мiрою iнтенсивностi µ, що визначається, як добуток мiри Лебега на (0,∞)

та мiри S(U, ·) на одиничному колi S1, подiлений на π. Тодi набiр пiвплощин
{H−ui(ti), i ≥ 1} називають процесом прямих, що породжує мозаїку в R2, див. [1].
Лебегова мiра дає нам стацiонарнiсть розбиття (тобто розподiл буде iнварiантним
вiдносно змiщення), в той час як мiра S(U, ·) вiдповiдає за напрямок. Оскiльки ко-
жен з цих пiвпросторiв мiстить початок координат, то i перетин теж буде мiстити
його, при цьому вiн буде належати внутрiшностi майже напевно. Тому цей пере-
тин точно не є порожнiм, i ми будемо позначати його Z :=

⋂
i≥1H

−
ui

(ti). Оскiльки
з ймовiрнiстю 1 всi ui не будуть знаходитись в однiй пiвколi, то Z майже напевно
є обмеженою, а тому є випадковою компактною множиною в R2. Оскiльки µ є ло-
кально скiнченною, то Z майже напевно є полiтопом, який називають нульовою
клiткою пуассонiвського розбиття.

Множина Z0, згiдно до визначення та 1.5 буде замиканням опуклої оболон-
ки об’єднання полярних множин до H−ui(ti). Не важко зрозумiти, що полярною
до H−ui(ti) буде вiдрiзок з кiнцями в початку координат та в uit−1

i . За теоремою
про вiдображення пуассонiвського процесу, набiр точок {uit−1

i , i ≥ 1} складає пу-
ассонiвський процес на R2 \ {0}, який будемо позначати Π. Тому множина Z0 -
замикання опуклої оболонки точок Π, яка з ймовiрнiстю 1 є полiтопом та мiстить
початок координат у своїй внутрiшностi.
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Теорема 4.1. Послiдовнiсть випадкових опуклих множин nXn при n→∞ збi-
гається за розподiлом на просторi опуклих множин з C2 з Хаусдорфовою метри-
кою до нульової клiтки Z пуассонiвського розбиття, а n−1X0

n - до Z0 вiдповiдно.

Доведення. Спершу доведемо збiжнiсть n−1X0
n. Як вже зазначалось, оскiльки ξi

майже напевно належить внутрiшностi U , початок координат майже напевно на-
лежить внутрiшностi nXn, а тому n−1X0

n майже напевно випадкове замкнуте опу-
кле тiло. За [13, Теорема 1.8.14] треба продемострувати, що для всiх опуклих
множин L ∈ C2

P{n−1X0
n ⊆ L} → P{Z0 ⊆ L}, n→∞,

lim infn→∞P{n−1X0
n ⊆ L} → 1, L ↑ R2.

Оскiльки початок координат належить внутрiшностям n−1X0
n та Z0 майже напев-

но, то будемо припускати, що L теж мiстить початок координат у своїй внутрi-
шностi. Тодi

P{n−1X0
n ⊆ L} = P{n−1(U − ξi)0 ⊆ L, ∀i = 1, 2, ..., n} =

= (P{n−1(U − ξ1)
0 ⊆ L})n = (1− P{n−1(U − ξ1)

0 6⊆ L})n =

= (1− P{n−1L0 6⊆ (U − ξ1)})n = (1− P{ξ1 6∈ U 	 n−1L0})n.

Застосувавши [14, Теорема 1] з C = U,A = U, P = B = W = {0}, Q = −(L0) i
ε = n−1 будемо мати

lim
n→∞

nP{ξ1 6∈ U 	 n−1L0} = lim
n→∞

n
V (U \ (U 	 n−1L0))

π
=

=
1

π

∫
S1

sup
y∈L0

〈y, u〉S(U, du) =
1

π

∫
S1

sup
y∈L0

〈y, u〉du

Тодi з використанням другої чудової границi, позначивши Pn(L) := P{ξ1 6∈ U 	
n−1L0}, маємо

P{n−1X0
n ⊆ L} = (1− Pn(L))n =

=

(
1 +

1

−1/Pn(L)

)−1/Pn(L) ∗ nPn(L)

−−−→
n→∞

exp

(
−1

π

∫
S1

sup
y∈L0

〈y, u〉du

)
.
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З iншого боку, розглянемо P{Z0 ⊆ L}:

P{Z0 ⊆ L} = P{L0 ⊆ Z} =

= P{h(L0, u) ≤ t∀(t, u) ∈ P} = P{@(t, u) ∈ P : h(L0, u) > t} =

= exp
(
−µ({(t, u) : h(L0, u) > t})

)
= exp

(
−1

π

∫
S1

sup
y∈L0

〈y, u〉du

)
.

Оскiльки Z0 майже компактна, то при L ↑ R2, P{Z0 ⊆ L} → 1.
Слабка збiжнiсть nXn → Z випливає з теореми про неперевне вiдображення,

оскiльки вiдображення L 7→ L0 є вiдображенням Лiпшиця за [15, Теорема 4.2] на
просторi опуклих множин з C2 з початком координат у своїй внутрiшностi, а отже
є неперервним.

4.2 Збiжнiсть точкового процесу

Позначимо K2 ⊆ C2 сiм’ю компактних опуклих множин, а K2
0 ⊆ K2 - тих, що

мiстять початок координат.
Множини, що були використанi в опуклiй оболонцi правої частини 4.1 є неза-

лежними копiями випадкової опуклої множини (U − ξ)0, де ξ є рiвномiрно розпо-
дiленою в U . Цi n незалежних копiй створюють точковий процес

Ψn := {(U − ξ1)
0, ..., (U − ξn)0}

в просторi K2
0. Через n−1Ψn ми позначимо масштабування Ψn, що є точковим

процесом, що складається з множин n−1(U − ξi)0, i = 1, ..., n.
Борелiвська σ-алгебра на K2

0 iндукується Хаусдорфовою Метрикою. Нехай B0

буде сiм’єю борелiвських пiдсiмей A ⊆ K2
0 \ {{0}} таких, що замикання A в K2

0

не мiстить {0}. Борелiвська мiра µ на K2
0 \ {0} є локально скiнченною, якщо

µ(A) < ∞ для всiх A ∈ B0. Послiдовнiсть (µn)n∈N локально скiнченних мiр на
K2

0\{0} кажуть, що збiгається грубо до локально скiнченної мiри µ, якщо µn(A)→
µ(A) при n → ∞ для всiх A ∈ B0, що є нерозривними множинами граничної
мiри. Еквiвалентно,

∫
fdµn →

∫
fdµ для всiх обмежених неперервних функцiй

f : K2
0 \ {0} → R, якi зникають в околицях {0} (в метрицi Хаусдорфа).

Слабка збiжнiсть випадкових мiр на K2 визначається вiдповiдно до грубої то-
пологiї. Цей спосiб збiжностi використовується для випадкових мiр.
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Теорема 4.2. Нехай X буде випадковим опуклим тiлом на K2
0 \ {0}, а його n

незалежних копiй складають точковий процес позначений Ψn. Також нехай Ψ

буде локально скiнченним процесом Пуассона на K2
0 \ {0}. Тодi послiдовнiсть

n−1Ψn збiгається до Ψ тодi i тiльки тодi, коли n−1Zn слабко збiгається до
випадкової компактної опуклої множини Z, при n → ∞, де Zn i Z є опуклою
множиною об’єднання множин з Ψn та Ψ вiдповiдно.

Доведення. Позначимо мiру iнтенсивностi граничного процесу Ψ через µ, i не-
хай Ψn := {X1, ..., Xn} складається з n незалежних копiй випадкового тiла X з
розподiлом ν. Зауважимо, що i µ, i ν є мiрами на K2

0 \ {0}.
Добре вiдомо (як спрощена версiя теореми Григелiонiса для загальних бiномi-

альних процесiв, див. [13, Теорема 4.2.5]), що n−1Ψn слабко збiгається до Ψ тодi i
тiльки тодi, коли µn(·) := nν(n·) грубо збiгається до µ на K2

0 \ {0}, при n → ∞.
Iншими словами,

nP{n−1X ∈ A} → µ(A), n→∞ (4.2)

для всiх A ∈ B0 таких, що A нерозривна множина для µ.
Введемо наступнi пiдсiм’ї сiм’ї K2

0 \ {0}, як

AL := {A ∈ K2
0 \ {0} : A ⊆ L},

де L ∈ K2
0 \ {0} довiльне компактне опукле тiло, що мiстить початок координат i

вiдрiзняється вiд {0}. Спершу покажемо, що груба збiжнiсть µn → µ випливає з
4.2 для µ-неперервних множин з AcL, взятого замiсть A.

Зафiксуємо деяке ε > 0 i нехай L0 := εU буде замкненим центрованим колом
радiуса ε. Завжди можна вважати, що AcL0

є нерозривною множиною для µ. Для
кожної A ∈ B0, нехай

µ̄n(A) :=
µn(A ∩AcL0

)

µn(AcL0
)

, n ≥ 1,

i позначимо µ̄ аналогiчно використавши µ. Тодi µ̄n є ймовiрнiсною мiрою на K2
0 \

{0} i на K2.
Як вiдомо, µ̄n слабо збiгається до µ̄ тодi i тiльки тодi, коли µ̄n(AL) → µ̄(AL)

для всiх L ∈ K2 таких, що AL нерозривне для µ̄ та µ̄(AL)→ 1, якщо L збiльшити
до всього простору, див. [13, Теорема 1.8.14]. Останнє явно має мiсце, оскiльки
Φ має локально скiнченну мiру iнтенсивностi, а отже не бiльш нiж скiнченна
кiлькiсть її точок перетинає доповнення до множини rU для будь-якого r > 0.
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Очевидно можна припускати, що в 4.2 сiм’я A є закритою за метрикою Хаус-
дорфа. Тодi iснує ε > 0 таке, що кожне A ∈ A не є пiдмножиною L0 = εU . Тодi
A ∩AcL0

= A, а тому µ̄n(A) = µn(A)/µn(AcL0
) i µ̄(A) = µ(A)/µ(AcL0

). В кiнцi кiн-
цiв, вiдмiтимо, що збiжнiсть випливає з 4.2 для A = AcL0

i того, що L0 обирається
з огляду на те, що AL0

- µ-неперервна множина.
Тому, 4.2 достатньо перевiряти тiльки для A = AcL0

. Iншими словами n−1Ψn

слабко збiгається до Ψ тодi i тiльки тодi, коли

nP{n−1X 6⊆ L} → µ(AcL), n→∞ (4.3)

для всiх L ∈ K2
0 \ {0} таких, що AL нерозривне для µ̄.

За [13, Теорема 1.8.14], n−1Zn слабко збiгається до випадкової компактної опу-
клої множини Z тодi i тiльки тодi, коли

P{n−1Zn ⊆ L} → P{Z ⊆ L}, n→∞ (4.4)

для всiх L ∈ K2
0, що L є нерозривною для Z, тобто, що P{Z ⊆ L} = P{Z ⊆ intL}

i P{Z ⊆ L} → 1 якщо L збiльшити до всього простору. Остання умова має мiсце
за рахунок припущення про компактнiсть Z. Оскiльки

P{Z ⊆ L} = exp−µ(AcL),

L є нерозривною для Z тодi i тiльки тодi, коли AL нерозривне для µ̄.
Остаточно, вiдмiтимо, що

P{n−1Zn ⊆ L} =
(
1− P{n−1X ∈ AcL}

)n
,

а тому 4.3 та 4.4 є еквiвалентними.

Застосувавши цю теорему в нашому випадку, маємо наступну теорему.

Теорема 4.3. Послiдовнiсть точкових процесiв (n−1Ψn)n∈N слабко збiгається до
точкового процесу {[0, x] : x ∈ Π} на K2

0.
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5 Збiжнiсть f -вектору кругоопулої оболонки ви-
падкових вибiрок

Тепер покажемо граничну теорему для для f -вектору. Будемо розглядати сiм’ю
строгоопуклих регулярних множин

LΞn
= {(U − ξi)0 : i = 1, ..., n}.

Для будь-якого x ∈ R2 такого, що Ξn ⊆ U+x, ∂(U+x) з ймовiрнiстю 1 буде пере-
тинати не бiльше 2 точок з Ξn, кожна з яких має одновимiрний нормальний конус.
Тому, згiдно до леми 3.5, LΞn

майже напевно знаходиться в загальнiй позицiї.
Отже, з ймовiрнiстю 1, f -вектор множини Qn = bh(Ξn) визначений, як f(LΞn

),
i має скiнченнi компоненти. З огляду на теорему 4.1 та тiсний зв’язок Qn, LΞn

та n−1X0
n, логiчно припускати, що f(Qn) = f(LΞn

)
d−−−→

n→∞
f(Z0). Нагадаємо, що

Z0 = conv(Π) майже напевно є полiтопом. Але перш нiж довести цей факт, нам
потрiбна наступна лема.

Лема 5.1. Нехай L(n) := {L(n)
i , i ≥ 1}, n ∈ N0 буде послiдовнiстю локально скiн-

ченних точкових процесiв на K2
0 \ {0}. Припустимо, що для кожного n ∈ N0

множини з L(n) є строго опуклими, а L(n) → L(0) в грубiй топологiї на K2
0 \ {0},

при n→∞. Також нехай:

(a) сiм’я L(0) знаходиться в загальнiй позицiї;

(b) iснує множина точок {x1, ..., xM}, що conv(L(0)) = conv({x1, ..., xM}) i {xi} =

L
(0)
ri ∩∂conv(L(0)), i = 1, ...,M для множини попарно рiзних iндексiв {r1, ..., rM};

(c) опукла оболонка conv(L(0)) мiстить початок координат у свої внутрiшно-
стi.

Тодi для достатньо великих n ∈ N виконується наступне:

1. сiм’я L(n) знаходиться в загальнiй позицiї;

2. f(L(n)) = f(L(0)) = f(conv(L(0));

3. f1(L
(n)) = f1(conv(L(n))).
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Доведення. Спершу покажемо, що нашi припущення означають, що ми можемо
обмежитись скiнченними пiдсiм’ями сiмей L(n), n ∈ N0.

З (c), iснує таке r > 0, що 2r ∗ U ⊆ int(conv(L(0))). Оскiльки L(0) локально
скiнченна на K2

0 \ {0} i виконується (b), сiм’я L(0) мiстить лише скiнченну кiль-
кiсть множин l, що перетинають ∂(r ∗ U). Без обмеження загальностi, нехай це
будуть множини L(0)

1 , L
(0)
2 , ..., L

(0)
l , а для всiх iнших i > l : L

(0)
i ⊆ r ∗ U . За грубою

збiжнiстю, при достатньо великих n ∈ N, сiм’я L(n) мiстить рiвно l множин, що
перетинають ∂(r ∗ U), нехай L(n)

1 , L
(n)
2 , ..., L

(n)
l , i для кожного i = 1, ..., l:

L
(n)
i → L

(0)
i , n→∞ (5.1)

збiгається за Хаусдорфовою метрикою. Крiм того, за [1, Теорема 12.3.5]

conv

(
l⋃

i=1

L
(n)
i

)
→ conv

(
l⋃

i=1

L
(0)
i

)
= conv(L(0)), n→∞ (5.2)

Тодi для достатньо великих n, r∗U ⊆ conv
(⋃l

i=1 L
(n)
i

)
, а отже conv

(⋃l
i=1 L

(n)
i

)
=

conv(L(n)) → conv(L(0)), n → ∞. Тому зафiксуємо l i будемо припускати, що
останнє виконується.

Нагадаємо, що верхнею границею послiдовностi множин називають множину,
що складається з усiх границь пiдпослiдовностей точок обраних з цих множин. Та-
кож, перетин множин є напiвнеперервною зверху функцiєю, тобто верхня грани-
ця перетину послiдовностей множин є пiдмножиною перетину їх верхнiх границь,
див. [1, Теорема 12.2.6].

Почнемо з доведення першої частини. Припустимо, що сiм’я L(n) знаходи-
ться в загальнiй позицiї для нескiнченної кiлькостi n ∈ N. Тодi в силу стро-
гої опуклостi conv(L(n)) та твердження 2.2, для всiх цих n повинна iснувати
грань F (n) ∈ F(conv(L(n))), яку перетинає бiльше нiж dim(F (n)) + 1 множин з
{L(n)

1 , ..., L
(n)
l }. Оскiльки таких рiзних наборiв всього скiнченна кiлькiсть, то ми

можемо взяти фiксованi m ∈ {0, 1}, m + 2 ≤ k ≤ l та 1 ≤ i1, ..., il ≤ l такi, що
iснує грань F (n)

m ∈ Fm(conv(L(n))) яку перетинають множини {L(n)
i1
, ..., L

(n)
ik
} для

нескiнченної кiлькостi n ∈ N.
Кожна грань conv(L(n)) є пiдмножиною деякої вiдкритої гранi conv(L(n)). З

визначення вiдкритої гранi випливає, що для кожної гранi F (n)
m повинна iснувати

опорна множина Hn така, що F (n)
m ⊆ conv(L(n)) ∩Hn. Нехай у неї буде одинична
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нормаль u(n). Також введемо наступне позначення: h(L, u) := supy∈L〈y, u〉 - опорна
функцiя. Тодi

Hn = {x ∈ R2 : 〈x, u(n)〉 = h(conv(L(n)), u(n))}.

Якщо перейти до пiдпослiдовностi, ми можемо вважати, що u(n) → u(0), при n→
∞. Позначивши ‖L‖ := supx∈L ‖x‖ та використовуючи властивiсть Лiпшиця, див
[13, Теорема H.1], маємо

|h(conv(L(n)), u(n))− h(conv(L(0)), u(0))| ≤
≤ |h(conv(L(n)), u(n))− h(conv(L(n)), u(0))|+
+|h(conv(L(n)), u(0))− h(conv(L(0)), u(0))| ≤

≤ ‖conv(L(n))‖ · ‖u(n) − u(0)‖+ |h(conv(L(n)), u(0))− h(conv(L(0)), u(0))|, n→∞.

Останнiй перехiд справедливий, оскiльки за рахунок збiжностi опуклих оболонок
conv(L(n)) до conv(L(0)), поточково збiгаються вiдповiднi їм опорнi функцiї для
кожної нормалi u. Тодi справедливо, що lim supn→∞Hn = limn→∞Hn = H0.

За теоремою вибору Бляшке, послiдовнiсть опуклих множин (F
(n)
m )n∈N має

збiжну пiдпослiдовнiсть. Переходячи до пiдпослiдовностi, будемо вважати, що
F

(n)
m → F , при n→∞. Покажемо, що ця границя F є пiдмножиною деякої вiдкри-

тої гранi conv(L(0)). Спрямовуючи n→∞ в F (n)
m ⊆ conv(L(n)) ∩Hn i враховуючи

напiвнеперервнiсть зверху перетину, маємо

F = lim sup
n→∞

F (n)
m ⊆ lim sup

n→∞
(conv(L(n)) ∩Hn) ⊆

⊆ lim sup
n→∞

conv(L(n)) ∩ lim sup
n→∞

Hn = conv(L(0)) ∩H0.

Залишилось сказати, що розмiрнiсть m′ = dim(F ) не бiльше m i показати, що
F перетинають множини {L(0)

i1
, ..., L

(0)
ik
}. Це можна зробити схожим чином. Для

кожного j = 1, ..., k маємо

∅ 6= lim sup
n→∞

(F (n)
m ∩ L

(n)
ij

) ⊆ lim sup
n→∞

F (n)
m ∩ lim sup

n→∞
L

(n)
ij

= F ∩ L(0)
ij
,

що протиречить тому, що сiм’я L(0) знаходиться в загальнiй позицiї. Це закiнчує
доведення першої частини.
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Тепер доведемо другу частину. В силу (a) та (b), conv(L(0)) є звичайним полi-
топом, що повнiстю задається сiм’єю {L(0)

r1 , ..., L
(0)
rM}, яку можна замiнити множи-

ною {x1, ..., xM}. Фактично умова загальної позицiї рiвносильна тому, що жоднi 3
точки з множини {x1, ..., xM} не лежать на однiй прямiй. Бiльше того, стає оче-
видним, що f(L(0)) = f(conv(L(0)). Також, в силу нашої конструкцiї, множина
{r1, ..., rM} є пiдмножиною {1, ..., l}, i не обмежуючи загальностi, будемо тепер
вважати, що l = M i ri = i, i = 1, ...,M . Залишилось показати першу рiвнiсть.

Тодi, в силу 5.1 та 5.2, непорожнiй перетин ∂conv(L(n))∩L(n)
i буде збiгатись до

пiдмножини перетину ∂conv(L(0))∩L(0)
i , яка за умовою (b) є {xi} для i = 1, ...,M .

З огляду на це можна дiйти висновку, що conv(L(n)) буде поступово вироджатись
в полiтоп, а ∂conv(L(n))∩L(n)

i - в його вершини. Вiдповiдно для достатньо виликих
n кiлькiсть вершин та ребер сiм’ї L(n) має спiвпадати.

Покладемо s := lim supn→∞ f1(L
(n)). Перейшовши до пiдпослiдовностi можна

вважати, що для кожного n ∈ N, iснує рiвно s наборiв ребер L(n), i вони задаю-
ться множинами з {L(n)

1 , ..., L
(n)
l }. Треба показати, що s ≤ f1(L

(0)), тобто, що для
кожного ребра {L(n)

i1
, L

(n)
i2
} сiм’ї L(n), у сiм’ї L(0) iснує ребро {L(0)

i1
, L

(0)
i2
}. Зробимо

це аналогiчно тому, як робили в першiй частинi доведення. Вiзьмемо деяке ребро
{Li1,n, Li2,n} та ребро F

(n)
1 ∈ F1(conv(L(n))) таке, що Lij,n ∩ F

(n)
1 6= ∅, j = 1, 2.

Перейшовши до пiдпослiдовностi можна вважати ij,n = ij, j = 1, 2. Вiзьмемо
x

(n)
ij

= L
(n)
ij
∩ F (n)

j , j = 1, 2. Перейшовши до пiдпослiдовностi, будемо вважа-

ти, що F
(n)
j → F , а x

(n)
ij
→ x

(0)
ij

для j = 1, 2 при n → ∞. Оскiльки кожна

грань є пiдгранню деякої вiдкритої гранi, F (n)
j є пiдмножиною деякої опорної мно-

жини F (conv(L(n)), u(n)). Перейшовши до пiдпослiдовностi, можемо вважати, що
u(n) → u(0), при n→∞. Тодi F (conv(L(n)), u(n)) збiгається до пiдмножини вiдкри-
тої гранi F (conv(L(0)), u(0)), а F ⊆ F (conv(L(0)), u(0)). Тодi для j = 1, 2

{x(0)
ij
} = lim sup

n→∞
{x(n)

ij
} = lim sup

n→∞
L

(n)
ij
∩ F (n)

j ⊆ L
(0)
ij
∩ F ⊆

⊆ L
(0)
ij
∩ F (conv(L(n)), u(n)) = {x(0)

ij
},

де останнiй перехiд справедливий за рахунок (b). Тому множина F (conv(L(0)), u(0)),
що є гранню полiтопу conv(L(0)), перетинається L(0)

i0
, L

(0)
i1
. Тодi в силу загальної

позицiї, dim(F (conv(L(0)), u(0))) = 1. Отже lim supn→∞ f1(L
(n)) ≤ f1(L

(0)).
Покажемо тепер, що f1(L

(0)) ≤ lim infn→∞ f1(L
(n)), тобто що для достатньо

великих n ∈ N для кожного ребра L(0) iснує ребро L(n).
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Зафiксуємо деяке ребро F1 ∈ F1(conv(L(0))). Оскiльки F1 - це ребро, то нор-
мальний конус N(conv(L(0)), F1) є одновимiрним. Вiзьмемо одиничний вектор u ∈
N(conv(L(0)), F1). Тодi F1 це пiдмножина прямоїH ортогональної до u. З умов (a) i
(b) слiдує, що сiм’яM(L(0), F1) складається з 2 множин з L(0). НехайM(L(0), F1) =

{L(0)
1 , L

(0)
2 }, a {xj} = L

(0)
j ∩ F1, j = 1, 2. Зауважимо, що F1 = conv(x1, x2) ⊆ H, а

u ∈ N(conv(L(0)), xj) ⊆ N(L
(0)
j , xj), j = 1, 2.

Введемо позначення Br(x) := rU + x. Вiзьмемо тепер деяку точку z iз вiдпо-
вiдної внутрiшностi F1 i зафiксуємо достатньо мале ε > 0 таке, що вiдстань вiд
точки z до вiдповiдної ∂F1 бiльша за ε, тобто z 6∈ Bε(xj), j = 1, 2. Покладемо
Dε = Dε(u) := H +Bε(0). Очевидно, що Bε(xj) ⊆ Dε, j = 1, 2.

Тепер позначимо через Aε множину всiх одиничних нормалей до прямих, що
проходять через точки y1, y2, де yj ∈ Bε(xj), j = 1, 2. Якщо ε→ 0,Aε буде збiгатись
до {u}. З припущення (b) робимо висновок, що нормальний конус N(L

(0)
j , xj) має

непорожню внутрiшнiсть для j = 1, 2, оскiльки N(conv(L(0)), xj) ⊆ N(L
(0)
j , xj), а

xj є вершиною полiтопу conv(L(0)). Обернене сферичне вiдображення τ(L, ·), що
використовувалось в доведеннi леми 3.9 є неперервним для кожної компактної
опуклої множини L, див. [8, Лема 2.2.12]. Тодi, зменшивши ε > 0 можемо вважати,
що для j = 1, 2 та ∀ε1 ∈ (0, ε)

τ(L
(0)
j , Aε1) = {xj}. (5.3)

Як вже зазначалось на початку доведення леми, для j = 1, 2 множина L(n)
j

збiгається до L(0)
j за Хаусдорфовою метрикою, а перетин множин є напiвнеперерв-

ною зверху функцiєю. Тодi для n > n0 для достатньо великого n0, L
(n)
j перетинає

Bε/2(xj), а L
(n)
j ∩Dε/2 ⊆ (L

(0)
j ∩Dε/2) +Bε/2(xj) ⊆ Bε(xj), для j = 1, 2.

Нехай L(n) := conv({L(n)
1 ∩Dε/2, L

(n)
2 ∩Dε/2}) i розглянемо замкнений вiдрiзок

[z− εu, z+ εu]. Оскiльки проекцiя L(n)
j ∩Dε/2 на H є пiдмножиною Bε(xj)∩H, то

проекцiя L(n) на H мiстить z. Тому вiдрiзок [z−εu, z+εu] перетинає ∂L(n) i жодна
точка з вiдрiзку не належить множинам L

(n)
1 ∩ Dε/2, L

(n)
2 ∩ Dε/2, iнакше б тодi z

також належало б. Позначимо y := z + t0u, де t0 = sup{a ∈ R : z + au ∈ L(n). Ця
точка, очевидно, належить ∂L(n).

Вiзьмемо одиничний вектор ν з N(L(n), y) i зауважимо, що ν ∈ Aε, зокрема
τ(L

(0)
j , ν) = {xj}, j = 1, 2, за рахунок 5.3. Зрозумiло, що y ∈ F (L(n), ν). Покажемо,

що y ∈ F (L̄(n), ν), де L̄(n) := conv(L
(n)
1 ∪L

(n)
2 ). Припустимо, що y 6∈ F (L̄(n), ν). Тодi

F (L̄(n), ν) 6⊆ Dε/2. Оскiльки F (L
(n)
j , ν) = L

(n)
j ∩ Hn, де Hn := {x ∈ R2 : 〈x, ν〉 =
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h(L
(n)
j , ν)}, а перетин є напiвнеперервною зверху функцiєю, то

F (L
(n)
j , ν) ⊆ F (L

(0)
j , ν) +Bε/2(0) = τ(L

(0)
j , ν) +Bε/2(0) = Bε/2(xj) ⊆ Dε/2.

Оскiльки
F (L̄(n), ν) ⊆ conv(F (L

(n)
1 , ν) ∪ F (L

(n)
2 , ν))

маємо суперечнiсть, а отже y ∈ F (L̄(n), ν). Останнє включення також вказує, що
y ∈ F (L̄(n), ν) є опуклою комбiнацiєю c1y1 + c2y2, де yj ∈ F (L

(n)
j , ν), j = 1, 2.

Оскiльки F (L
(n)
j , ν) ⊆ Dε/2, то yj ∈ L

(n)
j ∩ Dε/2. Отже коофiцiєнти c1, c2 строго

додатнi, бо тодi точка y ∈ [z − εu, z + εu] належала б однiй з множин L
(n)
1 ∩

Dε/2, L
(n)
2 ∩ Dε/2. Оскiльки y ∈ F (L̄(n), ν), то h(L̄(n), ν) = 〈y, ν〉, а тому, беручи

до уваги, що опорна функцiя опуклої оболонки еквiвалентна максимуму опорної
функцiї кожної з компонент,

max
j=1,2

h(L
(n)
j , ν) = h(L̄(n), ν) = 〈y, ν〉 =

2∑
j=1

cj〈yj, ν〉 ≤
2∑
j=1

cjh(L
(n)
j , ν).

Це можливо лише тодi, коли

h(L̄(n), ν) = h(L
(n)
1 , ν) = h(L

(n)
2 , ν),

а отже H̄n := {x ∈ R2 : 〈x, ν〉 = h(L̄(n), ν)} перетинає всi опорнi множини до
L

(n)
1 , L

(n)
2 у напрямку ν. Покладемо

F
(n)
1 = conv{L(n)

1 ∩ H̄n, L
(n)
2 ∩ H̄n},

i вiдмiтимо, що множини з правого боку є сiнглтонами, а F (n)
1 є ребром conv(L(n)),

i вiдповiдно {L(n)
1 , L

(n)
2 } є ребром L(n).

Вiдповiдно, ми показали iснування ребра F (n)
1 множини conv(L(n)), що пере-

тинає Bε(xj), j = 1, 2, а тому це ребро є рiзним для кожного ребра F1 множини
conv(L(0)). Тобто f1(L

(0)) ≤ lim infn→∞ f1(L
(n)) ≤ lim supn→∞ f1(L

(n)) ≤ f1(L
(0)).

Отже для достатньо великих n матимемо f1(L
(n)) = f1(L

(0)). З iншого боку
f0(L

(n)) = f1(L
(n)), f0(L

(0)) = f1(L
(0)). Отже f(L(n)) = f(L(0)).

Перейдемо до доведення третьої частини. Вiдмiтимо f1(L
(n)) ≤ f1(conv(L(n))).

Кожне ребро {L(n)
i1
, L

(n)
i2
} множини L(n) вiдповiдає хоча б одному ребру F (n)

1 мно-
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жини conv(L(n)). Припустимо, що воно вiдповiдає ще одному ребру F ′(n)
1 для не-

скiнченно багатьох n. Тодi аналогiчно тому, як ми доводили lim supn→∞ f1(L
(n)) ≤

f1(L
(0)), дiйдемо до висновку, що iснує пара {L(0)

i1
, L

(0)
i2
} з L(0), якiй вiдповiдають

одразу двi гранi conv(L(0)). При цьому вони є ребрами. Це протиречить умовi (b),
якщо тiльки ребра F (n)

1 i F ′(n)
1 не спiвпадають в метрицi Хаусдорфа i вiдповiдають

одному ребру conv(L(0)). Кожне ребро є вiдкритим ребром, а тому F (n)
1 i F ′(n)

1 за-
даються, як перетин прямих H(n) i H ′(n) з conv(L(n)) вiдповiдно. Позначимо u(n) i
u′(n), як одиничнi нормалi до ребер F (n)

1 i F ′(n)
1 вiдповiдно. Тодi

F
(n)
1 ⊆ {x ∈ H(n) : 〈x, u′(n)〉 ≤ h(F ′

(n)
1 , u′(n))} =: G(n),

F ′
(n)
1 ⊆ {x ∈ H ′(n) : 〈x, u(n)〉 ≤ h(F

(n)
1 , u(n))} =: G′(n).

Зауважимо, що G(n) ⊆ H(n) i G′(n) ⊆ H ′(n) та мають границю H(n) ∩H ′(n). Обидвi
прямi збiгаються при n→∞ до прямої H(0), що є опорною прямою до conv(L(0)).
Перетин H(n) ∩ H ′(n) є сiнглтоном, що збiгається до H ′, а тому G(n) та G′(n) до
двух пiдмножин H(0), обмежених H ′. Оскiльки F

(n)
1 i F ′(n)

1 збiгаються до однiєї
множини, але цi множини мають непересiчнi вiдповiднi внутрiшностi, F (0)

1 має
бути пiдмножиною H ′. Це суперечить тому, що dim(F

(0)
1 ) > dim(H ′).

Теорема 5.2. Нехай Ξn = {ξ1, ..., ξn}, де ξi - незалежнi рiвномiрно розподiленi
на U випадковi величини. Тодi

f(Qn) = f(LΞn
)

d−−−→
n→∞

f(Z0).

Доведення. Використаємо теорему Скорохода про вираження, див. [16, Теорема
4.30] у сукупностi з теоремою 4.3 та лемою 5.1. Спершу використаємо теорему
Скорохода, щоб перейти до нового ймовiрнiсного простору, такого, що збiжнiсть
в теоремi 4.3 виконується майже напевно. Тодi, на цьому новому ймовiрнiсному
просторi з ймовiрнiстю 1 всi умови леми 5.1 виконуються для точкових процесiв
заданих L(n)

i := n−1(U − ξi)0, i = 1, ..., n, n ∈ N з границею при n → ∞ у виглядi
точкового процесу заданого L(0)

i := [0, xi], xi ∈ Π, де для простоти ми залишили
початковi позначення об’єктiв на новому просторi. Тодi, на цьому ймовiрнiсному
просторi iснує випадкове n0 ∈ N таке, що f(LΞn

) = f(Z0) для всiх n ≥ n0 з
ймовiрнiстю 1. Повертаючись назад до початкового ймовiрнiсного простору, ми
отримуємо бажану слабку збiжнiсть. Вiдмiтимо, що сiм’я L(0) знаходиться в за-
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гальнiй позицiї i задовiльняє умови леми 5.1.

Теорема 5.3. Кiлькiсть кругових ребер Qn збiгається за розподiлом до f1(Z
0)

при n→∞.

Доведення. Використаємо лему 3.9. Зауважимо, що загалом f1(Qn) може бути
меншою за кiлькiсть кругових ребер. Тим не менш, для граничного полiтопа Z0

в теоремi 5.2 кiлькiсть ребер f1(Z
0) збiгається з кiлькiстю ребер сiм’ї вiдрiзкiв

{[0, x] : x ∈ Π}. За лемою 3.9, кiлькiсть кругових ребер Qn збiгається з кiлькiстю
ребер conv(LΞn

). Крiм того, за лемою 5.1 пунктом (3), останнє рiвне f1(LΞn
) для

всiх n ≥ n0, де n0 ∈ N - випадкова величина. Тому кiлькiсть кругових ребер Qn

збiгається за розподiлом до f1(Z
0) при n→∞.
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Висновки

В цiй роботi були дослiдженнi властивостi кругоопуклих випадкових множин,
побудованих як круговi оболонки випадкових вибiрок, а також були знайденi гра-
ничнi значення пов’язаних з ними множин та вiдповiдних f -векторiв. Все це є
важливими результатами в силу важливостi вивчення опуклих оболонок випад-
кових процесiв.
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