
ÊÈ�ÂÑÜÊÈÉ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÈÉ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒ IÌÅÍI ÒÀÐÀÑÀ ØÅÂ×ÅÍÊÀ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñó

Ïåðåñòþê Þðié Ìèêîëàéîâè÷

ÓÄÊ 517.9

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ

ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

01.01.02 � äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ

êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Íàóêîâèé êåðiâíèê:

Êàïóñòÿí Îëåêñié Âîëîäèìèðîâè÷

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,

ïðîôåñîð

Êè¨â � 2017



  2 
   

 

ЗМІɋɌ 
ȼɋɌɍɉ .............................................................................................................................. 4 

ɊɈɁȾȱɅ I. ɁȺȽȺɅЬɇȺ ХȺɊȺɄɌȿɊɂɋɌɂɄȺ ɊɈɁɊɂȼɇɂХ ȾɂɇȺɆȱЧɇɂХ 

ɋɂɋɌȿɆ ........................................................................................................................ 12 

1.1. Ɉɝɥɹɞ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɧɚɭɤɨɜɢɯ ɪɨɛɿɬ ɡɚ ɬɟɦɨɸ ɞɢɫɟɪɬɚɰɿʀ ..................................... 12 

1.2. Ɂɚɝɚɥьɧɚ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɡ ɿɦɩɭɥьɫɧɢɦ ɡɛɭɪɟɧɧɹɦ 

[52] ............................................................................................................................... 19 

1.3. Ȼɚɝɚɬɨɱɚɫɬɨɬɧɿ ɤɨɥɢɜɚɧɧɹ ɜ ɞɢɧɚɦɿɱɧɢɯ ɫɢɫɬɟɦɚɯ .......................................... 24 

ȼɢɫɧɨɜɤɢ ɞɨ ɪɨɡɞɿɥɭ 1 ............................................................................................... 29 

ɊɈɁȾȱɅ II. ɅȱɇȱɃɇȱ ɊɈɁɊɂȼɇȱ ȾɂɇȺɆȱЧɇȱ ɋɂɋɌȿɆɂ ɇȺ ɉɅɈЩɂɇȱ ......... 30 

2.1. Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ ɪɨɡɪɢɜɧɨʀ ɞɢɧɚɦɿɱɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ........................................................ 30 

2.2. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɪɨɡɪɢɜɧɿ ɞɢɧɚɦɿɱɧɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɧɚ ɩɥɨщɢɧɿ ............................................. 36 

2.3. ȼɢɩɚɞɨɤ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɜɥɚɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɦɚɬɪɢɰɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ 

ɪɿɜɧɹɧь ......................................................................................................................... 47 

ȼɢɫɧɨɜɤɢ ɞɨ ɪɨɡɞɿɥɭ 2 ............................................................................................... 57 

ɊɈɁȾȱɅ III. ɄɈɅɂȼȺɇɇə ȼ ɋɅȺȻɈɇȿɅȱɇȱɃɇɂХ ɊɈɁɊɂȼɇɂХ 

ȾɂɇȺɆȱЧɇɂХ ɋɂɋɌȿɆȺХ ɇȺ ɉɅɈЩɂɇȱ .......................................................... 58 

3.1. ȼɢɩɚɞɨɤ ɫɿɞɥɨɜɨʀ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ .................................................................... 58 

3.2. ȼɢɩɚɞɨɤ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɬɢɩɭ ɜɢɪɨɞɠɟɧɢɣ ɜɭɡɨɥ.......................................... 65 

3.3. ɉɪɨ ɤɨɥɢɜɚɧɧɹ ɦɚɹɬɧɢɤɚ ɜ ɫɟɪɟɞɨɜɢщɿ ɡ ɨɩɨɪɨɦ ............................................ 70 

ȼɢɫɧɨɜɤɢ ɞɨ ɪɨɡɞɿɥɭ 3 ............................................................................................... 87 

ɊɈɁȾȱɅ IV. ȱɇȼȺɊȱȺɇɌɇȱ ɌɈɊɈȲȾȺɅЬɇȱ ɆɇɈɀɂɇɂ ɌȺ ȲХ ɋɌȱɃɄȱɋɌЬ ...... 89 

4.1. Ɉɫɧɨɜɧɿ ɩɨɧɹɬɬɹ ɬɟɨɪɿʀ ɞɢɧɚɦɿɱɧɢɯ ɫɢɫɬɟɦ ...................................................... 89 

4.2. ɉɪɨ ɫɬɿɣɤɿɫɬь ɬɨɪɨʀɞɚɥьɧɨɝɨ ɦɧɨɝɨɜɢɞɭ ɨɞɧɨɝɨ ɤɥɚɫɭ ɞɢɧɚɦɿɱɧɢɯ ɫɢɫɬɟɦ . 96 



  3 
   

 

4.3. ȼɢɩɚɞɨɤ Ʌɚɩɩɨ-Ⱦɚɧɢɥɟɜɫьɤɨɝɨ ....................................................................... 108 

4.4. ɋɬɿɣɤɿɫɬь ɿɧɜɚɪɿɚɧɬɧɨʀ ɬɨɪɨʀɞɚɥьɧɨʀ ɦɧɨɠɢɧɢ ɿɦɩɭɥьɫɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ............ 116 

4.5. Ȼɚɝɚɬɨɱɚɫɬɨɬɧɿ ɫɢɫɬɟɦɢ ɡ ɿɦɩɭɥьɫɧɢɦ ɡɛɭɪɟɧɧɹɦ ......................................... 123 

ȼɢɫɧɨɜɤɢ ɞɨ ɪɨɡɞɿɥɭ 4 ............................................................................................. 136 

ȼɂɋɇɈȼɄɂ ................................................................................................................. 137 

ɋɉɂɋɈɄ ȼɂɄɈɊɂɋɌȺɇɂХ ȾɀȿɊȿɅ ................................................................... 138 

 

 



4

Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âèâ÷àþ÷è òi ÷è iíøi ïðèðîäíi ÿâèùà, òåîðåòè-

÷íî äîñëiäæóþ÷è ôiçè÷íi ÷è iíøîãî ðîäó ñèñòåìè, ìè çàâæäè âèìóøåíi â

òié ÷è iíøié ìiði iäåàëiçóâàòè âëàñòèâîñòi ïðîöåñiâ, ùî âèâ÷à¹ìî.

Ïîðÿä ç àêòóàëüíiñòþ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç ÿêiñíîãî

i êiëüêiñíîãî áîêó, íå ìåíø âàæëèâèìè ñòàþòü ïèòàííÿ, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî

ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ, òîáòî ïèòàííÿ ìàòåìà-

òè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ïiä ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ðîçóìiþòü íàáëèæåíèé îïèñ ïåâíîãî êëà-

ñó åâîëþöiéíèõ ïðîöåñiâ, âèðàæåíèé ìàòåìàòè÷íèìè ñèìâîëàìè. Àíàëiç ìà-

òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîíèêíóòè â ñóòü ïðîöåñó (ÿâèùà,

ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè), ÿêèé íàìè âèâ÷à¹òüñÿ, i ¹ ïîòóæíèì çàñîáîì ïi-

çíàííÿ íàâêîëèøíüîãî ñâiòó. Ïðîöåñ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ óìîâíî

ìîæíà ïîäiëèòè íà äåêiëüêà åòàïiâ.

Íà ïåðøîìó ç íèõ ôîðìóëþþòüñÿ çàêîíè, ùî çâ'ÿçóþòü îñíîâíi åëå-

ìåíòè ìîäåëi, âêàçóþòü äèíàìiêó çìiíè ¨õ â ÷àñi. Öåé åòàï âèìàãà¹ ãëèáîêîãî

ïðîíèêíåííÿ â ïðèðîäó ÿâèùà, çíàííÿ çàêîíiâ ïðèðîäè (ôiçè÷íèõ, ìåõàíi-

÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ òà iíøèõ) i çàêií÷ó¹òüñÿ çàïèñîì

â ìàòåìàòè÷íèõ òåðìiíàõ ñôîðìóëüîâàíèõ ÿêiñíèõ óÿâëåíü ïðî çâ'ÿçêè ìiæ

åëåìåíòàìè ìîäåëi.

Íà äðóãîìó åòàïi ïðîâîäèòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, äî

ÿêèõ ïðèâåëî ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ íà ïåðøîìó åòàïi. Òóò ðîçðîáëÿ-

¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, íåîáõiäíèé äëÿ àíàëiçó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.

Äóæå ÷àñòî ðiçíi çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ çàäà÷i ïðèâîäÿòü äî îäíi¹¨ ìàòåìà-

òè÷íî¨ ìîäåëi. Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì òàêî¨ ñèòóàöi¨ ¹ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü

ïðîöåñó ðîçìíîæåííÿ ïåâíî¨ ïîïóëÿöi¨ i ìîäåëü ïðîöåñó ðîçïàäó ðàäiîàêòèâ-

íî¨ ðå÷îâèíè. Öi îáñòàâèíè íàäàþòü ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè òàêi òèïîâi

ìàòåìàòè÷íi çàäà÷i ÿê ñàìîñòiéíèé îá'¹êò, àáñòðàãóþ÷èñü âiä êîíêðåòíîãî
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âèâ÷àþ÷îãî ÿâèùà, ÷è ñèñòåìè.

Íà íàñòóïíèõ åòàïàõ ïðîöåñó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ç'ÿñîâó¹-

òüñÿ ïèòàííÿ ïðî óçãîäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåííÿ ðåàëüíîãî ïðîöå-

ñó ç òåîðåòè÷íèìè íàñëiäêàìè ìîäåëi â ãðàíèöÿõ òî÷íîñòi ñïîñòåðåæåíü, à

òàêîæ ïðîâîäèòüñÿ óòî÷íåííÿ ìîäåëi ç âðàõóâàííÿì âæå íàêîïëåíî¨ iíôîð-

ìàöi¨.

Äîñëiäæóþ÷è ðiçíîìàíiòíi çàäà÷i ïðèðîäîçíàâñòâà, ÷àñòî äîâîäèòüñÿ

ìàòè ñïðàâó ç åâîëþöiéíèìè ïðîöåñàìè, ùî îïèñóþòüñÿ çâè÷àéíèìè äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè i ïiääàþòüñÿ êîðîòêî÷àñíèì çáóðåííÿì. Ïðè

ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi òàêîãî ðîäó ïðîöåñiâ ÷àñòî òðèâàëiñòþ òàêèõ

çáóðåíü çðó÷íî çíåõòóâàòè, ââàæàþ÷è, ùî âîíè ìàþòü õàðàêòåð iìïóëüñó

(ïîøòîâõó, óäàðó).

Òàêà iäåàëiçàöiÿ ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi âèâ÷åííÿ ñèñòåì äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ ñêà÷êîïîäiáíî çìiíþþòüñÿ. Àëå íå òiëüêè

iäåàëiçàöiÿ çàìiíè êîðîòêî÷àñíèõ çáóðåíü íà "ìèòò¹âi" ïðèâîäèòü äî äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè. ×àñòî ðîçðèâè ïåâíèõ

çàëåæíîñòåé â ñèñòåìi, ÿêó ìè âèâ÷à¹ìî, ¹ ñóòò¹âîþ ¨¨ õàðàêòåðèñòèêîþ.

Òàê, íàïðèêëàä, âèâ÷àþ÷è ðóõ ñòàëåâî¨ êóëüêè, ùî âiëüíî ïàäà¹ ç ïåâ-

íî¨ âèñîòè íà ãîðèçîíòàëüíó ñòàëüíó ïëàñòèíó, áà÷èìî, ùî â ìàòåìàòè÷íié

ìîäåëi öüîãî ïðîöåñó â ìîìåíò óäàðó êóëüêè îá ñòàëüíó ïëàñòèíó øâèäêiñòü

êóëüêè "ìèòò¹âî" çìiíþ¹ ñâié çíàê.

Áàãàòî êîíêðåòíèõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ÿêèõ ¹ äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè, ìîæíà çíàéòè â ðiçíèõ îáëà-

ñòÿõ ìàòåìàòè÷íîãî ïðèðîäîçíàâñòâà: ìåõàíiöi [1, 8], åëåêòðîòåõíiöi [13],

êåðóâàííi ïðîöåñàìè [18], äèíàìiöi ëiòàëüíèõ àïàðàòiâ [23], åêîíîìiöi [14] òà

â iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè i òåõíiêè.

Ïåðøi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi â âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîç-

ðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè ç'ÿâèëèñÿ â 30-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ äëÿ ðîçðà-

õóíêó i àíàëiçó òî÷íîñòi ãîäèííèêà [1], äå ìåòîäàìè ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåí-
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öiàëüíèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëè âëàñòèâîñòi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

êóñêîâî-ëiíiéíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. Â òiæ ñàìî ÷àñè äëÿ ìîäåëþâàííÿ

ïðîöåñiâ â ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ âèêîðèñòîâóâàëèñü äèôåðåíöi-

àëüíi ðiâíÿííÿ ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè. Òàê, Êðèëîâ Ì.Ì. i Áîãîëþáîâ

Ì.Ì. â êëàñè÷íié ìîíîãðàôi¨ "Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ ìåõàíèêó" , îïèñó-

þ÷è ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü óäàðíîãî ìåõàíiçìó ãîäèííèêà, çàñòîñóâàëè ôîð-

ìàëiçì δ - ôóíêöi¨ Äiðàêà i âïåðøå ïîêàçàëè, ùî ìåòîä óñåðåäíåííÿ ìîæíà

óñïiøíî çàñòîñóâàòè íå òiëüêè äî êëàñè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à é

äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè.

Ïiçíiøå Ñàìîéëåíêî À.Ì. [55] àñèìïòîòè÷íèìè ìåòîäàìè íåëiíiéíî¨

ìåõàíiêè äîñëiäèâ øèðîêèé êëàñ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íå-

ðåãóëÿðíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè.

Iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ i äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ðîçðèâíèìè

òðà¹êòîðiÿìè íà ñüîãîäíi ïîâ'ÿçàíèé, íàñàìïåðåä, ç çàïèòàìè íîâî¨ òåõíiêè,

äå iìïóëüñíi ñèñòåìè àâòîìàòè÷íîãî ðåãóëþâàííÿ, iìïóëüñíi îá÷èñëþâàëü-

íi ñèñòåìè ïîñiëè âàãîìå ìiñöå i iíòåíñèâíî ðîçâèâàþòüñÿ. Ïðèðîäíî, ùî

îñòàííiì ÷àñîì iñòîòíî çáiëüøèëàñü êiëüêiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ðîáiò ç äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè â ìàòåìàòè÷íèõ øêîëàõ

ÿê â Óêðà¨íi, òàê i äàëåêî çà ¨¨ ìåæàìè.

Â ïåðåäìîâi äî ìîíîãðàôi¨ Ñàìîéëåíêà À.Ì. i Ïåðåñòþêà Ì.Î. "Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì" àêàäåìiê Ìèòðî-

ïîëüñêèé Þ.Î. íàïèñàâ: "... íàèáîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèå è ãëóáîêèå èññëå-

äîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû â êèåâñêîé øêîëå íåëèíåéíîé ìåõàíèêè. Èìåííî

ìàòåìàòèêàì ýòîé øêîëû óäàëîñü ïîäîéòè ê ïðîáëåìå äîñòàòî÷íî øèðîêî,

ðàññìîòðåòü åå â îáùåì âèäå, ïîñòàâèòü è ðåøèòü ðÿä çàäà÷, àêòóàëüíûõ

äëÿ ïðèëîæåíèé, íî íå èññëåäîâàâøèõñÿ ðàíåå. Ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì ìî-

æíî ñêàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå óñèëèé óêàçàííîé ãðóïïû êèåâñêèõ ìàòåìà-

òèêîâ ñëîæèëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì - ñî ñâîèìè ìåòîäàìè, îáùèìè è ãëóáîêèìè ðå-



7

çóëüòàòàìè, ñïåöèôè÷åñêèìè çàäà÷àìè."

Ñïðàâäi, â ïðàöÿõ Ìèòðîïîëüñêîãî Þ.Î., Ñàìîéëåíêà À.Ì., Ïåðåñòþ-

êà Ì.Î., Áîé÷óêà Î.À., Àõìåòîâà Ì.I., Ìàðòèíþêà Ä.I., Ñàìîéëåíêà Â.Ã.,

Êàïóñòÿíà Î.Â., Êîðîëÿ I.I., Ïåòðèøèíà Ð.I., Ñëþñàð÷óêà Â.Þ., Òåïëií-

ñüíîãî Þ.Â., Òêà÷åíêà Â.I., Òðîôiì÷óêà Ñ.I., ×åðåâêà I.Ì., ×óéêà Ñ.Ì.,

Õóñà¨íîâà Ä.ß. òà ¨õ ó÷íiâ ãëèáîêî ðîçðîáëåíî òåîðiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè.

Ðàçîì ç òèì, öÿ òåîðiÿ iíòåíñèâíî çàðàç ðîçâèâà¹òüñÿ i ùå äàëåêî äî

¨¨ çàâåðøåííÿ. Çîêðåìà, øèðîêå ïîëå â öié òåîði¨ ùå òðåáà "âèîðàòè" íàâiòü

äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ïëîùèíi, îñîáëèâî äëÿ íåëiíiéíèõ

ñèñòåì, äå ùå íå çàâåðøåíî âèâ÷åííÿ â äîñòàòíié ìiði ïèòàííÿ ïðî iñíóâàí-

íÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (ðîçðèâíèõ öèêëiâ) òàêèõ ñèñòåì, âïëèâ õàðàêòå-

ðó iìïóëüñíèõ ñèë íà íàÿâíiñòü, ÷è âiäñóòíiñòü â äèíàìi÷íié ñèñòåìi òàêèõ

öèêëiâ. Âàæëèâîþ äiëÿíêîþ äîñëiäæåííÿ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ¹

âñòàíîâëåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí ðîçðèâíèõ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì, âèçíà÷åíèõ â ïðÿìîìó äîáóòêó m - âèìiðíîãî òîðà i n -

âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòiéêîñòi i, ïî ìîæëèâîñòi,

àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ. Òàêi ñèñòåìè ¹ öåíòðàëüíèì îá'¹êòîì òåî-

ði¨ ðîçðèâíèõ áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü, ùî çóìîâëþ¹ îñîáëèâó ïðèêëàäíó

öiííiñòü äîñëiäæåíü.

Äàíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ÿê ëiíiéíèõ, òàê

i íåëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ïëîùèíi, ùî ïiääàþòüñÿ

iìïóëüñíîìó çáóðåííþ â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ ôàçîâîþ òî÷êîþ ïåâíèõ çà-

äàíèõ ëiíié, âñòàíîâëåííþ äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ îäíî- i äâî-

iìïóëüñíèõ ÿê íåiçîëüîâàíèõ, òàê i içîëüîâàíèõ öèêëiâ, ïîáóäîâi àñèìïòîòè-

÷íèõ íàáëèæåíü äî öèõ öèêëiâ. Â ðîáîòi òàêîæ ïðîâåäåíî øèðîêå i ïîâíå

äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì,

âèçíà÷åíèõ â ïðÿìîìó äîáóòêó m - âèìiðíîãî òîðà i n - âèìiðíîãî åâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó, âêàçàíi äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi (íåñòiéêîñòi) öèõ ìíîæèí.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ðàìêàõ äîñëiäæåíü êàôåäðè iíòåãðàëüíèõ

òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêî-

ãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, òåìà �01ÁÔ038-03

"Ðîçðîáêà ÿêiñíèõ òà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ òà àñèìïòîòè÷íî-

ãî iíòåãðóâàííÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0104U003264) òà

òåìà �11ÁÔ038-01 "Ðîçðîáêà íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ,

àíàëiçó òà ïîáóäîâè êåðóâàíü äëÿ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì ç ñêëà-

äíîþ äèíàìiêîþ" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0111U006677).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ëiíié-

íèõ i íåëiíiéíèõ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi, iñíóâàííÿ ií-

âàðiàíòíèõ ìíîæèí iìïóëüñíèõ ñèñòåì, âèçíà÷åíèõ â ïðÿìîìó äîáóòêó m -

âèìiðíîãî òîðà i n - âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçðèâíi äèíàìi÷íi

ñèñòåìè íà ïëîùèíi i â ôàçîâîìó ïðîñòîði, ùî ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì òîðà Tm

i åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ îäíî- i äâî-

iìïóëüñíi ðîçðèâíi öèêëè, ðîçðèâíi iíâàðiàíòíi òîðî¨äàëüíi ìíîãîâèäè, óìî-

âè ¨õ iñíóâàííÿ òà ñòiéêîñòi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ôàçîâèõ ïîðò-

ðåòiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè ÿêiñíî¨ òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîä óñåðåäíåííÿ. Ïðè äîñëiäæåííi iíâàðiàí-

òíèõ ìíîæèí âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ íåëiíiéíî¨

ìåõàíiêè, ìåòîä ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà òà ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà äî-

ñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíèìè íàóêîâèìè

ðåçóëüòàòàìè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ òàêi:

� âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ ïåðiîäè-
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÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ïëîùèíi,

ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó çáóðåííþ ïðè ïðîõîäæåííi ôàçîâîþ òî-

÷êîþ ôiêñîâàíèõ ëiíié;

� äîñëiäæåíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îäíî- i äâî-iìïóëüñíèõ öèêëiâ ñëàáî

íåëiíiéíèõ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi;

� âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi i íåñòiéêîñòi øè-

ðîêîãî êëàñó ëiíiéíèõ ðîçøèðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà òîði;

� äîñëiäæåíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí äî-

ñòàòíüî øèðîêîãî êëàñó ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, âèçíà÷åíèõ íà

ïðÿìîìó äîáóòêó m - âèìiðíîãî òîðà Tm i n - âèìiðíîãî åâêëiäîâî-

ãî ïðîñòîðó Rn, âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi

òàêèõ ìíîæèí.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè

óñïiøíî ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðè äîñëiäæåííi êîëèâíèõ ïðîöåñiâ â ðiçíîìà-

íiòíèõ ìåõàíi÷íèõ òà åëåêòðîìåõàíi÷íèõ ñèñòåìàõ ç ðîçðèâíèìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè, ïðè äîñëiäæåííi áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâíèõ ïðîöåñiâ ðîçðèâíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà

çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.

Âîíè îïóáëiêîâàíi â 6 ïóáëiêàöiÿõ, ç ÿêèõ ó ñïiâàâòîðñòâi, à ñàìå:

� â ñòàòòi [85] Êîðîëþ I.I. íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îáãîâîðåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè.

� â ñòàòòi [89] Ìàìñi Ê.Þ. íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îáãîâîðåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi.

� â ñòàòòÿõ [71, 72] Ôåêåòi Ï.Â. íàëåæàòü òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ iíâà-

ðiàíòíèõ òîðiâ òà òåîðåìà ïðî çáóðåííÿ áàãàòî÷àñòîòíî¨ ñèñòåìè ç iì-

ïóëüñàìè.
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� â ñòàòòÿõ [40, 41] Ïåðåñòþêó Ì.Ì. íàëåæèòü âñòàíîâëåííÿ äîñòàòíiõ

óìîâ iñíóâàííÿ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ.

Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè íàóêîâèõ ñòàòåé îäåðæàíi äèñåðòàí-

òîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äî-

ïîâiäàëèñÿ:

� íà ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-

âåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè - àêàäåìiêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè Ñàìîéëåíêî À.Ì. òà Ïåðåñòþê Ì.Î.),

� íà ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Óæãîðîäñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó (êåðiâíèê - äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñ-

ñîð Ìàðèíåöü Â.Â.),

� íà ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Îäåñüêîãî íàöiîíàëüíî-

ãî óíiâåðñèòåòó iìåíi I.I. Ì¹÷íiêîâà (êåðiâíèê - äîêòîð ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð �âòóõîâ Â.Ì.).

òà íà êîíôåðåíöiÿõ:

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ" 8-10 ÷åðâíÿ 2011, Êè¨â, Óêðà¨íà;

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ" 27-29 âåðåñíÿ 2012, Óæãîðîä, Óêðà¨íà;

� International Workshop "on the Qualitative Theory of Di�erential Equati-

ons" December 20-22, 2013, Tbilisi, Georgia;

� Third International Scienti�c Conference of Students and Young Scientists

"Theoretical and Applied Aspects of Cybernetics"November 24-29, 2013,

Kiev, Ukraine;

� Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ "Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ "Äè-

ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" 23-30 ÷åðâ-

íÿ 2013, Ñåâàñòîïîëü, Óêðà¨íà;
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� Ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïàìÿòè Â.À. Ïëîòíè-

êîâà, 15-22 ÷åðâíÿ 2013, Îäåñà, Óêðà¨íà;

� International Workshop "on the Qualitative Theory of Di�erential Equati-

ons" December 18-20, 2014, Tbilisi, Georgia;

� XVI ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ-

÷óêà. 14-15 òðàâíÿ 2015, Êè¨â, Óêðà¨íà;

� Äðóãà Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìàòåìà-

òèêè" 13-15 æîâòíÿ 2016, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, Óêðà¨íà;

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ" 19-21 òðàâíÿ 2016, Óæãîðîä, Óêðà¨íà;

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó äîêòîðó

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê ïðîôåñîðó Êàïóñòÿíó Îëåêñiþ Âîëîäèìèðîâè-

÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i, ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, âñåái÷íó ïiäòðèìêó òà

äîïîìîãó.
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Ðîçäië 1. ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ
ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â ïåðøîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨,

íàâåäåíi îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðè-

ñòàííÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Îïèñó¹òüñÿ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó, ¨õ êëàñèôi-

êàöiÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi. Âèêëàäåíî îñíîâíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ áàãàòî÷à-

ñòîòíèõ êîëèâàíü.

1.1. Îãëÿä îñíîâíèõ íàóêîâèõ ðîáiò çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

Âèâ÷àþ÷è ðiçíi ÿâèùà ïðèðîäè, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiçíîìàíiòíi çàäà÷i ìå-

õàíiêè, ôiçèêè i òåõíiêè, åêîíîìiêè, áiîëîãi¨ òà ìåäèöèíè, iíøèõ íàóê, ÷àñòî

äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç åâîëþöiéíèìè ïðîöåñàìè, ùî ïiääàþòüñÿ âïëèâó

êîðîòêî÷àñíèõ çáóðåíü. Ìîäåëþþ÷è åâîëþöiþ òàêèõ ïðîöåñiâ, ÷àñòî çðó-

÷íî çíåõòóâàòè òðèâàëiñòþ çáóðåíü i ââàæàòè, ùî âîíè íîñÿòü "ìèòò¹âèé"

õàðàêòåð. Òàêà iäåàëiçàöiÿ ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi äîñëiäæóâàòè äèíàìi-

÷íi ñèñòåìè ç ðîçðèâíèìè òðà¹êòîðiÿìè. Ðàçîì ç òèì òðåáà çàóâàæèòè, ùî

ðîçðèâ ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ íàñëiäêîì iäåàëiçàöi¨ êîðîòêî÷à-

ñíîãî çáóðåííÿ. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ òàêi ðîçðèâè ¹ ñóòò¹âèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó (íàïðèêëàä, àåðîäèíàìi÷íèé ñòðèáîê ïðè

ïåðåâèùåííi øâèäêîñòi çâóêó, êîíâåðñiÿ âèðîáíèöòâà òà ií.)

Ïðîáëåìà âñåái÷íîãî âèâ÷åííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ðîçðèâíèìè òðà¹-

êòîðiÿìè íå ¹ íîâîþ. Çàäà÷i òàêîãî ðîäó ç'ÿâèëèñÿ ùå íà ïî÷àòêó ìèíóëîãî

ñòîëiòòÿ â ðîáîòàõ ç íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè i ïðèâàáèëè ôiçèêiâ ìîæëèâiñòþ

àäåêâàòíî îïèñóâàòè ïðîöåñè â íåëiíiéíèõ êîëèâíèõ ñèñòåìàõ. Äîáðå âiäî-

ìèì ïðèêëàäîì òàêî¨ çàäà÷i ¹ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ãîäèííèêîâîãî ìåõàíiçìó

[1].
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ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç x(t) âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä íèæíüîãî ïîëî-

æåííÿ ðiâíîâàãè â ìîìåíò ÷àñó t, òî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè (x, ẋ) îïèñó¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0,
δ2

4
< ω2

i ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè, êîëè öÿ òî÷êà ïðîõîäèòü ôiêñîâàíå ïîëî-

æåííÿ x = x0. Ïðè öüîìó ùîäî äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè ðîáèòüñÿ îäíå ç äâîõ

ïðèïóùåíü:

1) iìïóëüñíà ñèëà çáiëüøó¹ â ìîìåíò äi¨ êiëüêiñòü ðóõó íà äåÿêó ñòàëó âå-

ëè÷èíó

mẋ(t+ 0)−mẋ(t) = mI0;

2) iìïóëüñíà ñèëà çáiëüøó¹ êiíåòè÷íó åíåðãiþ ìàÿòíèêà íà ñòàëó âåëè÷èíó

1

2
m (ẋ(t+ 0))2 − m

2
(ẋ(t))2 = mI0.

Âèêîðèñòàâøè ïåðøó ç äâîõ ãiïîòåç, ìà¹ìî ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0, x ̸= x0,

∆ẋ |x=x0
= I0.

Âçÿâøè äðóãó ç íàâåäåíèõ ãiïîòåç, ìàòèìåìî òàêó ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñè-

ñòåìó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0, x ̸= x0,

∆(ẋ)2 |x=x0
= I0.
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Òàêèì ÷èíîì, çà ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äàíîãî êîëèâíîãî ïðîöåñó ìîæíà

îáðàòè ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, â ÿêié ðîçðèâ ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ âiä-

áóâà¹òüñÿ êîëè ôàçîâà òî÷êà ïîïàäà¹ íà ïðÿìó x = x0, òîáòî, â äåÿêó ìíî-

æèíó ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Â öüîìó ïðèêëàäi ðîçðèâíèé õàðàêòåð ìà¹ ëèøå

ẋ(t), à x(t) çàëèøà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ. Â ìåõàíi÷íèõ ñèñòåìàõ ðîçðèâíèìè

ìîæóòü áóòè ëèøå êîìïîíåíòè ôàçîâîãî âåêòîðà, çâ'ÿçàíi ç øâèäêîñòÿìè

çìiíè. Êîìïîíåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü êîîðäèíàòàì ñèñòåìè, íå ìîæóòü ïiä-

äàâàòèñü ñòðèáêó.

Íàâåäåìî ùå îäèí ïðèêëàä ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, â ÿêié ðîç-

ðèâè ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ ¹ iñòîòíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïðîöåñó , ùî îïèñó-

¹òüñÿ öi¹þ ñèñòåìîþ. Ìîâà éäå ïðî îïòèìàëüíó êîíâåðñiþ âèðîáíèöòâà,

òîáòî ïðî îïòèìiçàöiþ âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó, ÿêèé âðàõîâó¹ ìîæëèâiñòü ïå-

ðåâîäó îñíîâíèõ ôîíäiâ iç îäíi¹¨ ãàëóçi â iíøó. ßêùî ôàçîâèìè çìiííèìè

â ìîäåëi ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì ¹ ãàëóçåâi ïîêàçíèêè âèðîáíè÷èõ ïîòóæíî-

ñòåé, òî ïåðåáóäîâà âèðîáíèöòâà ïðèâîäèòü äî ðîçðèâó ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨

ñèñòåìè. Ïðè öüîìó äåÿêi êîîðäèíàòè çàçíàþòü ðîçðèâiâ, çàïiçíþþ÷i âiä

ðîçðèâiâ iíøèõ êîîðäèíàò íà ÷àñ ïåðåáóäîâè. Ïðèïóñòèìî, ùî âèðîáíè÷i

ãàëóçi X i Y âèïóñêàþòü âiäïîâiäíî çàñîáè âèðîáíèöòâà (íàïðèêëàä, âåð-

ñòàòè) i âèðîáíè÷å îñíàùåííÿ. Óçàãàëüíåíi ãàëóçåâi ïîêàçíèêè âèðîáíè÷èõ

ïîòóæíîñòåé ïîçíà÷èìî ÷åðåç x i y, êiëüêiñíèé ïîêàçíèê îñíàùåííÿ ÷åðåç z.

Ïðîäóêòèâíiñòü ãàëóçåé ïîçíà÷èìî ÷åðåç α i β, êîåôiöi¹íò àìîðòèçàöi¨ çàñî-

áiâ âèðîáíèöòâà � ÷åðåç µ, à êîåôiöi¹íò çíîøåííÿ îñíàùåííÿ � ÷åðåç ν. Âñi

ïàðàìåòðè ââàæà¹ìî íåâiä'¹ìíèìè, ïðè÷îìó α > µ, β > ν. Âåðñòàòè ðîçäi-

ëÿþòüñÿ çà ãàëóçÿìè ó ñïiââiäíîøåííi u (0 ≤ u ≤ 1). Äèíàìiêà ïîêàçíèêiâ

îïèñó¹òüñÿ òàêèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè [14]:
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ẋ = (αu− µ)x, x(0) = x0,

ẏ = α(1− u)x− µy, y(0) = y0,

ż = βy − νz, z(0) = z0.

Ïðèïóñòèìî, ùî çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåáóäîâà âèðîáíèöòâà: ÷àñòèíà

v (0 ≤ v ≤ b ≤ 1) ïåðåâîäèòüñÿ ç ãàëóçi Y â ãàëóçü X. ×àñ, íåîáõiäíèé íà

òåõíîëîãi÷íó ïåðåíàëàäêó âèðîáíèöòâà (ëàã êîíâåðñi¨), ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϑ,

à ïî÷àòîê êîíâåðñi¨ � ÷åðåç τ . Òîäi

y(τ + 0) = (1− τ)y(τ − ϑ)

x(τ + 0) = x(τ) + vy(τ − ϑ).

Â íàøîìó ðîçïîðÿäæåííi ¹ ìîæëèâiñòü âèáîðó ïàðàìåòðiâ u, v i τ . Öèìè

ïàðàìåòðàìè âàðòî ðîçïîðÿäèòèñÿ íàéêðàùèì ÷èíîì â ðîçóìiííi âèáðàíîãî

êðèòåðiÿ ÿêîñòi.

Âåëèêå ÷èñëî çàäà÷, ïðè ìîäåëþâàííi ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðîçðèâ-

íi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ñêëàäàþòü çàäà÷i ðàêåòîäèíàìiêè. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ðóõó ðàêåòè â ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi. Ðiâ-

íÿííÿ ðóõó ðàêåòè ìîæíà çàïèñàòè â âèãëÿäi [23]:

ẋi = vi, i = 1, 2, 3,

v̇i =
cm

M
li + gi,

Ṁ = −m,

äå xi - êîîðäèíàòè ðàêåòè â iíåðöiéíié ñèñòåìi âiäëiêó â ìîìåíò ÷àñó t;

vi - êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèäêîñòi ðàêåòè â òîé æå ìîìåíò ÷àñó; li - íà-
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ïðàâëÿþ÷i êîñèíóñè âåêòîðà òÿãè äâèãóíà, gi - êîìïîíåíòè ãðàâiòàöiéíîãî

ïðèñêîðåííÿ; m(t) - ñåêóíäíà âèòðàòà ïàëèâà; M(t) - ìàñà ðå÷îâèíè, ùî

çíàõîäèòüñÿ â ìîìåíò ÷àñó t âñåðåäèíi ïîâåðõíi, ùî óòâîðåíà çîâíiøíüîþ

îáîëîíêîþ êîðïóñó ðàêåòè i óÿâíèìè ïëîùèíàìè, ïðîâåäåíèìè ÷åðåç âèõi-

äíi ðîçðiçè äâèãóíiâ; c - êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi. Ïàðàìåòðàìè êåðóâàí-

íÿ â äàíié çàäà÷i ¹ li i m. ßêùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñåêóíäíî¨ âèòðàòè

ïàëèâà äîñèòü âåëèêå, òî ïðîìiæîê ìàêñèìàëüíî¨ òÿãè ðàêåòíîãî äâèãóíà

ìîæíà çàìiíèòè âiäðiçêîì iìïóëüñíî¨ òÿãè íåñêií÷åííî ìàëî¨ äîâæèíè, íà

ÿêîìó çìiíþ¹òüñÿ ëèøå øâèäêiñòü àïàðàòó (ñòðèáêîì), à íå éîãî ïîëîæåí-

íÿ. Â çàäà÷àõ ïðî ìiæïëàíåòíi ïåðåëüîòè íà çâè÷àéíèõ ðàêåòàõ, ÿêi ìîæóòü

ðîçâèâàòè òÿãó, çðiâíÿííó çà âåëè÷èíîþ ç çåìíîþ âàãîþ àïàðàòó, ïðîìiæîê

ìàêñèìàëüíî¨ òÿãè çàâæäè ìàëèé â ïîðiâíÿííi ç çàãàëüíèì ÷àñîì ïåðåëüîòó

[23]. Òîìó ïðè ðîçðàõóíêó îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ìîæíà íåõòóâàòè ðóõîì

ðàêåòè íà öèõ äiëÿíêàõ, çìiíþþ÷è ¨õ iìïóëüñàìè òÿãè. Òàêèì ÷èíîì, ðîçðè-

âè äåÿêèõ êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà â öié çàäà÷i âèêëèêàíi iäåàëiçàöi¹þ

ðîáîòè äâèãóíiâ â ðåæèìi ìàêñèìàëüíî¨ òÿãè. Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþ-

âàííi ïîëüîòó áàãàòîñòóïåíåâî¨ ðàêåòè òàê ñàìî ïðèõîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç

ðîçðèâàìè îêðåìèõ êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà, àëå öi ðîçðèâè � iñòîòíà

õàðàêòåðèñòèêà çàäà÷i, à íå íàñëiäîê iäåàëiçàöi¨ äi¨ ñèë. ßêùî j-òà ñòóïiíü

ðàêåòè âiäêèäà¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó τj, òî â êðàéíüîìó ðàçi îäíà iç êîìïî-

íåíò ôàçîâîãî âåêòîðà (êîìïîíåíòà, ùî îïèñó¹ âêëàä j-¨ ñòóïåíi i ¨¨ ïàëèâà

â çàãàëüíó ìàñó êîðàáëÿ, àáî êîìïîíåíòà, ùî îïèñó¹ çàãàëüíó ìèòò¹âó ìàñó

êîðàáëÿ) ¹ ðîçðèâíîþ ïðè t = τj, i âåëè÷èíè M(τj + 0), M(τj − 0) âçà¹ìî-

çâ'ÿçàíi (ìàñà êîðàáëÿ äî ìîìåíòó âiääiëåííÿ (âiäîêðåìëåííÿ) j-¨ ñòóïåíi

áiëüøà âiä ìàñè êîðàáëÿ ïiñëÿ ¨¨ âiääiëåííÿ íà âåëè÷èíó ¨¨ ìàñè).

Òåîðiÿ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çàðîäèëàñü i ðîçâèâàëàñü iç-çà

ïîòðåá ðîçâ'ÿçàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, â ÿêèõ ÷àñòî õàðàêòåðèñòèêè ¹ ðîç-

ðèâíèìè (áëèçüêèìè äî ðîçðèâíèõ). Ïåðøi ïðèêëàäè òàêèõ çàäà÷ ç'ÿâèëèñÿ

â òåîði¨ êîëèâàíü, â ôîðìóâàííi ÿêî¨ ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü çiãðàëè ðîáîòè
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Âàí äåð Ïîëÿ ïî äîñëiäæåííþ êîëèâàíü â äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåìàõ òà

çàãàëüíi äîñëiäæåííÿ êîëèâíèõ ïðîöåñiâ â íåëiíiéíèõ ñèñòåìàõ, ïðîâåäåíi

Î.Î. Àíäðîíîâèì, ÿêèé çàïî÷àòêóâàâ äîñëiäæåííÿ ñàìîïiäòðèìóþ÷èõ êî-

ëèâíèõ ïðîöåñiâ - òàê çâàíèõ àâòîêîëèâàíü. Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ðîçðèâ-

íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ìîäåëü ãîäèííèêîâîãî ìåõàíiçìó [1].

Çàãàëüíi ïèòàííÿ òåîði¨ iìïóëüñíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàêëà-

äåíî â ðîáîòi Ìèøêiñà À.Ä., Ñàìîéëåíêà À.Ì. [37], äå âiäçíà÷åíî îñíîâíi

ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi òàêèõ ðiâíÿíü âiäìiííi âiä êëàñè÷íèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Ç öüîãî ÷àñó ðîçïî÷èíà¹òüñÿ íîâèé åòàï â ðîçâèòêó ìàòåìàòè-

÷íèõ äîñëiäæåíü ç öüîãî íàïðÿìêó â ìàòåìàòè÷íèõ øêîëàõ, ïåðø çà âñå â

êè¨âñüêié øêîëi ç íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè.

Çíà÷íà óâàãà äîñëiäíèêiâ iìïóëüñíèõ ñèñòåì ïðèäiëåíà âñòàíîâëåííþ

äîñòàòíiõ óìîâ ñòiéêîñòi çà Ëÿïóíîâèì ðîçâ'ÿçêiâ ÿê ëiíiéíèõ òàê i íåëiíié-

íèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äi¹þ [15, 16, 28, 51, 56,

75, 83], äîñëiäæåííþ ïåðiîäè÷íèõ, ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ òà êâàçiïåðiîäè÷íèõ

iìïóëüñíèõ ñèñòåì [21, 45, 52, 57, 62, 63, 64], ç'ÿñóâàííþ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ

iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí [42, 43, 70, 71], ïîáóäîâi àñèìïòîòè÷íèõ

íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ ñëàáêî çáóðåíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì [32, 33, 54, 55, 99].

Âàðòî âiäìiòèòè ðîáîòè [11, 12], äå âèâ÷àëîñü ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ïåði-

îäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ àâòîíîìíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëü-

ñíîþ äi¹þ â êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ, à òàêîæ ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâèõ

çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü.

Åêñïîíåíöiàëüíî-äèõîòîìi÷íi òà ëiíiéíi ìàéæå ïåðiîäè÷íi iìïóëüñíi

ñèñòåìè äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Òêà÷åíêà Â.I. [69, 70].

Âàãîìèé âíåñîê â òåîðiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáó-

ðåííÿì âêëàëè áîëãàðñüêi ìàòåìàòèêè ç øêîëè Ä. Áàéíîâà [79, 81, 86, 91].

Íàÿâíiñòü iìïóëüñíî¨ äi¨ ÷àñòî ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòî-

ðié ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi áåç iìïóëüñíîãî âïëèâó äîñëiäæó-
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þòüñÿ ïîðiâíÿíî ïðîñòî, íàâiòü ó âèïàäêó ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî,

ðîçðèâíèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi, ÿêi çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â äîñëi-

äæåííi êîíêðåòíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ. Íå äèâíî, ùî âèâ÷åííþ ñàìå äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ äi¹þ ïðèñâÿ÷åíî öiëó

íèçêó ìàòåìàòè÷íèõ ðîáiò.

Òàê â ðîáîòi [29] äîñëiäæåíî âïëèâ çîâíiøíiõ ïåðiîäè÷íèõ ñèë íà ðóõ

ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà, à â [55] çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ äëÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ñëàáêî íåëiíiéèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äi¹þ. Â

ðîáîòàõ [62, 64] äîñëiäæåíi ïåðiîäè÷íi òà ìàéæå ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ëi-

íiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç iìïóëüñíîþ äi¹þ ÿê ó

ôiêñîâàíi, òàê i â íåôiêñîâàíi ìîìåíòè iìïóëüñíîãî âïëèâó. Â ïðàöi [63],

çàñòîñîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî íåîáõiäíi i äî-

ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ øèðîêîãî êëàñó iìïóëüñíèõ

ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ¹ îäíèì ç íàéáiëüø àêòóàëüíèõ, ÿê ç

òåîðåòè÷íî¨ òàê i ïðàêòè÷íî¨ òî÷îê çîðó, ïèòàíü ïðè ïðè äîñëiäæåííi ñè-

ñòåì ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè. Îäíi¹þ ç ïåðøèõ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ïèòàí-

íþ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè áóëà ðîáîòà Â.Ä.

Ìiëüìàíà òà À.Ä. Ìèøêiñà [28], â ÿêié ïðè äîñëiäæåííÿõ çàñòîñîâóâàâñÿ

äðóãèé ìåòîä Ëÿïóíîâà. Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ öüîãî ïèòàííÿ âiäòâîðåíi

â ðîáîòàõ �.À. Áàðáàøèíà [6], À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ì.Î. Ïåðåñòþêà òà Ñ.I.

Ãóðãóëè [15, 16, 52, 56], À.Î. Iãíàòü¹âà òà Ð.I. Ãëàäiëiíî¨ [83, 84].

Ó ðîáîòàõ [19, 20] îòðèìàíî óìîâè ñòiéêîñòi ðîçðèâíîãî ïåðiîäè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ìàÿòíèêîâîãî òèïó ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì.

Ïèòàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ, çîêðåìà ñòiéêîñòi òà

îáìåæåíîñòi ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [51, 66, 86, 87].

Óìîâè iñíóâàííÿ òà ñòiéêiñòü iíòåãðàëüíèõ ìíîæèí iìïóëüñíèõ ñèñòåì

ðîçãëÿíóòî â [94, 95, 96, 97].

Âàðòî òàêîæ âiäçíà÷èòè ðîáîòè Î.Â. Êàïóñòÿíà i Ì.Î. Ïåðåñòþêà [20,
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108, 109], ÿêi âèÿâèëèñÿ ïiîíåðñüêèìè â äîñëiäæåííi iìïóëüñíèõ íåñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, â ÿêèõ òðà¹êòîði¨ ìîæóòü ïiääàâàòèñÿ iì-

ïóëüñíîìó çáóðåííþ íåñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ. Çîêðåìà, âèäiëåíî øèðîêèé

êëàñ iìïóëüñíèõ ñèñòåì, â ÿêèõ äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà.

1.2. Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëü-

ñíèì çáóðåííÿì [52]

Äàìî êîðîòêó õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iì-

ïóëüñíèì çáóðåííÿì. Íåõàé M− ôàçîâèé ïðîñòið äåÿêîãî åâîëþöiéíîãî

ïðîöåñó, ñòàí ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ n ïàðàìåòðàìè, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî

M ⊂ Rn. Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê M ×R ôàçîâîãî ïðîñòîðó M òà äiéñíî¨ îñi

R íàçèâàþòü ðîçøèðåíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì äàíîãî åâîëþöiéíîãî ïðîöå-

ñó, à ÷åðåç Pt ïîçíà÷èìî òî÷êó öüîãî ïðîñòîðó, ÿêà çîáðàæó¹ ñòàí ïðîöåñó

â ìîìåíò ÷àñó t. Áóäåìî ââàæàòè, ùî çàêîí åâîëþöi¨ äàíîãî ïðîöåñó çàäà¹-

òüñÿ:

1) cèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= f(t, x), x = (x1, ..., xn) ∈M, t ∈ R, t ≥ t0, (1.1)

äå f(t, x) = (f1(t, x), ..., fn(t, x)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì,

ùî çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.1);

2) äåÿêîþ ìíîæèíîþ Gt, çàäàíîþ â ðîçøèðåíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði;

3) îïåðàòîðîì At, çàäàíèì íà ìíîæèíi Gt, ùî âiäîáðàæà¹ öþ ìíîæèíó íà

ìíîæèíó G′
t = AtGt ðîçøèðåíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Ïåðåáiã äàíîãî ïðîöåñó ìîæíà îïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: çîáðàæóþ÷à

òî÷êà Pt = (t, x(t)), âèéøîâøè ç òî÷êè t0, x0, ðóõà¹òüñÿ ïî êðèâié {t, x(t)},
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì x(t) = x(t, t0, x0) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.1). Ðóõ

ïî öié êðèâié çäiéñíþ¹òüñÿ äî ìîìåíòó ÷àñó t = t1 > t0, â ÿêèé òî÷êà

Pt = (t, x(t)) çóñòði÷à¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Gt. Â ìîìåíò ÷àñó t = t1 òî÷êà Pt =
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(t, x(t)) ìèòò¹âî ïåðåêèäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì At iç ïîëîæåííÿ Pt1 = (t, x(t1))

â ïîëîæåííÿ P+
t1

= At1Pt1 = (t1, x
+(t1)) ∈ G′

t1
i ðóõà¹òüñÿ äàëi ïî êðèâié

{t, x(t)}, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì x(t) = x(t, t1, x
+(t1)) ñèñòåìè ðiâíÿíü

(1.1), äî íîâî¨ çóñòði÷i ç ìíîæèíîþ Gt i ò.ä.

Ñóêóïíiñòü óìîâ 1)-3), ùî õàðàêòåðèçóþòü åâîëþöiþ ïðîöåñó, íàçâåìî

ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì.

Êðèâó {t, x(t)}, ùî îïèñó¹òüñÿ òî÷êîþ Pt â ðîçøèðåíîìó ôàçîâîìó

ïðîñòîði, íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ êðèâîþ, à ôóíêöiþ x = x(t), ÿêà çàäà¹

öþ êðèâó, � ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè x = x(t) � öå ôóíêöiÿ,

ÿêà ââàæà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ çëiâà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (1.1) ïîçà ìíî-

æèíîþ Gt òà ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ó òî÷êàõ Gt çi ñòðèáêàìè

∆x = x(t+ 0)− x(t) = Atx(t)− x(t).

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì

ìîæóòü áóòè:

� òàêi, ùî íå ïiääàþòüñÿ ìèòò¹âèì çìiíàì � iíòåãðàëüíà êðèâà ñèñòåìè

ðiâíÿíü (1.1) â öüîìó âèïàäêó íå ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó Gt àáî ïåðåòèíà¹

¨¨ â íåðóõîìèõ òî÷êàõ îïåðàòîðà At;

� òàêi, ùî ïiääàþòüñÿ ìèòò¹âèì çìiíàì ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ � iíòå-

ãðàëüíà êðèâà ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó Gt ó ñêií÷åííîìó ÷èñëi òî÷îê, ùî

íå ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè îïåðàòîðà At;

� òàêi, ùî ïiääàþòüñÿ ìèòò¹âèì çìiíàì çëi÷åííå ÷èñëî ðàçiâ � iíòåãðàëü-

íà êðèâà ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó Gt ó çëi÷åííîìó ÷èñëi òî÷îê, ùî íå ¹

íåðóõîìèìè òî÷êàìè îïåðàòîðà At.

Íàéöiêàâiøèìè ¹ ñèñòåìè, ÿêi ìàþòü ðîçâ'ÿçêè òðåòüîãî òèïó. Îäíàê

â öüîìó âèïàäêó ñåðåä òðà¹êòîðié ñèñòåìè ìîæóòü áóòè òàêi, ÿêi ïîãëèíà-

þòüñÿ ìíîæèíîþ Gt, àáî æ ìàþòü òî÷êó çãóùåííÿ. Ðóõ ïî òðà¹êòîði¨, ÿêà
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ïîãëèíà¹òüñÿ ìíîæèíîþ Gt, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t1 > t0,

ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîñëiäîâíi ìèòò¹âi ïåðåêèäàííÿ òî÷êè (t1, x1) â ïîëîæå-

ííÿ (t1, At1x1), ç íüîãî â (t1, A
2
t1
x1), à ïîòiì â (t1, A

3
t1
x1) i ò.ä. ßêùî æ òðà¹-

êòîðiÿ ìà¹ â Gt òî÷êó çãóùåííÿ, òî ðóõ ïî íié ïðè íàáëèæåííi äî äåÿêîãî

ìîìåíòó ÷àñó t1 > t0 çëi÷åííå ÷èñëî ðàçiâ çóñòði÷à¹ òà ïîêèäà¹ ìíîæèíó

Gt, à çíà÷èòü íå ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèì äî ìîìåíòó ÷àñó t = t1.

Â çàäà÷àõ ïðî ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iì-

ïóëüñíèì çáóðåííÿì ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ëèøå òàêi ñèñòåìè, âñi òðà¹êòî-

ði¨ ÿêèõ, ìàþ÷è ç Gt çëi÷åííå ÷èñëî ñïiëüíèõ òî÷îê, â òîé æå ÷àñ íå ìàþòü

òî÷îê çãóùåííÿ òà íå ïîãëèíàþòüñÿ ìíîæèíîþ Gt.

Î÷åâèäíî, ùî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè â çíà÷íié ìiði çàëåæàòü âiä âëàñòèâîñòåé

îïåðàòîðà At òà ìíîæèíè Gt, ùî ïðèâîäèòü äî öiëîãî ðÿäó ñïåöèôi÷íèõ

çàäà÷. Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà Gt � öå ïîñëiäîâíiñòü ãiïåðïëîùèí t = τi

ðîçøèðåíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó, äå {τi} � çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ

÷àñó òàêà, ùî

τi−1 < τi, i = 1, 2, ..., τ0 = t0 = const, τi → ∞, i→ ∞,

ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè ìîæíà çàäàòè

ñóêóïíiñòþ ðiâíÿíü

ẋ = f(t, x), t ̸= τi,

∆x|t=τi = Ii(x),

(1.2)

i ¨¨ íàçèâàþòü ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿ-

ìè ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.2)

ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áåç iìïóëüñíèõ çáóðåíü.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.2) íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî-

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ϕ(t) ç ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó â òî÷êàõ t = τi òàêà,

ùî

�

dϕ(t)

dt
= f(t, ϕ(t)), ïðè âñiõ t ̸= τi;

� ïðè t = τi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòðèáêà

∆ϕ|t=τi = ϕ(τi + 0)− ϕ(τi − 0) = Ii(ϕ(τi − 0)).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì

ẋ = A(t)x, t ̸= τi, ∆x|t=τi = Bix, (1.3)

äå A(t) � íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó I ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n × n, Bi � ñòàëi

ìàòðèöi, τi ∈ I � ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó, çàíóìåðîâàíi ó ïîðÿäêó çðîñòàí-

íÿ (τi < τi+1) ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë. Îäíèì ç ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ ëiíiéíèõ

ñèñòåì âèãëÿäó (1.3) ¹ íàñòóïíèé:

Òåîðåìà 1.2.1. [52] Íåõàé ïðîìiæîê [t0, t0 + h] ⊂ I ìiñòèòü ñêií-

÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê τi. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 ∈ Rn ðîçâ'ÿçîê

x(t, x0), x(t0, x0) = x0 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.3) iñíó¹ ïðè âñiõ t ∈ [t0, t0 + h].

Êðiì òîãî, ÿêùî äëÿ âñiõ i òàêèõ, ùî τi ∈ [t0, t0 + h], ìàòðèöi E + Bi

íåâèðîäæåíi, òî x(t, x0) ̸= x(t, y0) ïðè âñiõ t ∈ [t0, t0 + h], ÿêùî òiëüêè

x0 ̸= y0.

Òîìó íàäàëi îáìåæèìîñÿ âèâ÷åííÿì ñèñòåì (1.3) , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè:

1) áóäü-ÿêèé êîìïàêòíèé ïðîìiæîê [a, b] ⊂ I ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü

òî÷îê τi;

2) äëÿ âñiõ i òàêèõ, ùî τi ∈ I, ìàòðèöi E +Bi íåâèðîäæåíi.

Ïðè öèõ ïðèïóùåííÿõ ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
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Òåîðåìà 1.2.2. [52] Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ Υ ëiíiéíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòå-

ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì (1.3) íà ïðîìiæêó

[a, b] óòâîðþ¹ n− âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ Υ íàçâåìî ôóíäà-

ìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.3).

Ç òåîðåìè 1.2.2 âèïëèâà¹ ðÿä âàæëèâèõ íàñëiäêiâ:

1) ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.3) ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ç n ðîçâ'ÿçêiâ

ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕn(t);

2) áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.3) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ ôóí-

äàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè;

3) áóäü-ÿêi n+ 1 ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.3) ëiíiéíî çàëåæíi.

Ñèñòåìó ðiâíÿíü

ẋ = A(t)x+ f(t), t ̸= τi,

∆x|t=τi = Bix+ ai,

(1.4)

äå ìàòðèöi A(t), Bi i ìîìåíòè τi òàêi ñàìi, ÿê i â ñèñòåìi (1.3), à f(t) �

íåïåðåðâíà (êóñêîâî-íåïåðåðâíà) íà ïðîìiæêó I ôóíêöiÿ, ai � ñòàëi âåêòî-

ðè, íàçâåìî ëiíiéíîþ íåîäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

iìïóëüñíèì çáóðåííÿì. Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (1.4)

i âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (1.3) âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.3. [52] ßêùî x = ϕ(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.3), à x = ψ(t) �

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.4) , òî ôóíêöiÿ x = ϕ(t)+ψ(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

(1.4) . Íàâïàêè, ÿêùî x = ϕ1(t) i x = ϕ2(t) � ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòå-

ìè (1.4) , òî ôóíêöiÿ x = ϕ1(t) − ϕ2(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü (1.3).
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1.3. Áàãàòî÷àñòîòíi êîëèâàííÿ â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ

Ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ êîëèâàíü â ñâî¹ìó çàðîäæåííi ôîðìóâàëàñü â

ðàìêàõ íåáåñíî¨ ìåõàíiêè. Ôiçè÷íi ïðîöåñè, ÿêi öÿ òåîðiÿ îïèñóâàëà, çâîäè-

ëèñÿ â îñíîâíîìó äî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå êîëèâàííÿ

äî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ.

Ïóàíêàðå À. i Ëÿïóíîâ Î. Ì. ïîáóäóâàëè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äî-

ñëiäæåííÿ åâîëþöiéíèõ êîëèâíèõ ïðîöåñiâ "íåëiíiéíî¨" ïðèðîäè, ÿêi ïîãàíî

òðàêòóþòüñÿ â ìåæàõ ëiíiéíî¨ òåîði¨. Ç ÷àñîì öåé íàïðÿì äîñëiäæåíü âèëèâ-

ñÿ â ãiëêó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè � òåîðiþ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü. Ôóíäàìåí-

òàëüíèé âêëàä â ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåì öi¹¨ òåîði¨ âíåñëè Ì. Ì. Êðèëîâ i Ì.

Ì. Áîãîëþáîâ [22]. Âàæëèâå ìiñöå â öié òåîði¨ çàéìàþòü äîñëiäæåííÿ êâà-

çiïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ "ñëàáîíåëiíiéíèõ" ñèñòåì òà ç íèìè i äîñëiäæåííÿ

iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì â Rn. Ïåðøi ãëè-

áîêi äîñëiäæåííÿ ïðî iíâàðiàíòíi òîðî¨äàëüíi ìíîãîâèäè ñèñòåì äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè áóëè ïðîâåäåíi Ì. Ì. Áîãîëþáîâèì i

Ì. Ì. Êðèëîâèì â ïðîöåñi îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ íåëiíié-

íî¨ ìåõàíiêè [8, 10]. Ïiçíiøå ¨õ iäå¨ âñåái÷íî áóëè ðîçâèíóòi â äîñëiäæåííÿõ

Þ. À. Ìèòðîïîëüñêîãî [8, 30] i âèëèëèñü â ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ

íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè � ïîòóæíèé i ïðàêòè÷íî çðó÷íèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò

äîñëiäæåííÿ iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ øèðîêîãî êëàñó íåëiíiéíèõ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïî÷àòêîì íîâîãî öèêëó äîñëiäæåíü ç ïðîáëåì

òåîði¨ çáóðåíü i ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì ñòàëà ôóíäàìåíòàëüíà äîïîâiäü À. Ì. Ñàìîéëåíêà íà V-ié ìiæíà-

ðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç íåëiíiéíèõ êîëèâàíü (Êè¨â, 1969 ð.). Ââåäåíå íèì ïî-

íÿòòÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè [60] ëiíiéíîãî ðîçøèðåííÿ

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði âèÿâèëàñü äîñèòü ïëîäîòâîðíèì i äàëî íîâèé

iìïóëüñ ðîçâèòêó ðiçíèõ àñïåêòiâ öi¹¨ òåîði¨, çîêðåìà, i â òåîði¨ ðîçðèâíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì [44, 70, 94, 97].
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Âiäîìî [9, 60], ùî êîëè äèíàìi÷íà ñèñòåìà

dy

dt
= Y (y), y ∈ Rn+m (1.5)

ìà¹ êâàçiïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

y = f0(ω1t, ω2t, ..., ωmt) = f0(ϕ1, ϕ2, ..., ϕm)

ç ÷àñòîòíèì áàçèñîì ω = (ω1, ω2, ..., ωm), òî çàìèêàííÿ òðà¹êòîði¨ öüîãî

ðîçâ'ÿçêó ïîðîäæó¹ â Rn+m òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä. ßê ïîêàçàíî â [60], äëÿ

äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié âèõiäíî¨ ñèñòåìè â äåÿêîìó îêîëi öüîãî

ìíîãîâèäó â áàãàòüîõ âèïàäêàõ çðó÷íî ïåðåéòè âiä êîîðäèíàò y1, y1, ..., ym+n

äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ϕ = ϕ1, ϕ2, ..., ϕm i x = (x1, x2, ..., xn), òàê ùîá

ðiâíÿííÿ ìíîãîâèäó íàáóëî âèãëÿäó:

x = 0, ϕ ∈ Tm, (1.6)

äå Tm −m−âèìiðíèé òîð.

Âiäïîâiäíà öüîìó òîðó ñèñòåìà ðiâíÿíü â âàðiàöiÿõ ìà¹ âèãëÿä [60]:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, (1.7)

äå a(ϕ) i P (ϕ) âiäïîâiäíî m−âèìiðíà âåêòîðíà i n−âèìiðíà ìàòðè÷íà ôóí-

êöi¨, 2π− ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié ç çìiííèõ ϕν, (ν = 1,m)

Ïåðøå iç ðiâíÿíü (1.7) õàðàêòåðèçó¹ "äîòè÷íó" à äðóãå � "íîðìàëüíó"

ñêëàäîâi ïîòîêà âèõiäíî¨ ñèñòåìè â îêîëi òîðà (1.6).

Òåîðåìà 1.3.1. [60]. ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7) çíàéäåòüñÿ äîäàòíî

âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà

v(ϕ, x) = ⟨S(ϕ)x, x⟩

ç ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ S(ϕ) ∈ C1(Tm), òàêà, ùî ¨¨ ïîâíà ïîõiäíà, ñêëà-

äåíà â ñèëó ðiâíÿíü (1.7)
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dv(ϕ, x)

dt
=
⟨

Ŝ(ϕ)x, x
⟩

,

Ŝ(ϕ) = S(ϕ)P (ϕ) + P ∗(ϕ)S(ϕ) +
∂S(ϕ)

∂ϕ
· a(ϕ),

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ:

⟨

Ŝ(ϕ)x, x
⟩

≤ −β ⟨x, x⟩ , β > 0,

òî òðèâiàëüíèé òîð (1.6) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Iíâàðiàíòíèé òîð (1.6) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7) íàçèâàòèìåìî åêñ-

ïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ϕ = ϕt(ϕ0), x =

xt(ϕ0, x0) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7), ϕ0(ϕ0) = ϕ0, x0(ϕ0, x0) = x0 ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

∥xt(ϕ0, x0)∥ ≤ Ke−γ(t−τ) ∥xτ(ϕ0, x0)∥

äëÿ âñiõ t ≥ τ, äîâiëüíèõ ϕ0 ∈ Tm, x0 ∈ Rn, τ ∈ R i äåÿêèõ äîäàòíiõ

ñòàëèõ K i γ, ÿêi íå çàëåæàòü âiä τ, ϕ0, x0.

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (1.7), äëÿ ÿêî¨ iíâàðiàíòíèé òîð (1.6) åêñïîíåíöi-

àëüíî ñòiéêèé, íàçèâàòèìåìî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ.

Òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7) íàçèâàòèìåìî åêñïîíåíöi-

àëüíî äèõîòîìi÷íèì [60], à ñàìó ñèñòåìó ðiâíÿíü (1.7) - åêñïîíåíöiàëüíî

äèõîòîìi÷íîþ êîæíîãî ðàçó, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ϕ0 ∈ Tm åâêëiäiâ ïðîñòið

Rn äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ â âèãëÿäi ïðÿìîãî äîáóòêó äâîõ ïiäïðîñòîðiâ

R+ i R− âiäïîâiäíî ðîçìiðíîñòåé r i n − r, òàê, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿ-

çîê ϕt(ϕ0), xt(ϕ0, x0) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7) ó ÿêîãî x0 ∈ R−, çàäîâîëü-

íÿ¹ íåðiâíiñòü ∥xt(ϕ0, x0)∥ ≤ Ke−γ(t−τ) ∥xτ(ϕ0, x0)∥ , à áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê

ϕt(ϕ0), xt(ϕ0, x0) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7), â ÿêîãî x0 ∈ R+, çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíiñòü
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∥x(t)(ϕ0, x0)∥ ≥ K1e
γ1(t−τ) ∥xτ(ϕ0, x0)∥ , t ≥ τ,

äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ R,ϕ0 ∈ Tm i äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ K, γ,K1, γ1, ùî íå

çàëåæàòü âiä ϕ0, x0, τ.

Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7) âiäiãðà¹ ôóíäàìåíòàëüíó

ðîëü â äîñëiäæåííi ñèñòåìè ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x+ f(ϕ), (1.8)

äå a(ϕ), P (ϕ), f(ϕ),∈ Cr(Tm). Öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü íàçèâàòèìåìî ëiíiéíîþ,

âèäiëÿþ÷è öèì ¨¨ ëiíiéíiñòü çà çìiííîþ x, íåîäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ ðiâ-

íÿíü, ôàçîâèì ïðîñòîðîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìèé äîáóòîê m− âèìiðíîãî òîðà Tm

i n−âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn.

Iíâàðiàíòíó ïîâåðõíþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.8) âèãëÿäó

x = u(ϕ), ϕ ∈ Tm, (1.9)

äå u(ϕ) ∈ Cs(Tm), íàçèâàòèìåìî m−âèìiðíèì s ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåí-

öiéîâíèì iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.8)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ωt
τ(ϕ)− ìàòðèöàíò ñèñòåìè ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x, (1.10)

äå ϕt(ϕ), ϕ0(ϕ) = ϕ− ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî iç ðiâíÿíü (1.7) i íåõàé C(ϕ)−
ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó C(Tm).

Ïîêëàäåìî

G0(τ, ϕ) =







Ω0
τC(ϕτ(ϕ)), τ ≤ 0,

−Ω0
τ [E − C(ϕτ(ϕ))] , τ > 0,

i íàçâåìî öþ ôóíêöiþ ôóíêöi¹þ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.7),

ÿêùî òiëüêè iíòåãðàë
∞
∫

−∞
∥G0(τ, ϕ)∥ dτ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé ïî ϕ ∈ Tm :
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∞
∫

−∞

∥G0(τ, ϕ)∥ dτ ≤ K <∞. (1.11)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ [60], ùî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè

ðiâíÿíü (1.7) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü (1.8) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f(ϕ) ∈ C(Tm).

Òåîðåìà 1.3.2. [60]. Íåõàé ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (1.7) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè a(ϕ) ∈ Cr
Lip(Tm), P (ϕ) ∈ Cr(Tm), r ≥ 0, à ñàìà ñèñòåìà ìà¹ ôóí-

êöiþ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà G0(τ, ϕ). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f(ϕ) ∈ Cr(Tm)

ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.8) ìà¹ iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä, ùî âè-

çíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

x = U(ϕ) =

∞
∫

−∞

G0(τ, ϕ)f(ϕτ(ϕ))dτ ≤ K <∞ (1.12)

i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

∥U(ϕ)∥0 ≤ K ∥f(ϕ)∥0 , (1.13)

äå

K = max
ϕ∈Tm

∞
∫

−∞

∥G0(τ, ϕ)∥ dτ .

Çàóâàæèìî, ùî ÿê ïîêàçàíî â [60], iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëüíèé ìíîãî-

âèä x = U(ϕ), ïðî ÿêèé éäå ìîâà â ñôîðìóëüîâàíié òåîðåìi, ìîæå áóòè

ëèøå íåïåðåðâíèì íàâiòü â òîìó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ a(ϕ), P (ϕ) i f(ϕ) ¹

àíàëiòè÷íèìè ïî ϕ ∈ Tm.

Íàâåäåíi â öüîìó ïiäðîçäiëi ïîíÿòòÿ òà òâåðäæåííÿ áóäóòü âèêîðè-

ñòàíi íàìè â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîáîòè ïðè äîñëiäæåííi ïèòàííÿ iñíóâàííÿ

iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, âèçíà÷å-

íèõ â ïðÿìîìó äîáóòêó m− âèìiðíîãî òîðà Tm i n− âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó Rn.



29

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi:

� çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨;

� íàâåäåíà çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

iìïóëüñíèì âïëèâîì òà áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü;

� îêðåñëåíî êîëî çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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Ðîçäië 2. ËIÍIÉÍI ÐÎÇÐÈÂÍI ÄÈÍÀÌI×ÍI
ÑÈÑÒÅÌÈ ÍÀ ÏËÎÙÈÍI

Â öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè,

ïðèêëàäè òàêèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi. Íàâåäåíi ïðèêëàäè iëþñòðóþòü ìîæëè-

âó iñòîòíó âiäìiííiñòü ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

i êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïîâíiñòþ âèâ÷å-

íî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié ëiíiéíî¨ ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó

îñîáëèâèõ òî÷îê ¨¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ÷àñòèíè "âóçëà" , "ñiäëà" i "ôîêóñà" ,

âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ñiì'¨ îäíî- òà äâîiìïóëü-

ñíèõ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â òàêèõ ñèñòåìàõ. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî ìîæëè-

âiñòü íåçàòóõàþ÷èõ êîëèâàíü ëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà ç âåëèêèì òåðòÿì ïiä

äi¹þ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âèñâiòëåíi â ïóáëiêàöiÿõ [49, 85, 89,

90, 92, 93].

2.1. Îçíà÷åííÿ ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

Ðîçðèâíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè - öå äîñèòü øèðîêèé ïiäêëàñ ñèñòåì äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì [52]. Îïèøåìî öåé êëàñ äå-

òàëüíiøå.

Íåõàé íàì òðåáà äîñëiäèòè äåÿêèé åâîëþöiéíèé ïðîöåñ, ÿêèé îïèñó¹-

òüñÿ:

à) ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ = f(x), x ∈M ⊆ Rn; (2.1)

á) äåÿêîþ çàäàíîþ ìíîæèíîþ Γ ⊆M iç ôàçîâîãî ïðîñòîðó;

â) âiäîáðàæåííÿì A ìíîæèíè Γ íà ìíîæèíó Γ0 = AΓ, A : Γ → Γ0 öüîãî

ôàçîâîãî ïðîñòîðó.
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Åâîëþöiÿ ïðîöåñó âiäáóâà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: ôàçîâà òî÷êà x(t), âè-

éøîâøè ïðè t = t0 ç ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x0 = x(t0), ðóõà¹òüñÿ ïî òðà¹êòîði¨

ðîçâ'ÿçêó x(t, t0, x0) äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (2.1) äî òèõ ïið, ïîêè â ìî-

ìåíò t = t1 > t0 âîíà ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ, x(t1, t0, x0) ∈ Γ.

Â ìîìåíò t = t1 ôàçîâà òî÷êà x(t1, t0, x0) âiäîáðàæåííÿì A "ìèòò¹âî"

ïåðåêèäà¹òüñÿ â ïîëîæåííÿ Ax(t1, t0, x0) = x+(t1) ∈ Γ0 i äàëi ðóõà¹òüñÿ

òðà¹êòîði¹þ ñèñòåìè (2.1), ùî îïèñó¹òüñÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì x(t, t1, x
+(t1)). Ðóõ

ïî âêàçàíié òðà¹êòîði¨ âiäáóâà¹òüñÿ äî ìîìåíòó ÷àñó t = t2 > t1, â ÿêèé

ôàçîâà òî÷êà çíîâó ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ. Â öåé ìîìåíò âiäîáðàæåííÿì

A âîíà ïåðåêèäà¹òüñÿ â òî÷êó Ax(t2, t1, x+(t1)) = x+(t2) ∈ Γ0 i ðóõ ¨¨ äàëi

âiäáóâà¹òüñÿ ïî òðà¹êòîði¨ ðîçâ'ÿçêó x(t, t2, x+(t2)) ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.1) äî

íîâî¨ çóñòði÷i ç ìíîæèíîþ Γ i ò.ä.

Ñóêóïíiñòü ñïiââiäíîøåíü à) � â), ùî õàðàêòåðèçóþòü åâîëþöiþ äîñëi-

äæóâàíîãî ïðîöåñó, i íàçèâàþòü ðîçðèâíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ. Ëîãi÷íî

ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó ùå ìîæíà íàçèâàòè àâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì. Òàêó ñèñòåìó çðó÷íî çàïè-

ñóâàòè ùå é â òàêîìó âèãëÿäi:

ẋ = f(x), x∈̄Γ, ∆x|x∈Γ = Ax− x, (2.2)

äå ∆x = x(t + 0) − x(t) - âåëè÷èíà ñòðèáêà ðîçâ'ÿçêó â ìîìåíò ïîïàäàííÿ

ôàçîâî¨ òî÷êè â ìíîæèíó Γ.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.2) x = ϕ(t) - öå íåïåðåðâíà

çëiâà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ẋ = f(x)

ïîçà ìíîæèíîþ Γ i ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó â òî÷êàõ t = τ, ϕ(τ) ∈ Γ iç

ñòðèáêàìè
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∆x = ϕ(τ + 0)− ϕ(τ − 0) = Aϕ(τ − 0)− ϕ(τ − 0) (2.3)

ßê âiäìi÷à¹òüñÿ â [52], ðîçâ'ÿçêè ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ìî-

æóòü áóòè òàêèõ òðüîõ òèïiâ:

à) ãëàäêi ðîçâ'ÿçêè � ôàçîâà êðèâà òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç

ìíîæèíîþ Γ, àáî æ ïåðåòèíà¹òüñÿ ç íåþ â òî÷êàõ, ùî ¹ íåðóõîìèìè ùîäî

âiäîáðàæåííÿ A;

á) ðîçâ'ÿçêè, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó çáóðåííþ ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ:

ôàçîâà òî÷êà ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ, ïðè÷îìó â òî÷êè

öi¹¨ ìíîæèíè, ùî íå ¹ íåðóõîìèìè ùîäî âiäîáðàæåííÿ A;

â) ðîçâ'ÿçêè, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó çáóðåííþ çëi÷åííå ÷èñëî ðàçiâ:

ôàçîâà òî÷êà ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ çëi÷åííå ÷èñëî ðàçiâ, ïðè÷îìó â òî÷êè

öi¹¨ ìíîæèíè, ùî íå ¹ íåðóõîìèìè ùîäî âiäîáðàæåííÿ A.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ïðèêëàä 2.1.1. Íåõàé íà ïëîùèíi x0y ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ìiæ äâîìà ïî-

ñëiäîâíèìè ìîìåíòàìè iìïóëüñíîãî âïëèâó îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü:

ẋ = 1, ẏ = 0,

ìíîæèíà Γ çàäà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì

Γ = {(x, y) ∈ R2 : y = arctg(tgx)},

à âiäîáðàæåííÿ A : Γ → Γ0 äi¹ òàê

A : (x, y) → (x, y2signy).

Iíøèìè ñëîâàìè, ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó:
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ẋ = 1, ẏ = 0, (x, y)∈̄Γ,

∆x|(x,y)∈Γ = 0, ∆y|(x,y)∈Γ = y2signy − y.

Äîñëiäèìî òðà¹êòîði¨ â öié ñèñòåìi òà ìîæëèâi ðóõè ôàçîâî¨ òî÷êè ïî

öèì òðà¹êòîðiÿì.

Òðà¹êòîðiÿ áóäü-ÿêîãî ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè, ùî âèõîäèòü ïðè t = 0 ç

òî÷êè (x0, y0), |y0| ≥
π

2
¹ ïðÿìà y = y0, áî ôàçîâà òî÷êà â ïðîöåñi åâî-

ëþöi¨ íå ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ, à îòæå íå ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó.

Íåïåðåðâíèìè ïðÿìèìè áóäóòü òàêîæ òðà¹êòîði¨ ðóõiâ ôàçîâî¨ òî÷êè, ÿêi

ðîçïî÷èíàþòüñÿ íà ïðÿìèõ y = 0, y = ±1. Â öüîìó âèïàäêó õî÷ ôàçîâà

òî÷êà i ïîïàäà¹ áåçëi÷ ðàçiâ â ìíîæèíó Γ, àëå ïîïàäà¹ â òî÷êè, ÿêi ¹ íåðó-

õîìèìè òî÷êàìè âiäîáðàæåííÿ A. ßêùî ôàçîâà òî÷êà âèõîäèòü ïðè t = 0

iç òî÷êè (x0, y0), 1 < |y0| <
π

2
, òî âîíà iìïóëüñíîìó âïëèâó ïiääà¹òüñÿ ñêií-

÷åííå ÷èñëî ðàçiâ. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî ðóõó ìîæíà âêàçàòè ìîìåíò ÷àñó

t1 = t1(x0, y0), ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ôàçîâà òî÷êà ïîïàäà¹ â îáëàñòü |y| ≥ π

2
,

à îòæå ïðè t > t1(x0, y0) íå ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó. ßêùî ôàçîâà

òî÷êà (x(t), y(t)) ïî÷èíà¹ ðóõ ç òî÷êè (x0, y0), 0 < y0 < 1, òî â ïðîöåñi åâî-

ëþöi¨ âîíà çëi÷åíå ÷èñëî ðàçiâ ïîïàäà¹ â ìíîæèíó Γ, îòæå, çëi÷åíå ÷èñëî

ðàçiâ ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó, ïðè÷îìó y(t) → 0 ïðè t→ ∞.

ßêùî æ ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî÷èíà¹òüñÿ ç ïîëîæåííÿ (x0, y0), −1 <

y0 < 0, òî ç ÷àñîì ôàçîâà òî÷êà ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó çëi÷åí-

íå ÷èñëî ðàç, àëå öå âiäáóâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííîìó ÷èñëîâîìó ïðîìiæêó. Íà

öüîìó ïðîñòîìó ïðèêëàäi ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåìàõ ìîæëèâå çëèòòÿ äåêiëüêîõ òðà¹êòîðié â îäíó. Íàïðèêëàä, òðà¹-

êòîði¨ ðóõiâ, ùî ïî÷èíàþòüñÿ ïðè t = 0 ç òî÷îê (x0,
√
3) i (x0, 3) ç ÷àñîì

çëèâàþòüñÿ â îäíó y = 3.

Ïðèêëàä 2.1.2.
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Ðîçãëÿíåìî ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó íà ïëîùèíi, ÿêà çàäà¹òüñÿ

ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ = −1, ẏ = 0 :

ìíîæèíîþ Γ - âiñü îðäèíàò,

Γ0 = {(x− 2)2 + y2 = 1, x < 2}

i âiäîáðàæåííÿì A : Γ → Γ0, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi (0; y) îñi

îðäèíàò òî÷êó iç Γ0, ÿêà ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0; y)

i (2; 0).

ßêùî ôàçîâà òî÷êà ïî÷èíà¹ ñâié ðóõ ç òî÷êè (x0; y0), x0 < 0, òî

ç ÷àñîì âîíà íå ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó. ßêùî æ x0 > 0 i y0 =

0 òî òàêèé ðóõ ¹ ïåðiîäè÷íèì, àáî æ ñòà¹ ïåðiîäè÷íèì ÷åðåç ïåâíèé ÷àñ.

Òðà¹êòîði¹þ ïåðiîäè÷íîãî ðóõó ¹ âiäðiçîê íà îñi àáñöèñ, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè

(0; 0) i (1; 0).

Ïðèêëàä 2.1.3. Äîñëiäèìî ôàçîâi êðèâi ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà

ïëîùèíi

ẋ = −x, ẏ = −αy, α > 0.

â ÿêié

Γ = {(x, y) : x2 + y2 = r}, Γ0 = {(x, y) : x2 + y2 = R2}

i âiäîáðàæåííÿ A : Γ → Γ0 êîæíié òî÷öi êîëà Γ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

òî÷êó êîëà Γ0, ùî ëåæèòü íà îäíîìó ç íåþ ïðîìåíi ùî âèõîäèòü ç ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Îñêiëüêè ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ ñòiéêèì âóçëîì äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

ẋ = −x, ẏ = −αy, α > 0,
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òî âèõîäÿ÷è ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè êîëà x2 + y2 < r2, ôàçîâà òî÷êà ïî âiäïî-

âiäíié òðà¹êòîði¨ íàáëèæà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, êîëè t → +∞, íå

ïiääàþ÷èñü iìïóëüñíîìó âïëèâó. ßêùî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ðîçïî÷èíà¹òüñÿ â

îáëàñòi x2+y2 > R2, òî ç ÷àñîì, ðóõàþ÷èñü ïî îäíié iç êðèâèõ y = c |x|α, ôà-
çîâà òî÷êà ïîòðàïëÿ¹ íà êîëî x2 + y2 = R2 i ïðî ïîâåäiíêó ôàçîâèõ êðèâèõ

ìîæíà ñóäèòè ç òèõ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ íà öüîìó êîëi.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî÷èíà¹òüñÿ â êðóçi x2+y2 <

r2, òî ôàçîâà òî÷êà ïðÿìó¹ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, êîëè t → +∞, íå ïiääà-

þ÷èñü â ïðîöåñi ðóõó iìïóëüñíié äi¨. ßêùî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî÷èíà¹òüñÿ

íà êîëi x2 + y2 = R2, òî âèéøîâøè ç òî÷êè (x0, y0) öüîãî êîëà ÷åðåç äåÿêèé

÷àñ ïî ïàðàáîëi y = y0

∣

∣

∣

∣

x

x0

∣

∣

∣

∣

α

âîíà ïîòðàïëÿ¹ íà êîëî x2 + y2 = r2, ìèòò¹âî

âiäîáðàæåííÿ A ¨¨ ïåðåêèäà¹ â òî÷êó (x1, y1) êîëà x2 + y2 = R2 i äàëi ðóõ ¨¨

âiäáóâà¹òüñÿ ïî íîâié ïàðàáîëi äî ìîìåíòó ïîïàäàííÿ íà êîëî Γ.

Çðàçó æ çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó α = 1 âñi ðóõè ôàçîâî¨ òî÷êè, ÿêi

âîíà ðîçïî÷èíà¹ ç êîëà Γ0 ¹ ïåðiîäè÷íèìè i òðà¹êòîði¹þ êîæíîãî ç íèõ ¹

÷àñòèíà ïðîìåíÿ y = cx, îáìåæåíîãî êîëàìè Γ i Γ0.

ßêùî 0 < α < 1 àáî æ α > 1, òî ïåðiîäè÷íèõ ðóõiâ ¹ ëèøå ÷îòèðè, öå

òi, òðà¹êòîði¨ ÿêèõ ¹ âiäðiçêè êîîðäèíàòíèõ îñåé, ùî çíàõîäÿòüñÿ â êiëüöi

r2 < x2 + y2 < R2, ïðè÷îìó äâi òðà¹êòîði¨, ùî íàëåæàòü îñi îðäèíàò ¹

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè i ïðèòÿãóþòü äî ñåáå âñi òðà¹êòîði¨ ç îáëàñòi y >

x2 + y2.

Ðîçãëÿíåìî öåé ïðèêëàä, êîëè α = 1, àëå âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ

A : Γ → Γ0 ââàæàòèìåìî, ùî âîíî êîæíié òî÷öi (x, y) ∈ Γ ñòàâèòü ó âiäïî-

âiäíiñòü òî÷êó (x+, y+), ÿêà ëåæèòü íà êîëi Γ0 i

arctg
y+

x+
= arctg

y

x
+∆.

Ïðè äîñëiäæåííi ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

äîñèòü äîñëiäèòè âiäîáðàæåííÿ h : Γ0 → Γ0, ÿêå êîæíié òî÷öi ϕ ∈ Γ0
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ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó ϕ+∆,

h : Γ0 → Γ0, hϕ = ϕ+∆.

ßê âiäîìî, (äèâ. íàïðèêëàä [2]), ùî êîëè ∆ ðàöiîíàëüíî ñóìiðíå ç 2π,

òîáòî ∆ =
p

q
·2π, äå p i q - âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà, òî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê

{hkϕ}, òîáòî {ϕ + k∆} ¹ öèêëi÷íîþ i ñåðåä íèõ ñêií÷åííå ÷èñëî íà êîëi,

ïîðiâíÿíèõ çà ìîäóëåì 2π.

ßêùî æ ∆ íå ¹ ðàöiîíàëüíî ñóìiðíèì ç 2π, òî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê

{hkϕ} âñþäè ùiëüíà íà êîëi, à òîìó â ïåðøîìó âèïàäêó êîæíà òî÷êà êiëü-

öÿ r2 < x2+y2 < R2 ïîðîäæó¹ ïåðiîäè÷íèé ðóõ, òðà¹êòîði¹þ ÿêîãî ñëóæèòü

ïåâíå ÷èñëî âiäðiçêiâ ïðîìåíiâ y = cx, ùî îáìåæåíi âêàçàíèì êiëüöåì, à â

äðóãîìó âèïàäêó êîæíà òî÷êà âêàçàíîãî êiëüöÿ ïîðîäæó¹ òðà¹êòîðiþ ðóõó,

ÿêà âñþäè ùiëüíî çàïîâíþ¹ öå êiëüöå. Öåé ïðîñòèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â

ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi ìîæëèâi ðóõè ñòiéêi çà Ïóàñî-

íîì, âiäìiííi âiä òî÷îê ñïîêîþ i ïåðiîäè÷íèõ ðóõiâ, ÷îãî íåìà â íåïåðåðâíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi.

2.2. Ëiíiéíi ðîçðèâíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè íà ïëîùèíi

Â öüîìó ïàðàãðàôi äîñëiäèìî ëiíiéíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü íà ïëîùèíi, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó íà ôiêñîâàíèõ ïðÿ-

ìèõ. Íàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (ðîçðèâíèõ

öèêëiâ) òàêèõ ñèñòåì, ¨õ ñòiéêiñòü, âiäñóòíiñòü òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íå îáìå-

æóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè ââàæàòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ ëiíiéíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨

ñèñòåìè ðiâíÿíü íà ïëîùèíi ìà¹ äiéñíó æîðäàíîâó ôîðìó. Çðîçóìiëî, ùî

äî òàêî¨ ôîðìè çàâæäè ìîæíà çâåñòè äîâiëüíó ëiíiéíó äèôåðåíöiàëüíó ñè-

ñòåìó çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨ çàìiíè ç íåâèðîäæåíîþ ñòàëîþ ìàòðèöåþ öi¹¨

çàìiíè.

Íàãàäà¹ìî, ùî äiéñíà æîðäàíîâà ôîðìà J ñòàëî¨ äâîâèìiðíî¨ ìàòðèöi
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A â çàëåæíîñòi âiä âëàñíèõ ÷èñåë öi¹¨ ìàòðèöi ìà¹ âèãëÿä:

J =





λ1 0

0 λ2



 , J =





λ 0

1 λ



 ,

ÿêùî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A äiéñíi;

J =





α β

−β α



 ,

ÿêùî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A - êîìïëåêñíi: λ1, 2 = α ± iβ, çîêðåìà, ÷èñòî

óÿâíi, êîëè α = 0.

Òàêèì ÷èíîì, îá'¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ëiíiéíà ðîçðèâíà äèíà-

ìi÷íà ñèñòåìà íà ïëîùèíi

ẋ = Jx, < a, x > ̸= 0, ∆x|<a,x>=0 = Bx. (2.4)

Òóò x = coll(x1, x2), J - äiéñíà æîðäàíîâà êëiòêà, ïðÿìà < a, x >= 0,

a1x1 + a2x2 = 0 íå ¹ âiññþ êîîðäèíàò i äàëi ìè öþ ïðÿìó çàïèøåìî òàê:

x2 = kx1, k = −a1
a2
,

B =





b11 b12

b21 b22





- çàäàíà ñòàëà ìàòðèöÿ.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè (x1(t), x2(t)) îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíîþ ñèñòå-

ìîþ ẋ = Jx, êîëè öÿ òî÷êà çíàõîäèòüñÿ ïîçà ïðÿìîþ x2 = kx1 i "ìèòò¹âî"

ïåðåêèäà¹òüñÿ â òî÷êó





x+1

x+2



 =





1 + b11 b12

b21 1 + b22









x1(t
∗)

x2(t
∗)



 (2.5)

â ìîìåíò t∗, êîëè x2(t∗) = kx1(t
∗), òîáòî â ìîìåíò ïîïàäàííÿ ôàçîâî¨ òî÷êè

íà ïðÿìó x2 = kx1.
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Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíå îäíîðiäíå âiäîáðàæåííÿ

(E +B) :





x1

x2



→ (E +B)





x1

x2





ïëîùèíè (x10x2) â ïëîùèíó ïåðåâîäèòü ïðÿìó x2 = kx1 â ïðÿìó x2 = µx1,

äå êîåôiöi¹íòè k i µ ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

. (2.6)

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ìà-

òðèöi J . Íåõàé ìàòðèöÿ J ìà¹ âèãëÿä

J =





λ1 0

0 λ2



 , ïðè÷îìó λ1 ̸= λ2.

Â öüîìó âèïàäêó ëiíiéíà ñèñòåìè ðiâíÿíü

ẋ = Jx

ìà¹ îñîáëèâó òî÷êó x = 0 (ïî÷àòîê êîîðäèíàò) "âóçëîì" , ÿêùî λ1 · λ2 > 0,

i "ñiäëîì" , ÿêùî λ1 · λ2 < 0.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè (x1(t), x2(t)) âiäáóâà¹òüñÿ ïî ëiíiÿõ x2 = c |x1|
λ2
λ1 i

x1 = 0.

ßêùî ôàçîâà òî÷êà ïðè t = 0 ïî÷èíà¹ ðóõ ç òî÷êè (x01, x
0
2), òî ïðè

âñiõ t ∈ R âîíà çàëèøèòüñÿ íà ëiíi¨

x2
x02

=

(

x1
x01

)

λ2
λ1

,

(

x2 = x02

(

x1
x01

)

λ2
λ1

)

.

Çðîçóìiëî, ùî i ôàçîâà òî÷êà âèõiäíî¨ iìïóëüñíî¨ ñèñòåìè ðóõà¹òüñÿ

ïî òèì æå ëiíiÿì, "ïåðåñêàêóþ÷è" íà ïðÿìié x2 = kx1 ç îäíi¹¨ íà iíøó (àáî

æ íà òó ñàìó) iç öèõ ëiíié. Íàñ öiêàâèòèìå âèïàäîê, êîëè ôàçîâà òî÷êà â
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ïðîöåñi ñâî¹¨ åâîëþöi¨ ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó áàãàòî ðàçiâ, òîáòî ïî-

ïàäà¹ íà ïðÿìó x2 = kx1 áiëüøå îäíîãî ðàçó. ßêùî ôàçîâà òî÷êà íå ïîïàäà¹

íà âêàçàíó ïðÿìó, àáî ïîïàäà¹ ëèøå îäèí ðàç, òî ¨¨ ðóõ ç ÷àñîì îïèñó¹òüñÿ

ñèñòåìîþ áåç iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ, à òîìó ç ÷àñîì öÿ òî÷êà íàáëèæà¹òüñÿ

äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (0; 0) àáî æ âiääàëÿ¹òüñÿ â íåñêií÷åííiñòü. Ùîá ôà-

çîâà òî÷êà ïiääàâàëàñü iìïóëüñíîìó çáóðåííþ áàãàòî ðàçiâ (çëi÷åííå ÷èñëî)

íåîáõiäíî, ùîá âîíà, âèéøîâøè ç òî÷êè ïðÿìî¨ x2 = µx1 ïðè t > 0 ïîïàëà

íà ïðÿìó x2 = kx1.

Òðà¹êòîði¹þ ðóõó òî÷êè

(x1(t), x2(t)), x1(0) = x01, x2(0) = x02, x
0
2 = µx01

¹ ëiíiÿ

x2 = x01µ

(

x1
x01

)

λ2
λ1

.

Öÿ ëiíiÿ ïåðåòèíà¹ ïðÿìó x2 = kx1 â òî÷öi (x∗1, kx
∗
1), äå

x∗1 = x01 ·
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 .

Ùîá ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ïðè t = 0 ç òî÷êè (x01, µx
0
1) ïîïàëà â

òî÷êó (x∗1, kx
∗
1) ïðè t = t∗ > 0 íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
> 0. (2.6′)

Ïðîâåäåìî íåâåëèêèé àíàëiç öi¹¨ íåðiâíîñòi. Âîíà ïîêàçó¹, ùî ÿêùî

ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ "ñiäëîì" , òî ïàðàìåòðè ñèñòåìè ïîâèííi áóòè òàêèìè,

ùîá k > µ > 0, ÿêùî λ1 < 0, λ2 > 0 i 0 < k < µ, ÿêùî λ1 > 0, λ2 < 0.

ßêùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ "âóçëîì" , òî ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ óìîâè:

k > µ > 0, ÿêùî λ1 < λ2 i "âóçîë" ¹ íåñòiéêèì; ÿêùî λ1 > λ2 i "âóçîë" ¹

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì;
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0 < k < µ, ÿêùî λ1 > λ2 i "âóçîë" ¹ íåñòiéêèì, àáî æ, ÿêùî λ1 < λ2 i

"âóçîë" ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì;

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ïàðàìåòðè âèõiäíî¨ ñèñòåìè çàáåçïå÷óþòü âèêîíà-

ííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî â ìîìåíò t = t∗ > 0 ôàçîâà

òî÷êà "ïåðåñêàêó¹" ç ïîëîæåííÿ (x∗1, kx
∗
1) â òî÷êó

((1 + b11 + kb12)x
∗
1, (b21 + (1 + b22)k)x

∗
1)

ïðÿìî¨ x2 = µx1.

Òîìó ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ iìïóëüñíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ

âiäîáðàæåííÿì ïðÿìî¨ â ïðÿìó: h : R → R,

äå

h : x1 → [(1 + b11) + b12k]x
∗
1,

òî÷íiøå

h : x1 → [(1 + b11) + b12k]
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 · x1

Öå ëiíiéíå îäíîðiäíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ìè çàïèøåìî òàê

h : x1 → γx1,

ïîçíà÷èâøè ÷åðåç γ ÷èñëî:

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 (2.7)

Òåîðåìà 2.2.1. ßêùî |γ| < 1, òî âñi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ÿêi ïî-

÷èíàþòüñÿ ç òî÷îê ïðÿìî¨ x2 = µx1, ç ÷àñîì ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëè

t → ∞. ßêùî |γ| > 1, òî âñi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ÿêi ïðè t = 0

ïî÷èíàþòüñÿ ç òî÷îê ïðÿìî¨ x2 = µx1, ïðÿìóþòü ó íåñêií÷åííiñòü, êî-

ëè t → ∞. ßêùî γ = 1, òî êîæíà òî÷êà x1 ∈ R ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ
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âiäîáðàæåííÿ h i òàêà òî÷êà ïîðîäæó¹ îäíîiìïóëüñíèé ïåðiîäè÷íèé ðóõ

(îäíîiìïóëüñíèé öèêë).

Öi öèêëè çàïîâíþþòü ÷àñòèíó êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè, ùî ëåæèòü ìiæ

ïðÿìèìè x2 = kx1 òà x2 = µx1. ßêùî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî÷èíà¹òüñÿ ç òî÷êè

(x01, µx
0
1) ïðÿìî¨ x2 = µx1, òî öèêë, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ öi¹þ òî÷êîþ, çàäà¹òüñÿ

êóñêîì êðèâî¨

x2 = µx01

(

x1
x01

)

λ2
λ1

,

(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 ≤ x1

x01
≤ 1, ÿêùî λ1 < 0;

1 ≤ x1
x01

≤
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 , ÿêùî λ1 > 0.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ðóõ çîáðàæóþ÷î¨ òî÷êè ïî êîæíîìó

ç òàêèõ öèêëiâ ¹ ïåðiîäè÷íèì ç îäíèì i òèì æå ïåðiîäîì

T =
1

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

Öi öèêëè íàçèâàòèìåìî îäíîiìïóëüñíèìè. Ðóõàþ÷èñü ïî òàêîìó öè-

êëó, ôàçîâà òî÷êà îäèí ðàç çà ïåðiîä ïiääà¹òüñÿ iìïóëüñíîìó âïëèâó. Êðiì

îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ â âèõiäíié ñèñòåìi ìîæóòü áóòè òàê çâàíi äâîiìïóëü-

ñíi ðîçðèâíi öèêëè, âiäìiííi âiä îäíîiìïóëüñíèõ: ðóõàþ÷èñü ïî òàêîìó öèêëó

ôàçîâà òî÷êà äâi÷i çà ïåðiîä ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè.

Äâîiìïóëüñíi öèêëè âèíèêàþòü â âèõiäíié ñèñòåìi, êîëè ¨¨ ïàðàìåòðè

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ

k

)

λ1
λ1 − λ2 = −1.

Âîíè ïîðîäæóþòüñÿ òî÷êàìè (x01, µx
0
1), äå x

0
1 - íåðóõîìà òî÷êà âiä-

îáðàæåííÿ h2 = h(h(x)).
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Öi öèêëè, ÿê i îäíî iìïóëüñíi, çàïîâíþþòü ÷àñòèíó êîîðäèíàòíî¨ ïëî-

ùèíè, ùî ëåæèòü ìiæ ïðÿìèìè x2 = kx1 i x2 = µx1.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî êîæíîìó ç òàêèõ öèêëiâ ¹ ïåðiîäè÷íèì ç îäíèì

i òèì æå ïåðiîäîì

T =
2

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

Íà âiäìiíó âiä îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, êîæåí ç ÿêèõ ëåæèòü â îäíîìó

ç êîîðäèíàòíèõ êóòiâ, êîæåí äâîiìïóëüñíèé öèêë íàëåæèòü äâîì êîîðäèíà-

òíèì êóòàì: ïåðøîìó i òðåòüîìó (àáî æ äðóãîìó i ÷åòâåðòîìó).

Äâîiìïóëüñíèé öèêë, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ òî÷êîþ (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨ x2 =

µx1, çàäà¹òüñÿ êóñêàìè ëiíié

x2 = µx01

(

x1
x01

)

λ2
λ1

,
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 ≤ x1

x01
≤ 1, ÿêùî λ1 < 0;

1 ≤ x1
x01

≤
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 , ÿêùî λ1 > 0,

i

x2 = −µx01
(

x1
−x01

)

λ2
λ1

,
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 ≤ x1

−x01
≤ 1, ÿêùî λ1 < 0;

1 ≤ x1
−x01

≤
(µ

k

)

λ1
λ1−λ2 , ÿêùî λ1 > 0.

Äîñëiäèìî òåïåð ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié âèõiäíî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó, êî-

ëè ìàòðèöÿ J ìà¹ ðiâíi äiéñíi âëàñíi ÷èñëà: λ1 = λ2 = λ ̸= 0. ßêùî âîíà

äiàãîíàëüíà, òî ¨¨ òðà¹êòîði¨ � ïðîìåíi ç ïó÷êà ïðÿìèõ x2 = cx1 i â öüî-

ìó âèïàäêó â iìïóëüñíié âèõiäíié ñèñòåìi íi÷îãî öiêàâîãî íåìà¹. Òàê ùî

ââàæàòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ J ìà¹ âèãëÿä J =





λ 0

1 λ



.
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Â öüîìó âèïàäêó ôàçîâà òî÷êà (x1(t), x2(t)), ðóõ ÿêî¨ ïî÷èíà¹òüñÿ ç

òî÷êè (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨ x2 = µx1, ðóõàþ÷èñü ïî êðèâié

x2 =

(

µ− 1

λ
ln
∣

∣x01
∣

∣

)

x1 +
x1
λ

ln |x1| ,

ïîïàäå íà ïðÿìó x2 = kx1 â òî÷êó (x∗, kx∗) çà óìîâè k > µ:

Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ (îñîáëèâî¨ òî÷êè òèïó

"ñiäëî" àáî "âóçîë" ), äå k i µ ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî àáî äîäàòíèìè, àáî æ

âiä'¹ìíèìè, â öüîìó âèïàäêó ÿêùî k > 0, òî µ < k ìîæå áóòè ÿê äîäàòíèì

òàê i âiä'¹ìíèì ÷èñëîì. ßêùî æ k < 0, òî ôàçîâà òî÷êà (x1(t), x2(t)), âè-

éøîâøè ç òî÷êè ïðÿìî¨ x2 = µx1 çìîæå ïîïàñòè íà ïðÿìó x2 = kx1 ëèøå çà

óìîâè µ < k, òîáòî â öüîìó âèïàäêó µ íå ìîæå íàáóâàòè äîäàòíèõ çíà÷åíü.

k − µ =
1

λ
ln

|x∗1|
|x01|

; x∗1 = ±e(k − µ)λ ∣
∣x01
∣

∣

k − µ =
1

λ
· λt∗, t∗ = T > 0.

Îäíîiìïóëüñíèé öèêë � êóñîê êðèâî¨

x2 = x1

(

µ+
1

λ
ln
x1
x01

)

; 1 ≤ x1
x01

≤ e(k − µ)λ, ÿêùî λ > 0;

e(k − µ)λ ≤ x1
x01

≤ 1, ÿêùî λ < 0;

çà óìîâè, ùî

(1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ = 1.

Ðóõ ïî òàêîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì T = k − µ.

ßêùî

(1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ = −1,
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òî â ñèñòåìi âèíèêàþòü äâîiìïóëüñíi öèêëè âiäìiííi âiä îäíîiìïóëüñíèõ.

Äâîiìïóëüñíèé öèêë çàäà¹òüñÿ äâîìà êóñêàìè ôàçîâèõ êðèâèõ:

x2 = x1

(

µ+
1

λ
ln
x1
x01

)

, e(k − µ)λ ≤ x1
x01

≤ 1, ÿêùî λ < 0;

1 ≤ x1
x01

≤ e(k − µ)λ, ÿêùî λ > 0 i

x2 = −x1
(

µ+
1

λ
ln

−x1
x01

)

, −1 ≤ x1
x0

≤ −e(k − µ)λ, ÿêùî λ < 0;

−e(k − µ)λ ≤ x1
x0

≤ −1, ÿêùî λ > 0.

Ðóõ ïî êîæíîìó äâîiìïóëüñíîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì

T = 2(k − µ).

Ïðîâåäåíi âèùå äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü

(2.4) äàþòü ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi

¨¨ íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó (à â ñèëó ëiíiéíîñòi ñèñòåìè) áóäü-ÿêîãî ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 2.2.2. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.4) âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi J

âiä'¹ìíi, òî ¨¨ ðîçâ'ÿçêè: ñòiéêi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëî |γ| ≤ 1;

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè γ < 1; íåñòiéêi, ÿêùî

|γ > 1|.

Ïðèêëàä 2.2.1. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ç òåðòÿì

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 − δx2.

ßêùî êîåôiöi¹íò òåðòÿ δ íåâåëèêèé, 0 < δ < 2, òî ìàÿòíèê çäiéñíþ¹

çàòóõàþ÷i êîëèâàííÿ. ßêùî æ δ ≥ 2, òî ìàÿòíèê íå çäiéñíþ¹ êîëèâàíü,

à çðàçó æ ïðÿìó¹ äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè: éîãî øâèäêiñòü x2(t) ç ÷àñîì

çìiíþ¹ çíàê íå áiëüøå îäíîãî ðàçó.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè δ = 2. Íåõàé ìàÿòíèê ïiääà¹òüñÿ âïëèâó

iìïóëüñíî¨ ñèëè â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ íèì ïîëîæåííÿ x2 = 0. Âiäíîñíî

iìïóëüñíî¨ äi¨ áóäåìî ââàæàòè, ùî ¨¨ äiÿ çáiëüøó¹ (çìåíøó¹) øâèäêiñòü ðóõó

íà âåëè÷èíó, ïðîïîðöiéíó âiäõèëåííþ ìàÿòíèêà âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Òàêèì ÷èíîì, ðóõ ìàÿòíèêà îïèñó¹òüñÿ ðîçðèâíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ:

d

dt





x1

x2



 =





0 1

−1 −2









x1

x2



 , x2 ̸= 0;

∆





x1

x2



 |x2=0 =





0 0

α 0









x1

x2



 |x2=0.

Ïåðåéäåìî øëÿõîì çàìiíè çìiííèõ





x1

x2



 =





−1 −1

0 1









u

v





äî âëàñíîãî áàçèñó, i äiñòàíåìî ñèñòåìó (2.4) ç ìàòðèöåþ

J =





−1 0

1 −1



 :





u

v





′

=





−1 0

1 −1









u

v



 , v ̸= 0;

∆





u

v



 |v=0 =





α α

−α −α









u

v



 |v=0.

Áåçïîñåðåäíi ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

=
b21

1 + b11
=

−α
1 + α

,

à òîìó ïðÿìà v = µu ¹

v = − α

1 + α
u;



46

à

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ = (1 + a)e

−
α

1 + α.

Çàóâàæèìî, ùî µ ïîâèííî áóòè âiä'¹ìíèì ÷èñëîì, à òîìó α ìîæå áóòè

α < −1 àáî α > 0.

Ðiâíÿííÿ

γ = γ(α) = 1

ìà¹ êîðiíü α = 0, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi áåç iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ, à îòæå,

â íié íåìà¹ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ.

Ðiâíÿííÿ

γ = (1 + α)e
−

α

1 + α = −1

ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü α = α∗ < −1. Îòæå, ÿêùî â âèõiäíié ñèñòåìi α = α∗, òî

â íié ¹ ñiì'ÿ äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, òîáòî ïiääàíèé iìïóëüñíîìó çáóðåííþ

ìàÿòíèê çäiéñíþ¹ êîëèâàííÿ ç ïåðiîäîì

T = −2µ =
α∗

1 + α∗ .

Òàê ÿê íåðiâíiñòü |γ| < 1 :

|1 + α| < e

α

1 + α

âèêîíó¹òüñÿ ïðè α∗ < α < −1, òî ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ α ìàÿòíèê âèêîíó¹

çàòóõiþ÷i êîëèâàííÿ, ïðÿìóþ÷è äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïðè t→ ∞.

Ïðè α < α∗ ìàÿòíèê âèêîíó¹ ðîçãîéäóþ÷å êîëèâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, áà÷èìî, ùî çà ðàõóíîê iìïóëüñíî¨ äi¨ ìàÿòíèê ç âåëèêèì

òåðòÿì, "íåêîëèâíèé" ìàÿòíèê, ìîæíà çðîáèòè êîëèâíèì i íàâiòü ðîçãîé-

äóâàëüíèì.
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2.3. Âèïàäîê êîìïëåêñíèõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi äèôåðåíöiàëü-

íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

Â öüîìó ïàðàãðàôi âñòàíîâèìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ

îäíî- (äâîiìïóëüñíèõ) öèêëiâ, à òàêîæ ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ

äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ìà¹ êîìïëåêñíi âëàñíi ÷èñëà.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

ẋ = Jx, < a, x > ̸= 0; ∆x<a,x>=0 = Bx (2.8)

äå x = coll(x1, x2), < a, x >= 0, a1x1 + a2x2 = 0 � çàäàíà ïðÿìà,

J =





α β

−β α



 , B =





b11 b12

b21 b22





� ñòàëi ìàòðèöi.

Çàêîí ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè (x1(t), x2(t)) çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ẋ = Jx, êîëè öÿ òî÷êà çíàõîäèòüñÿ ïîçà ïðÿìîþ

x2 = kx1, k = −a1/a2. Â ìîìåíò t = t∗, êîëè x2(t
∗) = kx1(t

∗) ôàçîâà

òî÷êà "ìèòò¹âî" ïåðåñêàêó¹ â òî÷êó





x1

x2





+

=





1 + b11 b12

b21 1 + b22









x1(t
∗)

x2(t
∗)



 .

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî iìïóëüñíîìó çáóðåííþ

ñèñòåìà ïiääà¹òüñÿ íà ïðÿìié x2 = kx1, ðîçòàøîâàíié â ïåðøîìó i òðåòüîìó

êâàäðàíòàõ ôàçîâî¨ ïëîùèíè, òîáòî k > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíå îäíîðiäíå ïåðåòâîðåííÿ

(E +B) :





x1

x2



→





1 + b11 b12

b21 1 + b22









x1

x2




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ïëîùèíè (x10x2) â ñåáå âiäîáðàæà¹ ïðÿìó x2 = kx1 â ïðÿìó x2 = µx1, äå

êóòîâi êîåôiöi¹íòè k i µ ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

.

Çâiäêè á íå ïî÷èíàëà ðóõ ôàçîâà òî÷êà, ç ÷àñîì âîíà îáîâ'ÿçêîâî ïî-

ïàäå íà ïðÿìó x2 = µx1. Ùîá ìàòè ïîâíó óÿâó ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ âè-

õiäíî¨ ñèñòåìè äîñèòü äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçêè, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â òî÷êàõ ïðÿìî¨

x2 = µx1.

Âèéøîâøè ç òî÷êè (x01, µx
0
1) ôàçîâà òî÷êà ïîïàäà¹ íà ïðÿìó x2 = kx1

â òî÷êó (x∗1, kx
∗
1):

x∗1 = eαt
∗
(cos βt∗ + µ sin βt∗)x01,

kx∗1 = eαt
∗
(− sin βt∗ + µ cos βt∗)x01,

äå βt∗ = π + arctgµ − arctgk, ÿêùî k ≥ µ, àáî æ βt∗ = arctgµ − arctgk,

ÿêùî k < µ.

Â ìîìåíò t = t∗ ôàçîâà òî÷êà ç ïîëîæåííÿ (x∗1, kx
∗
1) "ïåðåñêàêó¹" íà

ïðÿìó x2 = µx1 â òî÷êó (x+1 , µx
+
1 ), äå

x+1 = e

α

β
(arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
(1 + b11 + kb12)x

0
1

ÿêùî k < µ i

x+1 = −e
α

β
(π + arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
(1 + b11 + kb12)x

0
1,

ÿêùî k ≥ µ.

Öå ñïðàâäi òàê, áî, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

cos2 ϕ =
1

1 + tg2ϕ
i sin2 ϕ =

tg2ϕ

1 + tg2ϕ
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ìà¹ìî

cos(arctgµ− arctgk) = cos(arctgµ) · cos(arctgk) + sin(arctgµ) · sin(arctgk) =

=
1

√

1 + µ2
· 1√

1 + k2
+

µ
√

1 + µ2
· k√

1 + k2
=

1
√

1 + µ2
√
1 + k2

(1 + µk),

sin(arctgµ− arctgk) = sin(arctgµ) cos(arctgk)− cos(arctgµ) · sin(arctgk) =

=
µ

√

1 + µ2
· 1√

1 + k2
− 1
√

1 + µ2
· k√

1 + k2
=

1
√

1 + µ2
√
1 + k2

(µ− k).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

cos(arctg µ− arctg k) + µ sin(arctg µ− arctg k) =

√

1 + µ2

1 + k2
,

cos(π + arctg µ− arctg k) + µ sin(π + arctg µ− arctg k) = −

√

1 + µ2

1 + k2
.

Òàêèì ÷èíîì, ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (2.8) ïîâíiñòþ âè-

çíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì h : R → R ïðÿìî¨ â ïðÿìó

h : x1 → e

α

β
(arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
(1 + b11 + kb12)x1,

ÿêùî k < µ i

h : x1 → −e
α

β
(π + arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
(1 + b11 + kb12)x1,

ÿêùî k ≥ µ.

Îòæå, ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé ïàðàìåòðè ñèñòåìè (2.8) òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

k <
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

.

ßêùî

e

α

β
(arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| < 1,

òî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè (2.8) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè t →
∞, òîáòî ñèñòåìà (2.8) ¹ ñòiéêîþ â öiëîìó.

ßêùî

e

α

β
(arctgµ− arctgk)

·

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| > 1,

òî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ïðÿìó¹ â íåñêií÷åííiñòü, êîëè

t→ ∞, òîáòî ñèñòåìà íå ¹ ñòiéêîþ.

ßêùî æ

e

α

β
(arctg µ− arctg k)

·

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| = 1,

òî êîæíà òî÷êà (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨ x2 = µ1 ïîðîäæó¹ îäíîiìïóëüñíèé àáî

æ äâîiìïóëüñíèé öèêëè.

Îäíîiìïóëüñíi öèêëè ç'ÿâëÿþòüñÿ çà óìîâè

1 + b11 + kb12 > 0, (2.9)

à äâîiìïóëüñíi, êîëè

1 + b11 + kb12 < 0. (2.10)

Óìîâà (2.9) ãàðàíòó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ ç ïåðiî-

äîì arctgµ− arctgk ùîäî βt ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.8). Ôàêòè÷íî áóäü-ÿêèé
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ðîçâ'ÿçîê ç ìîìåíòó t∗ ïîïàäàííÿ ôàçîâî¨ òî÷êè íà ïðÿìó x2 = µx, ñòà¹ ïðè

t ≥ t∗ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì arctgµ− arctgk ùîäî βt.

Òðà¹êòîði¹þ òàêîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ êóñîê ëîãàðèôìi÷íî¨ ñïi-

ðàëi (òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè ẋ = Jx), ðîçòàøîâàíèé â îäíîìó iç ñåêòîðiâ, óòâî-

ðåíèõ ïðÿìèìè x2 = kx1 òà x2 = µx1.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (2.10) ñèñòåìà (2.8) ìà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ

äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ � òðà¹êòîðié ïåðiîäè÷íèõ ðîçâÿ'çêiâ, ùî ïiääàþòüñÿ

iìïóëüñíîìó çáóðåííþ äâi÷i íà ïåðiîä. Ïåðiîä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ùîäî βt âäâi-

÷i áiëüøèé âiä ïåðiîäó ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ïîðîäæóþòü îäíîiìïóëüñíi öèêëè i

äîðiâíþ¹ 2(arctg µ− arctg k).

Òðà¹êòîði¹þ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó (äâîiìïóëüñíîãî öèêëó) ¹ äâà êóñêà ëî-

ãàðèôìi÷íèõ ñïiðàëåé (òðà¹êòîðié ñèñòåìè ẋ = Jx) ðîçòàøîâàíèõ â ñåêòî-

ðàõ ìiæ ïðÿìèìè x2 = kx1 òà x2 = µx1, îäèí ç ÿêèõ íàëåæèòü ïåðøîìó

êâàäðàíòó, à äðóãèé � òðåòüîìó êâàäðàíòó ôàçîâî¨ ïëîùèíè (x10x2).

Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.8) ñïðà-

âåäëèâi ó âèïàäêó k ≥ µ, òîáòî ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð k > 0 íàëåæèòü

ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi

k ≥ k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

⇒ b12k
2 + (b11 − b22)k − b21
kb12 + b11 + 1

≥ 0. (2.11)

Òåîðåìà 2.3.2. Íåõàé ïàðàìåòðè ñèñòåìè (2.8) òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (2.11).

ßêùî

e

α

β
(π + arctgµ− arctgk)

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| < 1,

òî âèõiäíà ñèñòåìà (2.8) ¹ ñòiéêîþ â öiëîìó i íåñòiéêîþ, ÿêùî

e

α

β
(π + arctgµ− arctgk)

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| > 1.

ßêùî æ
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e

α

β
(π + arctg µ− arctg k)

√

1 + µ2

1 + k2
|1 + b11 + kb12| = 1,

òî êîæíà òî÷êà (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨ x2 = µx1 ïîðîäæó¹ îäíîiìïóëüñíèé àáî

æ äâîiìïóëüñíèé öèêëè.

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó íàÿâíiñòü îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ çà-

áåçïå÷ó¹ óìîâà

1 + b11 + kb12 < 0,

à íàÿâíiñòü äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ � óìîâà

1 + b11 + kb12 > 0.

Îêðåìî âàðòî ñêàçàòè äåêiëüêà ñëiâ ïðî âèïàäîê k = µ. Òàê ÿê ôàçîâà

òî÷êà, ðóõàþ÷èñü òðà¹êòîðiÿìè äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè, ïåðåòèíà¹ êîæíó

ïðÿìó x2 = ax1 áåçëi÷ ðàçiâ, òî, ïðèðîäíî äîïóñêàòè, ùî ìîæëèâèé âèïàäîê

µ = k, òîáòî iìïóëüñíîìó çáóðåííþ âèõiäíà ñèñòåìà ïiääà¹òüñÿ íà ïðÿìié

x2 = kx1, ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ

(E +B) :





x1

x2



→ (E +B)





x1

x2





ïåðåâîäèòü ïðÿìó x2 = kx1 â ñåáå, iíøèìè ñëîâàìè åëåìåíòè ìàòðèöi B

òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

b21 + (1 + b22)k

1 + b11 + b12k
= k.

Âiäìiòèìî, ùî â òàêié ïîñòàíîâöi çàäà÷i ¹ åëåìåíò êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ

â òàêîìó ðîçóìiííi: ÿêùî ìè k çàäà¹ìî (òîáòî çàäà¹ìî ïðÿìó iìïóëüñíî¨

äi¨), òî åëåìåíòè ìàòðèöi B ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè íàïèñàíó âèùå ðiâíiñòü.

ßêùî æ çàäàíà â íàñ ìàòðèöÿ B, òî ïðÿìà iìïóëüñíî¨ äi¨ (êîåôiöi¹íò k)

âèáèðà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ
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b12k
2 + (b11 − b22)k − b21 = 0.

Íåõàé ôàçîâà òî÷êà (x1(t), x2(t)) ïî÷èíà¹ ðóõ ïðè t = 0+ ç òî÷êè

(x01, kx
0
1) ïðÿìî¨ x2 = kx1





x1(t)

x2(t)



 = eαt





cos βt sin βt

− sin βt cos βt









x01

kx01





Òîäi âîíà ÷åðåç ÷àñ βt∗ = π çíîâó ïîïàäà¹ íà öþ ïðÿìó â òî÷êó



−e
α

β
π
x01, −ke

α

β
π
x01



 .

Â öåé ìîìåíò ÷àñó ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè âîíà "ïåðåñêàêó¹" â òî÷êó



−e
α

β
π
(1 + b11 + kb12)x

0
1, −e

α

β
π
(b21 + (1 + b22)k)x

0
1





öi¹¨ æ ïðÿìî¨.

Ùîá îïèñàòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, äîñèòü äîñëiäèòè

âiäîáðàæåííÿ ïðÿìî¨ â ïðÿìó h : R → R, äå

h : x1 → −e
α

β
π
(1 + b11 + kb12)x1.

ßêùî ÷èñëî

e

α

β
π
|1 + b11 + kb12| < 1,

òî âñi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëè t→ +∞.

ßêùî

e

α

β
π
|1 + b11 + kb12| > 1,
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òî áóäü-ÿêèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ç ÷àñîì éäå â íå-

ñêií÷åííiñòü ïðè t→ +∞.

ßêùî ÷èñëî

−e
α

β
π
(1 + b11 + kb12) = 1,

òî áóäü-ÿêèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïå-

ðiîäîì π ùîäî βt;

ÿêùî æ

e

α

β
π
(1 + b11 + kb12) = 1,

òî áóäü-ÿêèé íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïå-

ðiîäîì 2π ùîäî βt.

Â ïåðøîìó âèïàäêó, êîæíà òî÷êà (x01, kx
0
1) ïîðîäæó¹ îäíîiìïóëüñíèé

öèêë, à â äðóãîìó � äâîiìïóëüñíèé öèêë âèõiäíî¨ ñèñòåìè.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ìîæëèâiñòü íåçàòóõàþ÷èõ êîëèâàíü ëiíiéíîãî

îñöèëÿòîðà ç âåëèêèì òåðòÿì ïiä äi¹þ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ:

ẍ+ 2αẋ+ ω2x = 0,

α > 0, ω2 > α2.

Ââàæàòèìåìî, ùî äiÿ iìïóëüñíî¨ ñèëè âiäáóâà¹òüñÿ â ìîìåíò, êîëè

ìèòò¹âà øâèäêiñòü ôàçîâî¨ òî÷êè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ¨¨ âåëè÷èíà ïðîïîðöiéíà

ç äåÿêèì êîåôiöi¹íòîì γ ïîëîæåííþ ôàçîâî¨ òî÷êè â öåé ìîìåíò, òîáòî

∆ẋẋ=0 = γx, ∆xẋ=0 = 0.

Ââiâøè çìiííó

y =
1√

ω2 − α2
(ẋ+ αx) ,

ìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó (2.8):
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





ẋ = −αx+
√
ω2 − α2y,

ẏ = −
√
ω2 − α2x− αy, y ̸= α√

ω2 − α2
x

,

∆y|
y=

α√
ω2 − α2

x
=

γ√
ω2 − α2

x,

â ÿêié

J =





−α
√
ω2 − α2

−
√
ω2 − α2 −α



 , B =





0 0
γ√

ω2 − α2
0



 ,

k =
α√

ω2 − α2
, µ =

α + γ√
ω2 − α2

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç β ÷èñëî

β =
1√

ω2 − α2

òîäi

k =
α

β
, à µ =

α + γ

β
.

Ç'ÿñó¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â ðîçãëÿäóâàíié ñè-

ñòåìi.

ßêùî γ > 0, òî ìà¹ìî âèïàäîê 0 < k < µ i óìîâà iñíóâàííÿ ïåðiîäè-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàáóâà¹ âèãëÿäó

e
−
α

β

(

arctg
α + γ

β
− arctg

α

β

)

=

√

√

√

√

√

√

√

√

1 +

(

α

β

)2

1 +

(

α + γ

β

)2

Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi
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arctg
α + γ

β
− arctg

α

β
= − β

2α

[

ln

(

1 +

(

α

β

))2
]

− ln

(

1 +

(

α + γ

β

)2
)

.

Êîæíà ç ôóíêöié (ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ¹ ìîíîòîííî çðîñòà-

þ÷îþ ïðè γ > 0) äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè γ = 0.

Äåòàëüíiøèé àíàëiç ïîâåäiíêè êîæíî¨ ç âêàçàíèõ ôóíêöié ïiäòâåð-

äæó¹, ùî öå ðiâíÿííÿ äîäàòíiõ êîðåíiâ íå ìà¹, à òîìó âèõiäíà ñèñòåìà ïðè

γ > 0 íå ìà¹ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (íå ìà¹ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ).

ßêùî γ < 0, òî ìà¹ìî âèïàäîê k > µ i âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå

h : x1 → hx1 íàáóâà¹ âèãëÿäó

h : x1 → −e
−
α

β

(

π + arctg

(

α + γ

β

)

− arctg
α

β

)

·
√

β2 + (α + γ)2

β2 + α2
x1.

Çðîçóìiëî, ùî îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ i â öüîìó âèïàäêó íåìà¹. Íàÿâ-

íiñòü äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ çàëåæèòü âiä òîãî ÷è ìà¹ âiä'¹ìíi êîðåíi ùîäî

γ ðiâíÿííÿ

e
−
α

β

(

π + arctg

(

α + γ

β

)

− arctg
α

β

)

=

√

β2 + α2

β2 + (α + γ)2
.

Çàïèñàâøè öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

π + arctg

(

α + γ

β

)

− arctg
α

β
= − β

2α

[

ln
(

β2 + α2
)

− ln
(

β2 + (α + γ)2
)]

(2.12)

i ïðèâiâøè âiäïîâiäíèé àíàëiç ïîâåäiíêè êîæíî¨ ç ôóíêöié, ùî ñòîÿòü âiä-

ïîâiäíî â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öå ðiâíÿííÿ

ïðè γ < 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìè i ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ∗.

Òàêèì ÷èíîì, âiä'¹ìíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (2.12) γ = γ∗ < 0 ïîðîäæó¹ â

âèõiäíié ñèñòåìi íàÿâíiñòü îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
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ç äâîìà ìîìåíòàìè iìïóëüñíî¨ äi¨ íà ïåðiîäi, òîáòî ñiì'þ äâîiìïóëüñíèõ

öèêëiâ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äðóãîìó ðîçäiëi:

� ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè òà íàâîäÿòüñÿ ïðè-

êëàäè òàêèõ ñèñòåì;

� äîñëiäæåíî ëiíiéíi ðîçðèâíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè íà ïëîùèíi;

� ðîçãëÿíóòà ìîæëèâiñòü íåçàòóõàþ÷èõ êîëèâàíü ëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà

ç âåëèêèì òåðòÿì ïiä äi¹þ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ.
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Ðîçäië 3. ÊÎËÈÂÀÍÍß Â
ÑËÀÁÎÍÅËIÍIÉÍÈÕ ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ
ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÍÀ ÏËÎÙÈÍI

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ñëàáêîíåëiíiéíi ðîçðèâíi äèíàìi-

÷íi ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó ó âèïàäêó, êîëè âiäïîâiäíà ëiíiéíà ïîðîäæó-

þ÷à ñèñòåìà ìà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçðèâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ içîëüîâàíèõ ðîçðèâíèõ îäíî- òà

äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, äîñëiäæåíî ¨õ ñòiéêiñòü i íàâåäåíi ¨õ àñèìïòîòè÷íi

íàáëèæåííÿ. Äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî êîëèâàííÿ ÿê ëiíiéíîãî, òàê i ñëàáêîíå-

ëiíiéíîãî ìàÿòíèêà â ñåðåäîâèùi ç âåëèêèì îïîðîì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [46, 47, 48,

49].

3.1. Âèïàäîê ñiäëîâî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îäíî- i äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ ñëàáîíåëi-

íiéíî¨ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåí-

íÿì

ẋ1 = λ1x1 + εf(x1, x2), ẋ2 = λ2x2 + εg(x1, x2), x2 ̸= kx1; (3.1)

∆





x1

x2





∣

∣

∣

∣

x2=kx1

=





b11 b12

b21 b22









x1

x2



 .

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè (x1(t), x2(t)) âiäáóâà¹òüñÿ çà çàêîíîì ñèñòåìè äâîõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êîëè öÿ òî÷êà çíàõîäèòüñÿ ïîçà ïðÿìîþ x2 =

kx1, à â ìîìåíò ïîïàäàííÿ ¨¨ íà öþ ïðÿìó âîíà "ìèòò¹âî"ïåðåñòðèáó¹ ç
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ïîëîæåííÿ





x1(t
∗)

x2(t
∗)



 â ïîëîæåííÿ





x1(t
∗)

x2(t
∗)





+

=





1 + b11 b12

b21 1 + b22









x1(t
∗)

x2(t
∗)



 .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåçáóðåíà äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (ïðè ε =

0) ìà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ñiäëîâîþ òî÷êîþ.

Ââàæàòèìåìî, ùî λ1 < 0, à λ2 > 0.

Äîñëiäèìî òåïåð ìîæëèâi êîëèâàííÿ â íåëiíiéíié ñèñòåìi (3.1).

Çà óìîâè γ = 1 ïðè ε = 0 öÿ ñèñòåìà ìà¹ ñiì'þ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ,

ùî çàäàþòüñÿ êóñêàìè ãiïåðáîë

(

x1
x01

)λ1

·
(

x2
µx01

)−λ1
= 1,

(µ

k

)

λ1
λ1 − λ2 ≤ x1

x01
≤ 1,

êîæíà ç ÿêèõ ïåðåòèíà¹ ïðÿìó x2 = kx1 â òî÷öi

x∗1 = x0

(µ

k

)

λ1
λ1 − λ2 .

Ñàìå öÿ òî÷êà âiäîáðàæåííÿì Ïóàíêàðå âiäîáðàæà¹òüñÿ â ïî÷àòêîâó

òî÷êó x0 (i ðóõ ¹ ïåðiîäè÷íèì).

Ïðè ε ̸= 0 òðàåêòîðiÿ ñèñòåìè (3.1), ùî âèéøëà ç òî÷êè (x0, µx0) íå

îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòíå ïðÿìó x2 = kx1 â òî÷öi (x∗1, kx
∗
1).

Âîíà ìîæå ïåðåòíóòè öþ ïðÿìó â òî÷öi, àáñöèñà ÿêî¨ ïî ìîäóëþ ìåíøà

âiä |x∗1| (ôàçîâà òî÷êà íàáëèæà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò), àáî æ â òî÷öi,

àáñöèñà ÿêî¨ ïî ìîäóëþ áiëüøà âiä |x∗1| (ôàçîâà òî÷êà âiääàëÿ¹òüñÿ âiä ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò). Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ç öèõ âèïàäêiâ ìà¹ ìiñöå ðîçãëÿíåìî

ïðèðiñò âåëè÷èíè

E(x1, x2) = ln

(

(

x1
x01

)λ2 ( x2
µx0

)−λ1)
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çà ÷àñ, êîëè ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç ïîëîæåííÿ (x01, µx
0
1) äîñÿãíå ïðÿìî¨

x2 = kx1, ðóõàþ÷èñü ïî òðàåêòîði¨ ñèñòåìè (1). Íàñ öiêàâèòü ñàìå çíàê

öüîãî ïðèðîñòó. ßêùî âií äîäàòíèé, òî òðàåêòîðiÿ íàáëèæà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò, ÿêùî æ âií âiä'¹ìíèé, òî òðàåêòîðiÿ âiääàëÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ, à

ÿêùî âií íóëü, òî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïåðiîäè÷íèé.

Âèâåäåìî íàáëèæåíó ôîðìóëó äëÿ ïðèðîñòó âåëè÷èíè E(x1, x2).

Ïîâíó ïîõiäíó ïî t âiä E(x1, x2), ñêëàäåíó â ñèëó ñèñòåìè (3.1), ëåãêî

îá÷èñëèòè:

d

dt
E(x1, x2) = ε

[

λ2
x1
f(x1, x2)−

λ1
x2
g(x1, x2)

]

.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïðèðîñòó E(x1, x2) òðåáà ïðîiíòåãðóâàòè öþ ôóíêöiþ

âçäîâæ êóñêà òðàåêòîði¨, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ ïðÿìèìè x2 = µx1 i x2 = kx1.

Íà æàëü, òðàåêòîðiÿ íàì íå âiäîìà. Ðàçîì ç òèì çà òåîðåìîþ ïðî äèôåðåí-

öiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà ïàðàìåòðîì (äèâ., íàïðè-

êëàä, [58], ñòîð. 354) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε ðîçâ'ÿçîê

äèôåðåíöiàëüíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.1) íà ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó âiäðiçêó

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêà ε âiä ðîçâ'ÿçêiâ

x1 = eλ1tx01, x2 = eλ2tx02.

Îòæå, òðàåêòîðiÿ ñèñòåìè (3.1), ùî âèõîäèòü ç òî÷êè (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨

x2 = µx1 íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ε âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä êóñêà ãiïåðáîëè

x2 = µx01

(

x1
x01

)

λ2
λ1 ,

à òîìó iíòåãðàë âiä Ė(x1, x2) ç òî÷íiñòþ äîO(ε2) ìîæíà îáðàõóâàòè ïî êóñêó

öi¹¨ ãiïåðáîëè, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ ïðÿìèìè x2 = µx1 i x2 = kx1 :
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∆E = ε

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

[

λ2
e−λ1s
x01

f
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

−

− λ1
µx01

e−λ2sg
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

ds =

=
ε

µx01

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

[

µλ2e
−λ1sf

(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

−

−λ1e−λ2sg
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

ds.

Îá÷èñëèâøè iíòåãðàë, ìà¹ìî:

∆E = εF (x01) +O(ε2),

äå

F (x01) =
1

µx01

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

[

µλ2e
−λ1sf

(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

−

−λ1e−λ2sg
(

eλ1sx01, e
λ2sµx02

)

ds.

Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ F (x01) ìîæåìî ñêàçàòè ïðî ïîâåäiíêó

ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà

ε > 0). ßêùî ôóíêöiÿ äîäàòíÿ, òî â ñèñòåìi (â ñåêòîði ìiæ ïðÿìèìè

x2 = µx1 i x2 = kx1) âiäáóâàþòüñÿ çàãàñàþ÷i êîëèâàííÿ. ßêùî æ öÿ ôóíêöiÿ

âiä'¹ìíà, òî êîëèâàííÿ íàðîñòàþ÷i. Ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè öÿ ôóíêöiÿ

çìiíþ¹ çíàê. Íåõàé x∗1 - ïðîñòèé íóëü ôóíêöi¨ F (x1) : F (x∗1) = 0 F́ (x∗1) ̸= 0.
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Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε > 0 òî÷êà x∗1 ïîðîäæó¹ â âèõi-

äíié ñèñòåìi îäíîiìïóëüñíèé öèêë, ÿêèé áëèçüêèé äî êóñêà ãiïåðáîëè

(

x1
x∗1

)λ2 ( x2
µx∗1

)−λ1
= 1,

îáìåæåíî¨ ïðÿìèìè x2 = µx1 òà x2 = kx1.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìîê, ìîæíà ñôîðìóëüîâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé â ñèñòåìi (3.1) λ1 < 0, λ2 > 0; ôóíêöi¨ f(x1, x2)

i g(x1, x2) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè â äåÿêîìó êðóçi x21 + x22 ≤ r2 i

ïàðàìåòðè ñèñòåìè òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4) i ðiâíiñòü

γ = (1 + b11 + b12k)
(µ

k

)

λ1
λ1 − λ2 = 1.

ßêùî ðiâíÿííÿ F1(x1) = 0 ìà¹ ïðîñòèé içîëüîâàíèé êîðiíü x∗1, òà-

êèé, ùî F ′
1(x

∗
1) ̸= 0, òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0

ñèñòåìà (3.1) ìà¹ ðîçðèâíèé îäíîiìïóëüñíèé öèêë. Âií ¹ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì, ÿêùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåõ òî÷êó x∗1 ôóíêöiÿ F1(x1) çìiíþ¹ çíàê ç

ìiíóñà íà ïëþñ i íåñòiéêèì ÿêùî çíàê öi¹¨ ôóíêöi¨ çìiíþ¹òüñÿ ç ïëþñà íà

ìiíóñ. Ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè ïîðÿäêà ε2 öåé öèêë çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ln

(

x1
x∗1

)λ2 ( x2
µx∗1

)−λ1
=

ε

µx∗1

t
∫

0

[

µλ2e
−λ1sf(eλ1sx∗1, eλ2sµx∗1)

]

ds−

− ε

µx∗1

t
∫

0

[

λ1e
−λ2sg

(

eλ1sx∗1, e
λ2sµx∗1

)]

ds,

â ÿêié x∗1 - êîðiíü ðiâíÿííÿ F1(x1) = 0, à t çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ âiä íóëÿ

äî
1

λ1 − λ2
ln
µ

k
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè óìîâè iñíóâàííÿ äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ,

ó ñèñòåìi (3.1). ßê óæå çàçíà÷àëîñü âèùå, òàêi öèêëè â ëiíiéíié ñèñòåìi

ìîæëèâi, êîëè ïàðàìåòðè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: γ = −1.
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ßê i â âèïàäêó äîñëiäæåííÿ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, ðîçãëÿíåìî ïðè-

ðiñò âåëè÷èíè E(x1, x2) çà ÷àñ, êîëè ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç ïîëîæåííÿ

(x01, µx
0
1), äîñÿãíå ïðÿìî¨ x2 = kx1, ðóõàþ÷èñü ïî òðàåêòîði¨ ñèñòåìè (3.1),

à ïîòiì ïiñëÿ ðåçóëüòàòó iìïóëüñíî¨ äi¨, ðóõàþ÷èñü ïî òðàåêòîði¨ ñèñòåìè

(3.1), çíîâó ïîïàäå íà ïðÿìó x2 = kx1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ âiä E(x1, x2), ñêëàäåíî¨ â ñèëó

ñèñòåìè (3.1), îá÷èñëþ¹ìî ïðèðiñò E(x1, x2) :

∆E =
ε

µx01

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

[

µλ2e
−λ1sf

(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

−

−λ1e−λ2sg
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

ds+

+
ε

µ(−x01)

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

[

µλ2e
−λ1sf

(

−eλ1sx0, e−λ2sµx0
)

−

−λ1e−λ2sg
(

−eλ1sx01,−eλ2sµx01
)

ds+

+ε2...,

àáî æ

∆E = εF2(x
0
1) + ε2...,

äå

F2(x
0
1) =

1

µx01

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

µλ2e
−λ1s

[

f
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

−
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−f
(

−eλ1sx01,−eλ2sµx01
)

−

− 1

µx01

1

λ1 − λ2
ln
µ

k
∫

0

λ1e
λ2s

[

g
(

eλ1sx01, e
λ2sµx01

)

− g
(

−eλ1sx01,−eλ2sµx01
)]

ds.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé â ñèñòåìi (3.1) λ1, λ2, ôóíêöi¨ f(x1, x2), g(x1, x2)

òàêi ÿê i â òåîðåìi 2 i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíiñòü (4) òà ðiâíiñòü

(1 + b11 + b12k)
(µ

k

)

λ1
λ1 − λ2 = −1.

ßêùî ðiâíÿííÿ F2(x1) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé êîðiíü x∗1, òàêèé, ùî

F ‘2(x
∗
1) ̸= 0, òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ñè-

ñòåìà (3.1) ìà¹ ðîçðèâíèé äâîõiìïóëüñíèé öèêë. Öåé öèêë àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèé, ÿêùî F ‘2(x
∗
1) < 0 i íåñòiéêèé, ÿêùî F ‘2(x

∗
1) > 0. Ç òî÷íiñòþ äî

âåëè÷èíè ïîðÿäêà ε2 öåé öèêë çàäàåòüñÿ ðiâíiñòþ

ln

(

x1
x∗1

)λ2 ( x2
µx∗1

)−λ1
=

ε

µx∗1

t
∫

0

[

µλ2e
−λ1Sf(eλ1Sx

∗
1, eλ2Sµx∗1)−

−λ1e−λ2Sg
(

eλ1Sx∗1, e
λ2Sx∗1

)

dS

i ðiâíiñòþ

ln

(

x1
−x∗1

)λ2
(

x2
−µx∗1

)−λ1
=

ε

−µx∗1

t
∫

0

[

µλ2e
−λ2Sf(−eλ1Sx

∗
1,−eλ2Sµx∗1)−

−λ1e−λ1Sg
(

−eλ1Sx∗1,−e−λ2Sµx∗1
)

dS,

â ÿêèõ x∗1 - êîðiíü ðiâíÿííÿ F2(x1) = 0, à t çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ âiä íóëÿ

äî (λ1 − λ2)
−1 ln

µ

k
.
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3.2. Âèïàäîê îñîáëèâî¨ òî÷êè òèïó âèðîäæåíèé âóçîë

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëü-

ñíèì çáóðåííÿì

ẋ1 = Ax+ εf0(x), x2 ̸= kx1; ∆x

∣

∣

∣

∣

x2=kx1

= Bx (3.2)

â ÿêié x = col(x1, x2),

A =





λ 0

1 λ



 , B =





b11 b12

b21 b22



 , f0(x) =





f(x1, x2)

g(x1, x2)





Â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îäíî-

i äâî- iìïóëüñíèõ öèêëiâ ó âèïàäêó, êîëè îñîáëèâà òî÷êà âiäïîâiäíî¨ ëiíiéíî¨

äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ¹ ñiäëîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ

ìîæíà ïðîâåñòè, êîëè öÿ òî÷êà ¹ âóçëîì. Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê âè-

ðîäæåíîãî âóçëà, ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî öåé âóçîë àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,

òîáòî ââàæàòèìåìî, ùî λ < 0.

Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíå îäíîðiäíå âiäîáðàæåííÿ (E+B) : x → (E+

B)x ïëîùèíè (x1Ox2) â ñåáå ïåðåâîäèòü ïðÿìó x2 = kx1 â ïðÿìó x2 = µx1,

äå êîåôiöiåíòè k i µ ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíiñòþ

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

.

Â ëiíiéíîìó âèïàäêó, òîáòî êîëè ε = 0, ñèñòåìà (3.2) äîñëiäæåíà íàìè

â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.

Çîêðåìà, òóò âñòàíîâëåíî, ùî ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷àåòüñÿ ÷è-

ñëîì

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ.

ßêùî öå ÷èñëî çà ìîäóëåì ìåíøå âiä îäèíèöi, òî âñi ðîçâ'ÿçêè, ùî

âèõîäÿòü iç òî÷îê ïðÿìî¨ x2 = µx1 ç ÷àñîì ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëè t→ ∞.
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ßêùî æ |γ| > 1, òî âñi òàêi ðîçâ'ÿçêè ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi, êîëè

t→ ∞.

Çíà÷åííþ |γ| = 1 âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè. Êîëè γ = 1, òî

â ñèñòåìi ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, êîæåí ç ÿêèõ -

êóñîê êðèâî¨

x2 = x1

(

µ+
1

λ
ln
x1
x01

)

, e(k − µ)λ ≤ x1
x01

≤ 1.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî òàêîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì ç îäíèì i òèì æå

ïåðiîäîì T = k − µ.

ßêùî æ

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ = −1,

òî â ñèñòåìi ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, âiäìiííèõ âiä

îäíîiìïóëüñíèõ.

Äâîiìïóëüñíèé öèêë çàäà¹òüñÿ äâîìà êóñêàìè ôàçîâèõ êðèâèõ:

x2 = x1

(

µ+
1

λ
ln
x1
x01

)

, e(k − µ)λ ≤ x1
x01

≤ 1

i

x2 = −x1
(

µ+
1

λ
ln

−x1
x01

)

, −1 ≤ x1
x01

≤ −e(k − µ)λ.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî êîæíîìó äâîiìïóëüñíîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì

ç îäíèì i òèì æå ïåðiîäîì T = 2(k − µ).

Ïðè ε ̸= 0 òðà¹êòîðiÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ùî âèéøëà ç òî÷êè (x01, µx
0
1)

ïðÿìî¨ x2 = µx1 íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðåòíå ïðÿìó x2 = kx1 â òî÷öi (x∗1, kx
∗
1)

x∗1 = x01e
λ(k − µ).

Âîíà ìîæå ïåðåòíóòè öþ ïðÿìó â òî÷öi, àáñöèñà ÿêî¨ ïî ìîäóëþ ìåíøà

âiä |x∗1| (ôàçîâà òî÷êà íàáëèæà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò), àáî æ â òî÷öi,
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àáñöèñà ÿêî¨ ïî ìîäóëþ áiëüøà âiä |x∗1| (ôàçîâà òî÷êà âiääàëÿ¹òüñÿ âiä ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò). Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ç öèõ âèïàäêiâ ìà¹ ìiñöå ðîçãëÿíåìî

ïðèðiñò âåëè÷èíè

E(x1, x2) =
x2
x1

− 1

λ
ln |x1|

çà ÷àñ, êîëè ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç ïîëîæåííÿ (x01, µx
0
1) äîñÿãíå ïðÿìî¨

x2 = kx1, ðóõàþ÷èñü ïî òðàåêòîði¨ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (3.2). Âèâåäåìî íàáëè-

æåíó ôîðìóëó äëÿ ïðèðîñòó âåëè÷èíè E(x1, x2).

Îá÷èñëèìî ïîâíó ïîõiäíó ôóíêöi¨ E(x1, x2) âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨

ñèñòåìè

d

dt
E(x1, x2) =

ε

x21

[

x1g(x1, x2)−
(

x2 +
x1
λ

)

f(x1, x2)
]

Òðàåêòîðiÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ùî âèõîäèòü ç òî÷êè (x01, µx
0
1) ïðÿìî¨

x2 = µx1, íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ε âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êóñêà ëiíi¨

x2 =
x1
x01

(

µx01 +
x01
λ

ln
x1
x01

)

,

à òîìó ïðèðiñò ôóíêöi¨ E(x1, x2) ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè O(ε2) äîðiâíþ¹

çíà÷åííþ iíòåãðàëà âiä Ė(x1, x2), îá÷èñëåíîãî ïî êóñêó öi¹¨ ëiíi¨, ùî çíàõî-

äèòüñÿ ìiæ ïðÿìèìè x2 = µx1 i x2 = kx1, òîáòî

∆E = ε

k−µ
∫

0

e−2λτ

(x01)
2
[x01e

λτ g(x01e
λτ , (x02 + x01τ)e

λτ )−

−(x02 + x01τ +
x01
λ
)eλτ f(x01e

λτ , (x02 + x01τ)e
λτ ]dτ + ε2 =

= εF (x01) + O(ε2),

äå
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F (x01) =
1

x01

k−µ
∫

0

e−λτ [g(x01eλτ , x01(µ+ τ)eλτ )−

−(µ+ τ +
1

λ
)f(x01e

λτ , x01(µ+ τ)eλτ )]dτ.

Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ F (x01) ìîæíà ðîáèòè âèñíîâîê ïðî ïîâåäií-

êó ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà

ε > 0.) ßêùî öÿ ôóíêöiÿ äîäàòíà ïðè x > 0 i âiä'¹ìíà ïðè x < 0, òî â ñåêòî-

ði ìiæ ïðÿìèìè x2 = µx1 i x2 = kx1 âiäáóâàåòüñÿ êîëèâàííÿ ç íàðîñòàþ÷îþ

àìïëiòóäîþ, à ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ âiä'¹ìíà ïðè x > 0 i äîäàòíà ïðè x < 0, òî

öi êîëèâàííÿ çàãàñàþ÷i. Òî÷êè x∗1, â ÿêèõ F (x∗1) = 0 ïîðîäæóþòü ïðè ìàëèõ

ε içîëüîâàíi îäíîiìïóëüñíi öèêëè â âèõiäíié ñèñòåìi.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé â ñèñòåìi (3.2) λ < 0, ôóíêöi¨ f(x1, x2) i g(x1, x2)

¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè â äåÿêîìó êðóçi x21 + x22 ≤ r2 i ïàðàìåòðè

ñèñòåìè òàêi, ùî µ < k i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ = 1.

ßêùî ðiâíÿííÿ F (x1) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé êîðiíü x∗1, òàêèé, ùî F ′(x∗1) ̸= 0

òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 âèõiäíà ñèñòåìà

ìà¹ ðîçðèâíèé îäíîiìïóëüñíèé öèêë i öåé öèêë ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,

ÿêùî F ′(x∗1) < 0 i x∗1 > 0, àáî æ F ′(x∗1) > 0, à x∗1 < 0, i íåñòiéêèì, ÿêùî

F ′(x∗1) > 0 i x∗1 > 0 àáî æ F ′(x1∗) < 0 i x∗1 < 0. Öåé öèêë ìiñòèòüñÿ â

äåÿêîìó U(ε)-îêîëi (U(ε) → 0, êîëè ε→ 0) ëiíi¨

x2 = x1(µ+
1

λ
ln
x1
x∗1

), e(k − µ)λ ≤ x1
x∗1

≤ 1.
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Ç'ÿñó¹ìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ äâîiìïóëüñíèõ öèêëiâ â âèõiäíié ñèñòåìi

ðiâíÿíü. Â ëiíiéíié ñèñòåìi (ïðè ε = 0) òàêi öèêëè ¹, êîëè ïàðàìåòðè ñèñòåìè

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü γ = −1.

ßê i ïðè äîñëiäæåííi îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ ðîçãëÿíåìî ïðèðiñò âåëè-

÷èíè E(x1, x2) çà ÷àñ, êîëè ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç ïîëîæåííÿ (x01, µx
0
1)

äîñÿãíå ïðÿìî¨ x2 = kx1, ðóõàþ÷èñü ïî òðà¹êòîði¨ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, à ïi-

ñëÿ ðåçóëüòàòó iìïóëüñíî¨ äi¨, ðóõàþ÷èñü ïî òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (3.2), çíî-

âó ïîïàäå íà ïðÿìó x2 = kx1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ âiä

E(x1, x2), ñêëàäåíî¨ â ñèëó ñèñòåìè (3.2), îá÷èñëþ¹ìî ïðèðiñò E(x1, x2):

∆E = εF1(x
0
1) +O(ε2),

äå

F1(x
0
1) =

1

x01

k−µ
∫

0

e−λτ ((g(x01eλτ , x01(µ+ τ)eλτ )− g(−x0eλτ ,−x01(µ+ τ)eλτ )

−(µ+ τ +
1

λ
)(f(x01e

λτ , x01(µ+ τ)eλτ )− f(−x01eλτ ,−x01(µ+ τ)eλτ )))dτ

À òîìó ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé â ñèñòåìi (3.2) λ < 0, ôóíêöi¨ f(x1, x2) i g(x1, x2)

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi â äåÿêîìó êðóçi x21 + x22 ≤ r2 i ïàðàìåòðè ñè-

ñòåìè òàêi, ùî µ < k i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k − µ)λ = −1.

ßêùî ðiâíÿííÿ F1(x1) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé êîðiíü x∗1, òàêèé, ùî F ′
1(x

∗
1) ̸= 0

òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 âèõiäíà ñèñòåìà ìà¹

ðîçðèâíèé äâîiìïóëüñíèé öèêë i öåé öèêë ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî
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F ′
1(x

∗
1) < 0 i x∗1 > 0, àáî æ F ′(x∗1) > 0 i x∗1 < 0 i íåñòiéêèì, ÿêùî F ′

1(x
∗
1) > 0

i x∗1 > 0 àáî æ F ′(x∗1) < 0 i x∗1 < 0.

Öåé öèêë íàëåæèòü äåÿêîìó U(ε)-îêîëó (U(ε) → 0, êîëè ε → 0

ëiíié:

x2 = x1

(

µ+
1

λ
ln
x1
x∗1

)

, e(k − µ)λ ≤ x1
x∗1

≤ 1.

i

x2 = −x1
(

µ+
1

λ
ln

−x1
x∗1

)

, −1 ≤ x1
x∗1

≤ −e(k − µ)λ.

3.3. Ïðî êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì

Â áàãàòüîõ çàäà÷àõ òåîði¨ êîëèâàíü ïðèõîäèòüñÿ äîñëiäæóâàòè êîëèâà-

ííÿ ìàÿòíèêà ïiä äi¹þ iìïóëüñíèõ ñèë. Áàãàòî êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ òàêèõ

çàäà÷ ìîæíà çíàéòè â âiäîìèõ ìîíîãðàôiÿõ [1, 8]. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåë-

ëþ òàêèõ çàäà÷ ¹ ðîçðèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè â ÿêié

âiäáóâà¹òüñÿ ïî òðà¹êòîðiÿõ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî

ïîðÿäêó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0,
δ2

4
< ω2

i ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè ïðè ïðîõîäæåííi ôàçîâîþ òî÷êîþ (x, ẋ) ïåâ-

íèõ ìíîæèí íà ôàçîâié ïëîùèíi (x0ẋ) , íàïðèêëàä, ïðè ïðîõîäæåííi òî÷êîþ

(x(t), ẋ(t)) çàäàíî¨ ïðÿìî¨ x = x0, àáî æ ïðÿìî¨ ẋ = 0. Ðÿä öiêàâèõ ðåçóëü-

òàòiâ äîñëiäæåííÿ òàêîãî îñöèëÿòîðà ìiñòèòüñÿ â ìîíîãðàôiÿõ [1, 8]. Â öèõ

ðîáîòàõ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî â ðåçóëüòàòi äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè â ñèñòåìi çáiëü-

øó¹òüñÿ êiëüêiñòü ðóõó àáî æ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ îñöèëÿòîðà íà äåÿêó ñòàëó

âåëè÷èíó. Âñòàíîâëåíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â òàêèõ ñèñòåìàõ,

äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òàêèõ öèêëiâ.

Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ðîçðèâíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi, ðîçãëÿíåìî òàêó ñèñòåìó



71

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0, ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 =







I0, x > 0,

0, x < 0,
ω2 >

δ2

4
.

(3.3)

Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü îïèñó¹ ðóõ îñöèëÿòîðà â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì,

ïðè÷îìó ñèëà îïîðó íå ââàæà¹òüñÿ ìàëîþ. Çðîçóìiëî, ùî êîëè I0 = 0, òî

îñöèëÿòîð ç ÷àñîì çàòóõà¹. Êîëèâàííÿ â òàêié ñèñòåìi ìîæëèâi, ÿêùî I0 ̸= 0.

Ç'ÿñó¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ êîëèâàííÿ â öié

ñèñòåìi.

Çàïðîâàäèìî íà ôàçîâié ïëîùèíi (x0ẋ) àìïëiòóäíî-ôàçîâi êîîðäèíàòè

(a, ϕ) çà ôîðìóëàìè

x = a cosϕ, ẋ = a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

, Ω2 = ω2 − δ2

4
. (3.4)

Â öèõ êîîðäèíàòàõ âèõiäíà ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó

da

dt
= −δ

2
a,

dϕ

dt
= −Ω, tg ϕ ̸= δ

2Ω
, (3.5)

∆a|ϕ=ϕ0+kπ =

(

cosϕ0

cosϕ∗ − 1

)

a, ∆ϕ|ϕ=ϕ0+kπ = ϕ∗ − ϕ0.

Çàóâàæèìî, ùî çìiííi a i ϕ ç x i ẋ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

x2 +
1

Ω2

(

ẋ+
δ

2
x

)2

= a2,
ẋ

x
= −δ

2
+ Ωtg ϕ.

Ïiâïðÿìà iìïóëüñíî¨ äi¨ ẋ = 0, x > 0 ¹ ïðîìiíü ϕ = ϕ0 = arctg
δ

2Ω
.

Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæëèâi â òàêié iìïóëüñíié ñèñòåìi íåçàòóõàþ÷i

êîëèâàííÿ, äîñèòü äîñëiäèòè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ïiâïðÿìî¨ ẋ = 0 â ñåáå,

êîëè ïîëÿðíèé êóò ϕ ïî òðà¹êòîðiÿì âèõiäíî¨ ñèñòåìè íàáóäå ïðèðiñò 2π âiä
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ïî÷àòêó ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè. Íåõàé ôàçîâà òî÷êà ïî÷èíà¹ ðóõ ç òî÷êè (x0, 0)

ïðÿìî¨, x0 > 0. Â öåé ìîìåíò ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè âîíà "ïåðåñêàêó¹"

â òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x0,−I0). Äàëi âîíà ðóõà¹òüñÿ ïî ëîãàðèôìi÷íié

ñïiðàëi

a(ϕ) = a0e

δ

2Ω
ϕ

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, äî ìîìåíòó ïåðåòèíó öi¹¨ ñïiðàëi ç ïiâïðÿ-

ìîþ ẋ = 0, x > 0. Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè áóäå ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âêàçàíà

ñïiðàëü ïåðåòíå öþ ïiâïðÿìó â òî÷öi (x0, 0). Òî÷êà x0 i ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ

îïèñàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h : x→ h(x).

Çàïèøåìî ÿâíî âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ h(x). Òî÷êà (x0, 0) â çìiííèõ (ϕ, a)

ìà¹ êîîðäèíàòè (ϕ0, a0), x0 = a0 cosϕ0, à òî÷êà (x0,−I0) - êîîðäèíàòè



ϕ∗,

√

x20 +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x0

)2


 , ϕ∗ = arctg
1

Ω

(

δ

2
− I

x0

)

, (3.6)

à òîìó ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç öi¹¨ òî÷êè, äàëi ðóõà¹òüñÿ ïî ñïiðàëi

a(ϕ) =

√

x20 +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x0

)2

e

δ

2Ω
(ϕ−ϕ∗)

äîòè, ïîêè çìiíà ϕ íàáóäå çíà÷åííÿ −2π+ϕ0, òîáòî ñïiðàëü ïåðåòíå ïðîìiíü

ẋ = 0, x > 0.

Â ìîìåíò öüîãî ïåðåòèíó

a(−2π + ϕ0) =

√

x20 +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x0

)2

e

δ

2Ω
(−2π + ϕ0 − ϕ∗)

.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h(x) ìà¹ âèãëÿä

h : x→ h(x) =

√

x2 +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x

)2

e
−
δ

2Ω
(2π + ϕ∗ − ϕ0) · cosϕ0. (3.7)
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Íåðóõîìi òî÷êè öüîãî âiäîáðàæåííÿ � öå ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

cos2 ϕ0 ·
(

x2 +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x

)2
)

= e

δ

Ω
(2π + ϕ∗ − ϕ0) · x2. (3.8)

Ïðîàíàëiçó¹ìî öå ðiâíÿííÿ äåòàëüíiøå, ïåðåïèñàâøè éîãî â âèãëÿäi

[

1 +
1

Ω2

(

δ

2
− I

x

)2
]

e
−
δ

Ω
arctg

1

Ω

(

δ

2
− I

x

)

=

= e

δ

Ω
(2π − ϕ0) ·

(

1 +

(

δ

2Ω

)2
)

.

(3.9)

Ïîçíà÷èâøè ëiâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ ÷åðåç g(x), áà÷èìî, ùî g(x)

ìîíîòîííî ñïàäíà ïðè x > 0 ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó g(x) → +∞, êîëè x→ 0+ i

lim
x→∞

g(x) =

(

1 +

(

δ

2Ω

)2
)

e
−
δ

Ω
arctg ϕ0

.

Ïîðiâíþþ÷è öå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿííÿ, áà-

÷èìî, ùî âîíî ìåíøå âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè, à òîìó äàíå ðiâíÿííÿ çàâæäè

ìà¹ îäèí äîäàòíèé êîðiíü. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî äîäàòíî-

ãî çíà÷åííÿ I âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h(x) ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó

x∗ > 0, h(x∗) = x∗, à òîìó âèõiäíà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçðèâíèé öèêë:

x2 +

(

ẋ+
δ

2
x

)2

· 1

Ω2
=

(

x2∗ +
1

Ω2

(

−I + δ

2
x

)2
)

·

·e
δ

2Ω

(

ϕ− arctg
1

Ω

(

δ

2
− I

x∗

))

,

(3.10)

ϕ0 < ϕ < 2π + ϕ∗.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð òîé æå ëiíiéíèé ìàÿòíèê ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè

çà óìîâè, ùî âîíà äi¹ â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ íèì ïîëîæåííÿ ç íóëüîâîþ

øâèäêiñòþ, à ¨¨ âåëè÷èíà ïðîïîðöiéíà ïîëîæåííþ ìàÿòíèêà â öåé ìîìåíò,

òîáòî ðîçãëÿíåìî ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó

ẍ+ δẋ+ ωx2 = 0, ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 =







αx, x > 0,

0, x ≤ 0, α < 0.

(3.11)

Ïîêàæåìî, ùî â òàêié iìïóëüñíié ñèñòåìi ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðà-

ìåòðiâ âñi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íèìè, à ¨õ òðà¹êòîði¨ � öå îäíî-

iìïóëüñíi ðîçðèâíi öèêëè. Çàóâàæèìî, ùî ôàçîâà òî÷êà (x, ẋ), äå á íå ïî-

÷èíàëà ñâié ðóõ ïî òðà¹êòîði¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ç ÷àñîì

ïåðåòèíàòèìå ïðÿìó iìïóëüñíî¨ äi¨ ẋ = 0, à òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ìî-

æëèâi ðóõè ôàçîâî¨ òî÷êè, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ç òî÷îê öi¹¨ ïðÿìî¨.

Ïåðåéøîâøè â ñèñòåìi (3.11) äî çìiííèõ (a, ϕ) çà ôîðìóëàìè (3.4),

ìàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

da

dt
= −δ

2
a,

dϕ

dt
= −Ω, tg ϕ ̸= δ

2Ω
, (3.12)

∆a|
tg ϕ=

δ

2Ω

=

(

cosϕ0

cosϕ∗ − 1

)

a, tg ϕ+
∣

∣

tg ϕ=
δ

2Ω

=
1

Ω

(

α +
δ

2

)

,

â ÿêié

ϕ0 = arctg
δ

2Ω
, ϕ∗ = arctg

1

Ω

(

α +
δ

2

)

.

Ùîá ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå, ðîçìiðêîâó¹ìî,

ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, òàê: íåõàé ôàçîâà òî÷êà (x(t), ẋ(t)) ïî÷èíà¹

ñâié ðóõ ç òî÷êè ïðÿìî¨ (x0, 0), x0 > 0. Çðàçó æ âîíà "ïåðåñêàêó¹"â òî÷êó
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ç êîîðäèíàòàìè (x0, αx0) i äàëi ðóõà¹òüñÿ ïî òðà¹êòîði¨ äèôåðåíöiàëüíî¨

ñèñòåìè iç (3.5) äî ìîìåíòó ïåðåòèíó öi¹¨ òðà¹êòîði¨ ç äîäàòíîþ ïiââiññþ îñi

àáñöèñ: ẋ = 0, x > 0. ßêùî òàêèé ïåðåòèí âiäáóäåòüñÿ â òî÷öi (x0, 0), òî

ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ñòà¹ ïåðiîäè÷íèì, à ¨¨ òðà¹êòîðiÿ � öå øìàòîê âiäïîâiäíî¨

òðà¹êòîði¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè iç (3.5).

Çàïèøåìî âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. Â àìïëiòóäíî-ôàçîâèõ

êîîðäèíàòàõ (ϕ, a) òî÷öi (x0, 0) âiäïîâiäà¹ çàïèñ (ϕ0, a0), x0 = a0 cosϕ0, à

òî÷êà (x0, αx0) â öèõ çìiííèõ ìà¹ êîîðäèíàòè

(

ϕ∗,
cosϕ0

cosϕ∗a0

)

.

Âèéøîâøè ç öi¹¨ òî÷êè, ôàçîâà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ äàëi çà çàêîíîì:

a(ϕ) =
cosϕ0

cosϕ∗a0 · e
δ

2Ω
(ϕ− ϕ∗)

(3.13)

äî òèõ ïið, ïîêè ϕ íàáóäå çíà÷åííÿ ϕ = −2π + ϕ0, òîáòî âêàçàíà ñïiðàëü

ïåðåòíå ïiâïðÿìó ẋ = 0, x > 0. Â ìîìåíò ïåðåòèíó

a(−2π + ϕ0) =
cosϕ0

cosϕ∗a0 · e
δ

2Ω
(−2π + ϕ0 − ϕ∗)

,

à òîìó âêàçàíà ñïiðàëü a = a(ϕ) ïåðåòèíà¹ äîäàòíó âiñü àáñöèñ â òî÷öi

x1 = a(−2π + ϕ0) · cosϕ0, àáî æ

x1 =
cosϕ0

cosϕ∗x0 · e
δ

2Ω
(−2π + ϕ0 − ϕ∗)

. (3.14)

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ìà¹ âèãëÿä

h : x→ cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(−2π + ϕ0 − ϕ∗)

· x, x > 0. (3.15)

Öå ëiíiéíå îäíîðiäíå âiäîáðàæåííÿ, êîæíà òî÷êà x0 > 0 äëÿ ÿêîãî ¹

íåðóõîìîþ òî÷êîþ, ÿêùî òiëüêè ïàðàìåòðè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.11)

òàêi, ùî
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cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(−2π + ϕ0 − ϕ∗)

= 1. (3.16)

Çàïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

(

1 +
1

Ω2

(

α +
δ

2

)2
)

e
−
δ

Ω
arctg

1

Ω

(

α +
δ

2

)

=

=

(

1 +
δ2

4Ω2

)

e

δ

Ω

(

2π − arctg
δ

2Ω

)

,

(3.17)

âðàõîâóþ÷è, ùî

cos2 ϕ0 =
1

1 +
δ2

4Ω2

,
1

cos2 ϕ∗ = 1 +
1

Ω2

(

α +
δ

2

)2

.

Ïîçíà÷èâøè ëiâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿê ôóíêöiþ çìiííî¨ α, ÷åðåç

g(α), äîñëiäèìî ¨¨ äëÿ α < 0. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî g(α) → +∞,

êîëè α → −∞ i

g(α) →
(

1 +

(

δ

2Ω

)2
)

· e
−
δ

Ω
arctg

δ

2Ω ,

êîëè α → −0, i îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñòàëà i áiëüøà âiä

lim
α→−0

g(α), òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðiâíÿííÿ ìà¹ ïðè α < 0 ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,

ÿêèé ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç α = α∗.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3.11) α = α∗, òî âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè

¹ ïåðiîäè÷íèìè, à òðà¹êòîði¨ êîæíîãî ç íèõ ¹ ðîçðèâíèìè öèêëàìè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çáóðåíèé îñöèëÿòîð ïiä äi¹þ òi¹¨ æ iìïóëüñíî¨ ñèëè

ẍ+ δẋ+ ω2x = εf(x, ẋ), ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 =







α∗x, x > 0,

0, x ≤ 0.

(3.18)
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Òóò f (x, ẋ) - çàäàíà ôóíêöiÿ çìiííèõ x, ẋ, ââàæàòèìåìî ¨¨ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíîþ, ε - ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð α∗ - êîðiíü ðiâíÿííÿ (14*).

Òîáòî ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

(3.18) ïðè ε = 0 ¹ ïåðiîäè÷íèìè. Âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ içî-

ëüîâàíèõ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ñèñòåìi (3.18), êîëè ε ̸= 0.

Çàïðîâàäèâøè â ðiâíÿííÿõ (3.18) çàìiíó çìiííèõ (3.4), ïåðåéäåìî âiä

öèõ ðiâíÿíü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

da

dt
= −δ

2
a+

ε

Ω
f

(

acosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

sinϕ,

dϕ

dt
= −Ω +

ε

aΩ
f

(

acosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

cosϕ,

tgϕ ̸= δ

2Ω
,

(3.19)

∆a|
tgϕ=

δ

2Ω

=

(

cosϕ0

cosϕ∗ − 1

)

a, tgϕ+|
tgϕ=

δ

2Ω

=
1

Ω

(

α∗ +
δ

2

)

(3.20)

â ÿêèõ, ÿê i ðàíiøå,

ϕ0 = arctg
δ

2Ω
, ϕ∗ = arctg

1

Ω

(

α∗ +
δ

2

)

. (3.21)

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó íàäàìî ðiâíÿííÿ (3.19) ó âèãëÿäi

da

dt
= −δ

2
a+

ε

Ω
f0(a, ϕ) sinϕ,

dϕ

dt
= −Ω +

ε

Ωa
f0(a, ϕ) cosϕ,

tgϕ ̸= δ

2Ω
, (3.22)

ïîçíà÷èâøè

f0(a, ϕ) = f

(

acosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

,

à â ìîìåíòè ÷àñó, êîëè tg ϕ(t) =
δ

2Ω
, cosϕ(t) > 0, ìà¹ìî òi æ âåëè÷èíè

ñêà÷êiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè (3.20).
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V (a, ϕ) ôóíêöiþ

V (a, ϕ) = ae
−
δ

2Ω
ϕ
,

ïîâíà ïîõiäíà ÿêî¨ ïî t, ñêëàäåíà â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.22) ïðè ε = 0,

d

dt
V (a, ϕ) = e

−
δ

2Ω
ϕda

dt
− δ

2Ω
e
−
δ

2Ω
ϕ
· dϕ
dt

≡ 0

íà ïðîìiæêàõ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié a = a(t) i ϕ = ϕ(t), òîáòî ïðè tgϕ(t) ̸=
δ

2Ω
, cosϕ(t) > 0 öÿ ôóíêöiÿ ñòàëà.

Îá÷èñëèìî ïîâíó ïîõiäíó ïî t âiä ôóíêöi¨ V (ϕ, a) â ñèëó ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü (3.22), êîëè ϕ ̸= ϕ0 + 2kπ i ε ̸= 0. Ìà¹ìî:

d

dt
V (ϕ, a) =

ε

Ω
e
−
δ

2Ω
ϕ
[

f0(a, ϕ) sinϕ− δ

2Ω
f0(a, ϕ) cosϕ

]

,

àáî æ

d

dϕ
V (a, ϕ) =

ε

Ω
e
−
δ

2Ω
ϕ
[

f0(a, ϕ) sinϕ− δ

2Ω
f0(a, ϕ) cosϕ

]

×

× 1

−Ω +
ε

aΩ
f0(a, ϕ) cosϕ

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè ïîðÿäêó ìàëîñòi ε2

d

dϕ
V (a, ϕ) = − ε

Ω2
e
−
δ

2Ω
ϕ
[

f0(a, ϕ) sinϕ− δ

2Ω
f0(a, ϕ) cosϕ

]

.

Çðîçóìiëî, ùî íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ε = 0, ïðè ε ̸= 0 ôàçîâà êðèâà

ìîæå íå ïîðîäæóâàòè ðîçðèâíèé öèêë: âîíà ìîæå, ç ðîñòîì ϕ, íàáëèæàòèñÿ

äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò àáî æ âiä íüîãî âiäõèëÿòèñü. Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ç
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öèõ âèïàäêiâ íàñïðàâäi ìà¹ ìiñöå, ðîçãëÿíåìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, ϕ) çà

îäèí îáåðò íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íàñ öiêàâèòèìå çíàê öüîãî ïðèðîñòó.

Íà ñïiðàëi, ùî ðîçêðó÷ó¹òüñÿ, ïðèðiñò äîäàòíié, à íà ñïiðàëi, ùî ñòèñêó¹òüñÿ

ç ðîñòîì ϕ, âií âiä'¹ìíèé, à íà öèêëi öåé ïðèðiñò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ùîá îá÷èñëèòè ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, ϕ) çà îäèí îáåðò, òðåáà öþ ôóí-

êöiþ ïðîiíòåãðóâàòè âçäîâæ íåïåðåðâíî¨ ÷àñòèíè òðà¹êòîði¨, ÿêà íà æàëü,

íåâiäîìà. Àëå â ñèëó òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà ïàðàìå-

òðîì (äèâ. íàïðèêëàä [58], òåîðåìà 5.12) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ

ïàðàìåòðà ε ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ïðè ε ̸= 0 íà ñêií÷åíîìó ïðîìiæêó ÷àñó

âiäðiçíÿ¹òüñÿ ïîïðàâêîþ ïîðÿäêó ε âiä âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ïðè

ε = 0. Òîìó iíòåãðóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè ïîðÿäêó

ε2 ïî êóñêó ñïiðàëi

a(ϕ) = a0e

δ

2Ω
ϕ
, ϕ0 ≤ ϕ ≤ 2π + ϕ∗.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîæåí òàêèé êóñîê ñïiðàëi ó âèïàäêó α = α∗ ¹ òðà¹-

êòîði¹þ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.22) ïðè ε = 0.

Îòæå, ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, ϕ) ¹ âåëè÷èíà

− ε

Ω2

2π+ϕ∗

∫

ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ


f0



ae

δ

2Ω
ϕ
, ϕ





(

sinϕ− δ

2Ω
cosϕ

)



 dϕ+ ε2...,

ùî ç òî÷íiñòþ äî ε2 âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

F (a) =
ε

Ω
·
√

Ω2 +
δ2

4

2π+ϕ∗

∫

ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ
f0



ae

δ

2Ω
ϕ
, ϕ



 cos(ϕ+ ϑ)dϕ,

äå ϑ = arcsin
1

√

1 +
δ2

4Ω2

.
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Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ F (a) ìîæåìî ñóäèòè ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿç-

êiâ ñèñòåìè (3.18) (ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0). ßêùî

ôóíêöiÿ äîäàòíà, òî â âèõiäíié ñèñòåìi êîëèâàííÿ íàðîñòàþòü, à ÿêùî âiä'-

¹ìíà, òî âiäáóâàþòüñÿ çãàñàþ÷i êîëèâàííÿ. Ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè öÿ

ôóíêöiÿ çìiíþ¹ çíàê. Íåõàé a = a∗ - ïðîñòèé äîäàòíèé êîðiíü ôóíêöi¨

F (a) : F (a∗) = 0 i F ′(a∗) ̸= 0. Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε > 0

òî÷êà a = a∗ ïîðîäæó¹ ó âèõiäíié ñèñòåìi îäíîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìîê, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3.18) ôóíêöiÿ f (x, ẋ) ¹ íåïå-

ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêîìó êðóçi x2+(ẋ)2 ≤ r2 i ïàðàìåòðè ñèñòå-

ìè òàêi, ùî α = α∗ ¹ âiä'¹ìíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (3.17). ßêùî ðiâíÿííÿ

F (a) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé äîäàòíèé êîðiíü a = a∗ òàêèé, ùî F ′(a∗) ̸= 0,

òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ñèñòåìà ðiâíÿíü

ìà¹ ðîçðèâíèé îäíîiìïóëüñíèé öèêë. Öåé öèêë ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,

ÿêùî F ′(a∗) < 0 i íåñòiéêèì, ÿêùî F ′(a∗) > 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè îñöèëÿòîð ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨

ñèëè êîæíèé ðàç êîëè ôàçîâà òî÷êà ïðîõîäèòü ïîëîæåííÿ ẋ = 0 i âåëè÷èíà

iìïóëüñó â öåé ìîìåíò ïðîïîðöiéíà ïîëîæåííþ, òîáòî αx, α < 0. Ñèñòåìà

ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ ðóõ òàêîãî îñöèëÿòîðà ìà¹ âèãëÿä

ẍ+ δẋ+ ω2x = εf (x, ẋ) , ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 = αx|ẋ=0 ,

(3.23)

ßê i ðàíiøå, çàïðîâàäèâøè çìiííi (a, ϕ) çà ôîðìóëàìè

x = a cosϕ, ẋ = a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

, Ω2 = ω2 − δ2

4
,

ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü
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da

dt
= −δ

2
a+

ε

Ω
f

(

a cosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

sinϕ, (3.24)

dϕ

dt
= −Ω +

ε

aΩ
f

(

a cosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

cosϕ, tg ϕ ̸= δ

2Ω

∆a|
tg ϕ=

δ

2Ω

=

(

cosϕ0

cosϕ∗ − 1

)

a, ∆ϕ|
tg ϕ=

δ

2Ω

= ϕ∗ − ϕ0.

Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ â âèõiäíié ñèñòåìi

ó âèïàäêó ε = 0 âñi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïåðiîäè÷íèìè, òîáòî êîæíà òðà¹êòîðiÿ ïî-

ðîäæó¹ äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Äëÿ öüîãî, ÿê i ïðè äîñëiäæåííi

iñíóâàííÿ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïó-

àíêàðå.

Ôàçîâà òî÷êà (x, ẋ), ïî÷àâøè ðóõ ç ïîëîæåííÿ (x0, 0), ïiä äi¹þ iìïóëü-

ñíî¨ ñèëè ìèòò¹âî ïåðåñêàêó¹ â òî÷êó (x0, αx0). Äàëi ïiä äi¹þ íåïåðåðâíîãî

çàêîíó ðóõó âîíà ïîïàäà¹ â òî÷êó (x1, 0), x1 < 0, çâiäêè ìèòò¹âî ïîïàäà¹

â òî÷êó (x1, αx1). Ç öi¹¨ òî÷êè ïiä äi¹þ íåïåðåðâíîãî çàêîíó ðóõó âîíà ç

÷àñîì ïîïàäà¹ â òî÷êó ïðÿìî¨ ẋ = 0, x > 0. Ïîçíà÷èìî öþ òî÷êó (x∗, 0).

ßêùî x∗ = x0, òî öå é îçíà÷à¹, ùî òðà¹êòîði¹þ ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè ¹ äâî-

iìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Òî÷êà x0, ùî ïîðîäæó¹ öåé ðîçðèâíèé öèêë, ¹

íåðóõîìîþ òî÷êîþ îïèñàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå: h : x0 → x∗.

Âñòàíîâèìî âèãëÿä ôóíêöi¨ h = h(x0). Êîëè ε = 0, òî çìiííi a i ϕ

çàëåæàòü âiä t òàêèì ÷èíîì

a = a(t) = a(t0)e
−
δ

2
(t− t0)

, ϕ = ϕ(t) = ϕ(t0)− Ω(t− t0)

äëÿ âñiõ t, òàêèõ ùî tg ϕ(t) ̸= δ

2Ω
, òîáòî êîëè ϕ(t) ̸= ϕ0 + kπ, à ïðè ϕ(t) =

ϕ0 + kπ öi çìiííi çàçíàþòü ðîçðèâiâ ïåðøîãî ðîäó çãiäíî ñèñòåìè (3.24).
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Îòæå, íà ïðîìiæêàõ íåïåðåðâíîñòi çìiíè ϕ : −π < ϕ− ϕ0 < ϕ∗ − ϕ0

i −2π < ϕ− ϕ0 < −π + ϕ∗ − ϕ0

a(ϕ) = a0
cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ− ϕ∗)

, −π + ϕ0 < ϕ < ϕ∗;

a(ϕ) = a1
cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ+ π − ϕ∗)

, −2π + ϕ0 < ϕ < −π + ϕ∗,

(3.25)

äå

a1 = a0
cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(−π + ϕ0 − ϕ∗)

.

Òàêèì ÷èíîì

a(ϕ0 − 2π) = a0
cos2 ϕ0

cos2 ϕ∗e
−
δ

2Ω
(π + ϕ∗ − ϕ0)

,

à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ h = h(x) âiäîáðàæà¹ ïî÷àòêîâó òî÷êó x0 â òî÷êó

x = a(ϕ0 − 2π) cosϕ0 = x0
cos2 ϕ0

cos2 ϕ∗ · e
−
δ

Ω
(π + ϕ∗ − ϕ0)

,

òîáòî

h = h(x) = x
cos2 ϕ0

cos2 ϕ∗e
−
δ

Ω
(π + ϕ∗ − ϕ0)

. (3.26)

Íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h : x → h(x) - öå ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ

x
cos2 ϕ0

cos2 ϕ∗ = e

δ

Ω
(π + ϕ∗ − ϕ0) · x,

ç ÿêîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîæíà òî÷êà x > 0 ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiä-

îáðàæåííÿ h, ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü



83

cos2 ϕ0

cos2 ϕ∗ = e

δ

Ω
(π + ϕ∗ − ϕ0)

, (3.27)

ÿêó ùå ìîæíà ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi

1 +
1

Ω2

(

α +
δ

2

)2

1 +

(

δ

2Ω

)2 = e

δ

Ω

(

π + arctg
1

Ω

(

α +
δ

2

)

− arctg
δ

2Ω

)

, (3.28)

àáî

ln

(

1 +
1

Ω2

(

α +
δ

2

)2
)

− δ

Ω
arctg

1

Ω

(

α +
δ

2

)

=

= ln

(

1 +

(

δ

2Ω

)2
)

+
δ

Ω

(

π − arctg
δ

2Ω

)

.

(3.29)

Äîñëiäèìî öþ ðiâíiñòü, ÿê ðiâíÿííÿ ùîäî α < 0. Ïîçíà÷èâøè ëiâó

÷àñòèíó ðiâíÿííÿ ÷åðåç

g(α) = ln

(

1 +
1

Ω2

(

α +
δ

2

)2
)

− δ

2
arctg

1

Ω

(

α +
δ

2

)

, (3.30)

áà÷èìî, ùî

lim
α→−0

g(α) = ln

(

1 +

(

δ

2Ω

)2
)

− δ

2
arctg

δ

2Ω
,

òîáòî, öÿ âåëè÷èíà çàâæäè ìåíøà âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè

ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñòàëà, à ëiâà g(α) → +∞, êîëè α → −∞, òî ðiâ-

íÿííÿ (26) ìà¹ âiä'¹ìíèé êîðiíü, ÿêèé ìè ïîçíà÷èìî α = α∗ < 0. Òàêèì

÷èíîì, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.2. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (3.23) α = α∗ < 0 - ¹ êîðiíü

ðiâíÿííÿ (3.28), òî ïðè ε = 0 âñi ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü ¹ ïåðiîäè÷íèìè,



84

à òðà¹êòîðiÿ êîæíîãî ç íèõ ¹ äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Öåé öèêë

çàäà¹òüñÿ â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿìè:

x =
x0

cosϕ0
e

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0) · cosϕ,

ẋ =
x0

cosϕ0
e

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0)

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

, ϕ0 < ϕ < π + ϕ∗,

(3.31)

i ðiâíÿííÿìè

x =
x0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0) · cosϕ,

ẋ =
x0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0)

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

,

(3.32)

ÿêùî π + ϕ0 < ϕ < 2π + ϕ∗.

Òóò, ÿê i ðàíiøå, ϕ0 = arctg
δ

2Ω
, à ϕ∗ = arctg

1

Ω

(

α∗ +
δ

2

)

.

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ñèñòåìi

(3.24) ïðè ε ̸= 0 ó âèïàäêó α = α∗.

Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

f0(a, ϕ) = f

(

a cosϕ, a

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

))

,

ïîäàìî ¨¨ â âèãëÿäi
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da

dt
= −δ

2
a+

ε

Ω
f0(a, ϕ) sinϕ,

dϕ

dt
= −Ω +

ε

aΩ
f0(a, ϕ) cosϕ, tgϕ ̸= δ

2Ω

∆a|
tg ϕ=

δ

2Ω

=

(

cosϕ0

cosϕ∗ − 1

)

a, ∆ϕ|
tg ϕ=

δ

2Ω

= ϕ∗ − ϕ0,

(3.33)

ϕ0 = arctg
δ

2Ω
, ϕ∗ = arctg

1

Ω

(

α∗ +
δ

2

)

,

äå α∗ - âiä'¹ìíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (3.28).

ßê i ïðè äîñëiäæåííi ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, ðîç-

ãëÿíåìî ôóíêöiþ

V (a, ϕ) = a · e
−
δ

2Ω
ϕ
.

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ñòàëîþ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.33) ïðè ε = 0, à

ïðè ε ̸= 0 ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ ïî t, ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü (3.33), ¹

dV

dt
= e

−
δ

2Ω
ϕda

dt
− δ

2Ω
e
−
δ

2Ω
ϕdϕ

dt
=

= e
−
δ

2Ω
ϕ
[

−δ
2
a+ εϕ0(a, ϕ) sinϕ− δa

2Ω

(

−Ω +
ε

Ωa
f0(a, ϕ) cosϕ

)

]

=

= e
−
δ

2Ω
ϕ
· ε
Ω

[

f0(a, ϕ) sinϕ− δ

2Ω
f0(a, ϕ) cosϕ

]

,

à

dV

dϕ
= − ε

Ω2
e
−
δ

2Ω
ϕ
[

f0(a, ϕ) sinϕ− δ

2Ω
f0(a, ϕ) cosϕ

]

+ ε2...
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Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ïðèðiñò îäåðæó¹ ôóíêöiÿ V (a, ϕ), êîëè ϕ îäåð-

æó¹ ïðèðiñò 2π, òðåáà ¨¨ ïðî iíòåãðóâàòè â ìåæàõ âiä 0 äî 2π âçäîâæ òðà-

¹êòîði¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.33). Íà æàëü, öi¹¨ òðà¹êòîði¨ íàì íåâiäîìî. Àëå

ìè âæå çíà¹ìî, ùî êîæíà òàêà òðà¹êòîðiÿ ëåæèòü â äåÿêîìó îêîëi Uε ðîç-

ðèâíîãî öèêëó ñèñòåìè (3.33) ïðè ε = 0, ðiâíÿííÿ (3.31),(3.32) ÿêîãî íàì

âæå âiäîìi.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ïî öèêëó, ìà¹ìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, ϕ)

çà îäèí îáîðîò ϕ ç óðàõóâàííÿì ñêà÷êiâ äëÿ çìiííèõ a i ϕ:

− ε

Ω2

√

1 +
δ2

4





π+ϕ∗

∫

ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ
f0



ae

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0)

, ϕ



 cos(ϕ+ ϑ)dϕ+

+

2π+ϕ∗

∫

π+ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ
f0





cosϕ0

cosϕ∗ae

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0)

cos(ϕ+ ϑ)



 dϕ+ ε2...

=
ε

Ω2

√

1 +
δ2

4
F (a) + ε2...,

äå

F (a) = −
π+ϕ∗

∫

ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ
· f0



ae

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0) · cos(ϕ+ ϑ)



 dϕ+

+

π+ϕ∗

∫

π+ϕ0

e
−
δ

2Ω
ϕ
· f0





cosϕ0

cosϕ∗ae

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0) · cos(ϕ+ ϑ)



 dϕ. (3.34)

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå âèêëàäêè, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.3. Íåõàé â ðiâíÿííÿõ (3.23) ôóíêöiÿ f (x, ẋ) ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêîìó êðóçi
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x2 + (ẋ)2 ≤ r2,

à α = α∗ < 0 ¹ âiä'¹ìíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (3.28).

ßêùî ðiâíÿííÿ F (a) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé äîäàòíèé êîðiíü a = a∗,

òàêèé, ùî F ′(a∗) ̸= 0, òî iñíó¹ òàêå ε0 > 0, ùî äëÿ êîæíîãî ε, 0 < ε < ε0

ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.23) ìà¹ äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Öåé öèêë ¹

ñòiéêèì, ÿêùî F ′(a∗) < 0 i íåñòiéêèì, ÿêùî F ′(a∗) > 0.

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðîçðèâíèé öèêë çíàõîäèòüñÿ â äåÿêîìó U(ε)-îêîëi

êóñêiâ êðèâî¨, ÿêùî íà ôàçîâié ïëîùèíi â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi çàäà¹-

òüñÿ ðiâíÿííÿìè

x = a∗e

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0) · cosϕ, ẋ = a∗e

δ

2Ω
(ϕ− ϕ0)

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

,

ÿêùî ϕ0 < ϕ < π + ϕ∗ i ðiâíÿííÿìè

x = a∗
cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0) · cosϕ,

ẋ = a∗
cosϕ0

cosϕ∗e

δ

2Ω
(ϕ− π − ϕ0)

(

−δ
2
cosϕ+ Ωsinϕ

)

,

ÿêùî π + ϕ0 < ϕ < 2π + ϕ∗.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî öüîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì ùîäî

Ωt ðiâíèì 2(π + ϕ∗ − ϕ0).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi:

� îáãðóíòîâàíî ìåòîä óñåðåäíåííÿ â ñëàáîíåëiíiéíèõ ðîçðèâíèõ äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi â âèïàäêó ñiäëîâî¨ òî÷êè ¨¨ ëiíiéíî¨ äèôå-

ðåíöiàëüíî¨ ÷àñòèíè;
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� âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îäíî- òà äâîiìïóëüñíèõ içîëüî-

âàíèõ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ñëàáîíåëiíiéíèõ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåìàõ íà ïëîùèíi ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòîê êîîðäèíàò ëiíiéíî¨ äèôå-

ðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ¹ ñòiéêèì "âóçëîì" ;

� ïðîâåäåíî øèðîêå äîñëiäæåííÿ ìîæëèâîñòi êîëèâàíü ìàÿòíèêà â ñå-

ðåäîâèùi ç (âåëèêèì) îïîðîì ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè, à òàêîæ îá-

ãðóíòîâàíî ìåòîä óñåðåäíåííÿ â ñèñòåìi "ìàÿòíèêîâîãî" âèäó;

� âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â òàêèõ ñèñòå-

ìàõ òà äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ¨õ ñòiéêîñòi.
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Ðîçäië 4. IÍÂÀÐIÀÍÒÍI ÒÎÐÎ�ÄÀËÜÍI
ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÀ �Õ ÑÒIÉÊIÑÒÜ

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ iíâàði-

àíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ôàçîâèì ïðîñòîðîì ÿêèõ

¹ ïðÿìèé äîáóòîê m− âèìiðíîãî òîðà i n− âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

Äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî iíâàðiàíòíîãî

òîðà ÿê äëÿ ëiíiéíèõ ðîçøèðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì áåç iìïóëüñíèõ çáóðåíü

òàê i äëÿ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Â îñòàííüîìó âèïàäêó iìïóëüñíîìó

çáóðåííþ ïiääà¹òüñÿ "íîðìàëüíà" ñêëàäîâà â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ "äîòè-

÷íîþ" ñêëàäîâîþ ôàçîâî¨ òî÷êè çàäàíèõ ìíîæèí íà m− âèìiðíîìó òîði.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáðòàõ [27, 39, 40, 41, 72,

82].

4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

Àâòîíîìíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= X(x), (4.1)

äå x = col(x1, x2, ..., xn), X(x) = col(X1, X2, ..., Xn) ÷àñòî íàçèâàþòü äèíà-

ìi÷íîþ ñèñòåìîþ. Ìè ââàæàòèìåìî, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿ X(x) ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêié îáëàñòi M åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn. Çìiííó t

íàçèâàòèìåìî ÷àñîì, à ðîçâ'ÿçîê x = ϕt(x0), ϕ0(x0) = x0, ñèñòåìè (4.1)

íàçèâàòèìåìî ðóõîì ôàçîâî¨ òî÷êè. ßêùî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.1) ìî-

æíà ïðîäîâæèòè íà âñþ ÷èñëîâó âiñü R, òî ¨õ ìíîæèíà óòâîðþ¹ äèíàìi÷íó

ñèñòåìó â òîìó ðîçóìiííi, ùî çàêîí åâîëþöi¨ (çìiíà ôàçîâî¨ òî÷êè ç ÷à-

ñîì t), òîáòî âiäîáðàæåííÿ áóäü-ÿêî¨ çàäàíî¨ òî÷êè x0 ôàçîâîãî ïðîñòîðó

M i áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ t â îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå ïîëîæåííÿ ϕt(x0) ∈ M

çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì òåîðåòèêî-ãðóïîâèì âëàñòèâîñòÿì:
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1) ϕ0(x0) = x0,

2) ϕt1(ϕt2(x0)) = ϕt1+t2(x0),

3) ϕt(x) íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ïî (t, x)

(4.2)

Äèíàìi÷íó ñèñòåìó ùå íàçèâàþòü ïîòîêîì. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòiê

- öå îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ (äèôåîìîðôiçìiâ) ôàçîâîãî

ïðîñòîðó M â ñåáå. Çàôiêñóâàâøè x0 i çìiíþþ÷è t âiä −∞ äî +∞, îäåð-

æó¹ìî îði¹íòîâàíó êðèâó, ÿêó íàçèâàþòü òðà¹êòîði¹þ ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè

àáî ôàçîâîþ êðèâîþ. Ôàçîâi êðèâi êëàñèôiêóþòü íà òðè òèïè: ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè, çàìêíåíà êðèâà i íåçàìêíåíà êðèâà. Äîäàòíîþ ïiâòðà¹êòîði¹þ

íàçèâàþòü êðèâó

{x ∈M : x = ϕt(x0), t ≥ 0}, (4.3)

à âiä'¹ìíîþ ïiâòðà¹êòîði¹þ - êðèâó

{x ∈M : x = ϕt(x0), t ≤ 0}. (4.4)

Îá'¹äíàííÿ öèõ äâîõ ìíîæèí íàçèâàþòü öiëîþ òðà¹êòîði¹þ. Îòæå,

öiëà òðà¹êòîðiÿ � öå òàêà ìíîæèíà

{x ∈M : x = ϕt(x0), t ∈ R}. (4.5)

ßêùî âiäîáðàæåííÿ ϕt(x0) : M → M äèôåîìîðôiçì, òî ïîòiê íàçèâàþòü

ãëàäêèì. Â öüîìó âèïàäêó ôàçîâèé ïðîñòið M äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ìà¹ äå-

ÿêó äîäàòêîâó ãëàäêó ñòðóêòóðó. Ìè âïîäàëüøîìó ìàòèìåìî ñïðàâó, êîëè

ôàçîâèì ïðîñòîðîì ïîòîêó ¹ åâêëiäiâ ïðîñòið Rn, àáî æ ïðÿìèé äîáóòîê

öüîãî ïðîñòîðó i m-âèìiðíîãî òîðà Tm.

Íàãàäà¹ìî ùå äåÿêi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì [38].

Ìíîæèíó M ∗ ⊆ M íàçèâàòèìåìî iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè, ÿêùî ϕt(M
∗) =M ∗ äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R, äå
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ϕt(M
∗) =

∪

x∈M∗

ϕt(x).

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî êîëè x ∈M ∗ òî âñÿ òðà¹êòîðiÿ ϕt(x) ∈
M ∗, òîáòî iíâàðiàíòíà ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ òðà¹êòîðié.

Òî÷êà x0 ∈ M íàçèâà¹òüñÿ áëóêàþ÷îþ, ÿêùî iñíóþòü âiäêðèòèé îêië

U(x0) öi¹¨ òî÷êè i òàêå äîäàòíå ÷èñëî T, ùî

U(x0)
∩

ϕt(U(x0)) = Ø, t > T. (4.6)

Ìíîæèíó áëóêàþ÷èõ òî÷îê ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç W. Öÿ ìíîæèíà ¹

âiäêðèòîþ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ. Ñïðàâäi, ¨¨ âiäêðèòiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî,

ùî ðàçîì ç x0 áóäü-ÿêà òî÷êà iç U(x0) ¹ áëóêàþ÷îþ.

Iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèíèW âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè òî÷êà x0 - áëóêà-

þ÷à, òî òî÷êà ϕt0(x0) òàêîæ ¹ áëóêàþ÷îþ äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ t0 ∈ R.

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi öüîãî òâåðäæåííÿ, âèáåðåìî ϕt0(U(x0))

çà îêië òî÷êè ϕt0. Ìà¹ìî

ϕt0(U(x0))
∩

ϕt(ϕt0(U(x0))) = Ø, t > T.

Îòæå, ìíîæèíà íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê Ω = M ¹ çàìêíåíîþ i iíâàðiàí-

òíîþ ìíîæèíîþ.

Ìíîæèíà íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè ïîðî-

æíüîþ. Íàïðèêëàä, âñi òî÷êè çàäàíî¨ íà ïëîùèíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü

dx

dt
= 1,

dy

dt
= x

¹ áëóêàþ÷èìè.

Ïðèêëàäîì íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, à òàêîæ âñi

òî÷êè ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié. Òî÷êè, ùî íàëåæàòü ñòiéêèì çà Ïóàññîíîì

òðà¹êòîðiÿìè, òàêîæ íåáëóêàþ÷i.
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Îçíà÷åííÿ [38]. Òî÷êà x0 ∈ M íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî ñòiéêîþ çà Ïóàñ-

ñîíîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó U(x0) i áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà T

çíàéäåòüñÿ òàêå çíà÷åííÿ t > T, ùî

ϕt(x0) ⊂ U(x0) (4.7)

ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ t < −T i âèêîíó¹òüñÿ

âêëþ÷åííÿ (4.7), òî x0 íàçèâàþòü âiä'¹ìíî ñòiéêîþ çà Ïóàññîíîì òî÷êîþ.

ßêùî òî÷êà îäíî÷àñíî ¹ i äîäàòíî i âiä'¹ìíî ñòiéêîþ çà Ïóàññîíîì, òî âîíà

íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ çà Ïóàññîíîì.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè òî÷êà x0 äîäàòíî (âiä'¹ìíî) ñòiéêîþ çà Ïóàñ-

ñîíîì, à òîìó ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ P+ � òðà¹êòîði¨ (äîäàòíî ñòiéêîþ

çà Ïóàññîíîì),P− � òðà¹êòîði¨ (âiä'¹ìíî ñòiéêî¨ çà Ïóàññîíîì) i ïðîñòî P

�òðà¹êòîði¨ (ñòiéêî¨ çà Ïóàññîíîì). Iç âêëþ÷åííÿ (4.7) áåçïîñåðåäíüî âè-

ïëèâà¹, ùî P+, P− i P � òðà¹êòîði¨ ïîâíiñòþ ñêëàäàþòüñÿ iç íåáëóêàþ÷èõ

òî÷îê, òàê ùî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè i ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨ ¹ çàìêíåíèìè

P -òðà¹êòîðiÿìè.

ßêùî ôàçîâèì ïðîñòîðîì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ åâêëiäîâà ïëîæèíà,

òî P -òðà¹êòîðiÿìè â òàêié äèíàìi÷íié ñèñòåìi ¹ ëèøå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèi

ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨. Öiêàâiøi ñèòóàöi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ â ïðîñòîðàõ áiëüøî¨

ðîçìiðíîñòi.

Ïðèêëàä 4.1.1. Â òðüîõâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ðîçãëÿíåìî äâî-

âèìiðíèé òîð T2 i íà íüîìó çàäàìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó

dϕ1

dt
= ω1,

dϕ2

dt
= ω2, (4.8)

äå ϕ1 i ϕ2 - âiäïîâiäíî ïàðàëåëü i ìåðåäiàí (êîîðäèíàòè òî÷êè íà òîði).

Öåé ïðîñòèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ íà òîði ¹ P -

òðà¹êòîði¹þ. ßêùî âiäíîøåííÿ ω1/ω2 ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òî êîæíà

òðà¹êòîðiÿ íà òîði
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ϕ2 = ϕ0
2 +

ω2

ω1

(

ϕ1 − ϕ0
1

)

(4.9)

¹ çàìêíåíîþ ëiíi¹þ. ßêùî æ ÷èñëî ω1/ω2 - iððàöiîíàëüíå, òî êîæíà òðà¹-

êòîðiÿ (4.9) âñþäè ùiëüíî ëåæèòü íà òîði, çàìèêàííÿì òàêî¨ òðà¹êòîði¨

¹ ñàì òîð T2.

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â ïðîñòîðàõ ðîçìiðíîñòi n > 2 äèíàìi÷íà

ñèñòåìà ìîæå ìàòè íåçàìêíåíi P -òðà¹êòîði¨.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà

ïëîùèíi ìîæóòü áóòè P -òðà¹êòîði¨, âiäìiííi âiä òî÷îê ñïîêîþ i ïåðiîäè÷íèõ

òðà¹êòîðié.

Ïðèêëàä 4.1.2. [52]. Ðîçãëÿíåìî ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ðóõ ôàçî-

âî¨ òî÷êè â ÿêié îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

dx

dt
= αx− βy, (4.10)

dy

dt
= βx+ αy, α < 0, β > 0,

ìíîæèíàìè

Ã = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = r21}
i

Ã0 = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = r22},

(4.11)

r2 > r1, i âiäîáðàæåííÿì A : Ã → Ã0, ÿêå êîæíié òî÷öi (x; y) ∈ Ã ñòàâèòü

ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó (x1; y1) ∈ Ã0, ùî ëåæèòü ç òî÷êîþ (x; y) íà îäíîìó

ïðîìåíi, ÿêèé âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

ßêùî ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò çà ôîðìóëàìè

x = ρcosϕ, y = ρsinϕ,
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ìàòèìåìî

dρ

dt
= αρ,

dϕ

dt
= β, (4.12)

Ã = {(ρ;ϕ)|ρ = r1}, Ã0 = {(ρ;ϕ)|ρ = r2},

A : Ã → Ã0, A : (r1;ϕ) → (r2;ϕ).

Îñêiëüêè ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè â öié ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ïî ëîãàðèôìi-

÷íèõ ñïiðàëÿõ

ρ = ρ0e

α

β
ϕ

i α < 0, à β > 0, òî ç ÷àñîì áóäü-ÿêà ôàçîâà òî÷êà ïðÿìó¹ â ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, à òîìó ïîïàäå íà êîëî ρ = r2. Îòæå, äëÿ ïîâíîãî äîñëiäæåííÿ

ìîæëèâèõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè äîñèòü äîñëiäèòè òi ç íèõ, ùî ïî÷èíàþòüñÿ

íà êîëi ρ = r2.

Íåõàé ôàçîâà òî÷êà ïî÷èíà¹ ñâié ðóõ ç òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (r2;ϕ0).

Âîíà ðóõà¹òüñÿ ïî ñïiðàëi

ρ = r2e

α

β
(ϕ− ϕ0)

äî òîãî ÷àñó, ïîêè íå ïîïàäå íà êîëî ρ = r1.

Ìîìåíò ïîïàäàííÿ ¨¨ íà öå êîëî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

r1 = r2e
αt1,

òîáòî t1 =
1

α
ln
r1
r2
, ïðè öüîìó âîíà ïîïàäà¹ â òî÷êó (r1, ϕ1), äå

ϕ1 = ϕ0 + βt1 = ϕ0 +
β

α
ln
r1
r2
.
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Â öåé ìîìåíò ôàçîâà òî÷êà "ïåðåâîäèòüñÿ"îïåðàòîðîì A íà êîëî Ã0

â òî÷êó (r2;ϕ1) = (r2;ϕ0 +∆), äå

∆ =
β

α
ln
r1
r2
. (4.13)

Ïiñëÿ öüîãî ðóõ ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî ñïiðàëi

ρ = r2e

α

β
(ϕ− ϕ1)

,

äî òèõ ïið, ïîêè ôàçîâà òî÷êà íå ïîïàäå çíîâó íà êîëî Ã.

Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî ïiñëÿ ïîâòîðíîãî âiäîáðàæåííÿ îïåðàòîðîì

A ôàçîâî¨ òî÷êè öüîãî ðóõó âîíà ïîïàäà¹ íà êîëî Ã0 â òî÷êó (r2;ϕ2), äå

ϕ2 = ϕ0 + 2∆, à ïiñëÿ n−ãî â òî÷êó (r2;ϕ0 + n∆).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá îïèñàòè ðóõ â öiëîìó, äîñèòü äîñëiäèòè ðîçòàøó-

âàííÿ íà êîëi Ã0 òî÷îê

ϕ0, ϕ0 +∆, ϕ0 + 2∆, ..., ϕ0 + n∆, ... . (4.14)

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ÷èñëî ∆ ðàöiîíàëüíî ñóìiðíå ç 2π, òîáòî

∆ = 2π · p
q
,

äå p i q âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òî òî÷êà ϕ0 + q∆ ñïiâïàäà¹ ç

ϕ0(mod2π), à òîìó òðà¹êòîðiÿ ðóõó "çàìèêà¹òüñÿ" i ðóõ ¹ ïåðiîäè÷íèì. Îò-

æå, ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíî¨ ñóìiðíîñòi ÷èñëà
β

α
ln
r1
r2

ç 2π ðóõ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè,

ùî ðîçïî÷èíà¹òüñÿ íà êîëi Ã0, ¹ ïåðiîäè÷íèì.

Íåõàé ∆ ðàöiîíàëüíå íå ñóìiðíå ç 2π [2].

Ëåìà 4.1.1. Îáðàçè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà êîëi ïðè âiäîáðàæåííi-ïîâîðîòi ¨¨

íà êóò ∆, ðàöiîíàëüíî íå ñóìiðíèé ç 2π, âñþäè ùiëüíî ëåæàòü íà êîëi.

Äîâåäåííÿ. Ïîäiëèìî êîëî Ã0 íà k ðiâíèõ ÷àñòèí äîâæèíè
2π

k
. Çà-

óâàæèìî, ùî â ñèëó íåñóìiðíîñòi ∆ ç 2π íi ïðè ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n

ϕn = ϕ0 + n∆ íå ñïiâïàäå ç ϕ0.
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Ñåðåä ïåðøèõ k + 1 òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi

ϕ0, ϕ0 + s∆, ϕ0 + 2s∆, ..., ϕ0 + ns∆, ...(mod2π) êîæíi äâi ñóñiäíi

ðîçòàøîâàíi íà âiäñòàíi, ìåíøié íiæ
2π

k
.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Âèáèðàþ÷è k äîñèòü âåëèêèì, ìîæíà äî-

áèòèñü âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
2π

k
< ε. Òàêèì ÷èíîì, â áóäü-ÿêîìó ε-îêîëi

äîâiëüíî¨ òî÷êè íà êîëi Ã0. Òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi {ϕ0 + Ns∆}, à öå é îçíà-

÷à¹, ùî òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi (4.14) âñþäè ùiëüíî ëåæàòü íà êîëi Ã0.

Ç äîâåäåíî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî êîëè â äèíàìi÷íié ñèñòåìi (4.12) ÷èñëî

β

α
ln
r1
r2

ðàöiîíàëüíî íå ñóìiðíå ç ÷èñëîì 2π, òî òðà¹êòîðiÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨

ñèñòåìè, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ïîçà êðóãîì x2 + y2 > r21, âñþäè ùiëüíî çàïîâíþ¹

êiëüöå

r21 ≤ x2 + y2 ≤ r22.

4.2. Ïðî ñòiéêiñòü òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó îäíîãî êëàñó äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåì

Â ïðÿìîìó äîáóòêó m− âèìiðíîãî òîðà Tm òà åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

Rn ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, (4.15)

äå ϕ = col(ϕ1, ..., ϕm), x = col(x1, ..., xn), a(ϕ), P (ϕ) -

âiäïîâiäíî âåêòîðíà òà ìàòðè÷íà íåïåðåðâíi 2π− ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié êîì-

ïîíåíòi ϕj, (j = 1,m) ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà m− âèìiðíîìó òîði Tm. Ùî äî

ôóíêöi¨ a(ϕ) âèìàãàòèìåìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî ϕ ç

äåÿêîþ êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ L, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê ϕ′, ϕ′′ ∈ Tm
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||a(ϕ′)− a(ϕ′′)|| ≤ L||ϕ′ − ϕ′′||. (4.16)

Â öüîìó ïàðàãðàôi âñòàíîâèìî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨

ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè (4.15) i çàñòîñó¹ìî öi ðåçóëüòàòè äëÿ

äîñëiäæåííÿ áiëüø ñêëàäíèõ, â ïîðiâíÿííi ç ñèñòåìîþ (4.15), íåëiíiéíèõ

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèçíà÷åíèõ â ïðÿìîìó äîáóòêó Tm ×Rn.

Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáèòüñÿ äåÿêå óçàãàëüíåííÿ íåðiâíîñòi Âàæåâ-

ñüêîãî [17]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕt(ϕ) ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ç ðiâíÿíü ñèñòåìè

(4.15) i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî x

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x. (4.17)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âàæåâñüêîãî [17] áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê xt(t0, ϕ, x0),

xt0(t0, ϕ, x0) = x0 öi¹¨ ñèñòåìè äîïóñêà¹ îöiíêó

||x0||e
∫ t

t0
λ(ϕs(ϕ))ds ≤ ||xt(t0, ϕ, x0)|| ≤ ||x0||e

t
∫

t0

Λ(ϕs(ϕ))ds

, (4.18)

äå λ(ϕ) i Λ(ϕ) âiäïîâiäíî íàéìåíøå i íàéáiëüøå ç âëàñíèõ ÷èñåë ñèìåòðè÷íî¨

ìàòðèöi

P̂ (ϕ) =
1

2

(

P (ϕ) + P T (ϕ)
)

,

P T (ϕ) - òðàíñïîíîâàíà ïî âiäíîøåííþ äî P (ϕ) ìàòðèöÿ.

Ç íåðiâíîñòi (4.18) âèïëèâà¹ îöiíêà

||x0||eλ(t−t0) ≤ ||xt(t0, ϕ, x0)|| ≤ ||x0||eΛ(t−t0), t ≥ t0,

â ÿêié

λ = min
ϕ∈Tm

λ(ϕ), Λ = max
ϕ∈Tm

Λ(ϕ).
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Íà îñíîâi öi¹¨ îöiíêè ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: ÿêùî â ñèñòåìi

(4.15) ìàòðèöÿ P (ϕ) òàêà, ùî Λ < 0, òî òðèâiàëüíèé òîð öi¹¨ ñèñòåìè ¹

åêñïîíåíàíöiàëüíî ñòiéêèì, áî ìàòðèöàíò Ωt
t
0(ϕ) ñèñòåìè (4.17) äîïóñêà¹

îöiíêó

||Ωt
t0
(ϕ)|| ≤ Ke−γ(t− t0), t ≥ t0, (4.19)

ϕ ∈ Tm, K ≥ 1, γ > 0.

Ïîêàæåìî, ùî àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê ïðî åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü

òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.15) ìîæíà çðîáèòè ïðè ñëàáøèõ óìî-

âàõ íà ìàòðèöþ P (ϕ).

Íàãàäà¹ìî [38], ùî òî÷êó ϕ ∈ Tm äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði

dϕ

dt
= a(ϕ) (4.20)

íàçèâàþòü áëóêàþ÷îþ, ÿêùî iñíóþòü ¨¨ îêië U(ϕ) i äîäàòíå ÷èñëî T òàêi,

ùî

U(ϕ)
∩

ϕt(U(ϕ)) = Ø äëÿ t ≥ T.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó áëóêàþ÷èõ òî÷îê ÷åðåçW, à ìíîæèíó íåáëóêàþ-

÷èõ òî÷îê - ÷åðåç Ω = Tm\W.ÌíîæèíàW áëóêàþ÷èõ òî÷îê ¹ iíâàðiàíòíîþ

i âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, áî ðàçîì ç ϕ áëóêàþ÷èìè ¹ âñi òî÷êè îêîëó U(ϕ).

Ìíîæèíà Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê, â ñèëó êîìïàêòíîñòi òîðà Tm, ¹ íåïî-

ðîæíüîþ çàìêíåíîþ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ.

Î÷åâèäíî, Ω ¹ i êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, ÿê çàìêíåíà ìíîæèíà òîðà.

ßê ïîêàçàíî â [38], áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.20) ç ÷àñîì íà-

áëèæà¹òüñÿ äî ìíîæèíè íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê, òî÷íiøå: ÿêå á íå áóëî ε > 0

áóäü-ÿêà ôàçîâà òî÷êà ϕt(ϕ) çíàõîäèòüñÿ ëèøå ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó,

ùî íå ïåðåâèùó¹ T (ε), ïîçà ε− îêîëîì Uε(Ω) ìíîæèíè Ω.
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Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äëÿ äîâåäåííÿ òàêî¨

òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.2.1. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (4.15) ìàòðèöÿ P (ϕ) òàêà, ùî

íàéáiëüøå ç âëàñíèõ ÷èñåë Λ(ϕ) ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi P̂ (ϕ) ¹ âiä'¹ìíèì íà

ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (6), òî òðèâiàëüíèé

òîð ñèñòåìè (4.15) ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîñòàòíüî ìàëèé ε- îêië Uε(Ω) ìíîæèíè Ω. Îñêiëüêè

Λ(ϕ) < 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ Ω i Ω ¹ çàìêíåíîþ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, òî ìîæíà

âêàçàòè äîñòàòíüî ìàëå äîäàòíå ÷èñëî ε0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî 0 ≤ ε ≤ ε0

Λ(ϕ) < −γ(ε) äëÿ âñiõ ϕ ∈ Uε(Ω), äå γ(ε)− äîäàòíà ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷à

ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà ε, γ(ε) → γ(0), êîëè ε→ 0, äå

−γ(0) = max
ϕ∈Ω

Λ(ϕ).

ßêùî ϕt(ϕ) - íåáëóêàþ÷à òðà¹êòîðiÿ, òî ç íåðiâíîñòi (4.18) ìà¹ìî îöií-

êó äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó

||xt(t0, ϕ, x0)|| ≤ ||x0||e−γ(0)(t− t0), t ≥ t0, ϕ ∈ Ω.

ßêùî æ ϕt(ϕ)− áëóêàþ÷à òðà¹êòîðiÿ, òî ìîæíà âêàçàòè òàêå äîäàòíå

÷èñëî T (ε),

ùî ïîçà ìíîæèíîþ Uε(Ω) òàêà òðà¹êòîðiÿ ïåðåáóâà¹ ÷àñó íå äîâøå, íiæ

T (ε). Òîìó ç íåðiâíîñòi (4.18) ìà¹ìî îöiíêó

||xt(t0, ϕ, x0)|| ≤ ||x0||eΛT (ε) · e−γ(ε)(t− t0), t ≥ t0, ϕ ∈ W.

Òàêèì ÷èíîì, â óìîâàõ òåîðåìè áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê xt(t0, ϕ, x0) ñè-

ñòåìè (4.17) äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ Tm åêñïîíåíöiàëüíî ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè

t → ∞, à òîìó ìàòðèöàíò Ωt
t0
(ϕ) öi¹¨ ñèñòåìè äîïóñêà¹ îöiíêó âèäó (4.19),

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äëÿ äîâåäåííÿ ñòiéêîñòi (íåñòiéêîñòi) iíâàðiàíòíîãî òîðà ìîæíà çà-

ñòîñóâàòè ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà. Ñôîðìóëþ¹ìî òóò îäíó òåîðåìó, ÿêà

÷àñòêîâî äîïîâíþ¹ êëàñè÷íi äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó, ïðîâåäåíi â

ìîíîãðàôiÿõ [31, 60].

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.15) iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà

êâàäðàòè÷íà ôîðìà

V (ϕ, x) =< S(ϕ)x, x >

ç ñèìåòðè÷íîþ ìàòèðöåþ S(ϕ) òàêà, ùî ïîâíà ïîõiäíà ¨¨, ñêëàäåíà â ñèëó

âèõiäíî¨ ñèñòåìè (4.15), òîáòî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

d

dt
V (ϕ, x) =< Ŝ(ϕ)x, x >,

äå

Ŝ(ϕ) =
∂S(ϕ)

∂ϕ
· a(ϕ) + S(ϕ)P (ϕ) + P T (ϕ)S(ϕ),

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ñèñòåìè (4.20).

Òîäi òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.15) ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî V (ϕ, x) äîïóñêà¹ îöiíêó

λ(ϕ) < x, x >≤ V (ϕ, x) ≤ Λ(ϕ) < x, x >, ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn

äå λ(ϕ) i Λ(ϕ) âiäïîâiäíî íàéìåíøå òà íàéáiëüøå âëàñíå ÷èñëî ñèìåòðè÷íî¨

ìàòðèöi S(ϕ). Ïîõiäíó âiä V (ϕ, x), ñêëàäåíó â ñèëó ñèñòåìè (4.15), òîáòî

êâàäðàòè÷íó ôîðìó < Ŝ(ϕ), x, x >, ÿê âiä'¹ìíî âèçíà÷åíó äëÿ ϕ ∈ Ω ìîæíà

àíàëîãi÷íî îöiíèòè:

−Λ̂(ϕ) < x, x >≤< Ŝ(ϕ)x, x >≤ −λ̂(ϕ) < x, x >, ϕ ∈ Ω, x ∈ Rn,
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äå λ̂(ϕ) i Λ̂(ϕ)− âiäïîâiäíî íàéìåíøå i íàéáiëüøå ç âëàñíèõ ÷èñåë ñèìåòðè-

÷íî¨ ìàòðèöi

−1

2
(Ŝ(ϕ) + ŜT (ϕ)).

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîñòàòüíî ìàëèé ε - îêië Uε(Ω) ìíîæèíè Ω. ßê

ñòâåðäæóâàëîñü âèùå, ìîæíà âêàçàòè òàêå äîäàòíå ÷èñëî T = T (ε), ùî

áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ), ϕ ∈ Tm íà ìíîæèíi áëóêàþ÷èõ òî÷îê Tm\Uε(Ω)

ïåðåáóâà¹ ÷àñîâèé ïðîìiæîê äîâæèíè íå áiëüøå, íiæ T = T (ε).

Â ñèëó äîäàòíüî¨ âèçíà÷åííîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè V (ϕ, x) i âiä'¹ì-

íî¨ âèçíà÷åííîñòi ¨¨ ïîõiäíî¨ íà ìíîæèíi Ω ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè iñíóâàííÿ

äîäàòíüîãî ÷èñëà ε0, ùî äëÿ âñiõ ε, 0 ≤ ε ≤ ε0 ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

λ(ε) < x, x >≤ V (ϕ, x) ≤ Λ(ε) < x, x >, ϕ ∈ Uε(Ω), x ∈ Rn;

−Λ̂(ε) < x, x >≤ d

dt
V (ϕ, x) ≤ −λ̂(ε) < x, x >, ϕ ∈ Uε(Ω), x ∈ Rn,

äå

λ(ε) = min
ϕ∈Uε(Ω)

λ(ϕ), Λ(ε) = max
ϕ∈Uε(Ω)

Λ(ϕ),

λ̂(ε) = min
ϕ∈Uε(Ω)

λ̂(ϕ), Λ̂(ε) = max
ϕ∈Uε(Ω)

Λ̂(ϕ).

Äàëi ìiðêó¹ìî òàêèì ÷èíîì:

ÿêùî ϕ ∈ Uε(Ω) i äëÿ âñiõ t > 0 ϕt(ϕ) ∈ Uε(Ω), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó

xt(t0, ϕ, x0) ≡ x(t) ñèñòåìè (4.17) ìà¹ìî:

λ(ε) < x(t), x(t) >≤ V (ϕt(ϕ), x(t)) ≤ Λ(ε) < x(t), x(t) >,
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−Λ̂(ε) < x(t), x(t) >≤ d

dt
V (ϕt(ϕ), x(t)) ≤ −λ̂(ε) < x(t), x(t) > .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

1

Λ(ε)
(V (ϕt(ϕ), x(t))) ≤< x(t), x(t) >≤ − 1

λ̂(ε)

d

dt
V (ϕt(ϕ), x(t)),

à òîìó

dv

dt
(ϕt(ϕ), x(t)) ≤ − λ̂(ε)

Λ(ε)
V (ϕt(ϕ), x(t)).

Òàêèì ÷èíîì,

V (ϕt(ϕ), xt(t0, ϕ, x0)) ≤ V (ϕ, x0)e

−λ̂(ε)
Λ(ε)

(t− t0)
.

Îòæå,

xt(t0, ϕ, x0) → 0, êîëè t→ ∞.

Íåõàé òåïåð ϕ ∈ Tm \ Uε(Ω), àáî æ ϕ ∈ Uε(Ω), àëå íå äëÿ âñiõ t > 0

ϕt(ϕ) ∈ Uε(Ω),

òîáòî òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ìîæå çàëèøàòè Uε(Ω) íà äåÿêèé ÷àñ, à ïiçíiøå çíîâó

ïîâåðòàòèñÿ â ε - îêië ìíîæèíè Ω, àëå ïåðåáóâàòè ïîçà ìíîæèíîþ Uε(Ω)

òàêà òðà¹êòîðiÿ ìîæå ñóìàðíî íå áiëüøå T ÷àñó.

Ç'ÿñó¹ìî, íà ÿêó âåëè÷èíó çìîæå çìiíèòèñÿ ||xt(t0, ϕ, x0)||, àáî æ ôóí-

êöiÿ V (ϕ, x) âçäîâæ öüîãî ðîçâ'ÿçêó, êîëè òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ïåðåáóâà¹ ïîçà

ìíîæèíîþ Uε(Ω).

Âèõîäÿ÷è ç íåðiâíîñòi Âàæåâñüêîãî, ìà¹ìî îöiíêó çìiíè áóäü-ÿêîãî

ðîçâ'ÿçêó xt(t0, ϕ, x0) íà ïðîòÿçi áóäü-ÿêîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó äîâæèíè T :

∥xt+T (τ, ϕ, x(τ))∥ ≤ eΛ(t+ T − τ) ∥x(τ, x0)∥ , t ≥ τ,
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∥xt+T (τ, ϕ, xτ(t0, ϕ, x0))∥ ≤ eΛT ∥xτ(t0, ϕ, x0)∥ ,

òóò

Λ = max
ϕ∈Tm

Λ(ϕ).

Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî çàïèñàòè âåëè÷èíó çìiíè ôóíêöi¨ V (ϕ, x)

âçäîâæ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó íà ÷àñîâîìó ïðîìiæêó T :

V (ϕτ+T (ϕ), xτ+T (τ, ϕ, xτ(t0, ϕ, x0))) ≤ Ke2ΛT V (ϕτ(ϕ), xτ(t0, ϕ, x0)),

äå

K = max
ϕ∈Tm

||S(ϕ)||.

Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç τ ∗(ϕ) ìîìåíò ÷àñó âõîäæåííÿ òðà¹êòîði¨ ϕt(ϕ) â

ìíîæèíó Uε(Ω), ïiñëÿ ÿêîãî âîíà íå âèõîäèòü ç öi¹¨ ìíîæèíè, äëÿ t ≥ τ ∗(ϕ)

ìà¹ìî îöiíêó

V (ϕt(ϕ), xt(t0, ϕ, x0)) ≤ V (ϕτ∗(ϕ), xτ∗(t0, ϕ, x0))e
−
λ̂(ε)

Λ(ε) (t− τ ∗(ϕ))

äëÿ t ≥ τ ∗(ϕ). Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

V (ϕt(ϕ), xt(t0, ϕ, x0)) ≤ Ke2ΛT e
−
λ̂(ε)

Λ(ε)
(t− t0)

, t ≥ t0.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

||xt(t0, ϕ, x0)|| → 0, êîëè t→ ∞,

òîáòî òðèâiàëüíèé òîð âèõiäíî¨ ñèñòåìè (4.15) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé, ùî

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.2.
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Ïðèðîäíî ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-

ìè V (ϕ, x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè 4.2.2.

Íàâåäåìî îäèí ïðèêëàä, êîëè òàêà ôîðìà iñíó¹ i äà¹ çìîãó ñòâåðäæó-

âàòè ïðî åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè (4.15).

Òåîðåìà 4.2.3. Íåõàé â ñèñòåìi (4.15) ìàòðèöÿ P (ϕ) ¹ ñòàëîþ ìà-

òðèöåþ P (ϕ) = P0 íà ìíîæèíi Ω. ßêùî äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ ÷èñåë

Reλj(P0) ìàòðèöi P0 âiä'¹ìíi, òî iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà

ôîðìà v(ϕ, x) =< S(ϕ)x, x > ç ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ S(ϕ) òàêà, ùî ¨¨

ïîõiäíà â ñèëó ñèñòåìè (4.15) ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ íà ìíîæèíi Ω.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (4.15) â òàêîìó âèãëÿäi:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P0x+ (P (ϕ)− P0)x

i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

dx

dt
= P0x.

Òàê ÿê çà óìîâîþ òåîðåìè äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi P0 âñi

âiä'¹ìíi, òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè ([24], Òåîðåìà 1, ñòîð. 67) ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

âiä'¹ìíî âèçíà÷åíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè U(x) ðiâíÿííÿ

< gradV (x), P0x >= U(x)

â êëàñi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií îáîâ'ÿçêîâî ¹ äîäàòíî

âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Ïîêëàäåìî â îñòàííüîìó ðiâíÿííi U(x) = − < x, x > i çà ôóíêöiþ

V (x) âiçüìåìî äîäàòíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó - ðîçâ`ÿçîê ðiâíÿííÿ

< gradV (x), P0x >= − < x, x > .
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Ïîâíà ïîõiäíà âiä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè V (x), ñêëàäåíà â ñèëó ñèñòåìè

(4.15), ¹

d

dt
V (x) =< gradV (x), P (ϕ)x >=< gradV (x), P0x > +

+ < gradV (x), (P (ϕ)− P0)x >=

= − < x, x > + < gradV (x), (P (ϕ)− P0)x > .

Îñêiëüêè, íà ìíîæèíi íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê Ω P (ϕ) = P0, òî çíàéäåíà

êâàäðàòè÷íà ôîðìà V (x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíèõ òåîðåì äàþòü ìîæëèâiñòü ñòâåðäæóâàòè ïðî

iñíóâàííÿ òîðî¨äàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí ñèñòåì âèãëÿäó

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x+ f(ϕ), (4.21)

â ÿêèõ a(ϕ) i P (ϕ) òàêi æ, ÿê i â ñèñòåìi (4.15), à f(ϕ)- äîâiëüíà íåïåðåðâíà

2π- ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié êîìïîíåíòi ϕj, (j = 1,m) ôóíêöiÿ.

Ñïðàâäi, óìîâè êîæíî¨ ç äîâåäåíèõ òåîðåì ãàðàíòóþòü äëÿ ìàòðèöàí-

òà Ωt
τ(ϕ) ëiíiéíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x

îöiíêó

||Ωt
τ(ϕ)|| ≤ Ke−γ(t− τ), t ≥ τ, ϕ ∈ Tm (4.22)

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè êîíñòàíòàìè K i γ.

Òîìó ñèñòåìà ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ)) (4.23)



106

ìà¹ ñiì'þ îáìåæåíèõ íà âñié îñi t ∈ R ðîçâ'ÿçêiâ

xt(ϕ) =

t
∫

−∞

Ωt
τ(ϕ)f(ϕτ(ϕ))dτ,

çàëåæíèõ âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà, à òîìó

x = U(ϕ) =

0
∫

−∞

Ω0
τ(ϕ)f(ϕτ(ϕ)) (4.24)

i ¹ iíâàðiàíòíîþ òîðî¨äàëüíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.21).

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ.

Äiéñíî, çàìiíà çìiííèõ x = U(ϕ) + y, âðàõîâóþ÷è ùî ôóíêöiÿ U(ϕ)

çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

<
∂U

∂ϕ
, a(ϕ) >= P (ϕ)U + f(ϕ),

ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ìíîæèíè x = U(ϕ) çâîäèòü äî ç'ÿñó-

âàííÿ ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíîãî òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dy

dt
= P (ϕ)y.

À âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äàþòü ÿêðàç òåîðåìè 4.2.1 - 4.2.3.

Çàóâàæèìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (4.24) iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíî-

æèíè x = U(ϕ) ¹ íå ùî iíøå ÿê ïðåäñòàâëåííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ G0(τ, ϕ)

Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè [60], ÿêà â äàíîìó âèïàäêó

ìà¹ âèãëÿä

G0(τ, ϕ) =











Ω0
τ(ϕ), τ ≤ 0,

0, τ > 0.

ßê iëþñòðàòèâíèé ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= cosϕ · x+ f(ϕ), (4.25)
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â ÿêié a(ϕ) - 2π ïåðiîäè÷íà ñêàëÿðíà ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ íà êîëi (îäíî-

âèìiðíîìó òîði,) x - ñêàëÿðíà çìiííà, f(ϕ) - íåïåðåðâíà 2π− ïåðiîäè÷íà

ôóíêöiÿ.

Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ a(ϕ), ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü ëèøå â îäíié

òî÷öi ϕ = π, à â iíøèõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [0, 2π] íàáóâà¹ çíà÷åíü îäíîãî

çíàêó.

Â òàêîìó âèïàäêó ìíîæèíîþ Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòå-

ìè íà êîëi ϕ̇ = a(ϕ) ¹ ëèøå òî÷êà ϕ = π i â öié òî÷öi P (ϕ) = cosϕ = −1.

Ïîêëàäåìî V (x) = x2, òîäi

dV

dt
= 2xV = 2cosϕ · x2

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà Ω, à òîìó òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= cosϕ · x

¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, à ñèñòåìà (4.25) äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ 2π−
ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä

x = U(ϕ) =

0
∫

−∞

e

0
∫

τ

cos(ϕs(ϕ))dS
f(ϕτ(ϕ))dτ.

Òåîðåìó 4.2.2 ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òðèâiàëü-

íîãî òîðà íåëiíiéíî¨ ïî x ñèñòåìè ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, x)x, (4.26)

â ÿêié ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ P (ϕ, x) ¹ íåïåðåðâíîþ ïî ϕ ∈ Tm i x, ||x|| ≤
a0, a0− äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî.

Àíîíñó¹ìî òóò ùå îäíå òâåðäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó.

ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.26) iñíó¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíà êâàäðàòè-

÷íà ôîðìà V (ϕ, x) =< S(ϕ)x, x > òàêà, ùî ïîâíà ïîõiäíà ¨¨, ñêëàäåíà â
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ñèëó ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ, 0)x, (4.27)

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

ϕ̇ = a(ϕ), ϕ ∈ Tm, òî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.26) àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèé.

4.3. Âèïàäîê Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî

Ðîçãëÿíåìî ùå äåÿêi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òðèâi-

àëüíîãî òîðà ëiíiéíîãî ðîçøèðåííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, (4.28)

â ÿêié ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) i P (ϕ) - 2π-ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié êîìïîíåíòi

ϕν, ν = 1, m ôóíêöi¨.

Ââàæàòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ P (ϕ) âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøîãî ç ðiâíÿíü

ñèñòåìè (4.45) êîìóòó¹ ç ñâî¨ì iíòåãðàëîì (öå òàê çâàíèé âèïàäîê Ëàïïî-

Äàíèëåâñüêîãî ([17] , ãë. II, �13), òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ t, τ, t ≥ τ i ϕ ∈ Tm

P (ϕt(ϕ))

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds =

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds · P (ϕt(ϕ)). (4.29)

Öþ óìîâó ìîæíà ïîäàòè ùå â òàêîìó âèãëÿäi

P (ϕ)

t−τ
∫

0

P (ϕ−τ(ϕ))dτ =

t−τ
∫

0

P (ϕ−τ(ϕ))dτ · P (ϕ). (4.30)

Â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöàíòîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x, (4.31)
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â ÿêié ϕt(ϕ), ϕ0(ϕ) = ϕ - ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî iç ðiâíÿíü (4.45), ¹ ìàòðè÷íà

ôóíêöiÿ

Ωt
τ(ϕ) = e

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds
, (4.32)

ÿêà çàëåæèòü âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà. Ñïðàâäi, Ωτ
τ(ϕ) = E, à äëÿ

iíøèõ çíà÷åíü t

d

dt
Ωt

τ(ϕ) = e

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds · d
dt

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds =

= e

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds · P (ϕt(ϕ)) = P (ϕt(ϕ)) · Ωt
τ(ϕ).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó äâîâèìiðíî¨ ìàòðèöi P (ϕ) óìîâà Ëàïïî-

Äàíèëåâñüêîãî (4.29) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

P (ϕ) =





p(ϕ) q(ϕ)

q(ϕ) p(ϕ)



 .

Ñïðàâäi,





p(ϕt(ϕ)) q(ϕt(ϕ))

q(ϕt(ϕ)) p(ϕt(ϕ))





t
∫

τ





p(ϕs(ϕ)) q(ϕs(ϕ))

q(ϕs(ϕ)) p(ϕs(ϕ))



 ds =

=

t
∫

τ





pt · ps + qt · qs pt · qs + qt · ps
qt · ps + pt · qs qt · qs + pt · ps



 ds =

=

t
∫

τ





p(ϕs(ϕ)) q(ϕs(ϕ))

q(ϕs(ϕ)) p(ϕs(ϕ))



 ds ·





p(ϕt(ϕ)) q(ϕt(ϕ))

q(ϕt(ϕ)) p(ϕt(ϕ))



 ,

äå ïîçíà÷åíî pt = p(ϕt(ϕ)), ps = p(ϕs(ϕ)), qt = q(ϕt(ϕ)), qs = q(ϕs(ϕ)).

Äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè

ðiâíÿíü (4.45) âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.1. Íåõàé ïðè t ≥ τ, ϕ ∈ Tm âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëàïïî-

Äàíèëåâñüêîãî (4.29) òà ðiâíîìiðíî ïî ϕ ∈ Tm iñíó¹ ãðàíèöÿ
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lim
t→∞

1

t

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds = A, (4.33)

äå A - ñòàëà ìàòðèöÿ.

ßêùî äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë, ìàòðèöi A âiä'¹ìíi, òî

òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.45) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ïî τ ðiâíiñòü (4.29) ïðè ìà¹ìî

P (ϕt(ϕ))P (ϕτ(ϕ)) = P (ϕτ(ϕ))P (ϕt(ϕ)).

Çâiäñè ìîæåìî íàïèñàòè

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds ·
1

u

u
∫

τ

P (ϕν(ϕ))dν =

=
1

u

t
∫

τ

u
∫

τ

P (ϕs(ϕ))P (ϕν(ϕ))dνds =

=
1

u

u
∫

τ

P (ϕν(ϕ))dν ·
t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds.

Ïåðåéäåìî â îñòàííié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi, êîëè u→ ∞, ìà¹ìî:

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds · A = A ·
t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds, (4.34)

òîáòî, ãðàíè÷íà ìàòðèöÿ A êîìóòó¹ ç iíòåãðàëîì
t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds.

Ïîêëàäåìî

1

t

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds = A+B(t, ϕ), (4.35)

äå B(t, ϕ) → 0, êîëè t → ∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ ∈ T , i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî

ìàòðèöi A i B(t, ϕ) êîìóòóþòü. Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (4.34), ìà¹ìî
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A · B(t, ϕ) = A ·





1

t

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds− A



 =

=
1

t

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds · A− A2 = B(t, ϕ) · A.

Ìàòðèöàíò Ωt
τ(ϕ) îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.56) ìàòèìå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

Ωt
τ(ϕ) = e

t
∫

τ

P (ϕs(ϕ))ds
= eAt · eB(t, ϕ) · t.

Íåõàé

max
1≤j≤n

Reλj(A) = −γ < 0 (4.36)

i ε > 0 òàêå, ùî −γ + 2ε < 0.

Îñêiëüêè âåêòîðíà ôóíêöiÿ a(ϕ) i ìàòðè÷íà B(ϕ) íåïåðåðâíi, òî äëÿ

äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 iñíó¹ ñêií÷åíèé ìîìåíò ÷àñó T > 0, íå çàëå-

æíèé âiä ϕ ∈ Tm òàêèé, ùî ∥B(t, ϕ)∥ < ε äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ T .

Âðàõîâóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, äëÿ ìàòðèöàíòà Ωt
τ(ϕ) ìà¹ìî îöiíêó

∥

∥Ωt
τ(ϕ)

∥

∥ ≤
∥

∥Ωτ+t
τ (ϕ)

∥

∥ ·
∥

∥Ωt
τ+t(ϕ)

∥

∥ ≤

≤ Ke(−γ + ε)(t− τ) · e(t− τ) ∥B(t, ϕ)∥ ≤ Ke(−γ + 2ε)(t− τ), t ≥ τ,

äå ñòàëà

K =
∥

∥

∥Ωτ + T
τ (ϕ)

∥

∥

∥ e−(γ+2ε)T .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî

òîðà ñèñòåìè (4.45), ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.3.1.

Ïðèêëàä 4.2.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
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dϕ

dt
= cos2

ϕ

2
,

d

dt





x1

x2



 =





cosϕ sinϕ

sinϕ cosϕ









x1

x2



 , (4.37)

â ÿêié ϕ çìiíþ¹òüñÿ íà êîëi T1 (îäíîâèìiðíîìó òîði), (x1, x2) ∈ R2.

Ìàòðèöÿ

P (ϕ) =





cosϕ sinϕ

sinϕ cosϕ





çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà íà êîëi

dϕ

dt
= cos2

ϕ

2
(4.38)

ìà¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ϕ = π + 2kπ, k ∈ Z, à iíøi òðà¹êòîði¨ äî öèõ

ïîëîæåíü ïðèòÿãóþòüñÿ, êîëè t → +∞. Ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè íåâàæêî

âèïèñàòè

ϕt(ϕ) = 2arctg

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)

+ 2kπ, ϕ ̸= π + 2kπ,

ϕt(ϕ) = π + 2kπ, ϕ = π + 2kπ, k ∈ Z.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â iñíóâàííi ãðàíèöi (4.33). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òðèãîíîìåòðè÷íè-

ìè ñïiââiäíîøåííÿìè

sin 2α =
2tg α

1 + tg2α
, cos 2α =

1− tg2α

1 + tg2α

i îá÷èñëèìî

sinϕt(ϕ) = sin

(

2arctg

(

t

2
+ tg

ϕ

2

))

=

2

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)

1 +

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)2 ,
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cosϕt(ϕ) = cos
(

2arctg
(

act2 + tg
ϕ

2

))

=

1−
(

t

2
+ tg

ϕ

2

)2

1 +

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)2 .

Ç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

sinϕs(ϕ)ds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

2
(s

2
+ tg

ϕ

2

)

1 +
(s

2
+ tg

ϕ

2

)2ds =

= lim
t→∞

2

t

t
∫

0

d ln

[

1 +
(s

2
+ tg

ϕ

2

)2
]

=

= lim
t→∞

2

t

{

ln

[

1 +

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)2
]

− ln
(

1 + tg
ϕ

2

)

}

= 0,

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

cosϕs(ϕ)ds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0

1−
(s

2
+ tg

ϕ

2

)2

1 +
(s

2
+ tg

ϕ

2

)2ds =

= lim
t→∞

1

t

t
∫

0






−1 +

2

1 +
(s

2
+ tg

ϕ

2

)2






ds =

= lim
t→∞

1

t

[

−t+ 4arctg

(

t

2
+ tg

ϕ

2

)

− arctg
(

tg
ϕ

2

)

]

= −1.

Îòæå,

lim
t→∞

1

t

t
∫

0

P (ϕs(ϕ))ds = lim
t→∞

1

t

t
∫

0





cosϕs(ϕ) sinϕs(ϕ)

sinϕs(ϕ) cosϕs(ϕ)



 ds =





−1 0

0 −1



 ,

à òîìó òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.37) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåìî ùå îäíå òâåðäæåííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëü-

íîãî òîðà ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.45) ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ P (ϕ) âçäîâæ
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ðîçâ'ÿçêiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ϕ̇ = a(ϕ) êîìóòó¹ ç ñâî¨ì iíòåãðàëîì, òîáòî

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.29).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω ìíîæèíó âñiõ íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ïåðøîãî iç ðiâ-

íÿíü (14.28).

Òåîðåìà 4.3.2. Íåõàé ìàòðèöÿ P (ϕ) â ñèñòåìi ðiâíÿíü (14.28) âçäîâæ

ðîçâ'ÿçêiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

dϕ

dt
= a(ϕ) (4.39)

êîìóòó¹ ç ñâî¨ì iíòåãðàëîì, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.29), i P (ϕ)

¹ ñòàëîþ ìàòðèöåþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ñèñòåìè (4.39).

P (ϕ) = A, ϕ ∈ Ω. (4.40)

ßêùî äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë λj(A) ìàòðèöi A âiä'¹ìíi,

òî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.45) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Â óìîâàõ òåîðåìè ìàòðèöàíòîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.31) ¹ ìàòðè-

÷íà ôóíêöiÿ

Ωt
0(ϕ) = e

t
∫

0

P (ϕs(ϕ))ds
. (4.41)

Çàôiêñó¹ìî äîñòàòíüî ìàëèé ε0-îêië Uε0(Ω) ìíîæèíè íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê

ñèñòåìè (4.39) i ÷åðåç T = T (ε0) ïîçíà÷èìî ìàêñèìàëüíó äîâæèíó ÷àñîâîãî

ïðîìiæêó, íà ïðîòÿçi ÿêîãî òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ìîæå ïåðåáóâàòè ïîçà Uε0(Ω).

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî T çàëåæèòü ëèøå âiä âåëè÷èíè ε0-îêîëó Uε0(Ω) i íå

çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ òðà¹êòîði¨ ϕt(ϕ).

ßêùî ϕ ∈ Ω i âñÿ ïiâòðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ∈ Ω, t ≥ 0, òî P (ϕt(ϕ)) = A

äëÿ âñiõ òàêèõ ϕ ∈ Ω, t ≥ 0 i äëÿ ìàòðèöàíòà Ωt
0(ϕ) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−γt, t ≥ 0, (4.42)
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K ≥ 1, −γ = maxReλj(A), j = 1, n.

Çàôiêñó¹ìî ε0 > 0 i ââàæàòèìåìî ε0-îêië Uε0(Ω) íàñòiëüêè ìàëèì, ùî äëÿ

âñiõ ϕ ∈ Uε0

∥P (ϕ)− A∥ ≤ ε0. (4.43)

Äëÿ äîâiëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ϕt(ϕ), ϕ∈Ω, à òàêîæ òðà¹êòîði¨, ÿêà ïî÷èíà-

¹òüñÿ â Ω, ϕ ∈ Ω, àëå ìîæå âèõîäèòè íà äåÿêèé ÷àñ ç Uε0(Ω), ñïðàâåäëèâà

îöiíêà

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤
∥

∥

∥

∥

∥

e
At+

t
∫

0

(P (ϕs(ϕ))−A)ds

∥

∥

∥

∥

∥

≤ (4.44)

≤ Ke−γt
∥

∥

∥

∥

∥

e

t
∫

0

P (ϕs(ϕ))−A)ds

∥

∥

∥

∥

∥

≤ Ke−γt · emT · eε
0t ≤

≤ K1e
−(γ − ε0)t, K1 = KemT , m = max

ϕ∈Tm

∥P (ϕ)∥ .

Ââàæàþ÷è, ùî ε0 ìîæå áóòè äîñòàòíüî ìàëèì, íàïðèêëàä, ε0 <
γ

2
, òî ç

îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, ç âðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi (4.42), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

äëÿ âñiõ ϕ ∈ Tm i t ≥ 0 ìàòðèöàíò äîïóñêà¹ îöiíêó

∥Ωt
0(ϕ) ≤ K1e

−γ
2 t, t ≥ 0, (4.45)

à, îòæå, òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.45) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Çàóâàæèìî, ùî â ïðîöåñi îäåðæàííÿ íåðiâíîñòi (4.44) ìè ñêîðèñòàëèñÿ

òèì, ùî ìàòðèöÿ A êîìóòó¹ ç iíòåãðàëîì âiä P (ϕt(ϕ)). Öå äiéñíî òàê, áî,

çãiäíî ç (4.40) i â ñèëó iíâàðiàíòíîñòi Ω P (ϕt(ϕ)) = A, ϕ ∈ Ω.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïîäiáíó äî (??) ñèñòåìó ðiâíÿíü â ïðÿìîìó

äîáóòêó äâîâèìiðíîãî òîðà T2 i R2.
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dϕ1

dt
= − cos2

ϕ1

2
,

dx1
dt

= (cosϕ1)x1 + (sinϕ1)x2, (4.46)

dϕ2

dt
= 1,

dx2
dt

= (sinϕ1)x1 + (cosϕ1)x2.

Ñèñòåìà íà òîði ϕ̇1 = − cos2
ϕ1

2
, ϕ̇2 = 1 çà ìíîæèíó Ω ìà¹ ìåðèäiàí

ϕ1 = π (mod2π) :

Ω =
{

(ϕ1, ϕ2) ∈ T2 : cos
2 ϕ1

2
= 0
}

.

Ìàòðèöÿ P (ϕ1, ϕ2) öi¹¨ ñèñòåìè

P (ϕ1, ϕ2) =





cosϕ1 sinϕ1

sinϕ1 cosϕ1





êîìóòó¹ ç ñâî¨ì iíòåãðàëîì âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íà òîði T2 i íà ìíî-

æèíi Ω âîíà ¹ ñòàëîþ

P (π, ϕ2) =





−1 0

0 −1



 .

Íà îñíîâi äîâåäåíî¨ òåîðåìè ðîáèìî âèñíîâîê ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü

òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè (4.46).

4.4. Ñòiéêiñòü iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè iìïóëüñíî¨ ñè-

ñòåìè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, ϕ ∈ Tm \ Ã, x ∈ Rn,

∆x|ϕ∈Γ = B(ϕ)x|ϕ∈Γ ,
(4.47)

â ÿêié âåêòîðíà ôóíêöiÿ a(ϕ) òà ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ P (ϕ) i B(ϕ) âèçíà÷åíi

äëÿ âñiõ ϕ ∈ Tm íåïåðåðâíi i 2π-ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié çìiííié ϕν . Ùîäî

B(ϕ), òî äîñòàòíüî, ùîá âîíà áóëà âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi Γ.



117

Ùîäî ìíîæèíè Ã ââàæà¹ìî, ùî âîíà ¹ ïiäìíîæèíîþ òîðà Tm i çàäà¹-

òüñÿ ðiâíÿííÿì

Φ(ϕ) = 0, (4.48)

äå Φ(ϕ) - ñêàëÿðíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié

çìiííié ϕν, ν = 1,m, ôóíêöiÿ. Ââàæàòèìåìî òàêîæ, ùî êîæíà ç òðà¹-

êòîðié ñèñòåìè ϕ̇ = a(ϕ) ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó Ã òðàíñâåðñàëüíî. Äëÿ öüîãî

äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè ⟨gradΦ(ϕ), a(ϕ)⟩ ̸= 0, ϕ ∈ Γ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

G ⊆ Tm ìíîæèíó òî÷îê âñiõ òðà¹êòîðié, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â Ã:

G = {ϕ ∈ Tm : ϕ = ϕt(ϕ0), ϕ0 ∈ Γ, t ∈ R}, (4.49)

äå R - äiéñíà ÷èñëîâà âiñü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç t = ti(ϕ) ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.49) äëÿ ÿêèõ ðiâíî-

ìiðíî ïî t ∈ R : ϕ ∈ Tm iñíó¹

lim
T→∞

i(t, t+ T )

T
= p, (4.50)

äå i(t, t+T ) - êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.49) t = ti(ϕ), ùî çíàõîäÿòüñÿ

ìiæ t i t+ T .

ßê ïîêàçàíî â [52] òàêîæ òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹, êîëè ïîñëiäîâíiñòü

{ti+1(ϕ)−ti(ϕ)} ¹ ïåðiîäè÷íîþ àáî ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ. Â öié æå ìîíîãðàôi¨

ïîêàçàíî, ùî ãðàíèöÿ (4.50) iñíó¹, êîëè ïîñëiäîâíiñòü {ti+1(ϕ)− ti(ϕ), }
i ∈ Z, ϕ ∈ Tm ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ.

Â [52] äîâîäèòüñÿ, ùî óìîâà iñíóâàííÿ ãðàíèöi (4.50) ðiâíîñèëüíà òà-

êié: ìîæíà âêàçàòè òàêi ÷èñëà äîäàòíå l i íàòóðàëüíå q, ùî áóäü-ÿêèé ïðî-

ìiæîê äîâæèíè l [t, t + l] ìiñòèòü íå áiëüøå, íiæ q ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi

{ti(ϕ)}.
Òåîðåìà 4.4.1. ðiâíÿíü (4.47) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.51) ìàòðèöi P (ϕ) i

B(ϕ) òàêi, ùî äëÿ äåÿêèõ γ(ϕ), α(ϕ) i x ∈ Rn
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⟨P (ϕ)x, x⟩ ≤ γ(ϕ) ⟨x, x⟩ , ϕ ∈ Tm,

⟨

(E +BT (ϕ))(E +B(ϕ))x, x
⟩

≤ α2(ϕ) ⟨x, x⟩ , ϕ ∈ Ã.

(4.51)

ßêùî

γ0 + p lnα0 < 0, (4.52)

äå γ0 = max
ϕ∈Tm

γ(ϕ), α0 = max
ϕ∈G

α(ϕ), òî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü

(4.48) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó xt(ϕ, x0) ñèñòåìè ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x (4.53)

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥xt(ϕ, x0)∥2 = ⟨xt(ϕ, x0), xt(ϕ, x0)⟩ ≤ e
2

t
∫

τ

γ(ϕτ (ϕ))ds ∥xτ(ϕ, x0)∥2 ,

à â ìîìåíò iìïóëüñíî¨ äi¨ ìà¹ìî:

x+
τi(ϕ)

=
(

E +B
(

ϕτi(ϕ)(ϕ)
))

xτi(ϕ)(ϕ),

òîìó

⟨

x+
τi(ϕ)

, x+
τi(ϕ)

⟩

=
⟨

(

E +B
(

ϕτi(ϕ)(ϕ)
))

x,
(

E +B
(

ϕτi(ϕ)

)

x
)⟩

⟨

x+t (ϕ, x0), x
+
t (ϕ, x0)

⟩∣

∣

t=τi(ϕ)
= ⟨(E +B(ϕt(ϕ))x, (E +B(ϕt(ϕ))⟩|t=τi(ϕ)

∥

∥xτi(ϕ)+0(ϕ, x0)
∥

∥

2 ≤ α2(ϕτi(ϕ)

∥

∥

∥x
(ϕ, x0)
τi(ϕ)−0

∥

∥

∥

2

.

Íà ïðîìiæêàõ íåïåðåðâíîñòi [τi(ϕ), t], t < τi+1(ϕ)

∥xt(ϕ, x0)∥2 ≤ e
2

t
∫

τi(ϕ)

γ(ϕτ (ϕ))
∥

∥xτi(ϕ)+0(ϕ, x0)
∥

∥

2
, (4.54)
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à ïðè t = τi(ϕ)

∥

∥xτi(ϕ)+0(ϕ, x0)
∥

∥

2 ≤ α2
(

ϕτi(ϕ)(ϕ)
) ∥

∥xτi(ϕ)(ϕ, x0)
∥

∥

2
. (4.55)

Òîìó íà ïðîìiæêó [t0, t] ìà¹ìî:

∥xt(ϕ, x0)∥2 ≤ e
2

t
∫

t0

γϕτ (ϕ)dτ

α2i(t, t0)(ϕ

äå i(t, t0) - êiëüêiñòü ìîìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨, òîáòî êiëüêiñòü òî÷îê τi(ϕ).

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (4.50) i (4.51), ìà¹ìî

∥xt(ϕ, x0)∥2 ≤ Ke2(ε+ γ0 + p lnα0)(t− t0) ∥x0∥2 . (4.57)

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.47) àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêèé â ñèëó óìîâè òåîðåìè (4.53).

Äàíó òåîðåìó ìîæíà ïîêðàùèòè, òîáòî äåùî ïîñëàáèòè âèìîãè äî

ñèñòåìè (4.47).

Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.4.2. Íåõàé â ñèñòåìi ðiâíÿíü (4.47) ôóíêöi¨ a(ϕ), P (ϕ), B(ϕ)

òàêi, ÿê i â ïîïåðåäíié òåîðåìi.

ßêùî äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié γ(ϕ), α(ϕ) > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

γ0 + p lnα0 < 0, (4.58)

äå

γ0 = max
ϕ∈Ω

γ(ϕ), α0 = max
ϕ∈Γ∩Ω

α(ϕ),

äå Ω− ìíîæèíà íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (4.40), òî òðè-

âiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.48) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
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Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi (4.55) âèïëèâà¹ îöiíêà

ðîçâ'ÿçêó xt(ϕ, x0) íà áóäü-ÿêîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äîâæèíè T [τ, τ +

T ], τ ≥ t0

∥xτ(ϕ, x0)∥2 ≤ e
2

τ+T
∫

τ

γ(ϕτ (ϕ)dτ
α2i(t1, t1+T )(ϕτi(ϕ)(ϕ)) · ∥xτ(ϕ, x0)∥

2 (4.59)

Òåïåð ðîçìiðêîâó¹ìî òàê: ÿêùî ϕ ∈ Ω i âñÿ òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ∈ Ω ïðè t ≥ t0,

òî âçäîâæ öi¹¨ òðà¹êòîði¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4.57). Â ñèëó iíâàðiàíòíî-

ñòi i êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè Ω

γ0 + p lnα0 ≤ −γ̄, (4.60)

à òîìó äëÿ òàêèõ ϕ

∥xt(ϕ, x0)∥ ≤ Ke(ε− γ̄)(t− t0) ∥x0∥ . (4.61)

ßêùî æ ϕ ∈ Γ ¹ áëóêàþ÷îþ òî÷êîþ, òî çàôiêñóâàâøè äîñòàòíüî ìàëå ÷è-

ñëî ε0, ìîæíà âêàçàòè äîäàòí¹ ÷èñëî T = T (ε0) òàêå, ùî òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ)

ïðîâîäèòü ïîçà ε0-îêîëîì ìíîæèíè Γ ÷àñó íå áiëüøå, íiæ T . Öå ñòîñó¹òüñÿ

êîæíî¨ áëóêàþ÷î¨ òðà¹êòîði¨, òîáòî ÷èñëî T çàëåæèòü ëèøå âiä ε0 i íå çà-

ëåæèòü âiä ϕ. Îñêiëüêè äëÿ ϕ ∈ Ω âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4.60), òî ïðè

äîñòàòíüî ìàëîìó ε0 âèêîíóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü −γ̄ + ε0 < 0 äëÿ âñiõ ϕ iç

ε0- îêîëó ìíîæèíè Γ, à òîìó äëÿ íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ϕ ðîçâ'ÿçîê xt(ϕ, x0)

äîïóñêà¹ îöiíêó

∥xt(ϕ, x0)∥2 ≤ e
2

t
∫

t0

γ(ϕτ (ϕ))dτ

· α2i(t, t0)(ϕτi(ϕ)) ∥x0∥2 ≤

≤ e
2

t1
∫

t0

γ(ϕτ (ϕ))dτ

· α2i(t0, t1)(ϕτi(ϕ)
(ϕ)) · e

2
t1+T
∫

t1

γ(ϕτ (ϕ))dτ

·
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·α2i(t1, t1 + T )(ϕτi(ϕ)(ϕ))·e
2

t
∫

t1+T

γ(ϕτ (ϕ))dτ

·

·α2i( t1 + T, t)(ϕτi(ϕ)(ϕ)) ∥x0∥
2 , t1 = t1(ϕ) t > t1 + T,

äå [t1, t1 + T ] ïðîìiæîê, ïîçà ÿêèì òðà¹êòîðiÿ çíàõîäèòüñÿ â Uε0(Ω). Òîìó

ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, âðàõîâóþ÷è (4.50), âèïëèâà¹ îöiíêà

∥xt(ϕ, x0)∥ ≤ Ke(ε+ ε0 − γ̄)(t− t0) ·Ke(ε+ γ0 + p lnα0)T ∥x0∥ , (4.62)

ç ÿêî¨ i âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè (4.47).

Íàâåäåìî ùå îäíó äîñòàòíþ óìîâó, ïðè âèêîíàííi ÿêî¨ òðèâiàëüíèé

òîð ñèñòåìè (4.47) áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

P̂ (ϕ) =
1

2
(P (ϕ) + P T (ϕ)), Q̂ = (E +BT (ϕ))(E +B(ϕ)),

à ÷åðåç Λ(ϕ), λ(ϕ) i α(ϕ), α1(ϕ) âiäïîâiäíî íàéáiëüøi i íàéìåíøi âëàñíi

÷èñëà öèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü.Ùîäî ìîìåíòiâ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ τi(ϕ)

ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íà ðiâíiñòü (4.47).

Òåîðåìà 4.4.3. ßêùî ñèñòåìà (4.47) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Λ + pα < 0, (4.63)

äå

Λ = max
ϕ∈Ω

Λ(ϕ), α = max
ϕ∈Ω∩Γ

α(ϕ),

äå Ω− ìíîæèíà íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ϕ̇ = a(ϕ), òî

òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.47) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Âàæåâñüêîãî [17] áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ëiíié-

íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x

äîïóñêà¹ îöiíêó

e

t
∫

t0

λ(ϕs(ϕ))ds

⟨x0, x0⟩ ≤ ⟨xt(ϕ, x0), xt(ϕ, x0)⟩ ≤ e

t
∫

t0

Λ(ϕs(ϕ))ds

⟨x0, x0⟩ (4.64)

ïðè t ≥ t0. Ïðè t = τi(ϕ) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.47) òåðïèòü ñêà÷îê,

âåëè÷èíà ÿêîãî îöiíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì

α2
1(ϕ

Ç îñòàííiõ äâîõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ xt(ϕ, x0) â

ÿêèõ ϕ ∈ Ω i âñÿ òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ∈ Ω, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥xt(ϕ, x0)∥ ≤ Ke(ε− γ0)(t− t0) ∥x0∥ (4.66)

äå

γ0 = − (Λ + pα) .

ßêùî æ ϕ∈Ω, òîáòî ¹ áëóêàþ÷îþ òî÷êîþ, àáî æ ϕ ∈ Ω, àëå íå äëÿ âñiõ

t ≥ t0 ϕt(ϕ) ∈ Ω, òî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, äëÿ äîñòàòíüî

ìàëîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ε0 > 0 ìîæíà âêàçàòè äîäàòí¹ ÷èñëî T = T (ε)

òàêå, ùî òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ïåðåáóâà¹ ïîçà ε0-îêîëîì ìíîæèíè Ω íå äîâøå,

íiæ T . Â ñèëó íåðiâíîñòi (4.63) ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ε0 âèêîíóâàòèìåòüñÿ

íåðiâíiñòü −γ0 + ε0 < 0 äëÿ âñiõ ϕ iç ε0-îêîëó ìíîæèíè Ω, à òîìó

∥xt(ϕ, x0)∥ ≤ Ke(ε+ γ0)T ·Ke(ε+ ε0 − γ)(t− t0) ∥x0∥ .

Çâiäñè âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè ðiâíÿíü

(4.47).



123

4.5. Áàãàòî÷àñòîòíi ñèñòåìè ç iìïóëüñíèìè çáóðåííÿìè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷åíó â Tm × Rn,

ÿêà çàçíà¹ iìïóëüñíèõ çáóðåíü â ìîìåíò ïîòðàïëÿííÿ çîáðàæóþ÷î¨ òî÷êè â

çàäàíó ïiäìíîæèíó ôàçîâîãî ïðîñòîðó

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x+ f(ϕ), ϕ ̸= Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = B(ϕ)x+ g(ϕ),

(4.67)

äå ϕ = (ϕ1, ..., ϕm)
T ∈ Tm, x = (x1, ..., xn)

T ∈ Rn, a(ϕ) ∈
CLip(Tm), P (ϕ), B(ϕ) ∈ C(Tm), f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(Tm); CÃ(Tm) - ïðîñòið

êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ 2π− ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié êîìïîíåíòi ϕv, v = 1, ..,m

ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà m− ìiðíîìó òîði Tm.

Ââàæàòèìåìî ìíîæèíó Ã ãëàäêèì ïiäìíîãîâèäîì òîðó Tm ðîçìiðíîñòi m−
1, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Φ(ϕ) = 0, äå Φ(ϕ) - íåïåðåðâíà ñêàëÿðíà

2π− ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié êîìïîíåíòi ϕv, v = 1, ..,m ôóíêöiÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ti(ϕ), i ∈ Z ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Φ(ϕt(ϕ)) = 0, ÿêi ¹ ìî-

ìåíòàìè iìïóëüñíèõ çáóðåíü â ñèñòåìi (4.67). Ââàæàòèìåìî, ùî ðîçâ'ÿçêè

t = ti(ϕ) iñíóþòü i

lim
i→±∞

ti(ϕ) = ±∞, lim
T→±∞

i(t, t+ T )

T
= p <∞ (4.68)

ðiâíîìiðíî ïî t ∈ R, äå i(a, b) - êiëüêiñòü òî÷îê ti(ϕ) íà iíòåðâàëi (a, b).

Ïîðÿä iç ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (4.67) ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó ðiâíÿíü
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dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x, t ̸= ti(ϕ),

∆x|t=ti(ϕ) = B(ϕti(ϕ)),

(4.69)

ùî çàëåæèòü âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà. Ìè îäåðæàëè ñèñòåìó (4.69)

çàìiíþþ÷è ϕ íà ϕt(ϕ) â äðóãîìó òà òðåòüîìó ðiâíÿííÿõ ñèñòåìè (4.67). Ïiä

iíâàðiàíòíîþ òîðî¨äàëüíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.67) ìè ðîçóìi¹ìî

ìíîæèíó, âèçíà÷åíó êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ u(ϕ) ∈ CÃ(Tm) òàêîþ,

ùî ôóíêöiÿ x(t, ϕ) = u(ϕt(ϕ)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.69) äëÿ áóäü-

ÿêîãî ϕ ∈ Tm.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x, t ̸= ti(ϕ),

∆xt=ti(ϕ) = B(ϕti(ϕ)(ϕ))x,

(4.70)

ÿêà çàëåæèòü âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X t
τ(ϕ) ìàòðè-

öàíò ñèñòåìè (4.70), à ÷åðåç

G0(τ, ϕ) =







X0
τ (ϕ)C(ϕτ(ϕ)), τ ≤ 0,

−X0
τ (ϕ)(E − C(ϕτ(ϕ))), τ > 0.

ôóíêöiþ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà.

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= P (ϕ)x, ϕ ̸= Ã, ∆x|

ϕ∈Ã = B(ϕ)x

ßêùî

∥

∥X t
τ(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−γ|t− τ |, t, τ ∈ R, (4.71)
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äëÿ äåÿêèõ K ≥ 1, γ > 0. Òîäi iíâàðiàíòíà òîðî¨äàëüíà ìíîæèíà ñèñòåìè

ðiâíÿíü (4.67) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

x = u(ϕ) =

+∞
∫

−∞

G0(τ, ϕ)f(ϕτ(ϕ))dτ+

+
∑

−∞<ti(ϕ)<∞
G0(ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ)), ϕ ∈ Tm.

Óìîâè (4.68), (4.71) çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü iíòåãðàëà òà ñóìè, à iñíó-

âàííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà G0(τ, ϕ) ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ iñíóâà-

ííÿ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.67).

Òåîðåìà 4.5.1. Íåõàé â ñèñòåìi ðiâíÿíü (4.67) ìàòðèöÿ P (ϕ) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî [17] äëÿ áóäü-ÿêèõ t ≥ τ ≥ 0 i ðiâíîìiðíî ïî

t ∈ R, ϕ ∈ Tm iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ (4.68).

Òîäi, ÿêùî

γ + p lnα < 0, (4.72)

äå

γ = max
j=1,...,n

Reλj(A), A = lim
t→∞

1

t

t
∫

τ

(ϕ)P (ϕt1(ϕ))dt1,

α2 = sup
ϕ∈Tm

max
j=1,...,n

λj((E +B(ϕ))T (E +B(ϕ))),

òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (4.67) ìà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêó iíâàðiàíòíó òîðî-

¨äàëüíó ìíîæèíó.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöàíò ñèñòåìè ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì (4.70) ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèøëÿäi [52]

X t
0(ϕ) = Ωt

ti(ϕ)
×

∏

0<tj(ϕ)<ti(ϕ)

(E +B(ϕtj(ϕ)(ϕ)))Ω
tj(ϕ)

tj−1(ϕ)
(ϕ), (4.73)
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äå t0(ϕ) = 0, ti(ϕ) < t ≤ ti+1(ϕ).

Â ñèëó âèêîíàííÿ óìîâè Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî [17], äëÿ ìàòðèöàíòó Ωt
τ(ϕ)

ñèñòåìè áåç iìïóëüñíèõ çáóðåíü ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke(γ + 2ε)t ïðè t ≥ 0 äëÿ äåÿêîãî K ≥ 1.

Òîäi

∥

∥X t
0(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke(γ + 2ε)tαi(0, t) ïðè t ≥ 0.

Ç iñíóâàííÿ ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi (4.68) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε2 > 0

ìîæíà âêàçàòè òàêåK2 = K2(ε2) ≥ 1, ïðè ÿêîìó αi(0, t) ≤ K2e
(ε2 + p lnα)t.

Çâiäêè îäåðæèìî îöiíêó ìàòðèöàíòà

∥

∥X t
0(ϕ)

∥

∥ ≤ K ·K2e
(2ε+ ε2 + γ + p lnα)t ïðè t ≥ 0.

Âðàõîâóþ÷è (4.72) òà âèáèðàþ÷è ε òà ε2 íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá 2ε+ ε2+γ+

p lnα < 0, îäåðæèìî

∥

∥X t
0(ϕ)

∥

∥ ≤ K1e
−γ1t (4.74)

äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 òà äåÿêèõ K1 ≥ 1, γ1 > 0.

Ç ñïðàâåäëèâîñòi (4.74) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

G0(τ, ϕ) =







X0
τ (ϕ), τ ≤ 0,

0, τ > 0
(4.75)

¹ ôóíêöi¹þ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè. Îòæå, ñèñòåìà

ðiâíÿíü (4.67) ìà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé iíâàðiàíòíèé òîððî¨äàëüíèé ìíî-

ãîâèä, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
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x = u(ϕ) =

0
∫

−∞

X0
τ (ϕ)f(ϕτ(ϕ))dτ+

+
∑

−∞<ti(ϕ)<0

X0
ti(ϕ)+0

(ϕ)g(ϕti(ϕ)(ϕ)), ϕ ∈ Tm.

Â òåîði¨ áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ çáåðåæåííÿ

iíâàðiàíòíîãî òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ ñèñòåìè äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ öi êîëèâàííÿ [9, 60, 98]. Â áàãàòüîõ ðî-

áîòàõ (íàïðèêëàä, [31]) óñïiøíî çàñòîñîâàíî ïðÿìèé ìåòîä Ëÿïóíîâà äëÿ

âñòàíîâëåííÿ ãðóáîñòi òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó i âêàçàíi äîñòàòíi óìîâè,

ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ìàëi çáóðåííÿ íå ðóéíóþòü öåé ìíîãîâèä.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôà íàâåäåìî óìîâè çáåðåæåííÿ àñèìïòî-

òè÷íî ñòiéêîãî iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ), ϕ ∈ Tm\Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = B(ϕ)x+ g(ϕ),

(4.76)

äå ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, A(ϕ), B(ϕ) ∈ C(Tm), f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(Tm), a(ϕ) ∈
CLip(Tm).

Òóò C(Tm)− ïðîñòið íåïåðåðâíèõ 2π− ïåðiîäè÷íèõ ïî êîæíié êîìïî-

íåíòi ϕµ, (µ = 1,m) ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà m− âèìiðíîìó òîði Tm.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕt(ϕ), ϕ0(ϕ) = ϕ ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî iç ðiâíÿíü ñè-

ñòåìè (4.76), òîáòî ñèñòåìè íà òîði Tm

dϕ

dt
= a(ϕ). (4.77)

Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó òîãî, ùî a(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ, äëÿ

áóäü-ÿêîãî ϕ ∈ Tm ðîçâ'ÿçîê ϕt(ϕ) ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.77) iñíó¹ ¹äèíèé i âè-
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çíà÷åíèé íà âñiõ t ∈ R, â ñèëó êîìïàêòíîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó öi¹¨ ñèñòåìè,

òîáòî òîðà Tm.

Ùî äî ìíîæèíè iìïóëüñíî¨ äi¨ Ã ââàæàòèìåìî, ùî âîíà ¹ ïiäìíîæè-

íîþ òîðà Tm ðîçìiðíîñòi 1 i çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Φ(ϕ) = 0, (4.78)

â ÿêîìó Φ(ϕ)− äåÿêà ñêàëÿðíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç ti(ϕ)

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Φ(ϕt(ϕ)) = 0, òîáòî ìîìåíòè iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ â

ñèñòåìi (4.76) ââàæàòèìåìî, ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

ti+1(ϕ)− ti(ϕ) > v > 0. (4.79)

Ïîðÿä ç ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (4.76) ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x+ f(ϕt(ϕ)), ϕ ∈ Tm\Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = B(ϕt(ϕ))x+ g(ϕt(ϕ))

(4.80)

ùî çàëåæèòü âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà.

Íåõàé C(ϕ) ∈ CÃ(Tm) äîâiëüíà (n×n) - êâàäðàòíà ìàòðèöÿ i X t
τ(ϕ)−

ìàòðèöàíò ëiíiéíî¨ ñèñòåìè

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x, ϕ ∈ Tm\Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = B(ϕt(ϕ))x,

(4.81)

çàëåæíèé âiä ϕ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà.

Iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨

òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè ñèñòåìè (4.76) i öþ ìíîæèíó ìîæíà ïîäàòè â âèãëÿäi

x = u(ϕ) =
∞
∫

−∞
G0(τ, ϕ)f(ϕτ(ϕ))dτ+

+
∑

−∞<ti(ϕ)<∞
G0( ti(ϕ) + 0, ϕ)g(ϕ ti(ϕ)(ϕ)), ϕ ∈ Tm,

(4.82)
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äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(Tm).

Â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ ìè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, êîëè ìàòðè-

öàíò X t
τ(ϕ) ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.81) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

∥

∥X t
τ(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−γ(t−τ) äëÿ t ≥ τ. (4.83)

ç (4.83) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà â öüîìó âè-

ïàäêó iñíó¹ i ìà¹ âèãëÿä

G0(τ, ϕ) =







X0
τ (ϕ)C(ϕτ(ϕ)), τ ≤ 0,

0, τ > 0,
(4.84)

Iíâàðiàíòíà òîðî¨äàëüíà ìíîæèíà ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ i ïðèòÿãó¹

äî ñåáå âñi òðà¹êòîði¨.

Ïîðÿä ç ñèñòåìîþ (4.76) ðîçãëÿíåìî çáóðåíó ñèñòåìó,

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= [A(ϕ) + A1(ϕ)] x+ f(ϕ), ϕ ∈ Tm\Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = [B(ϕ) + B1(ϕ)] x+ g(ϕ),

(4.85)

â ÿêié ìàòðèöi çáóðåííÿ A1(ϕ) i B1(ϕ) ∈ C(Tm).

Òàê ÿê ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ A1(ϕ) i B1(ϕ) íåïåðåðâíi íà êîìïàêòíîìó

ìíîãîâèäi, òî ¨õ íîðìè îáìåæåíi

max
ϕ∈Tm

∥A1(ϕ)∥ ≤ a1, max
ϕ∈Tm

∥B1(ϕ)∥ ≤ b1,

äå a1 i b1 äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà.

Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.5.2. Íåõàé ìàòðèöàíò ñèñòåìè (4.80) äîïóñêà¹ îöiíêó (4.83)

ç äåÿêèìè êîíñòàíòàìè K ≥ 1, γ > 0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ka1 +
1

Θ
ln(1 +Kb1) < γ, (4.86)
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òî ñèñòåìà (4.85) ìà¹ ýêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëü-

íèé ìíîãîâèä äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié f(ϕ) i g(ϕ) ∈ CÃ(Tm).

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöàíò Ωt
0(ϕ) çáóðåíî¨ ñèñòåìè (4.85) äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå

ïðåäñòàâëåííÿ

Ωt
0(ϕ) = X t

0(ϕ) +
t
∫

0

X t
0(ϕ)A1(ϕs(ϕ))Ω

s
0(ϕ)ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

X t
ti(ϕ)

(ϕ)B1(ϕti(ϕ)(ϕ))Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ).

(4.87)

Áåðó÷è äî óâàãè îöiíêó (4.83), ìà¹ìî:

∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ Ke−γt +

t
∫

0

Ke−γ(t−s)a1 ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

Ke−γ(t−ti(ϕ))b1

∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ ,
(4.88)

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ K +

t
∫

0

Keγsa1 ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

Keγti(ϕ)b1

∥

∥

∥
Ω

ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥
.

(4.89)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òèïó Ãðîíóîëà-Áåëëìàíà äëÿ êóñêîâî íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöié [99], äiñòà¹ìî

eγt
∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ K(1 +Kb1)
i(0,t)eKa1t, (4.90)

äå i(a, b)− ÷èñëî iìïóëüñíèõ çáóðåíü íà ïðîìiæêó (a, b). Îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ Ke−(γ−Ka1− 1
Θ ln(1+Kb1))t, äëÿ t ≥ 0. (4.91)

Ç óìîâè (4.86) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöàíò Ωt
0(ϕ) çáóðåíî¨

ñèñòåìè çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó òèïó (4.83) ç òi¹þ æ êîíñòàíòîþ K i iíøîþ, àëå

äîäàòíîþ, êîíñòàíòîþ γ̃ :

γ̃ = γ −Ka1 −
1

v
ln(1 +Kb1).
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À öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà â âèãëÿäi (4.84) i

åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä äëÿ äîâiëü-

íèõ ôóíêöié f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(Tm). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîêàæåìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî¨ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì,

ÿêùî âèìàãàòè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (4.86) íå íà âñüîìó òîði Tm, à ëèøå

íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (4.77) íà òîði Tm.

Îñêiëüêè ìíîæèíà Ω ¹ êîìïàêòîì, à ôóíêöi¨ A1(ϕ) i B1(ϕ) ¹ íåïåðåðâ-

íèìè, òî ¨õ íîðìè äîñÿãàþòü ìàêñèìóìó íà Ω.

Ïîçíà÷åìî

max
ϕ∈Ω

∥A1(ϕ)∥ = ã1, max
ϕ∈Ω

∥B1(ϕ)∥ = b̃1.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.5.3. Íåõàé ìàòðèöàíò X t
τ(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (4.83).

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Kã1 +
1

Θ
ln(1 +Kb̃1) < γ, (4.92)

òî ïðè äîâiëüíèõ ôóíêöiÿõ f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(Tm) ñèñòåìà (4.85) ìà¹ åêñïî-

íåíöiàëüíî ñòiéêó iíâàðiàíòíó òîðî¨äàëüíó ìíîæèíó.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöàíò Ωt
0(ϕ) çáóðåíî¨ ñèñòåìè äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ

Ωt
0(ϕ) = X t

0(ϕ) +
t
∫

0

X t
s(ϕ)A1(ϕs(ϕ))Ω

s
0(ϕ)ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

X t
ti(ϕ)

(ϕ)B1(ϕti(ϕ)(ϕ))Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ).

(4.93)

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (4.83) ìà¹ìî:



132

∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ Ke−γt +

t
∫

0

Ke−γ(t−s)
∥

∥A1(ϕs(ϕ))
∥

∥ ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

Ke−γ(t−ti(ϕ))
∥

∥B1(ϕti(ϕ))
∥

∥

∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ ,

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ K +

t
∫

0

Keγs
∥

∥A1(ϕs(ϕ))
∥

∥ ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

Keγti(ϕ)
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥

∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ .

(4.94)

Äàëi ìiðêó¹ìî òàê, ÿê i â ðîáîòi [43].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uε(Ω) ε− îêië ìíîæèíè Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äè-

íàìi÷íî¨ ñèñòåìè (4.77). ßê i â [38] i [43] ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíî-

ãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî ϕ ∈ Tm iñíó¹ ñêií÷åííèé ìîìåíò ÷àñó

T = T (ε) > 0, íå çàëåæíèé âiä ϕ ∈ Tm, òàêèé, ùî äëÿ ìîìåíòiâ ÷àñó t ≥ T

ïiâòðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ∈ Uε(Ω). Òàê ÿê ìàòðèöi A1(ϕ) i B1(ϕ) íåïåðåðâíi, òî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè ôiêñîâàíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë εa i εb ìîæíà âêàçàòè òà-

êi äîäàòíi ÷èñëà ε > 0 i ñêií÷åííå, íåçàëåæíå âiä ϕ ∈ Tm, T òàêi, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ϕ ∈ Tm\Uε(Ω),

∥

∥A1(ϕt(ϕ))
∥

∥ ≤ ã+ εa, ∥B1(ϕt(ϕ))∥ ≤ b̃+ εb äëÿ t ≥ T. (4.95)

Òîäi ç (4.94) ìà¹ìî

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ K +

T
∫

0

Keγs ∥A1(ϕs(ϕ))∥ ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<T

Keγti(ϕ)
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥

∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥
+

+
t
∫

T

Keγs(ã1 + εa) ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

T<ti(ϕ)<t

Keγti(ϕ)(b̃1 + εb)
∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ .

(4.96)

Îöiíþþ÷è
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K +
T
∫

0

Keγs ∥A1(ϕs(ϕ))∥ ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<T

Keγti(ϕ)
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥

∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ ≤ K̃,
(4.97)

äiñòà¹ìî

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ K̃ +

t
∫

T

Keγs(ã1 + εa) ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

T<ti(ϕ)<t

Keγti(ϕ)(b̃1 + εb)
∥

∥

∥Ω
ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥ ≤

≤ K̃ +
t
∫

0

Keγs(ã1 + εa) ∥Ωs
0(ϕ)∥ ds+

+
∑

0<ti(ϕ)<t

Keγti(ϕ)(b̃1 + εb)
∥

∥

∥
Ω

ti(ϕ)
0 (ϕ)

∥

∥

∥
.

(4.98)

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ òèïó Ãðîíóîëà-Áåëëìàíà äëÿ êóñêîâî íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöié, ìà¹ìî

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ K̃(1 +K(b̃1 + εb))

i(0,t)eK(ã1+εb)t,

∥Ωs
0(ϕ)∥ ≤ K̃e−γ−K(ã1+εa)− 1

Θ ln(1+K(b̃1+εb))t

äëÿ t > 0, ϕ ∈ Tm\Uε(Ω).

(4.99)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ϕ ∈ Uε(Ω). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ ϕ ∈ Uε(Ω) iñíó¹ äîäàòíå ÷èñëî T1(ϕ) òàêå, ùî

∥A1(ϕt(ϕ))∥ ≤ ã1 + εa,
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥ ≤ b̃1 + εb

äëÿ t ∈ (0, T1(ϕ))
∪

(T1(ϕ) + T,+∞).
(4.100)

Çàóâàæèìî, ùî êîëè ϕ ∈ Ω, òî, â ñèëó iíâàðiàíòíîñòi Ω, ϕt(ϕ) ∈ Ω

äëÿ âñiõ t ≥ 0 i îöiíêè (4.100) ¹ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ âñiõ t ≥ 0. Òàêà æ

ñèòóàöiÿ áóäå ìàòè ìiñöå, êîëè ϕ ∈ Uε(Ω), àëå òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) íå ïîêèäà¹ ç

÷àñîì öi¹¨ ìíîæèíè Uε(Ω). Íàéãiðøèé äëÿ îöiíîê âèïàäîê, êîëè òðà¹êòîðiÿ,

ñòàðòóâàâøè ç òî÷êè ϕ ∈ Uε(Ω) çàëèøà¹ íà äåÿêèé ÷àñ T1(ϕ), ùî çàëåæèòü

âiä ϕ, öþ ìíîæèíó.

Â öüîìó âèïàäêó ç (4.94) äëÿ t > T1(ϕ) + T ìà¹ìî
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(

eγt ∥Ωt
0(ϕ)∥ ≤ Ke

t
∫

0

K∥A1(ϕs(ϕ))∥ds
)

·
(

∏

0<ti(ϕ)<t

(1 +K
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥)

)

≤

≤






KeK(ã1+εa)te

T1(ϕ)+T
∫

T1(ϕ)

K∥A1(ϕs(ϕ))∥ds





·
(

∏

0<ti(ϕ)<t

(1 +K(b̃1 + εb))

)

×

×
(

∏

T1(ϕ)<ti(ϕ)<T1(ϕ)+T

1 +K
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥

)

≥
(

K̄eK(ã1+εa)te
1
Θ ln(1+K( ˜b1+εb))t

)

,

(4.101)

äå êîíñòàíòà K íå çàëåæèòü âiä ϕ. Ñïðàâäi,

e

T1(ϕ)+T
∫

T1(ϕ)

K∥A1(ϕs(ϕ))∥ds
∏

0<ti(ϕ)<t

(1 +K
∥

∥B1(ϕti(ϕ)(ϕ))
∥

∥) ≤

≤ Ke

T1(ϕ)+T
∫

T1(ϕ)

Ka1ds
∏

T1(ϕ)<ti(ϕ)<T1(ϕ)+T

(1 +Kb1) ≤ KeKa1T (1 +Kb1)
1
Θ = K̄.

(4.102)

Òîäi îöiíêà äëÿ ìàòðèöàíòà Ωt
0 íàáóâà¹ âèãëÿäó

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ K̄e−(γ−K(ã1+εa)− 1
Θ ln(1+K(b̃1+εb)))t äëÿ t > 0, ϕ ∈ Uε(Ω). (4.103)

Îñòàòî÷íî, ïîçíà÷èâøè K̂ = max{K̃, K̄}, ìà¹ìî îöiíêó

∥

∥Ωt
0(ϕ)

∥

∥ ≤ K̂e−(γ−K(ã1+εa)− 1
Θ ln(1+K(b̃1+εb)))t äëÿ t > 0, ϕ ∈ Tm. (4.104)

ßêùî óìîâà (4.92) âèêîíó¹òüñÿ, òî ìàòðèöàíò Ωt
τ(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó âèäó (4.83), àëå ìîæëèâî, ç iíøèìè êîíñòàíòàìè K i γ, áî ñòàëi εa i

εb ìè ìîæåìî âèáðàòè äîñòàòíüî ìàëèìè. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ

Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà â âèãëÿäi (4.84), à îòæå iñíó¹ ¹êñïîíåíöiàëüíî ñòiéêà òî-

ðî¨äàëüíà ìíîæèíà ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.85) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f(ϕ) i

g(ϕ) ∈ CÃ(Tm), ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dϕ1

dt
= − sin2

ϕ1

2
,

dϕ2

dt
= ω, ϕ ∈ T2,

dx

dt
= −x+ f(ϕ), ϕ ∈ T2\Ã, ∆x|

ϕ∈Ã = g(ϕ),
(4.105)

â ÿêié ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ T2, x− ñêàëÿð, ω− äîäàòíå ÷èñëî, f(ϕ), g(ϕ)− ñêàëÿð-

íi 2π− ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨. Çà ìíîæèíó Ã íåõàé ñëóæèòü äåÿêà çàìêíåíà

ëiíiÿ íà T2 Φ(ϕ1, ϕ2) = 0, äëÿ ÿêî¨ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Φ(ϕt(ϕ)) = 0 çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (4.79). Ñèñòåìà (4.105) ìà¹ iíâàðiàíòíó òîðî¨äàëüíó ìíîæè-

íó i âiäïîâiäíèé ìàòðèöàíò X t
τ(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.83) ç êîíñòàíòàìè

K = γ = 1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çáóðåíó ñèñòåìó

dϕ1

dt
= − sin2

ϕ1

2
,

dϕ2

dt
= ω, ϕ ∈ T2,

dx

dt
= (−1 + A sinϕ1)x+ f(ϕ), ϕ ∈ T2\Ã,

∆x|
ϕ∈Ã = B sinϕ1 · x+ g(ϕ),

(4.106)

â ÿêiéA iB ôiêñîâàíi äîäàòíi ÷èñëà. Ç'ÿñó¹ìî çàïèòàííÿ: ÷è ìàòèìå çáóðåíà

ñèñòåìà (4.106) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêó iíâàðiàíòíó ìíîæèíó äëÿ áóäü-ÿêèõ

ôóíêöié f(ϕ), g(ϕ) ∈ CÃ(T2)?.

Îñêiëüêè äëÿ çáóðþþ÷èõ âåëè÷èí ìà¹ìî îöiíêè

max
ϕ∈T2

A sinϕ1 = A, max
ϕ∈T2

B sinϕ1 = B.

òî çðîçóìiëî, ùî íå äëÿ âñiõ A i B ñèñòåìà (4.106) ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíî

ñòiéêó òîðî¨äàëüíó ìíîæèíó.

Çâåðíåìîñÿ òåïåð äî òâåðäæåíü òåîðåìè 1 i òåîðåìè 2.

Â íàøîìó âèïàäêó óìîâà (4.86) íàáóâà¹ âèãëÿäó

A+
1

Θ
ln(1 +B) < 1
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i çðîçóìiëî, ùî çàâæäè ìîæíà ïiäiáðàòè äîäàòíi êîíñòàíòè A i B òàêè-

ìè, ùîá îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñòàëà ñóïåðå÷ëèâîþ, à îòæå, òåîðåìà 1 íå äà¹

âiäïîâiäi íà ïîñòàâëåíå âèùå çàïèòàííÿ. Ðàçîì ç òèì äèíàìi÷íà ñèñòåìà

íà äâîâèìiðíîìó òîði T2 â äåÿêîìó ïðèêëàäi ìà¹ äîñèòü ïðîñòó ñòðóêòóðó

ìíîæèíè íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê. Öi¹þ ìíîæèíîþ ¹ ëèøå îäèí ìåðiäiàí ϕ1 = 0,

Ω = {ϕ ∈ T2 : ϕ1 = 0, ϕ2 ∈ T1}.

Íà öüîìó ìåðiäiàíi äëÿ åëåìåíòiâ çáóðåííÿ ìà¹ìî:

max
ϕ∈Ω

A sinϕ1 = 0, max
ϕ∈Ω

B sinϕ1 = 0

i íåðiâíiñòü (4.92) íàáóâà¹ âèãëÿäó 0 + 1
Θ ln 1 < 1

Òàêèì ÷èíîì, ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (4.106) ìà¹ åêñïîíåíöi-

àëüíî ñòiéêó iíâàðiàíòíó òîðî¨äàëüíó ìíîæèíó äëÿ áóäü-ÿêèõ f(ϕ), g(ϕ) ∈
CÃ(T2), ÿêùî òiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (4.79).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi:

� äîâåäåíi íîâi òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî òîðà

ëiíiéíîãî ðîçøèðåííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði;

� âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî

òîðà ó âèïàäêó Ëàïïî-Äàíèëåâñüêîãî;

� äîñëiäæåíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨

ìíîæèíè ðîçðèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, âèçíà÷åíî¨ â ïðÿìîìó äîáó-

òêó m− âèìiðíîãî òîðà Tm òà n− âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn.
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Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñòîñóþòüñÿ äîñëi-

äæåííÿ øèðîêîãî êëàñó ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi i â ïðÿ-

ìîìó äîáóòêóm− âèìiðíîãî òîðà Tm òà n− âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

Rn. Öi ðåçóëüòàòè ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó:

� Âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ ïåðiîäè-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïî-

ðÿäêó, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíîìó çáóðåííþ â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ

ôàçîâîþ òî÷êîþ ôiêñîâàíî¨ ïðÿìî¨;

� äîñëiäæåíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îäíî- i äâî-iìïóëüñíèõ ðîçðèâíèõ öè-

êëiâ ñëàáî íåëiíiéíèõ ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà ïëîùèíi, âñòà-

íîâëåíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi i íåñòiéêîñòiöèõ öè-

êëiâ;

� âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ øèðî-

êîãî êëàñó ëiíiéíèõ ðîçøèðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà òîði;

� äîñëiäæåíi ïèòàííÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí äî-

ñòàòíüî øèðîêîãî êëàñó ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ôàçîâèì ïðî-

ñòîðîì ÿêèõ ¹ ïðÿìèé äîáóòîêm− âèìiðíîãî òîðà Tm òà n− âèìiðíîãî

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn, ñôîðìóëüîâàíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè-

÷íî¨ ñòiéêîñòi òàêèõ ìíîæèí.

Îäåðæàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè â âèãëÿäi òåî-

ðåì i êðèòåði¨â ñòiéêîñòi óñïiøíî ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi

ðiçíîãî ðîäó çàäà÷ ïðèðîäîçíàâñòâà, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÿêèõ çâîäÿòüñÿ äî

äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ iìïóëüñíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü.
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