
Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 519.21

О. П. Макарчук1, к.ф.-м.н., доц
К. С. Сальник2, аспiрант

Асимптотична поведiнка модуля
характеристичної функцiї розподiлу
Кантора
1 Центральноукраїнський державний педагогi-
чний унiверситет iменi Володимира Винничен-
ка, 25006, м. Кропивницький, вул. Шевченка,
1
e-mail: makolpet@gmail.com
2 Центральноукраїнський державний педагогi-
чний унiверситет iменi Володимира Винничен-
ка, 25006, м. Кропивницький, вул. Шевченка,
1
e-mail: vikasvat2013@gmail.com

O. P. Makarchuk1, PhD. Phys.-Math.Sci
K. S. Salnik2, PhD student

Asymptotic behavior of the module of the
characteristic Cantor distribution
function

1Volodymyr Vynnychenko Central Ukrai-
nian State Pedagogical University, 25006,
Kropyvnytskyi, Shevchenko Str, 1
e-mail: makolpet@gmail.com
2Volodymyr Vynnychenko Central Ukrai-
nian State Pedagogical University, 25006,
Kropyvnytskyi, Shevchenko Str, 1
e-mail: vikasvat2013@gmail.com

В роботi дослiджується асимптотична поведiнка модуля характеристичної функцiї ви-
падкової величини, функцiєю розподiлу якої являється класична сингулярна функцiя Кантора.
Акцент здiйснюється на обчисленнi верхньої границi модуля характеристичної функцiї розподi-
лу Кантора. Ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає розподiлу Кантора входить до класу симетричних
згорток Бернуллi, iнтерес до яких на сьогоднiшнiй день є значним. Симетричнi згортки Бер-
нуллi активно долсiджувались як вiтчизняними математиками: М. Працьовитий, Г.Турбiн,
Г.Торбiн, Я.Гончаренко, О. Барановський та iншими, так i зарубiжними: Erdos P, Peres Y,
Schlag W, Solomyak B, Albeverio S та iншими. Величина верхньої границi модуля характеристи-
чної функцiї вiдiграє важливу роль в проблемi визначення лебегiвської структури розподiлiв
сум напевно збiжних випадкових рядiв з незалежними дискретними доданками (випадкових ве-
личин типу Джессена-Вiнтера). В статтi знайдено точне значення верхньої границi модуля
характеристичної функцiї розподiлу Кантора.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: послiдовнiсть, випадкова величина, характеристична функцiя, розподiл Кан-
тора, трiйковий розклад.

The asymptotic behavior of the modulus of a characteristic function of a random variable, the di-
stribution function of which is the classical singular Cantor function, is investigated. The emphasis
is on calculating the upper bound of the modulus of the characteristic Cantor distribution function.
The probabilistic measure corresponding to Cantor’s distribution belongs to the class of Bernoulli’s
symmetric convolutions, the interest in which is considerable today. Bernoulli’s symmetrical convoluti-
ons were actively studied by both domestic mathematicians: M. Pratsovyty, G. Turbin, G. Torbin, J.
Honcharenko, O. Baranovsky and others, and foreign ones: Erdos P, Peres Y, Schlag W, Solomyak
B, Albeverio, S and other. The value of the upper bound of the modulus of the characteristic function
plays an important role in the problem of determining the Lebesgue structure of distributions of sums
of probably convergent random series with independent discrete terms (random values of the Jessen-
Winter type). The exact value of the upper bound of the module of the characteristic Cantor distribution
function is found in the article.

Key Words: sequence, random variable, characteristic function, Cantor distribution, ternary decomposi-
tion.

c⃝ О.П. Макарчук, К.С. Сальник, 2021
63

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.9



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

1 Вступ

Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин, якi набувають значень 0 та 2 з
ймовiрностями 1

2 вiдповiдно. Розглянемо випад-
кову величину

ξ =

∞∑
k=1

ξk3
−k.

Вiдомо [3], що Fξ(x) є класичною сингулярною
функцiєю Кантора.

Для випадкової величини ψ та її характе-
ристичної функцiї fψ(t) = M(eitψ) розглянемо
величину

Lψ = lim
|t|→∞

sup |fψ(t)|.

Вiдомо [2], що якщо розподiл ψ дискретний, то
Lψ = 1, адже fψ(t) є майже-перiодичною фун-
кцiєю. Якщо розподiл ψ абсолютно неперевний,
то Lψ = 0. Якщо розподiл ψ сингулярний, то
Lψ може набувати довiльного значення з вiд-
рiзку [0; 1]. В роботi [8] Жиро навiв приклад
сингулярного розподiлу ψ, для якого Lψ = 0.
Приклад характеристичної функцiї сингуляр-
ного розподiлу ψ, для якого Lψ = 1 наведено
Вiнтнером в роботi [10] та Єссеєном в [7]. Син-
гулярнi розподiли ψ, для яких Lψ набуває зада-
ного значення з вiдрiзку [0; 1] побудованi Швар-
цем [9].

В цiлому, проблема знаходження точного
значення Lψ, для випадкових величин ψ, що є
сумами напевно збiжних випадкових рядiв з не-
залежними дискретними доданками є нетривi-
альною, про що свiдчать роботи [1, 4, 5, 6].

2 Величина верхньої границi модуля
характеристичної функцiї розподiлу
Кантора

Теорема 1. Виконується рiвнiсть:

Lξ =
+∞∏
n=1

cos(
π

3n
).

Доведення. Зрозумiло, що

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

|f ξk
3k

(t)| =
+∞∏
k=1

|cos( t
3k

)|.

Lξ > lim
n→+∞

|fξ(π3n)| =
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
). (1)

Нехай πtn — зростаюча необмежена послiдов-
нiсть дiйсних чисел така, що

lim
n→+∞

|fξ(tn)| = Lξ.

Зрозумiло, що

πtn

3[log3(tn)]+2
<

πtn

3log3(tn)+1
=
π

3
.

πtn

3[log3(tn)]+2
> πtn

3log3(tn)+2
=
π

9
.

Оскiльки послiдовнiсть πtn
3[log3(tn)]+2 обмежена, то

з неї можливо видiлити збiжну пiдпослiдов-
нiсть. Отже, iснує зростаюча необмежена послi-
довнiсть дiйсних чисел t̃n така, що

lim
n→+∞

|fξ(πt̃n)| = Lξ. (2)

lim
n→+∞

t̃n

3[log3(t̃n)]+2
= γ ∈ [

1

9
;
1

3
].

Позначимо:

γ∗(n) =
t̃n

3[log3(t̃n)]+2
.

Нехай

γ = ∆3
α00...0︸ ︷︷ ︸

a1

11...1︸ ︷︷ ︸
b1

22...2︸ ︷︷ ︸
c1

...00...0︸ ︷︷ ︸
an

11...1︸ ︷︷ ︸
bn

22...2︸ ︷︷ ︸
cn

...
,

де α = 0 або α = 1.
Припустимо, що послiдовностi an та bn

обмеженi, тобто для деякого натурального L та
для кожного натурального n: an 6 L та bn 6 L.
Розглянемо випадки.

Випадок 1. Iснує N1 ∈ N такий, що для
кожного натурального n > N1: an > 1. Запише-
мо число γ в наступному виглядi:

γ = ∆3
α01α02...α0d0

00...0︸ ︷︷ ︸
e1

α11α12...α1d1
...00...0︸ ︷︷ ︸

en

αn1αn2...αndn ...
.

Нехай

γ∗ = ∆3
α01α02...α0d0

00...0︸ ︷︷ ︸
e1

α11α12...α1d1
...00...0︸ ︷︷ ︸

en

αn1αn2...αndnτ1τ2...
,

де τ1, τ2, ... — довiльнi цифри. Зрозумiло, що
для кожного k ∈ {1; 2; ...;n− 1}:

γ∗ · 3d0+e1+d1+...+ek+dk = wk +∆3
00...0︸ ︷︷ ︸
ek+1

...
,
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де wk — деяке цiле число, причому

∆3
00...0︸ ︷︷ ︸
ek+1

...
> ∆3

00...0︸ ︷︷ ︸
L

1(0)
.

Маємо:

|cos(γ∗ · 3d0+e1+d1+...+ek+dk)| 6 |cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l0 таке,
що

|cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|l0 < Lξ.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l1 таке,
що для кожного n > l1 першi d0 + e1 + d1 + ...+
el0 + dl0 цифр трiйкових зображень чисел γ∗(n)
та γ рiвнi.

Зрозумiло, що iснує натуральне число l2 та-
ке, що для кожного n > l2:

[log3(t̃n)] + 2 > d0 + e1 + d1 + ...+ el0 + dl0 .

Нехай l3 = max(l1; l2), тодi при n > l3 маємо:

|fξ(πt̃n)| 6
l0∏
j=1

|cos(γ∗(n) · 3d0+e1+d1+...+ej+dj )| 6

6 |cos(∆3
00...0︸ ︷︷ ︸

L

1(0)
)|l0 < Lξ.

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Випадок 2. Iснує N2 ∈ N такий, що для

кожного натурального n > N2 виконується умо-
ва cn > 1. Запишемо число γ в наступному ви-
глядi:

γ = ∆3
β01β02...β0f0 22...2︸ ︷︷ ︸

g1

β11β12...β1f1 ...22...2︸ ︷︷ ︸
gn

βn1...βnfn ...
.

Зрозумiло, що для кожного натурального k :

∆3
22...2︸ ︷︷ ︸
gk+1

...
6 ∆3

22...2︸ ︷︷ ︸
L

2(0)
.

Мiркуючи аналогiчним чином, як i по вiдно-
шенню до попереднього випадку отримаємо, що
для достатньо великих n :

|fξ(πt̃n)| < Lξ.

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Випадок 3. Iснує N3 ∈ N такий, що для

кожного натурального n > N3 виконується умо-
ва an = cn = 0.

Запишемо число γ в наступному виглядi:

γ = ∆3
δ1δ2...δj(1)

.

Маємо:

γ3j = 3j(
δ1
3

+
δ2
32

+ ...+
δj
3j

) +
1

2
.

При (n→ +∞) маємо:

γ∗(n) · 3j → 3j(
δ1
3

+
δ2
32

+ ...+
δj
3j

) +
1

2
.

cos(γ∗(n)·3j) → cos(3j(
δ1
3
+
δ2
32

+...+
δj
3j

)+
1

2
) = 0.

Зрозумiло, що iснує натуральне число r3 та-
ке, що для кожного n > r3

[log3(t̃n)] + 2 > aj .

Маємо:

|fξ(πt̃n)| 6 cos(γ∗(n) · 3j) → 0(n→ +∞).

Маємо суперечнiсть з умовою 2.
Отже, або послiдовнiсть an необмежена або

необмеженою є послiдовнiсть cn.
Випадок 4. Нехай γ — трiйково-

iррацiональне число (γ ̸= a
3b
∀a, b ∈ N).

Випадок 4.1. Нехай an є необмеженою по-
слiдовнiстю.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
γ01γ02...γ0h0 00...0︸ ︷︷ ︸

k1

γ11γ12...γ1h1 ...00...0︸ ︷︷ ︸
kn

γn1...γnhn ...
.

Зрозумiло, що серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ... або
нескiнченна множина одиниць або нескiнченна
множина двiйок.

Випадок 4.1.A. Серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ...
нескiнченна множина одиниць.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
ε01ε02...ε0m0 00...0︸ ︷︷ ︸

o1

ε11ε12...ε1h1 ...00...0︸ ︷︷ ︸
on

εn1...εnmn ...
.

де послiдовнiсть on зростаюча.
Для заданого достатньо малого ε > 0 iснує

натуральне A∗ таке, що

1

3A∗ < ε.
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Зрозумiло, що iснує натуральне число A та-
ке, що

oA > A∗.

Зрозумiло, що iснує натуральне число N4

таке, що для кожного n > N4 першi m0 + o1 +
m1 + ... + ol0 +ml0 цифр трiйкових зображень
чисел γ∗(n) та γ рiвнi.

Зрозумiло, що iснує натуральне число N5

таке, що для кожного n > N5:

[log3(t̃n)] + 2 > m0 + o1 +m1...+ oA +mA.

Нехай N6 = max(N4;N5), тодi при n > N6

маємо:

γ∗(n) · 3m0+
∑A−1

j=1 (oj+mj) =

= ∆3
100...0︸ ︷︷ ︸

oA

ε1Aε2A...εAmA
...
6 1

3
+

1

3oA
<

1

3
+ ε.

Випадок 4.1.B. Серед чисел γ1h1 , γ2h2 , ...
нескiнченна множина двiйок.

Аналогiчним чином, як i у випадку 4.2.A
можливо отримати, що для деякої послiдовно-
стi натуральних чисел pn:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3pn − 2

3
| = 0.

Випадок 4.2. Нехай cn є необмеженою по-
слiдовнiстю.

Запишемо число γ у виглядi:

γ = ∆3
θ01θ02...θ0r0 22...2︸ ︷︷ ︸

s1

θ11θ12...θ1r1 ...θ22...2rnθn1...θnrn ...
.

Зрозумiло, що серед чисел θ1r1 , θr2 , ... або
нескiнченна множина нулiв або нескiнченна
множина одиниць.

Якщо серед чисел θ1r1 , θr2 , ... нескiнченна
кiлькiсть нулiв, можливо показати, що для де-
якої послiдовностi натуральних чисел qn:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3qn − 1

3
| = 0.

Якщо серед чисел θ1r1 , θr2 , ... нескiнченна
кiлькiсть одиниць, можливо показати, що для
деякої послiдовностi натуральних чисел un:

lim
n→+∞

|γ∗(n)3un − 2

3
| = 0.

Випадок 5. Нехай γ — трiйково-
рацiональне число, тобто для деяких натураль-
них a та b виконується рiвнiсть γ = a

3b
.

Число γ можливо записати у виглядi:

γ = ∆3
µ1µ2...µE(0),

де µE дорiвнює одиницi або двiйкi.
З iншого боку число γ можливо записати у

виглядi:
γ = ∆3

ν1ν2...νF (2),

де νF дорiвнює нулю або одиницi.
Легко бачити, що послiдовнiсть γ∗(n) або

мiстить нескiнченну кiлькiсть членiв виду

γ = ∆3
µ1µ2...µE 00...0︸ ︷︷ ︸

xn

...
,

де xn необмежена послiдовнiсть; або γ∗(n) мi-
стить нескiнченну кiлькiсть членiв виду

γ = ∆3
ν1ν2...νF 22...2︸ ︷︷ ︸

yn

...
,

де yn необмежена.
Мiркуючи аналогiчно до випадку 4, можли-

во показати, що

lim
n→+∞

|γ∗(n)3E−1 − µE
3
| = 0,

або

lim
n→+∞

|γ∗(n)3F−1 − 1 + νF
3

| = 0.

Отже, є вiрним одне з тверджень.
Твердження 1. Для кожного додатного ε

та натурального N iснують натуральнi числа
n > N та Hn > 2 такi, що

| πt̃n
3Hn

− π

3
| < ε.

Твердження 2. Для кожного додатного ε
та натурального T iснують натуральнi числа
n > T та Gn > 2 такi, що

| πt̃n
3Gn

− 2π

3
| < ε.

Припустимо, що

Lξ >
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
) = |fξ(π)|.

Виберемо додатне число δ так, що

δ <
1

2
(Lξ −

+∞∏
k=1

cos(
π

3k
)),
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звiдки

Lξ − δ > δ +
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
),

тодi iснує натуральне число N7 таке, що для
всiх натуральних n > N7 виконується умова:

||fξ(t̃n)| − Lξ| < δ,

звiдки
|fξ(t̃n)| > Lξ − δ. (3)

Нехай виконується твердження 1. Оскiльки
функцiя |fξ(x)| є неперевною, то iснує ε > 0 та-
ке, що для кожного числа x, яке задовольняє
умову

|x− π| < ε,

виконується умова:

||fξ(x)| − |fξ(π)|| < δ,

тобто

|fξ(x)| < |fξ(π)|+ δ = δ +
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
).

Зрозумiло, що iснує натуральнi числа n > N7

та Hn > 2 такi, що

| πt̃n
3Hn

− π

3
| < ε

3
,

звiдки

| πt̃n
3Hn−1

− π| < ε,

а тому

|fξ(
πt̃n

3Hn−1
)| < |fξ(π)|+ δ.

Маємо:

|fξ(t̃n)| = |fξ(
πt̃n

3Hn−1
)|
Hn−1∏
j=1

|cos( t̃n
3j

)| 6

6 |fξ(
πt̃n

3Hn−1
)| < |fξ(π)|+ δ < Lξ − δ.

Маємо суперечнiсть з умовою 3.
Нехай виконується твердження 2.
Зазначимо, що

|fξ(2π)| = |cos(2π
3
)|

+∞∏
k=2

cos(
2π

3k
) =

= cos(
π

3
)

+∞∏
k=2

cos(
2π

3k
) <

+∞∏
k=1

cos(
π

3k
) = |fξ(π)|.

Оскiльки функцiя |fξ(x)| є неперевною, то iснує
ε > 0 таке, що для кожного числа x, яке задо-
вольняє умову

|x− 2π| < ε,

виконується умова:

||fξ(x)| − |fξ(2π)|| < δ,

тобто

|fξ(x)| < |fξ(2π)|+ δ = δ +

+∞∏
k=1

|cos(2π
3k

)|.

Зрозумiло, що iснує натуральнi числа n > N7

та Gn > 2 такi, що

| πt̃n
3Gn−1

− 2π| < ε,

а тому

|fξ(
πt̃n

3Gn−1
)| < |fξ(2π)|+ δ.

Маємо:

|fξ(t̃n)| = |fξ(
πt̃n

3Gn−1
)|
Gn−1∏
j=1

|cos( t̃n
3j

)| 6

6 |fξ(
πt̃n

3Gn−1
)| < |fξ(2π)|+ δ < Lξ − δ.

Маємо суперечнiсть з умовою 3.
Отже,

Lξ 6
+∞∏
k=1

cos(
π

3k
),

що разом з умовою 1 доводить твердження те-
ореми.

3 Висновки

В роботi доведено, що

lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| =
+∞∏
n=1

cos(
π

3n
).

для характеристичної функцiї fξ(t) випадкової
величини ξ, функцiєю розподiлу якої є сингу-
лярна функцiя Кантора.

В результатi було також показано, що

lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| = lim
n→+∞

|fξ(πn)|.
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