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Для довiльного метричного простору (X, d) пiдмножина A ⊂ X називається роздiляючою,
якщо для деяких двох точок x ≠ y ∈ X iснує точка a з множини A така, що d(a, x) ≠ d(a, y).
Метричною розмiрнiстю md(X) простору X називається потужнiсть роздiляючої множини
з найменшою кiлькiстю елементiв.

Загалом задача пошуку метричної розмiрностi метричного простору є NP–важкою задачею
[1]. В данiй роботi описано метричну розмiрнiсть для деяких конструкцiй метричних просто-
рiв, зокрема повнiстю охарактеризовано метричну розмiрнiсть прямої суми метричних про-
сторiв i розглянуто певнi властивостi метричної розмiрностi прямого добутку метричних
просторiв.

Ключовi слова: метрична розмiрнiсть, пряма сума метричних просторiв, прямий добуток
метричних просторiв.

For an arbitrary metric space (X, d) subset A ⊂ X is called resolving if for any two points x ≠ y ∈
X there exists point a in subset A for which following inequality holds d(a, x) ≠ d(a, y). Cardinality of
the subset A with the least amount of points is called metric dimension.

In general, the problem of finding metric dimension of a metric space is NP–hard[1]. In this
paper metric dimension for particular constructs of metric spaces is provided. In particular, it is fully
characterized metric dimension for the direct sum of metric spaces and shown some properties of the
metric dimension of direct product.

Key Words: metric dimension, direct sum of metric spaces, direct product of metric spaces.

1 Вступ

Поняття метричної розмiрностi метричних про-
сторiв було введене в 1953 роцi Блюмента-
лем [2]. Через 20 рокiв воно було застосоване до
метричних просторiв визначених на графах Ха-
рарi, Мелтером i Слатером [3, 4]. З’ясувалось,
що метрична розмiрнiсть має широке коло за-
стосувань, зокрема в хiмiї, робототехнiцi, для
визначення мiсцезнаходження роботiв, бiологiї,
комбiнаторiй оптимiзацiї та iнших [5, 4]. В за-
гальному випадку пошук метричної розмiрно-
стi простору, що визначається графами, є NP-
важкою задачею, оскiльки до задачi пошуку ме-
тричної розмiрностi зводиться задача пошуку
клiки в графi [1]. Тому дослiдження метричної
розмiрностi проводились в декiлькох напрям-
ках, зокрема опис метричної розмiрностi для
певних родин графiв [6, 4], або для певних кон-
струкцiй [7].

У 2013 роцi С. Бау та A. Ф. Беардон в роботi

[8] продовжили iдею Блюменталя дослiджува-
ти метричу розмiрнiсть метричних просторiв.
Зокрема, ними було обчислено метричну роз-
мiрнiсть куль в k–вимiрному Евклiдовому про-
сторi. Пiзнiше М. Хейдарпур та С. Махсаудi
обчислили метричну розмiрнiсть геометричних
просторiв. Зрозумiло, що в загальному випад-
ку задача пошуку метричної розмiрностi метри-
чних просторiв є NP-важкою, оскiльки вона є
NP-важкою для просторiв, визначених графа-
ми. Тому є цiкавими, як i у випадку графiв,
випадки, коли можна отримати формулу для
обчислення метричної розмiрностi для певних
родин метричних просторiв.

В цiй замiтцi ми розглянемо метричну роз-
мiрнiсть конструкцiй метричних просторiв. А
саме, повнiстю охарактеризуємо метричну роз-
мiрнiсть для прямої суми метричних просторiв
i отримаємо певнi оцiнки для метричної розмiр-
ностi прямого добутку метричних просторiв.

c⃝ Б.С. Пономарчук, 2020
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2 Метрична розмiрнiсть деяких просто-
рiв

Нагадаємо означення метричної розмiрностi
метричних просторiв [9].

Нехай (X, d) — метричний простiр. Кажуть,
що непорожня пiдмножина A множини X роз-
дiляє точки простору (X, d) якщо для довiль-
них рiзних точок x i y простору X iснує та-
ка точка a ∈ A, що виконується нерiвнiсть
d(x, a) ̸= d(y, a). Точки цiє пiдножини A назива-
ються роздiляючими. Метричною розмiрнiстю
md(X) метричного простору (X, d) називають
потужнiсть мiнiмальної за вiдношенням вклю-
чення множини B з усiх роздiляючих пiдмно-
жин множини X, а сама така пiдмножина B на-
зивається метричним базисом метричного про-
стору (X, d).

Твердження 1. Нехай (X, d) — метричний
простiр, у якого всi значення метрики d рiзнi.
В такому випадку md(X) = 1.

Нагадаємо, що метричний простiр (Y, dY )
називається еквiдистантним, якщо iснує та-
ке додатнє дiсне число c ∈ R+, що для всiх
y1, y2 ∈ Y виконується рiвнiсть

d(y1, y2) =

{
0, якщо y1 = y2,
c, в iншому випадку.

Твердження 2. Метричний базис n-
точкового еквiдистантного простору складає-
ться з n− 1 точок, тобто md(Y ) = |Y | − 1.

Твердження 3. Нехай I — деяка множина
iндексiв, X = {xi}i∈I — пiдмножина множи-
ни дiйсних чисел, для якої iснує найбiльший
або найменший елемент x0. Тодi точка x0 є
метричним базисом простору X з Евклiдовою
метрикою, i, вiдповiдно, md(X) = 1.

3 Пряма сума метричних просторiв

Нехай (X1, d1), . . ., (Xn, dn) — скiнченнi метри-
чнi простори, причому вважатимемо, що Xi ∩
Xj = ∅, для всiх i, j, 1 6 i, j 6 n.

Прямою сумою метричних просторiв X1⊕
X2 ⊕ . . . ⊕ Xn називається простiр визначений
на множинi X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn з метрикою

τc(u, v) =

{
dXi(u, v), якщо u, v ∈ Xi

c, в iншому випадку
,

де c — деяке фiксоване додатнє число, для
якого виконується нерiвнiсть

max{diam(X1), . . . , diam(Xn)} < c.

Тобто, якщо точки u та v належать до рiзних
множин Xi та Xj , то вiдстань мiж ними дорiв-
нює c. Якщо ж вони належать до однiєї мно-
жини u, v ∈ Xi, то значення функцiї τc дорiв-
нює вiдстанi мiж цими точками вiдповiдно до
метрики визначеної на цiй множинi dXi(u, v).
Конструкцiя названа прямою сумою метричних
просторiв, оскiльки група iзометрiй прямої су-
ми метричних просторiв iзоморфна як група
пiдстановок прямiй сумi груп iзометрiй цих про-
сторiв (див. [10]).

Теорема 1. Метрична розмiрнiсть прямої су-
ми X1 ⊕ . . . ⊕ Xn метричних просторiв X1,
. . ., Xn дорiвнює сумi метричних розмiрностей
цих просторiв

md(X1 ⊕ . . .⊕Xn) =

n∑
i=1

(md(Xi)).

Доведення. Нехай Vi = {vi1, . . . , viki} — метри-
чний базис простору Xi, 1 6 i 6 n. Спочатку
покажемо, що об’єднання множин V =

∪n
i=1 Vi

є роздiляючою множиною. Справдi, нехай x, y
довiльнi точки простору X1 ⊕ . . . ⊕ Xn. Якщо
x i y належать однiй множинi Xj , 1 6 j 6 n,
то iснує точка vji , 1 6 i 6 kj , метричного ба-
зису Vj , а отже i множини V , що їх роздiляє.
Якщо x i y належать рiзним множинам Xj i
Xq, 1 6 j, q 6 n, то вони роздiлятимуться до-
вiльною точкою множин Vj або Vq, якi є пiдмно-
жинами множини V .

Покажемо тепер, що множина V є метри-
чним базисом прямої суми X1 ⊕ . . .⊕Xn, тобто
найменшою за вiдношенням включення роздi-
ляючою множиною.

Нехай vqj ∈ V — деяка точка метричного ба-
зису простору (Xq, dXq), 1 6 q 6 n, 1 6 i 6 kq.
Покажемо, що множина V \ {vqj} не є метри-
чним базисом X1 ⊕ . . . ⊕ Xn. Оскiльки точка,
vqj ∈ V входить до метричного базису просто-
ру (Xq, dXq), то iснують деякi точки u,w ∈ Xq,
що роздiляються точкою vqj i не роздiляються
iншими точками з Vq. Тодi точки u,w ∈ Xq

не роздiлятимуться довiльною точкою множи-
ни V \{vqj}. Справдi, точками множини Vq \{vqj}
вони не роздiлятимуться за вибором пари u,w.
Крiм того, згiдно з визначенням метрики τ для
довiльної точки vli ∈ V , 1 6 l 6 n, l ̸= q,
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1 6 i 6 kl, яка не є точкою пiдмножини Xq

виконується рiвнiсть:

τ(u, vl) = τ(w, vl) = c.

Оскiльки точку vqj ми вибирали довiльну, то V
є найменшою за вiдношенням включення роздi-
ляючою множиною X1 ⊕ . . .⊕Xn, тобто метри-
чним базисом.

4 Прямий добуток метричних просторiв

Прямим добутком метричних просторiв
(X, dX) та (Y, dY ) називається метричний про-
стiр визначений на множинi X × Y та заданою
на нiй однiєю з трьох метрик d1, d2 або d∞ (див.
[11]):

1) d1((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) +
+ dY (y1, y2);

2) d2((x1, y1), (x2, y2)) =
=
√
dX(x1, x2)2 + dY (y1, y2)2;

3) d∞((x1, y1), (x2, y2)) =
= max{dX(x1, x2); dY (y1, y2)}.

Оскiльки метричнi простори (X × Y, d1), (X ×
Y, d2), (X × Y, d∞) топологiчно еквiвалентнi, то
часто не уточнюють, як саме задається метри-
ка. З точки зору метричної розмiрностi всi три
конструкцiї рiзнi, i для вiдповiдних метричних
просторiв метрична розмiрнiсть обчислювати-
меться по-рiзному.

Теорема 2. Нехай X — деякий метричний
простiр, всi значення метрики в якому попар-
но рiзнi, а Y — скiнченний еквiдистантний ме-
тричний простiр, |Y | = m > 4. Тодi для ме-
тричного простору (X×Y, d1) виконується рiв-
нiсть

md(X × Y, d1) = md(Y ) = m− 1.

Доведення. Побудуємо роздiляючу множину B
метричного простору (X × Y, d1) визначеного
як прямий добуток просторiв X = {xi}i∈I та
Y = {y1, . . . ym}, де I — деяка множина iнде-
ксiв.

Нехай маємо двi рiзнi точки (x1, y1), (x2, y2) ∈
(X × Y, d1). Припустимо, що цi точки роздi-
ляються деякою точкою (xi, yj) ∈ B, i ∈ I,
1 6 j 6 m. Тодi, згiдно визначення матимемо:

d1((x1, y1), (xi, yj)) ̸= d1((x2, y2), (xi, yj)).

Цю нерiвнiсть можна переписати в такому ви-
глядi:

dX(x1, xi) + dY (y1, yj) ̸= dX(x2, xi) + dY (y2, yj)
(1)

Розглянемо наступнi випадки:
1. x1 = x2. В такому випадку в умовi (1)

доданки dX(x1, xi) та dX(x2, xi) будуть рiвними
i наша умова зведеться до

dY (y1, yj) ̸= dY (y2, yj),

тобто yj повинна роздiляти точки y1 i y2. А
оскiльки простiр Y еквiдiстантний, i точки y1
i y2 ми вибирали довiльним чином, то в множи-
ну B мають входити всi точки вигляду (xi, yj),
1 6 j 6 m− 1, для деякого фiксованого i, i ∈ I.

2. x1 ̸= x2. Покажемо, що довiльна точка
(xi, yj), 1 6 j 6 m− 1, yj ̸= y1, yj ̸= y2, роздiля-
тиме точки (x1, y1), (x2, y2) ∈ (X×Y ). Спочатку
зауважимо, що в множинi B така точка iснує,
оскiльки |Y | > 4. Так як простiр (Y, dY ) – еквi-
дистантний, то

dY (y1, yj) = dY (y2, yj),

а отже умова 1 зведеться до вигляду

dX(x1, xi) ̸= dX(x2, xi).

Але в просторi (X, dX) всi значення метрики по-
парно рiзнi, тому нерiвнiсть виконуватиметься.

Зауважимо, що за побудовою, множина

B = {(xi, y1), . . . , (xi, ym−1)},

де i деякий фiксований iнекс з множини I, є та-
кож мiнiмальною роздiляючою множиною, тоб-
то базисом. Таким чином матимемо, що розмiр-
нiсть прямого добутку метричних просторiв до-
рiвнює розмiрностi еквiдистантного простору

md(X × Y, d1) = m− 1 = md(Y ).

Теорема 3. Якщо (X, dX) та (Y, dY ) — еквi-
дистантнi метричнi простори, то метрична
розмiрнiсть прямого добутку цих просторiв з
визначеною метрикою d1 дорiвнює

md(X × Y, d1) = md(X) +md(Y ).
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Доведення. Нехай X = {x1, . . . , xn} i Y =
{y1, . . . ym}, для яких md(X) та md(Y ) — їх ме-
тричнi розмiрностi вiдповiдно. Покажемо, що
множина

BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),

(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)}

є базисом простору (X×Y, d1). Справдi, для
будь-яких двох точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) про-
стору X × Y , ми завжди можемо знайти роз-
дiляючу точку (xu, yv) таку, щоб одна з її ко-
ординат спiвпадала з вiдповiдною кординатою
точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2). Тобто, щоб викону-
валась одна з рiвностей xu = xu1 чи xu = xu2 ,
yv = yv1 чи yv = yv2 . Тодi один з доданкiв в
сумах:

d1((xu1 , yv1), (xu, yv)) = dX(xu1 , xu) + dY (yv1 , yv)

d1((xu2 , yv2), (xu, yv)) = dX(xu2 , xu) + dY (yv2 , yv)

буде перетворюватися в 0. Вiдповiдно, вiдстанi
будуть рiзними. Таким чином BX×Y є роздiля-
ючою множиною.

Покажемо тепер, що BX×Y є мiнiмальною
за вiдношенням включення.

Припустимо, що метричним базисом буде
множина BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),
(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)} \ {(xi, yj)}, де 1 6
i < n, j = m або i = n− 1, 1 6 j < m. Розгляне-
мо двi точки з координатами (xi, yj) та (xi, ym).
В множинi B для них має iснувати роздiляюча
точка з координатами (u, v). Згiдно визначення
роздiляючої точки матимемо:

d1((u, v), (xi, yj)) ̸= d1((u, v), (xi, ym))

dX(u, xi) + dY (v, yi) ̸= dX(u, xi) + dY (v, ym)

dY (v, yi) ̸= dY (v, ym)

А так як нашi простори еквiдистантнi то вiд-
станi dY (v, yi) та dY (v, ym) будуть рiвними, тоб-
то наше припущення неправильне i точка з ко-
ординатами (xi, yj) має входити до метричного
базису.

Розмiр, таким чином, визначеного базису
буде дорiвнювати:

n−1+m−1 = (n−1)+(m−1) = md(X)+md(Y )

Вводячи додатковi обмеження на метри-
чнi простори, кiлькiсть точок у базисi прямого
добутку можна зменшити. Найтривiальнiшим
прикладом в даному разi буде випадок, коли
простори (X, dX) i (Y, dY ) такi, що всi вiдстанi
в (X × Y, d1) є попарно рiзними. Тодi, вiдповiд-
но, метрична розмiрнiсть простору (X × Y, d1)
дорiвнюватиме одиницi md(X × Y ) = 1.

Теорема 4. Якщо (X, dX) та (Y, dY ) — еквiди-
стантнi метричнi простори, то метричний
простiр визначений на їх добутковi з Евклiдо-
вою метрикою

d2((x1, y1), (x2, y2)) =

=
√

(dX(x1, x2))2 + (dY (y1, y2))2

матиме метричну розмiрнiсть, що дорiвнює
сумi метричних розмiрностей цих просторiв

(X × Y, d2) = md(X) +md(Y ). (2)

Доведення. Для просторiв (X, dX) та (Y, dY ), де
X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , ym} визначимо
пiдмножину BX×Y = {(x1, ym), . . . , (xn−1, ym),
(xn−1, y1), . . . , (xn−1, ym−1)} прямого добутку
X × Y й покажемо, що ця множина є
роздiляючою. Нехай маємо двi рiзнi точки
(x1, y1), (x2, y2) ∈ (X × Y ) та роздiляючу їх
(xi, yj). Згiдно визначення метричного базису
матимемо:

d2((x1, y1), (xi, yj)) ̸= d2((x2, y2), (xi, yj))

√
dX(x1, xi)2 + dY (y1, yj)2 ̸=

̸=
√
dX(x2, xi)2 + dY (y2, yj)2

dX(x1, xi)
2+dY (y1, yj)

2 ̸= dX(x2, xi)
2+dY (y2, yj)

2

Далi застосовуючи мiркування аналогiчнi неве-
деним в доведеннi теореми (3) матимемо, що
базис метричного простору (X×Y, d2) такий са-
мий як i для метричного простору (X × Y, d1),
а вiдповiдно їх метричнi розмiрностi збiгаю-
ться.

Зауваження 1. В теоремi 4 рiвнiсть (2) ви-
конується така ж як i для метрики d1. Але,
метрична розмiрнiсть просторiв (X × Y, d1)
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та (X ×Y, d2) збiгається не завжди. Для при-
кладу можна взяти в якостi простору X вер-
шини прямокутного трикутника з вiдстаня-
ми мiж ними, що дорiвнюють 3, 4 та 5. А про-
стiр Y визначити як двi точки з вiдстанню 3
мiж ними. В такому випадку до метричного
базису (X × Y, d1) входитиме лише одна то-
чка, а в метричний базис простору (X × Y, d2)
входитимуть двi точки. Тому матимемо, що
md(X × Y, d1) ̸= md(X × Y, d2).

Теорема 5. Нехай (X, dX) та (Y, dY ) — еквi-
дистантнi метричнi простори, на яких визна-
чено прямий добуток X × Y з метрикою

d∞((x1, y1), (x2, y2)) = max{dX(x1, x2); dY (y1, y2)}.

Метрична розмiрнiсть метричного простору
(X × Y, d∞) в такому випадку дорiвнюватиме

md(X×Y, d∞) =



|X| × (|Y | − 1), у випадку,
якщо cX > cY ,

|Y | × (|X| − 1), у випадку,
якщо cX < cY ,

|X| × |Y | − 1, у випадку,
якщо cX = cY .

де cX i cY ненульовi значення метрик просто-
рiв X i Y вiдповiдно.

Доведення. Нехай, як i ранiше, X =
{x1, . . . , xn} i Y = {y1, . . . ym} i md(X) та
md(Y ) — їх метричнi розмiрностi вiдповiдно.
Розглянемо можливi випадки.

1. cX > cY . Визначимо множину B =
{(xi, yj)|i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m − 1} й пока-
жемо, що вона є метричним базисом простору
(X × Y, d∞).

В такому випадку, для двох довiльних то-
чок (xu, ym) та (xv, ym), що належать множи-
нi X × Y та не входять до метричного базису
B ми зможемо взяти роздiляючою деяку точку
(xu, yj) й таким чином матимемо що

d∞((xu, ym), (xu, yj)) =

= max{dX(xu, xu); dY (ym, yj)} =

= dY (ym, yj)

d∞((xv, ym), (xu, yj)) =

= max{dX(xu, xv); dY (ym, yj)} =

= dX(xu, xv)

dY (ym, y1) ̸= dX(xu, xv).

В результатi нашi вiдстанi будуть рiзними
й B буде роздiляючою множиною. Тепер пока-
жемо, що B є мiнiмальною.

Нехай iснує деяка множина B′ =
{(xi, yj)|i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m − 1} \
{(xu′ , yv′)}, де 1 6 u′ 6 n, 1 6 v′ < m, i припу-
стимо, що вона є метричним базисом простору
(X × Y, d∞). Нехай також задано пару точок
(xu′ , yv′) та (xu′ , ym) простору X × Y . Якщо ця
пара точок роздiлятиметься точкою з метри-
чного базису (xu, yv) ∈ B′ матимемо:

1. xu ̸= xu′ . Розглянемо вiдстанi мiж точка-
ми

d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (yv′ , yv)} =

= dX(xu′ , xu) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (ym, yv)} =

= d∞((xu′ , ym), (xu, yv)).

Тобто d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) = d∞((xn, ym), (xu, yv)).
А це неможливо за визначенням метричного ба-
зису.

2. xu = xu′ . В цьому разi нашi вiдстанi ма-
тимуть наступний вигляд

d∞((xu′ , yv′), (xu, yv)) =

= max{dX(xu′ , xu); dY (yv′ , yv)} =

= dY (yv′ , yv) = dY (ym, yv) =

= max{dX(xu′xu); dY (ym, yv)} =

= d∞((xu′ , ym), (xu, yv)).

Що також неможливо за визначенням.
Таким чином точка (xu′ , yv′) має входити

до метричного базису B метричного простору
(X×Y, d∞), а сама визначена нами множина B
є мiнiмальною.

В результатi матимемо, щоmd(X×Y, d∞) =
|X| × (|Y | − 1).

2. cX < cY . Використовуючи аналогiчнi по-
переднiм мiркування, в цьому випадку отрима-
ємо, що метричниа розмiрнiсть прямого добу-
тку становить

md(X × Y, d∞) = |Y | × (|X| − 1).

cX = cY . Спробуємо побудувати роздiляючу
множину B для простору (X×Y, d∞). Нехай ма-
ємо двi рiзнi точки (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) ∈ X × Y
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та роздiляючу їх (xi, yj) ∈ B. В такому випад-
ку, згiдно визначення, в нас має виконуватись
наступна нерiвнiсть:

max{dX(xu1 , xi); dY (yv1 , yj)} ̸=
̸= max{dX(xu2 , xi); dY (yv2 , yj)}

Так як нашi вiдстанi еквiдистантних про-
сторiвX та Y однаковi, то дана нерiвнiсть може
виконуватись лише у випадку, коли один iз ма-

ксимумiв перетворюється в 0. Це можливо лише
тодi, коли одна з точок (xu1 , yv1), (xu2 , yv2) спiв-
падатиме з базисною. I так має бути для кожної
з пар точок простору (X×Y, d∞). Таким чином
в базис B входитимуть всi точки окрiм однiєї, а
метрична розмiрнiсть цього простору станови-
тиме md(X × Y, d∞) = |X| × |Y | − 1. При чому
за побудовою така множина B є мiнiмальною.
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