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Abstract. In this paper, a mathematical model of an open two-
stage transportation problem and its two modifications are consi-
dered. The first modification takes into account the upper bounds
of transitional points capacities, the second takes into account the
possibility of selection of the fixed number of transitional points, whi-
ch is less than their total number. For all three cases the necessary
and sufficient conditions of constraints feasibility are substantiated.
The results of the computational experiments using gurobi and cplex
solvers are presented.
Keywords: Two-stage transportation problem, linear programmi-
ng problem, Boolean linear programming problem, AMPL, gurobi,
cplex.

Анотацiя. У статтi розглядається математична модель вiдкри-
тої двоетапної транспортної задачi, а також двох її модифiкацiй.
Перша модифiкацiя враховує верхнi границi на пропускнi спро-
можностi промiжних пунктiв, друга враховує можливiсть вибору
фiксованої кiлькостi промiжних пунктiв, меншої за їх загальну
кiлькiсть. Для всiх трьох випадкiв обгрунтовано необхiднi та до-
статнi умови сумiсностi системи обмежень кожної задачi. Наве-
дено результати обчислювальних експериментiв з використанням
солверiв gurobi та cplex.
Ключовi слова: Двоетапна транспортна задача, задача лiнiй-
ного програмування, задача булевого лiнiйного програмування,
AMPL, gurobi, cplex.
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Вступ

В класичнiй двоетапнiй транспортнiй задачi [1,2] вантаж (продукцiя) пе-
ревозиться вiд постачальникiв до споживачiв тiльки через промiжнi пункти
(див. рисунок 1). В якостi промiжних пунктiв можуть виступати посере-
дницькi фiрми та рiзного роду сховища (склади).

Рис. 1. Схема функцiонування перевезень «постачальники
— промiжнi пункти — споживачi»

В статтi розглядається вiдкрита двоетапна транспортна задача для зна-
ходження найекономiчнiшого плану перевезення частини однорiдної про-
дукцiї вiд постачальникiв до споживачiв та двi її модифiкацiї [3]. Перша
модифiкацiя враховує обмеження на пропускнi спроможностi промiжних
пунктiв. Друга модифiкацiя враховує як верхнi межi на пропускнi спромо-
жностi промiжних пунктiв так i можливiсть вибору фiксованої кiлькостi
промiжних пунктiв, яка є меншою за їх загальну кiлькiсть.

Математичнi моделi двоетапної транспортної задачi та її першої модифi-
кацiї представленi задачами лiнiйного програмування, а математична мо-
дель другої модифiкацiї представлена у виглядi задачi булевого лiнiйного
програмування. Розглядається два частковi випадки другої модифiкацiї:
випадок «одного споживача» та випадок «одного постачальника».

Послiдовнiсть викладення матерiалу статтi є такою. В першому роздiлi
наведено математичну модель вiдкритої двоетапної транспортної задачi та
обгрунтувано необхiднi та достатнi умови сумiсностi системи обмежень цiєї
задачi. В другому роздiлi описано двi модифiкацiї двоетапної транспортної
задачi: перша враховує верхнi границi на пропускнi спроможностi промi-
жних пунктiв, друга — можливiсть вибору фiксованої кiлькостi промiжних
пунктiв, меншої за їх загальну кiлькiсть. У третьому роздiлi наведено мате-
матичнi моделi другої модифiкацiї двоетапної транспортної задачi для двох
часткових випадкiв: випадку «одного постачальника» та випадку «одного
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споживача». Четвертий роздiл мiстить результати обчислювальних експе-
риментiв з тестування запропонованих модифiкацiй з використанням мови
моделювання AMPL та солверiв gurobi та cplex.

1. Двоетапна транспортна задача
Нехай в m пунктах постачання A1, . . . , Am є a1, . . . , am одиниць проду-

кцiї, частину якої потрiбно перевезти до n споживачiв B1, . . . , Bn, задо-
вольнивши їх потреби b1, . . . , bn. Для транспортування продукцiї вiд поста-
чальникiв до споживачiв можна задiяти l промiжних пунктiв D1, . . . , Dl.
Потрiбно знайти оптимальний план транспортування продукцiї, де cik —
витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд постачальника Ai до промi-
жного пункту Dk, а ckj — витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд
промiжного пункту Dk до споживача Bj .

Нехай x = {xik}k=1,...,l
i=1,...,m, де xik — кiлькiсть одиниць продукцiї, яка пе-

ревозиться вiд постачальника Ai до пункту Dk; y = {ykj}j=1,...,n
k=1,...,l , де ykj —

кiлькiсть продукцiї вiд пункту Dk до споживача Bj .
Класична двоетапна транспортна задача, яка визначає найекономiчнi-

ший план перевезення продукцiї вiд постачальникiв до споживачiв через
промiжнi пункти, має такий вигляд: знайти

f∗
xy = fxy (x

∗, y∗) = min
x,y

f(x, y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (1)

за таких обмежень
l∑

k=1

xik ≤ ai, i = 1,m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l, (4)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, i = 1,m, k = 1, l, j = 1, n. (5)

Задача (1)–(5) є задачею лiнiйного програмування, яка мiстить (n+m)× l
неперервних змiнних x та y, m+n+ l лiнiйних обмежень. Цiльова функцiя
(1) задає сумарнi витрати на транспортування продукцiї вiд постачаль-
никiв до споживачiв. Обмеження (2) означають транспортування частини
a1, . . . , am одиниць продукцiї iз пунктiв постачання до промiжних пунктiв,
а обмеження (3) — що споживачам потрiбно доставити необхiднi об’єми
b1, . . . , bn одиниць продукцiї з промiжних пунктiв. Обмеження (4) задають
умови на те, щоб уся продукцiя, яка приходить вiд постачальникiв до ко-
жного промiжного пункту, була обов’язково вiдправлена споживачам.

Задача (1)–(5) вiдноситься до вiдкритих задач транспортного типу, тобто
частина продукцiї залишається у постачальникiв, а iнша частина продукцiї
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повинна бути доставлена споживачам, не залишаючи нiчого в промiжних
пунктах. Це диктує умови на сумiснiсть системи обмежень (2)–(5) — систе-
ми лiнiйних рiвностей та лiнiйних нерiвностей. Справедливим є наступне
твердження.

Лема 1. Система обмежень (2)–(5) є сумiсною тодi й лише тодi, коли
виконується умова

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj . (6)

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай iснують невiд’ємнi

x =
{
xik, i = 1,m, k = 1, l

}
та y =

{
ykj , k = 1, l, j = 1, n

}
,

якi задовольняють систему обмежень (2)–(4). Тобто для x ≥ 0 та y ≥ 0
виконуються такi рiвностi та нерiвностi:

l∑
k=1

xik ≤ ai, i = 1,m, (7)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (8)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l. (9)

Просумувавши нерiвностi (7) за iндексом i = 1,m та рiвностi (8)–(9) за
iндексами j = 1, n та k = 1, l вiдповiдно, маємо:

m∑
i=1

l∑
k=1

xik ≤
m∑
i=1

ai, (10)

n∑
j=1

l∑
k=1

ykj =
n∑

j=1

bj , (11)

l∑
k=1

m∑
i=1

xik −
l∑

k=1

n∑
j=1

ykj = 0. (12)

Використовуючи нерiвнiсть (10) та рiвностi (11)–(12), i, можливо, змiнюю-
чи порядок в iндексах, отримуємо такий ланцюжок нерiвностей:

m∑
i=1

ai ≥
l∑

k=1

m∑
i=1

xik =

l∑
k=1

n∑
j=1

ykj =

n∑
j=1

bj . (13)

Звiдси випливає, що
∑m

i=1 ai ≥
∑n

j=1 bj .
Доведемо достатнiсть. Нехай виконується нерiвнiсть

∑m
i=1 ai ≥

∑n
j=1 bj .

Розглянемо величини x̃ik та ỹkj , i = 1,m, k = 1, l, j = 1, n, якi визначаються
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так:

x̃ik =

{
ai(1− t), якщо k = 1

0, iнакше
та ỹkj =

{
bj , якщо k = 1

0, iнакше
, (14)

де t = 1 −
∑n

j=1 bj/
∑m

i=1 ai, причому 0 < 1 − t ≤ 1. Покажемо, що цi
величини задовольняють обмеження задачi (1)–(5). Дiйсно,

1.
l∑

k=1

x̃ik = x̃i1 = ai(1− t) ≤ ai, i = 1,m;

2.
l∑

k=1

ỹkj = ỹ1j = bj , j = 1, n;

3.
m∑
i=1

x̃ik −
n∑

j=1

ỹkj =

m∑
i=1

x̃i1 −
n∑

j=1

ỹ1j =

m∑
i=1

ai(1− t)−
n∑

j=1

bj =

= (1− t)

m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj =

∑n
j=1 bj∑m
i=1 ai

m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj = 0;

4. x̃ik ≥ 0, ỹkj ≥ 0, оскiльки ai > 0, bj > 0, 1− t > 0.

Отже, система обмежень (2)–(5) має допустиму точку (14). �

Якщо
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj , то задача (1)–(5) вiдноситься до закритих задач
транспортного типу [1, 2, 4], тобто вся продукцiя постачальникiв повинна
бути доставлена споживачам, не залишаючи нiчого в промiжних пунктах.
Для двоетапної транспортної задачi закритого типу нерiвнiсть (2) перетво-
рюється на рiвнiсть

l∑
k=1

xik = ai, i = 1,m, (15)

i має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 1. Система обмежень (15), (3)–(5) є сумiсною тодi й лише
тодi, коли виконується умова

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj . (16)

Умова (16) означає, що обмеження (15), (3)–(5) є лiнiйно залежними i
одне з рiвнянь може бути вилучено, причому довiльне. Для задачi вiдкри-
того типу в цьому необхiдностi немає, оскiльки додавання нової невiд’ємної
змiнної до обмеження (2) означає лiнiйну незалежнiсть обмежень (2)–(5).

2. Двi модифiкацiї задачi (1)–(5)

Перша модифiкацiя враховує верхнi границi на пропускнi спроможностi
промiжних пунктiв, де dup1 , . . . , dupl — максимальнi пропускнi спроможно-
стi пунктiв D1, . . . , Dl. Двоетапна транспортна задача з обмеженнями на
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пропускнi спроможностi промiжних пунктiв має такий вигляд: знайти

f∗
xy = fxy (x

∗, y∗) = min
x,y

f(x, y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (17)

за таких обмежень
l∑

k=1

xik ≤ ai, i = 1,m, (18)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (19)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l, (20)

m∑
i=1

xik ≤ dupk , k = 1, l, (21)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, i = 1,m, k = 1, l, j = 1, n. (22)

Задача (17)–(22) є задачею лiнiйного програмування та мiстить (m+n)× l
змiнних x, y, m + n + 2l лiнiйних обмежень. Тут цiльова функцiя (17) та
обмеження (18)–(20), (22) мають такий же змiст, як цiльова функцiя та
обмеження задачi (1)–(5). Обмеження (21) задають верхнi межi на пропу-
скнi спроможностi промiжних пунктiв. Їх також можна записати так:

n∑
j=1

ykj ≤ dupk , k = 1, l. (23)

Задача (17)–(22) вiдноситься до вiдкритих задач транспортного типу, для
якої справедливим є наступне твердження.

Лема 2. Система обмежень (18)–(22) є сумiсною тодi й лише тодi, коли
виконуються умови

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj ,

n∑
j=1

bj ≤
l∑

k=1

dupk . (24)

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Справедливiсть першої умови теореми
випливає з необхiдностi леми 1. Покажемо справедливiсть другої умови.
Для цього просумуємо рiвнiсть (19) за iндексом j = 1, n, рiвнiсть (20) за
iндексом k = 1, l та нерiвнiсть (21) за iндексом k = 1, l. Користуючись цими
рiвностями та нерiвностями, маємо такий ланцюжок нерiвностей:

l∑
k=1

m∑
i=1

xik =
l∑

k=1

n∑
j=1

ykj =
n∑

j=1

bj ≤
l∑

k=1

dupk , (25)

звiдки випливає справедливiсть другої умови леми.
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Доведемо достатнiсть. Нехай виконуються нерiвностi (24). Визначимо
iндекс k∗ таким чином:

k∗∑
k=1

dupk ≤
n∑

j=1

bj ,

k∗+1∑
k=1

dupk >

n∑
j=1

bj . (26)

Розглянемо величини x̃ik та ỹkj , i = 1,m, k = 1, l, j = 1, n, визначенi так:

x̃ik =


ait1t2, k ≤ k∗

ait1t
∗, k = k∗ + 1

0, iнакше
, ỹkj =


bjt3, k ≤ k∗

bjt
∗, k = k∗ + 1

0, iнакше
, (27)

де t1 =

∑n
j=1 bj∑m
i=1 ai

, t2 =
dupk∑n
j=1 bj

, t3 =
dupk∑n
j=1 bj

, t∗ =

∑n
j=1 bj −

∑k∗

k=1 d
up
k∑n

j=1 bj
.

Перевiримо, що величини x̃ik та ỹkj задовольняють обмеження (18)–(22).

1.
l∑

k=1

x̃ik =

k∗∑
k=1

ait1t2+ait1t
∗ = ait1

(∑k∗

k=1 d
up
k∑n

j=1 bj
+

∑n
j=1 bj −

∑k∗

k=1 d
up
k∑n

j=1 bj

)
=

= ait1 ≤ ai, i = 1,m;

2.
l∑

k=1

ỹkj =
k∗∑
k=1

bjt3 + bjt
∗ = bj

(∑k∗

k=1 d
up
k∑n

j=1 bj
+

∑n
j=1 bj −

∑k∗

k=1 d
up
k∑n

j=1 bj

)
=

= bj , j = 1, n;
3. При k ≤ k∗ маємо

m∑
i=1

x̃ik −
n∑

j=1

ỹkj =

m∑
i=1

ait1t2 −
n∑

j=1

bjt3 =

∑n
j=1 bj∑m
i=1 ai

dupk∑n
j=1 bj

m∑
i=1

ai −

−
dupk∑n
j=1 bj

n∑
j=1

bj = 0,

а при k = k∗ + 1
m∑
i=1

x̃i,k∗+1 −
n∑

j=1

ỹk∗+1,j =

m∑
i=1

ait1t
∗ −

n∑
j=1

bjt
∗ =

= t∗

∑n
j=1 bj∑m
i=1 ai

m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj

 = 0;

4. При k ≤ k∗ маємо
m∑
i=1

x̃ik =
m∑
i=1

ait1d
up
k∑m

i=1 ait1
= dupk ,

а при k = k∗ + 1
m∑
i=1

x̃i,k∗+1 =

m∑
i=1

ait1

(∑n
j=1 bj −

∑k∗

k=1 d
up
k

)
∑m

i=1 ait1
=

n∑
j=1

bj−
k∗∑
k=1

dupk ≤ dupk∗+1;

5. Невiд’ємнiсть величин x̃ik та ỹkj випливає з їх побудови.

Отже система обмежень (18)–(22) має допустиму точку (27). �
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Якщо
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj , то задача (17)–(22) вiдноситься до закритих
задач транспортного типу, при цьому нерiвнiсть (18) замiнюється рiвнiстю
(15), i має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 2. Система обмежень (15), (18)–(22) є сумiсною тодi й лише
тодi, коли виконується умова

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj ≤
l∑

k=1

dupk .

Друга модифiкацiя двоетапної транспортної задачi враховує можливiсть
вибору d — фiксованої кiлькостi промiжних пунктiв [5], яка є меншою за їх
загальну кiлькiсть l. Нехай z = {zk}k=1,...,l — булевi змiннi, де zk рiвна оди-
ницi, якщо промiжний пункт використовується, та нулю в протилежному
випадку. Двоетапна транспортна задача з заданою кiлькiстю промiжних
пунктiв d (1 < d < l) формулюється так: знайти

f∗
xyz = fxyz (x

∗, y∗) = min
x,y,z

f(x, y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (28)

за таких обмежень
l∑

k=1

xik ≤ ai, i = 1,m, (29)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (30)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l, (31)

m∑
i=1

xik ≤ dupk zk, k = 1, l, (32)

l∑
k=1

zk = d, (33)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, zk = 0 ∨ 1, i = 1,m, k = 1, l, j = 1, n. (34)

Задача (28)–(34) є задачею булевого лiнiйного програмування: (m+ n)× l
неперервних змiнних x, y та l булевих змiнних z. Задача мiститьm+n+2l+1
обмежень. Обмеження (33) означає, що задiяно рiвно d промiжних пунктiв,
а обмеження (32) задають для них верхнi межi на пропускнi спроможностi.
Зауважимо, що обмеження (32) можна записати у такому виглядi:

n∑
j=1

ykj ≤ dupk zk, k = 1, l. (35)

Задача (28)–(34) вiдноситься до вiдкритих задач транспортного типу, для
якої справедливим є наступне твердження.
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Лема 3. Система обмежень (29)–(34) є сумiсною тодi й лише тодi, коли
виконуються умови

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj ,

n∑
j=1

bj ≤
d∑

k=1

dupk , (36)

де dup1 ≥ dup2 ≥ · · · ≥ dupl .

Доведення леми 3 аналогiчно доведенню леми 2 для l = d. Також якщо∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj , то задача (28)–(34) вiдноситься до закритих задач транс-

портного типу, при цьому нерiвнiсть (29) перетворюється на рiвнiсть (15),
i має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 3. Система обмежень (15), (30)–(34) є сумiсною тодi й лише
тодi, коли виконуються умови

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj ≤
d∑

k=1

dupk .

3. Частковi випадки задачi (28)–(34)
Нижче наведемо математичнi моделi другої модифiкацiї двоетапної транс-

портної задачi для двох часткових випадкiв: випадок «одного споживача»
та випадок «одного постачальника» (див. рисунок 2).

Рис. 2. Схеми функцiонування перевезень «постачальники
– промiжнi пункти – споживач» та «постачальник – промi-
жнi пункти – споживачi»

Для часткового випадку «одного споживача» друга модифiкацiя двоета-
пної транспортної задачi значно спрощується i вiдповiдна їй задача буле-
вого лiнiйного програмування буде мати вигляд: знайти

f∗
xyz = fxyz (x

∗, y∗) = min
x,y,z

{
f(x, y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

ckyk

}
(37)
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за таких обмежень

l∑
k=1

xik ≤ ai, i = 1,m, (38)

l∑
k=1

yk = b, (39)

m∑
i=1

xik − yk = 0, k = 1, l, (40)

yk ≤ dupk zk, k = 1, l, (41)
l∑

k=1

zk = d, (42)

xik ≥ 0, zk = 0 ∨ 1, i = 1,m, k = 1, l. (43)

Для часткового випадку «одного постачальника» друга модифiкацiя дво-
етапної транспортної задачi формулюється за допомогою задачi булевого
лiнiйного програмування: знайти

f∗
xyz = fxyz (x

∗, y∗) = min
x,y,z

f(x, y) =
l∑

k=1

ckxk +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (44)

за таких обмежень

l∑
k=1

xk ≤ a, (45)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (46)

xi −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l, (47)

xk ≤ dupk zk, k = 1, l, (48)
l∑

k=1

zk = d, (49)

ykj ≥ 0, zk = 0 ∨ 1, k = 1, l, j = 1, n. (50)

Задачi (37)–(43) та (44)–(50) можна адаптувати пiд вiдомi методи кла-
стеризацiї, такi як k-means [6], k-means++ [7], k-medians [8]. Для цього
необхiдно додати обмеження булевостi на змiннi xik та ykj , встановити оди-
ничними об’єми постачальникiв та споживачiв, визначити коефiцiєнти cik
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та ckj як квадрати евклiдових вiдстаней мiж точками (для k-means) та ев-
клiдовi вiдстанi (для k-medians) мiж об’єктами, якi ставляться у вiдповiд-
нiсть виробникам та споживачам. Вiдкритiсть задач (37)–(43) та (44)–(50)
дозволяє розширити вказанi методи кластеризацiї на випадок, де необхiдно
не враховувати певну кiлькiсть точок.

Обчислювальнi експерименти
Для тестування модифiкацiї двоетапної транспортної задачi з обмеженням
на кiлькiсть промiжних пунктiв було використано AMPL-коди для вiдпо-
вiдних задач булевого програмування, орiєнтованих на велику кiлькiсть
постачальникiв, промiжних пунктiв та споживачiв. Для цього було розро-
блено AMPL-коди для двох тестових прикладiв: тест I — з випадковими
вартостями (див. додаток 1), тест II — з випадковими координатами (див.
додаток 2). За їх допомогою дослiджено ефективнiсть сучасного програм-
ного забезпечення з NEOS-сервера (вiдомих програм gurobi та cplex) для
розв’язання тестових задач середнiх розмiрiв (розглядаються декiлька со-
тень постачальникiв, промiжних пунктiв та споживачiв).

У таблицi 1 наведено результати розрахунку для тестової задачi з такими
розмiрами: 100 постачальникiв, 250 споживачiв, 100 промiжних пунктiв,
10 — верхня границя на кiлькiсть промiжних пунктiв [9]. Таблиця також
мiстить порiвняння часу (в секундах), затраченого програмами gurobi та
cplex на розв’язання задач булевого лiнiйного програмування для рiзних
значень d = 2, 10. Тут також наведено максимальну qmax та мiнiмальну
qmin долi завантаження промiжних пунктiв при реалiзацiї оптимального
плану транспортування продукцiї.

Таблиця 1. Затрати програм gurobi та cplex для m = 100, l = 100, n = 250

d f∗
xyz time gurobi (sec) qmax qmin time cplex (sec)

2 719902 736.731 0.57 0.43 271.351
3 559784 495.499 0.36 0.29 322.735
4 483311 428.549 0.28 0.22 321.833
5 432791 478.035 0.23 0.14 324.89
6 388650 446.238 0.20 0.13 216.514
7 355522 341.772 0.18 0.12 150.851
8 331430 308.822 0.15 0.10 101.462
9 314464 438.228 0.14 0.07 106.149
10 298488 94.3449 0.13 0.06 86.6779

З таблицi 1 видно, що для булевої двоетапної транспортної задачi (35
000 змiнних, 550 обмежень) час розв’язання за допомогою програми cplex
складає не бiльше десяти хвилин, що можна використати для розмiщен-
ня до 10 накопичувачiв, якi можуть запасати електричну енергiю вiд 100
постачальникiв та можуть її передавати 250 споживачам [9–11]. Анало-
гiчнi затрати по часу для програм gurobi та cplex будуть мати мiсце,
якщо кiлькiсть постачальникiв буде дорiвнювати 250, а кiлькiсть спожива-
чiв буде дорiвнювати 100. Зауважимо, що вiдповiднi ЛП-задачi (1)–(5) та
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(17)–(22) при m = 100, l = 100, n = 250 розв’язуються за 1–2 секунди з
використанням gurobi та cplex.

Висновок
Запропоновано двi модифiкацiї класичної двоетапної транспортної задачi
за умови, що кiлькiсть промiжних пунктiв є заданою та їх пропускнi спро-
можностi є обмеженими зверху. В їх основу покладена вiдкрита двоетапна
транспортна задача. Перша модифiкацiя враховує верхнi границi на пропу-
скнi спроможностi промiжних пунктiв, друга враховує можливiсть вибору
фiксованої кiлькостi промiжних пунктiв, меншої за їх загальну кiлькiсть.
Результати обчислювальних експериментiв показують, що розв’язання за-
пропонованих модифiкацiй задач з використанням солверiв gurobi та cplex
займає не бiльше 10 хвилин, а їх вiдповiднi ЛП-задачi — 1-2 секунди.

Першу модифiкацiю (17)–(22) можна застосовувати при розподiленнi та
доставцi вирощеної продукцiї для продажу або переробки на власних поту-
жностях агропiдприємств. Друга модифiкацiя (28)–(34) є актуальною для
пошуку рацiонального розташування заданої кiлькостi складiв з урахува-
нням визначеного положення постачальникiв та отримувачiв матерiально-
технiчних засобiв [12]. Вона може бути використана для визначення вiд-
повiдних мiсць розташування в ОЕС України накопичувачiв електричної
енергiї та їх енергоємностей [10].

Розглянутi модифiкацiї та їх частковi випадки належать до класу вiдо-
мих виробничо-транспортних задач. Численнi застосування субградiєнтних
алгоритмiв негладкої оптимiзацiї для таких задач описано в [13–16]. На
їхнiй основi розроблено програмне забезпечення для низки моделей опти-
мального планування, проектування i керування. Наприклад, виробничо-
транспортнi задачi великої розмiрностi розв’язувалися для розподiлу суден
по лiнiях рiчкових перевезень, задачi особливо великої розмiрностi вини-
кали при плануваннi завантаження прокатних станiв.

Близькi математичнi моделi двоетапної транспортної задачi розглядаю-
ться в роботах [17, 18], де дослiджуються методи розв’язання двоетапної
неперервно-дискретної задачi оптимального розбиття-розподiлу з задани-
ми положеннями центрiв пiдмножин [17] та з пошуком оптимальних ко-
ординат розташування центрiв пiдмножин [18]. Цi задачi характеризую-
ться наявнiстю двох етапiв i полягають у визначеннi зон збору неперервно
розподiленого ресурсу (сировини) пiдприємствами першого етапу i обся-
гiв перевезень переробленого продукту вiд пiдприємств першого етапу до
споживачiв (пунктiв другого етапу) з метою мiнiмiзацiї сумарних витрат
на транспортування ресурсу вiд постачальникiв через пункти переробки
(збору, зберiгання) до споживачiв.
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Додаток 1. AMPL-код для тесту I (випадковi вартостi)
1 param m = 100; # Кiлькiсть постачальникiв (пункти A)
2 param n = 25; # Кiлькiсть споживачiв (пункти B)
3 param l = 50; # Всього промiжних пунктiв (пункти D)
4 param d = 5; # Кiлькiсть пунктiв D, якi обираються (1<d<=l)
5
6 # Вартостi перевезення одиницi продукцiї вiд A до B
7 param ciki in 1..m, k in 1..l = Uniform(0.1,10);
8 param ckjk in 1..l, j in 1..n = Uniform(0.1,10);
9

10 # Продукцiя в A та Потреби в B
11 param x0i in 1..m, j in 1..n = Uniform(0.1,2);
12 param ai in 1..m = sumj in 1..n x0[i,j]; # Продукцiя в A
13 param bj in 1..n = sumi in 1..m x0[i,j]; # Потреби в B
14 # check: sum{i in 1..m} a[i] = sumj in 1..n b[j];
15
16 # Межi на пропускнi спроможностi пропукних пунктiв
17 param dlowk in 1..l = 0; # нижня межа
18 param dupk in 1..l = sumi in 1..m a[i]; # верхня межа
19
20 # Невiдомi (продукцiя, яку потрiбно перевезти)
21 var xi in 1..m, k in 1..l >= 0; # вiд A до D
22 var yk in 1..l, j in 1..n >= 0; # вiд D до B
23 var zk in 1..l binary; # 1-задiяно D, 0-незадiяно D
24
25 minimize f_opt: # Мiнiмiзувати витрати на перевезення продукцiї
26 sumi in 1..m, k in 1..l cik[i,k] * x[i,k] + # вiд A до D
27 sumk in 1..l, j in 1..n ckj[k,j] * y[k,j]; # вiд D до B
28 subject to # за обмежень
29 # на перевезення продукцiї з A до D
30 con2 i in 1..m: sumk in 1..lx[i,k] = a[i];
31 # на перевезення продукцiї з D до В
32 con3 j in 1..n: sumk in 1..ly[k,j] = b[j];
33 # не залишати продукцiю в промiжних пунктах D
34 con4 k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] - sumj in 1..ny[k,j] = 0;
35 # включити/виключити промiжний пункт
36 con5a k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] <= z[k] * dup[k];
37 con5b k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] >= z[k] * dlow[k];
38 # вибрати рiвно d промiжних пунктiв
39 con6: sumk in 1..lz[k] = d;
40
41 problem dka: f_opt,x,y,z,con2,con3,con4,con5a,con5b,con6;
42
43 # option solver gurobi;
44 solve dka; display f_opt, _solve_time;
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Додаток 2. AMPL-код для тесту II (випадковi координати)

1 param m = 100; # Кiлькiсть постачальникiв (пункти A)
2 param n = 25; # Кiлькiсть споживачiв (пункти B)
3 param l = 100; # Всього промiжних пунктiв (пункти D) #10000;
4 param d = 10; # Кiлькiсть пунктiв D, якi вибираються (1<d<=l)
5
6 # випадковi координати (постачальникiв, споживачiв, пр.пунктiв)
7 param xai in 1..m >= 0;
8 param yai in 1..m >= 0;
9 param xbj in 1..n >= 0;

10 param ybj in 1..n >= 0;
11 param xdk in 1..l >= 0;
12 param ydk in 1..l >= 0;
13
14 # Вартостi перевезення одиницi продукцiї вiд A до B
15 param ciki in 1..m, k in 1..l >= 0; # = Uniform(0.1,10);
16 param ckjk in 1..l, j in 1..n >= 0; # = Uniform(0.1,10);
17
18 # Продукцiя в A та Потреби в B
19 param x0i in 1..m, j in 1..n = Uniform(0.1,2);
20 param ai in 1..m = sumj in 1..n x0[i,j]; # Продукцiя в A
21 param bj in 1..n = sumi in 1..m x0[i,j]; # Потреби в B
22 # check: sumi in 1..m a[i] = sumj in 1..n b[j];
23
24 # Межi на пропускнi спроможностi пропукних пунктiв
25 param dlowk in 1..l = 0; # нижня межа
26 param dupk in 1..l = sumi in 1..m a[i]; # верхня межа
27
28 # Невiдомi (продукцiя, яку потрiбно перевезти)
29 var xi in 1..m, k in 1..l >= 0; # вiд A до D
30 var yk in 1..l, j in 1..n >= 0; # вiд D до B
31 var zk in 1..l binary; # 1-задiяно D, 0-незадiяно D
32
33 minimize f_opt: # Мiнiмiзувати витрати на перевезення продукцiї
34 sumi in 1..m, k in 1..l cik[i,k] * x[i,k] + # вiд A до D
35 sumk in 1..l, j in 1..n ckj[k,j] * y[k,j]; # вiд D до B
36 subject to # за обмежень
37 # на перевезення продукцiї з A до D
38 con2 i in 1..m: sumk in 1..lx[i,k] = a[i];
39 # на перевезення продукцiї з D до В
40 con3 j in 1..n: sumk in 1..ly[k,j] = b[j];
41 # не залишати продукцiю в промiжних пунктах D
42 con4 k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] - sumj in 1..ny[k,j] = 0;
43 # включити/виключити промiжний пункт
44 con5a k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] <= z[k] * dup[k];
45 con5b k in 1..l: sumi in 1..mx[i,k] >= z[k] * dlow[k];
46 # вибрати рiвно d промiжних пунктiв
47 con6: sumk in 1..lz[k] = d;
48
49 problem dka: f_opt,x,y,z,con2,con3,con4,con5a,con5b,con6;
50
51 for {i in 1..m}{
52 let xa[i] := 100 * Uniform(0,1);
53 let ya[i] := 100 * Uniform(0,1);
54 }
55
56 for {j in 1..n}{
57 let xb[j] := 100 * Uniform(0,1);
58 let yb[j] := 100 * Uniform(0,1);
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59 }
60
61 for {k in 1..l}{
62 let xd[k] := 100 * Uniform(0,1);
63 let yd[k] := 100 * Uniform(0,1);
64 }
65 # display xa,ya;
66
67 for {i in 1..m}{
68 for {k in 1..l}{
69 let cik[i,k] := round(sqrt((xa[i] - xd[k]) * (xa[i] - xd[k]) +
70 (ya[i] - yd[k]) * (ya[i] - yd[k])));
71 }
72 }
73
74 for {k in 1..l}{
75 for {j in 1..n}{
76 let ckj[k,j] := round(sqrt((xd[k] - xb[j]) * (xd[k] - xb[j]) +
77 (yd[k] - yb[j]) * (yd[k] - yb[j])));
78 }
79 }
80
81 # option solver gurobi;
82 solve dka; display f_opt, _solve_time;
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