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Анотацiя

Робота присвячена дослiдженню стiйкостi матричних диференцiальних
рiвнянь. На основi першого методу Ляпунова записанi та обгрунтованi крите-
рiї стiйкостi, асимптотичної стiйкостi та нестiйкостi для матричного рiвняння
Ляпунова. Обгрунтованi теореми другого методу Ляпунова, а саме теорема
про стiйкiсть, асимптотичну стiйкiсть та нестiйкiсть для неавтономного та
автономного випадку. Для матричного рiвняння Ляпунова наведений метод
побудови функцiї Ляпунова за допомогою матричного рiвняння Ляпунова.
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Вступ

Матричнi диференцiальнi рiвняння, як математичний об’єкт, з’являються
при розв’язуваннi задач стiйкостi систем, керування i оцiнювання параме-
трiв. Так, при побудовi функцiї Ляпунова для лiнiйної нестацiонарної системи
одержуємо матричне рiвняння Ляпунова. При розв’язуваннi задачi оптималь-
ного керування лiнiйною системою з квадратичним критерiєм якостi, при зна-
ходженнi розв’язкiв задачi лiнiйного оцiнювання приходимо до матричного
диференцiального рiвняння Рiккатi [2–4,6].

Квалiфiкацiйна робота на здобуття освiтнього ступеня бакалавра при-
свячена дослiдженню стiйкостi матричних диференцiальних рiвнянь. Робота
складається з вступу, трьох роздiлiв, висновкiв i лiтератури. У першому роз-
дiлi вивчаються лiнiйнi однорiднi i неоднорiднi матричнi диференцiальнi рiв-
няння. Для неоднорiдного рiвняння будується формула Кошi. Для матрично-
го диференцiального рiвняння Ляпунова розглядаються теореми стiйкостi,
асимптотичної стiйкостi та нестiйкостi на основi першого методу Ляпунова [2].
У другому роздiлi розглядається матричне диференцiальне рiвняння Рiкка-
тi, вивчаються найпростiшi властивостi та iснування розв’язку [3, 6]. Третiй
роздiл присвячений другому методу Ляпунова для матричних диференцiаль-
них рiвнянь. Розглядаються два випадки: автономний та неавтономний. Для
кожного випадку формулюється означення повної похiдної в силу системи,
розглядаються теореми про стiйкiсть, асимптотичну стiйкiсть та нестiйкiсть
незбуреного розв’язку за Ляпуновим. Для диференцiального рiвняння Ляпу-
нова розглядається методика конструювання функцiї Ляпунова, наводиться
вiдповiдний приклад.
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Роздiл 1

Лiнiйнi матричнi
диференцiальнi рiвняння

Розглядати матричнi диференцiальнi рiвняння почнемо з лiнiйних рiвнянь
вигляду [3]

Ẋ = A(t) ·X +X ·B(t) + F (t), (1.1)
деX – шукана n-мiрна матриця , A(t), B(t), F (t) – заданi неперервнi матрицi.
Визначимо властивостi розв’язкiв таких рiвнянь, а також побудуємо загальнi
i частиннi розв’язки.

1.1 Oднорiдне рiвняння
Розглянемо однорiдне рiвняння [3]

Ẋ = A(t) ·X +X ·B(t), (1.2)

Для його аналiзу запишемо систему рiвнянь типу ẏi =
∑n

k=1 aik(t)yk, i =
1, . . . , n Таку систему можна записати у векторнiй формi:

ẏ = A(t) · y, (1.3)

де y = {y1, . . . , yn}. Cистема має n лiнiйно незалежних розв’язкiв:

y j(t) = {y j1 (t), . . . , y jn(t)}.

Загальний розв’язок рiвняня (1.3) можна записати у виглядi:

y(t) = Y (t) · C, (1.4)

C = {C1, . . . , Cn} – вектор довiльних постiйних, та

Y (t) =


y11(t) y21(t) . . . yn1 (t)
y12(t) y22(t) . . . yn2 (t)
. . . . . . . . . . . .
y1n(t) y2n(t) . . . ynn(t)

 .
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Якщо потрiбно знайти частинний розв’язок що задовольняє початковiй
умовi:

y(t0) = y0, (1.5)
то постiйний вектор c можна визначити з умови Y (t0) ·C = y0. Тому рiшення
задачi Кошi (1.3), (1.5) можна представити у виглядi:

y(t) = W (t, t0) · y0,W (t, t0) = Y (t) · Y −1(t0), (1.6)
де W (t, s) – матриця Кошi .

Розглянемо властивостi матрицi Кошi [3]

1. Матрицi Кошi задовольняє умова W (t, t) = E при будь-якому значеннi
t.

2. Ẇ (t, s) = A(t) ·W (t, s)

3. Матриця КошiW (t, s) однозначно визначається матрицею A(t) що вхо-
дить в (1.3).
З цих властивостей, зокрема, випливає, що матриця Кошi W (t, t0) є
розв’язком матричного диференцiального рiвняння:

Ẏ = A(t) · Y, (1.7)

що задовольняє початковiй умовi Y (t0) = E.

4. Якщо вiдома матриця Кошi W (t, s) , то загальний розв’язок рiвняння
(1.7) знаходиться без квадратур за формулою:

Y (t) = W (t, s) · C,

де C - довiльна n-мiрна постiйна матриця.

Разом з рiвнянням (1.7) розглянемо ще одне матричне диференцiальне рiв-
няння:

Ż = Z ·B(t), (1.8)
де B(t) — задана неперервна матриця. Позначимо через Z(t) довiльний ча-
стинний розв’язок цього рiвняння.Побудуємо його так :до обох частин рiвня-
ння (1.8) застосуємо операцiю транспонування.Отримаємо рiвняння

Ż∗ = B∗(t) · Z∗, (1.9)

Це рiвняння того ж типу, що й (1.7). Його властивостi вже описанi вище
i можна розглядати його матрицю Кошi. Для цього виписуємо вiдповiдне
векторне рiвняння

ż = B∗ · z
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i матрицю U(t) довiльних його n лiнiйно незалежних розв’язкiв . Тодi вiдпо-
вiдна матриця Кошi визначається формулою

V ∗(t, s) = U(t)U−1(s)

i частинний розв’язок рiвняння (1.9) можна представити у виглядi

Z∗(t) = V ∗(t, t0) · Z∗(t0).

Тому частинний розв’язок рiвняння (1.8) отримуємо у виглядi

Z(t) = Z(t0) · V (t, t0).

Теорема 1.1. [3] Якщо вiдомi неособливi розв’язки Y (t) , Z(t) рiвнянь (1.7)
i (1.8), вiдповiдно, то загальний розв’язок рiвняння (1.2) знаходиться без
квадратур за формулою

X(t) = Y (t) · C · Z(t), (1.10)

де C– довiльна постiйна матриця. Зокрема, якщо матрицi A i B в рiвняннi
(1.2) постiйнi, то загальний його розв’язок можна представити у виглядi

X(t) = eAt · C · eBt.

1.2 Неоднорiдне рiвняння
Розглянемо властивостi розв’язкiв неоднорiдного рiвняння (1.1) [3].

Теорема 1.2. [3] Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (1.1) являє
собою суму загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння (1.2) i
частинного розв’язку рiвняння (1.1).

Для рiвняння вигляду

Ẋ = A(t) ·X + F (t), (1.11)

ця теорема дає важливий наслiдок.
Наслiдок [3] Якщо вiдомi два частиннi розв’язки рiвняння (1.11) X1 i

X2, то загальний розв’язок цього рiвняння знаходиться без квадратур за
формулою

X = (X1 −X2) · C +X2,

де C —довiльна постiйна матриця. Аналогiчне твердження справедливе i
щодо рiвняння:

Ẏ = Y ·B(t) + Φ(t). (1.12)

У загальному випадку для рiвняння (1.1) це питання вирiшується дещо скла-
днiше.
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Теорема 1.3. [3] Якщо вiдомi три частиннi розв’язки X1(t), X2(t) и X3(t)
неоднорiдного рiвняння (1.1) i iснує момент часу t0 такий, що матриця
X0

12 = X1(t0)−X2(t0) неособлива, то загальний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння знаходиться без квадратур.

Тому загальний розв’язок рiвняння (1.1) тепер можна представити у ви-
глядi:

X(t) = W (t, t0) · C · V (t, t0) +X3(t), (1.13)
де V (t, t0) = (X0

12)
−1 ·W−1(t, t0) ·X12(t) i X13(t) ·X−112 (t) ·W (t, t0) = W (t, t0) ·

X0
13(X

0
12)
−1.

Наслiдок [3] Для будь-яких трьох частинних розв’язкiв X1(t), X2(t) i
X3(t) справедливi рiвностi{

W−1(t, s)X13(t)X
−1
12 (t)W (t, s) = X13(s)X

−1
12 (s),

V (t, s)X−113 (t)X12(t)V
−1(t, s) = X−113 (s)X12(s),

де Xjk = Xj −Xk.

1.3 Частинний розв’язок неоднорiдного рiвня-
ння. Формула Кошi

Використовуючи наведенi вище факти про розв’язок рiвняння (1.2),можна
показати, що загальний розв’язок рiвняння (1.1) представимо у виглядi

X(t) = Y (t) · C · Z(t) + X̃(t), (1.14)

де перший доданок в правiй частинi рiвностi являє собою загальний розв’язок
рiвняння (1.2), а другий доданок є довiльним частинним розв’язком рiвнян-
ня (1.1) [3]. Щоб отримати частинний розв’язок X̃(t) , можна скористатися
методом варiацiї довiльної сталої, тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння (1.1) можна представити у виглядi:

X(t) = Y (t) · C · Z(t) +

∫ t

t0

W (t, s) · F (s) · V (t, s)ds, (1.15)

де C – довiльна постiйна матриця, Y (t) i Z(t) – частиннi розв’язки рiвнянь
(1.7) i (1.8), вiдповiдно, а матрицi W (t, s) i V (t, s) визначаються формулами

W (t, s) = Y (t) · Y −1(s), V (t, s) = Z−1(s)Z(t).

Розв’язок рiвняння (1.1),що задовольняє початковiй умовi:

X(t0) = X0, (1.16)

очевидно, визначається наступною формулою Кошi:

X(t) = W (t, t0) ·X0 · V (t, t0) +

∫ t

t0

W (t, s) · F (s) · V (t, s)ds. (1.17)
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1.4 Дослiдження стiйкостi
Розглянемо диференцiальне рiвняння Ляпунова [4]

Ẋ = A(t) ·X +X · AT (t), X(t0) = X0, (1.18)

де A(t) задана матриця ,X — шукана n-квадратна матриця. Вiдомо , що
розв’язок має наступний вигляд

X(t) = Q(t, t0)X0Q
T (t, t0). (1.19)

1.4.1 Перший метод Ляпунова.
Теорема 1.4. [4]Для того, щоб нульовий розвязок системи (1.18) був стiй-
ким за Ляпуновим, необхiдно i достатньо, щоб фундаментальна матриця
Q(t, t0) цiєї системи була обмеженою.

Доведення. Спочатку покажемо необхiднiсть. Доведемо вiд супротивного.Припустимо,
що нульовий розвязок (1.18) є стiйким за Ляпуновим, але її фундаменталь-
на матриця Q(t, t0) необмежена. Це означає, що серед всiх стовпцiв матрицi
Q(t, t0) iснує хоч би один j– й стовпець xj(t),а також послiдовнiсть tk ≥ t0, k =
1, 2.., , для якої

lim
k→∞
‖x(j)(tk)‖ =∞.

Зафiксуємо деяке ε > 0. Оскiльки нульовий розвязок системи (1.18) є стiйким
за Ляпуновим, то iснує δ > 0 таке, що

‖X(t,X0, t0)‖ < ε (1.20)

як тiльки ‖X0‖ < δ. З умови Q(t0, t0) = E маємо, що j– й стовпчик матрицi
Q(t0, t0) спiвпадає з j– м ортом e(j), тобто x(j)(t0) = e(j). Отже,запишемо
розв’язок системи (1.18) за формолую (1.19)

x(j)(t) = Q(t, t0)e
(j)QT (t, t0)

Розглянемо y(t) = δ
2x

(j). Оскiльки система (1.18) лiнiйна, то y(t) є її розвяз-
ком, при цьому ‖y(t0)‖ = δ

2 < δ. З(1.20) випливає ‖y(t)‖ < ε. Але

lim
k→∞
‖y(tk)‖ =

δ

2
lim
k→∞
‖x(j)(tk)‖ =∞.

Одержали протирiччя.
Достатнiсть. Якщо фундаментальна матриця Q(t, t0) обмежена, то зна-

йдуться константи C > 0,M > 0 ,
такi, що ‖Q(t, t0)‖ ≤ C,‖QT (t, t0)‖ ≤M . Тодi з формули (1.19) випливає

‖X(t,X0, t0)‖ ≤ ‖Q(t, t0)‖ · ‖X0‖ · ‖QT (t, t0)‖ ≤ C · ‖X0‖ ·M (1.21)
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Зафiксуємо довiльне ε > 0 i виберемо δ = ε
CM . Тодi з (1.21) при ‖X0‖ < δ

одержуємо
‖X(t,X0, t0)‖ ≤ C‖X0‖M < ε

Отримаємо, що нульовий розвязок системи (1.18) є стiйким за Ляпуновим.

Теорема 1.5. [4] Для того, щоб нульовий розвязок системи (1.18) був
нестiйким за Ляпуновим, необхiдно i достатньо, щоб фундаментальна ма-
триця Q(t, t0) цiєї системи не була обмеженою.

Доведення. Спочатку покажемо необхiднiсть. Доведемо вiд супротивного.Припустимо,
що нульовий розвязок (1.18) є нестiйким за Ляпуновим, але її фундамен-
тальна матриця Q(t, t0) обмежена. Якщо фундаментальна матриця Q(t, t0)
обмежена, то знайдеться константа C > 0,така, що

lim
k→∞
‖x(j)(tk)‖ ≤ C.

Зафiксуємо деяке ε > 0. Оскiльки нульовий розвязок системи (1.18) є нестiй-
ким за Ляпуновим, то iснує δ > 0 таке, що

‖X(t,X0, t0)‖ ≥ ε (1.22)

як тiльки ‖X0‖ < δ. З умови Q(t0, t0) = E маємо, що j– й стовпчик матрицi
Q(t0, t0) спiвпадає з j– м ортом e(j), тобто x(j)(t0) = e(j). Отже,запишемо
розв’язок системи (1.18) за формолую (1.19)

x(j)(t) = Q(t, t0)e
(j)QT (t, t0)

Розглянемо y(t) = δ
2x

(j). Оскiльки система (1.18) лiнiйна, то y(t) є її розвяз-
ком, при цьому ‖y(t0)‖ = δ

2 < δ. З(1.22) випливає ‖y(t)‖ ≥ ε. Але

lim
k→∞
‖y(tk)‖ =

δ

2
lim
k→∞
‖x(j)(tk)‖ ≤

δC

2
.

Одержали протирiччя.
Достатнiсть.Якщо матриця Q(t, t0) необмежена,то це означає, що серед

всiх стовпцiв матрицi Q(t, t0) iснує хоч би один j– й стовпець xj(t),а також
послiдовнiсть tk ≥ t0, k = 1, 2.., , для якої

lim
k→∞
‖x(j)(tk)‖ =∞.

Тодi згiдно попередньої теореми про стiйкiсть, розв’язання буде нестiйке.

Теорема 1.6. [4] Для того, щоб нульовий розвязок системи (1.18) був
асимптотично стiйким за Ляпуновим, необхiдно i достатньо, щоб

lim
t→∞
‖Q(t, t0)‖ = 0.
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Доведення. Спочатку покажемо необхiднiсть. Доведемо вiд супротивного.Припустимо,
що нульовий розвязок (1.18) є асимптотично стiйким за Ляпуновим,але умо-
ва limt→∞ ‖Q(t, t0)‖ = 0 не виконується. Тодi знайдеться j– й стовпчик xj(t)
матрицi Q(t, t0) такий, що limt→∞ ‖xj(t)‖ 6= 0. З умови Q(t0, t0) = E має-
мо x(j)(t0) = e(j), де e(j)– j– й орт. Зафiксуємо довiльне δ > 0 i розглянемо
y(t) = δ

2x
(j)(t). Оскiльки x(j)(t) є розвязком системи (1.18) i система (1.18)

лiнiйна, то y(t) є розвязком цiєї системи, при цьому ‖y(t0)‖ = δ
2 < δ. Отже,

lim
t→∞
‖y(t)‖ =

δ

2
lim
t→∞
‖x(j)(t)‖ 6= 0.

Одержали протирiччя з означенням асимптотичної стiйкостi розвязку.
Достатнiсть. Якщо limt→∞ ‖Q(t, t0)‖ = 0, то фундаментальна матриця

Q(t, t0) є обмеженою,а також обмеженою є матриця QT (t, t0) . За теоремою
про стiйкiсть нульовий розвязок системи (1.18) є стiйким за Ляпуновим. З
формули (1.19) випливає

‖X(t,X0, t0)‖ ≤ ‖Q(t, t0)‖ · ‖X0‖ · ‖QT (t, t0)‖ (1.23)

Для довiльного δ i початкових умов, що задовольняують умову ‖X0‖ < δ з
нерiвностi (1.23) одержуємо limt→∞ ‖X(t,X0, t0)‖ = 0 .

Наслiдок [4] Якщо в (1.18) матриця A має постiйнi елементи, то для
того, щоб незбурений розвязок X(t) = 0,нашої отриманної системи був
асимптотично стiйким за Ляпуновим, необхiдно i достатньо, щоб всi ко-
ренi характеристичного рiвняння

P (λ) = |A− λ · E| = p0λ
n + p1λ

n−1 . . .+ pn−1λ+ pn = 0,

де p0, p1n-– дiйснi числа, мали вiдємнi дiйснi частини Reλj ≤ 0, j = 1, 2 . . . , n.
Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння λ1, λ2, .., λn є хоча б

один з додатною дiйсною частиною, то незбурений розвязок X(t) = 0 рiв-
няння є нестiйким.

Нехай коренi характеристичного рiвняння задовольняють умови: Reλi =
0, i = 1, 2, . . . ,m, Reλi ≤ 0, i = m+1, . . . , n. Якщо коренi λ1, λ2, .., λm -– про-
стi, то незбурений розвязок X(t) = 0 є стiйким. Якщо серед λ1, λ2, . . . , λm
є кратнi, але вони задовольняють умову r = n−k, r = rang(A−λ ·E), k -–
кратнiсть кореня, то незбурений розвязок X(t) = 0 матричного рiвняння
є стiйким. В iншому випадку розвязок є нестiйким.

1.5 Iнтегральна лiйка та її властивостi
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду [1]

dx

dt
= f(x, t), (1.24)
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де x ∈ Rn - вектору стану,t ∈ Rn, (x, t) ∈ D,D ⊂ Rn+1 – обмежена область,
f : D → Rn –функцiя, яка в областi D задовольняє умови iснування i єди-
ностi розв’язку задачi Кошi системи (1.24). Зокрема, можемо вважати, що
вiдображення f задовiльняє умову неперервностi за змiнною t i локальної
лiпшицевостi за x. Позначимо x(t, x0, t0) розв’язок системи (1.24) з умовою
Кошi x(t0) = x0 .

Теорема 1.7. [1] Припустимо, що A ⊂ D– компакт в Rn+1 , всi розв’язки
x(t, x0, t0) системи (1.24) з початковими умовами x(t0) = x0, (x0, t0) ∈ A
при t ∈ [a, b] iснують i їхнi графiки належать областi D. Тодi сукупнiсть ψ
таких розв’язкiв є компактом в просторi C([a, b],Rn). Крiм того, множина

H = {(x, t) ∈ D : x = x(t, x0, t0), t ∈ [a, b], (x0, t0) ∈ A},

яка складається з точок, що лежать на графiках розв’язкiв системи (1.24)
з початковими умовами x(t0) = x0, (x0, t0) ∈ A при t ∈ [a, b] є компактом в
Rn+1

Розглянемо властивостi перетину iнтегральної лiйки лiнiйної системи ди-
ференцiальних рiвнянь. Розглянемо систему вигляду

dx

dt
= C(t)x+ g(t), (1.25)

де x = (x1, x2, ..., xn)
∗ , C(t)– n × n - матриця з неперервними компонента-

ми, g(t) – n-вимiрна неперервна функцiя, t ∈ [a, b]. Позначимо Θ(t, s) фун-
даментальну матрицю системи dx

dt = C(t)x нормовану за моментом s, де t,
s ∈ [a, b].За формулою Кошi

x(t, x0, t0) = Θ(t, t0)x0 + a(t), a(t) =

∫ t

t0

Θ(t, s)g(s)ds.

Теорема 1.8. [1] Нехай

A0 = E(Q0, x0) = {x ∈ Rn : 〈Q−10 (x− x0), x− x0〉 ≤ 1}

є елiпсоїдом, точка x0 ∈ Rn є центром елiпсоїда, Q0 – симетрична додатно-
визначена n× n- матриця. Тодi перетин iнтегральної лiйки є елiпсоїдом

H(τ) = E(Q(τ), z(τ)),

де z(t) є розв’язком системи (1.25) з початковою умовою x(t0) = x0, Q(t)
– симетрична додатновизначена n× n- матриця, яка є розв’язком матри-
чного диференцiального рiвняння Ляпунова

dQ(t)

dt
= C(t)Q(t) +Q(t)C∗(t), Q(t0) = Q0, (1.26)

де τ ∈ [a, b].
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Як знайти обернену матрицю?
Розглянемо матричне дифференцiальне рiвняння Ляпунова (1.26). Далi ,

продиференцiюємо рiвнянне (1.26) :

d

dt
(Q(t)Q−1(t)) = 0.

Продиференцiювавши, отримаємо :

Q
′
(t)Q−1(t) +Q(t)(Q−1(t))

′
= 0.

Зробимо замiну :
Q−1(t) = R(t).

Помножимо на Q−1(t):

Q−1(t)Q(t)R
′
(t) = Q−1(t)(−Q′(t))R(t).

Використовуючи вiдомий факт, що Q(t)Q−1(t) = E, спростимо рiвняння:

R
′
(t) = −R(t)Q

′
(t)R(t).

Розпишемо множник Q′(t) :

R
′
(t) = −R(t)(C(t)Q(t) +Q(t)C∗(t))R(t),

R
′
(t) = −R(t)C(t)Q(t)R(t)−R(t)Q(t)C∗(t)R(t),

R
′
(t) = −R(t)C(t)− C∗(t)R(t), R(t0) = Q−10 .

Зауважимо, що отримали матричне диференцiальне рiвняння Ляпунова, то-
дi можемо записати аналогiчну формулу для знаходження Q(t) тiлькi для
знаходження R(t):

R(t) = X(t, t0)Q
−1
0 X∗(t, t0).

Щоб знайти потрiбну фундаментальну матрицю , використаємо такий факт:

X(t, t0) = Θ∗(t0, t),Θ
−1(t, t0) = Θ(t0, t).

1.5.1 Приклади
Приклад 1.1. Розглянемо рiвняння

dx

dt
= ax+ et, x(0) = x0 ∈ [−1, 1]. (1.27)

Тодi запишемо , що

A0 = E(Q0, x0) =
{
x ∈ Rn : 〈Q−10 (x− x0), x− x0〉 ≤ 1

}
=

=
{
x ∈ R1 : Q−10 (t)(x− x0)2 ≤ 1

}
.
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Отримаємо , що :
(x− x0)2 ≤ Q0(t),

Знайшовши корiнь квадратний з нерiвностi , отримаємо

−
√
Q0(t) ≤ (x− x0) ≤

√
Q0(t),

Тодi для нашого випадку,коли x0 = 0, отримаємо{
x ∈ R1 : x2 ≤ 1

}
= [−1, 1].

Використовуючи матричне диференцiальне рiвняння Ляпунова ,знайдемоQ(t):

dQ(t)

dt
= 2aQ(t).

З попереднiх мiркувань , запишемо , що

Q(t0) = Q0 = 1.

Звiдси,
Q(t) = e2at.

За формулою Кошi знайдемо z(t) , де z(t) розв’язок рiвняння (1.27):

z(t) = a(t) =

∫ t

0

ea(t−s)esds =

∣∣∣∣∣∣
u = s+ a(t− s)

du)
ds = 1− a
ds = 1

1−adu

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

1− a

∫ t

0

eudu =
1

1− a
eu
∣∣∣∣t
0

=
es+a∗(t−s)

1− a

∣∣∣∣t
0

=
et

1− a
− eat

1− a
=
et − eat

1− a
.

За теоремою 1.8 , можемо записати

H(t) = E(Q(t), z(t)) =

{
x ∈ R1 : e−2at(x− et − eat

1− a
)(x− et − eat

1− a
) ≤ 1

}
.

Отримаємо нерiвнiсть, що описує множину H

(x− et − eat

1− a
)2 ≤ e2at.

Розглянемо три випадки :

1. Для a > 0,

[−eat +
et − eat

1− a
; eat +

et − eat

1− a
].
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2. Для a = 0,
[−2 + e−t; et].

3. Для a > 0,

[−e−at +
et − e−at

1 + a
; e−at +

et − e−at

1 + a
].

Приклад 1.2. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь :{
x
′

1 = x2,

x
′

2 = −x1.

Для системи, отримаємо загальний розв’язок :{
x1(t) = C1sin(t) + C2cos(t),

x2 = C1cos(t)− C2sin(t).

Розглянемо кiлька випадкiв :

1. Розглянемо перший випадок , коли для початкових умов задана така
умова

x210 + x220 ≤ R2.

З нерiвностi початкових умов , маємо:

Q0 = R2E.

Запишемо фундаментальну матрицю системи :

Θ(t, 0) =

(
sin(t) cos(t)
cos(t) −sin(t)

)
.

Знайдемо Q(t) за формулою

Q(t) = Θ(t, 0)Q0Θ
∗(t, 0) = R2E.

Використовуючи теорему 1.8 , отримаємо :

H(t) = E(Q(t), 0) =
{
x ∈ R2 : 〈R−2x, x〉 ≤ 1} = {x ∈ R2 : 〈x, x〉 ≤ R2

}
=

=
{
x ∈ R2 : ||x|| ≤ R

}
.

Нехай вiзьмемо R = 1, побудуємо елiпс (рис. 1.1)

2. Наступний випадок
x210
r21

+
x220
r22
≤ 1.
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Рис. 1.1. Перетин iнтегральної лiйки

Анологiчно до попереднього випадку , з нерiвностi початкових умов
знайдемо Q0:

Q0 =

(
r21 0
0 r22

)
.

Запишемо фундаментальну матрицю системи :

Θ(t, 0) =

(
sin(t) cos(t)
cos(t) −sin(t)

)
.

Знайдемо Q(t) за формулою Q(t) = Θ(t, 0)Q0Θ
∗(t, 0) =

=

(
sin2(t)r21 + cos2(t)r22

sin(2t)
2 (r21 − r22)

sin(2t)
2 (r21 − r22) cos2(t)r21 + sin2(t)r22

)
.

Для того щоб знайти обернену матрицю до Q(t) ,знайдемо визначник
матрицi Q(t) та союзну матрицу:

4 =

∣∣∣∣ sin2(t)r21 + cos2(t)r22 sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22
sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22 cos2(t)r21 + sin2(t)r22

∣∣∣∣ =

= (sin2(t)r21 + cos2(t)r22)(cos
2(t)r21 + sin2(t)r22)−
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−(sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22)
2.

Для того щоб знайти союзну матрицю треба знайти алгебраїчнi допов-
нення елементiв матрицi A (в нашим випадку це матриця Q(t)). Вони
рiвнi мiнорам, помноженим на (−1)i+ j в степенi суми рядка i стовпця,
для якого шукаємо.

A11 = (−1)2(cos2(t)r21 + sin2(t)r22),

A12 = (−1)3(sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22),

A21 = (−1)3(sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22),

A22 = (−1)2(sin2(t)r21 + cos2(t)r22).

Складемо матрицю з алгебраїчних доповнень елементiв матрицi

Ā =

(
cos2(t)r21 + sin2(t)r22 sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22

sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22 sin2(t)r21 + cos2(t)r22

)
.

Залишилось тiлькi протранспонувати матрицю Ā:

ĀT =

(
cos2(t)r21 + sin2(t)r22 sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22

sin(t)cos(t)r21 − cos(t)sin(t)r22 sin2(t)r21 + cos2(t)r22

)
.

I можемо записати Q−1:

Q−1 =
1

4
ĀT =

=

(
cos2(t)
r22

+ sin2(t)
r21

(−r21+r22)sin(2t)
(2r21r

2
2)

(−r21+r22)sin(2t)
(2r21r

2
2)

sin2(t)
r22

+ cos2(t)
r21

)
.

Тодi ,отримаємо , що

H(t) = E(Q(t), 0) =
{
x ∈ R2 : 〈Q−1(t)x, x〉 ≤ 1

}
.

Нехай вiзьмемо r1 = 2,r2 = 3,t = π
4 i побудуємо елiпс (рис. 1.2)

3. Останнiй випадок , коли множина початкових умов має вигляд

a1x
2
1 + b1x

2
2 + 2c1x

2
1x

2
2 ≤ 1.

З нерiвностi можемо записати :

Q−10 =

(
a1 c1
c1 b1

)
.
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Рис. 1.2. Перетин iнтегральної лiйки

В цьому випадку , нам треба спочатку знайти обернену до цiєї матри-
цi Q0 . Для цього як i в попередньому випадку , знайдемо визначник
матрицi Q−10 :

4 =

∣∣∣∣a1 c1
c1 b1

∣∣∣∣ = a1b1 − c21.

Анологiчно, як i в попередньому випадку знайдемо союзну матрицю :

Ā =

(
b1 −c1
−c1 a1

)
.

Та протранспонуємо її :

ĀT =

(
b1 −c1
−c1 a1

)
.

I за формулою знайдемо Q0 :

Q0 =
1

4
ĀT =

(
b1

a1b1−c21
−c1

a1b1−c21−c1
a1b1−c21

a1
a1b1−c21

)
.
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Знайдемо Q(t) за формулою

Q(t) = Θ(t, 0)Q0Θ
∗(t, 0) =(

sin2(t)b1+2cos(t)sin(t)c1+cos
2(t)a1

a1b1−c21
cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
cos2(t)b1−2cos(t)sin(t)c1+sin2(t)a1

a1b1−c21

)
.

Знову використовуючи ту саму формулу i такий сам алгоритм знайдемо
обернену матрицю Q−1:

Q−1 =
1

4
ĀT .

Введемо позначення де A i B дорiвнюють , вiдповiдно

A = (sin2(t)b1 + 2cos(t)sin(t)c1 + cos2(t)a1)×

×(cos2(t)b1 − 2cos(t)sin(t)c1 + sin2(t)a1),

B = (cos(t)sin(t)(b1 − a1) + c1(cos
2(t)− sin2(t))2.

Тодi :

4 =
A−B

(a1b1 − c21)2
.

Знайдемо алгебраїчнi доповнення елементiв матрицi

A11 = (−1)2(
cos2(t)b1 − 2cos(t)sin(t)c1 + sin2(t)a1

a1b1 − c21
),

A12 = (−1)3(
cos(t)sin(t)(b1 − a1) + c1(cos

2(t)− sin2(t))
a1b1 − c21

),

A21 = (−1)3(
cos(t)sin(t)(b1 − a1) + c1(cos

2(t)− sin2(t))
a1b1 − c21

),

A22 = (−1)2(
sin2(t)b1 + 2cos(t)sin(t)c1 + cos2(t)a1

a1b1 − c21
).

Складемо матрицю

Ā =

(
cos2(t)b1−2cos(t)sin(t)c1+sin2(t)a1

a1b1−c21
−cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
−cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
sin2(t)b1+2cos(t)sin(t)c1+cos

2(t)a1
a1b1−c21

)
,

та протранспонуємо її

ĀT =

(
cos2(t)b1−2cos(t)sin(t)c1+sin2(t)a1

a1b1−c21
−cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
−cos(t)sin(t)(b1−a1)+c1(cos2(t)−sin2(t))

a1b1−c21
sin2(t)b1+2cos(t)sin(t)c1+cos

2(t)a1
a1b1−c21

)
.
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Тодi запишемо обернену матрицю

Q−1 = rĀT ,

де r = a1b1−c21
A−B , а A i B дорiвнюють , вiдповiдно :

A = (sin2(t)b1 + 2cos(t)sin(t)c1 + cos2(t)a1)×

×(cos2(t)b1 − 2cos(t)sin(t)c1 + sin2(t)a1),

B = (cos(t)sin(t)(b1 − a1) + c1(cos
2(t)− sin2(t))2.

Тодi отримаємо, що

H(t) = E(Q(t), 0) =
{
x ∈ R2 : 〈Q−1(t)x, x〉 ≤ 1

}
.

Нехай вiзьмемо a1 = 2,b1 = 3,c1 = 1, t = π , i побудуємо елiпс (рис. 1.3)

Рис. 1.3. Перетин iнтегральної лiйки
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1.5.2 Обчислювальний експеримент
Розглянемо таку задачу . Треба побудувати перетин iнтегральної лiйки в

момент t = T системи {
x
′

1 = 3x1 − 2x2,

x
′

2 = x1 + x2, t ∈ [0, T ].

за умови, що (x1(0), x2(0)) ∈M0 i множина початкових умов має вигляд

M0 =

{
x1, x2 :

x21
4

+
x22
9
≤ 1

}
.

Для системи, отримаємо загальний розв’язок :{
x1(t) = C1(−e2tsin(t) + e2tcos(t)) + C2(−e2tsin(t)− e2tcos(t)),
x2 = C1e

2tcos(t)− C2e
2tsin(t).

З нерiвностi початкових умов знайдемо Q0:

Q0 =

(
4 0
0 9

)
.

Запишемо фундаментальну матрицю системи :

Θ(t, 0) =

(
e2t(cos(t)− sin(t)) −e2t(sin(t) + cos(t))

e2tcos(t) −e2tsin(t)

)
.

Знайдемо Q(t) за формулою

Q(t) = Θ(t, 0)Q0Θ
∗(t, 0) =

=

(
(5sin(2t) + 13)e4t

√
2(−10cos(2t+ π

4 ) + 13
√

2)e
4t

4

(−5
√

2cos(2t+ π
4 ) + 13)e

4t

2 (5sin2(t) + 4)e4t

)
.

Знайдемо обернену матрицю Q−1:

Q−1 =

(
(20sin2(t) + 16)e

−4t

144 (5
√

2cos(2t+ π
4 )− 13)e

−4t

72

(5
√

2cos(2t+ π
4 )− 13)e

−4t

72 (5sin(2t) + 13)e
−4t

36

)
.

За теоремою 1.8 побудуємо перетин iнтегральної лiйкi

H(t) = E(Q(t), 0) =
{
x ∈ R2 : 〈Q−1(t)x, x〉 ≤ 1

}
.

Вiзьмемо наприклад T = π
2 . Тодi отримаємо (рис. 1.4)

Якщо вiзьмемо T = π
6 , то отримаємо наступний елiпс (рис. 1.5)

А при T = π, то виходить елiпс (рис. 1.6)
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Рис. 1.4. Перетин iнтегральної лiйки
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Рис. 1.5. Перетин iнтегральної лiйки
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Рис. 1.6. Перетин iнтегральної лiйки
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Роздiл 2

Матричне диференцiальне
рiвняння Рiккатi

Як i в попереднiх роздiлах розглядаємо диференцiальне рiвняння [3]

Ẋ = Q(t) + A(t) ·X +X ·B(t) +X ·R(t) ·X, (2.1)

де Q(t), A(t), B(t) i R(t) — заданi n-квадратнi матрицi, визначенi на деякому
вiдрiзку часу t, X — шукана n-квадратна матриця.

2.1 Найпростiшi властивостi рiвняння
Розглянемо деякi найпростiшi властивостi рiвняння (2.1) [3].

1. Тип рiвняння не змiнюється при замiнi незалежної змiнної за формулою
t = φ(τ), де φ(τ) — довiльна диференцiйована функцiя.

2. Якщо матриця R−1 iснує, то замiною Y = R ·X рiвняння (2.1) приво-
диться до вигляду

Ẏ (t) = Q1(t) + A1(t) · Y + Y ·B1(t) + Y 2, (2.2)

де Q1 = R ·Q,A1 = (R · A+ Ṙ) ·R−1, B1 = B.

3. Замiною змiнної Y = Z −B1 рiвняння (2.2) приводиться до вигляду

Ż = Q2 + A2(t) · Z + Z2, (2.3)

де A2 = A1−B1, Q2 = Q1−A1 ·B+Ḃ1. Аналогiчно, замiною Y = Z−A1

рiвняння (2.2) приводиться до вигляду

Ż = Q3 + Z ·B3 + Z2, (2.4)

де B3 = B1 − A1 , Q3 = Q1 − A1 ·B2
1 − Ȧ1.
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Теорема 2.1. [3] Якщо X = X1(t) — частинний розв’язок рiвняння (2.1),то
за допомогою замiни X = Y + X1 це рiвняння зводиться до рiвняння Бер-
нуллi

Ẏ = A3 · Y + Y ·B3 + Y ·R · Y, (2.5)

де A3 = A+X1 ·R, B3 = B +R ·X1.

Теорема 2.2. [3] Якщо X1(t) — частинний розв’язок рiвняння (2.1) ,а Z =
Z1(t) i U = U1(t) — неособливi розв’язки рiвнянь

Ż = −B3(t) · Z,

U = −U · A3(t),

вiдповiдно, де матрицi A3 i B3 визначаються формулами A3 = A + X1 · R,
B3 = B + R ·X1, то загальний розв’язок рiвняння (2.1) знаходиться однiєї
квадратурою.

Теорема 2.3. [3] Матриця X(t) = (Z(t)CU(t) +R(t))−1 + S(t), де C — до-
вiльна постiйна матриця, Z(t) i U(t) — неособливi матрицi, a Z(t), U(t),
Z−1, U−1(t), S(t) и R(t) диференцiйованi, є розв’язком деякого рiвняння Рiк-
катi.

Теорема 2.4. [3] Нехай X1, X2, X3 и X4 — частиннi розв’язки рiвняння
(2.1), a U(t) — неособливий розв’язок рiвняння U + U · A3(t) = 0, де A3(t)
визначається формулою A3 = A + X1 · R, B3 = B + R · X1 . Тодi iснує
постiйна матриця C0 така, що

U(X4 −X1)(X4 −X2)
−1(X3 −X2)(X3 −X1)

−1U−1 = C0. (2.6)

2.2 Iснування розв’язку
Розглянемо питання про iснування розв’язку рiвняння (2.1) [3]. Будемо

вважати, що матрицi Q(t), A(t), B(t) i R(t) неперервнi на вiдрiзку

a ≤ t ≤ b.

Тут ми покажемо, як можна побудувати розв‘язок рiвняння (2.1) у всiй обла-
стi його iснування. Для цього визначимо двi n-мiрних вектор-функцiї x(t) =
x1...xn i y(t) = y1...yn як розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

ẋ = −B(t)x−R(t)y, ẏ = Q(t)x+ A(t)y, (2.7)

що задовольняє початковим умовам

x(t0) = x0, y(t0) = y0. (2.8)
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Далi , позначимо через W (t, t0) 2n-мiрну матрицю Кошi системи рiвнянь
(2.7).Тодi розв’язок задачi Кошi (2.7)-(2.8) можна представити у виглядi

z(t) = W (t, t0)z
0, z = {x, y}, z0 = {x0, y0}. (2.9)

Якщо , матрицю W (t, t0) представити через її n-мiрнi блоки

W (t, t0) =

(
W11(t, t0) W12(t, t0)
W21(t, t0) W22(t, t0)

)
,

то формулу (2.9) можна записати у виглядi{
x(t) = W11(t, t0)x

0 +W12(t, t0)y
0,

y(t) = W21(t, t0)x
0 +W22(t, t0)y

0.

При цьому виконуються умови

Wii(t, t) = I,Wij(t, t) = θ, i 6= j.

Також зрозумiло, що розв’язок цiєї системи рiвнянь визначено на вiдрiзку
a ≤ t ≤ b. Нехай вiзьмемо матрицю K(t) таку , що

y(t) = K(t)x(t), (2.10)

i покажемо ,що вона задовольняє попередньому рiвнянню у всiх тих точках
вiдрiзка a ≤ t ≤ b, в яких вона неперервна i диференцiйована. Так як вектори
x(t) i y(t) утворюють розв’язок системи рiвнянь (2.7) , то з рiвностi ẏ(t) =
K̇(t)x(t) +K(t)ẋ(t) отримуємо

K̇(t)x(t) = K(t)[B(t)x(t) +R(t)y(t)] +Q(t)x(t) + A(t)y(t). (2.11)

Пiдставимо в це спiввiдношення замiсть y(t) його значення з (2.10), отриму-
ємо спiввiдношення , яке можна записати у виглядi

[K̇(t)−Q(t)− A(t)K(t)−K(t)B(t)−K(t)R(t)K(t)]x(t) = 0, (2.12)

де через 0 позначений нульовий n-мiрний вектор. Рiвнiсть (2.12) має вико-
нуватися при будь-яких значеннях вектора x(t). Тому вираз в квадратних
дужках цiєї рiвностi має представляти собою матрицю з нульовими елемен-
тами, а це означає, що K(t) - розв’язок рiвняння (3.6).

Дамо аналiтичне представлення матрицi K(t), для цього скористаємося
спiввiдношеннями (2.2). Припустимо, що нас цiкавить розв’язок рiвняння
(3.6), яке задовольняє умовi

K(T ) = F, a ≤ T ≤ b, (2.13)
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де F - задана матриця. У рiвностi (2.2) замiнимо t на T , a t0 на t. В результатi
отримаємо рiвнiсть{

x(T ) = W11(T, t)x(t) +W12(T, t)y(t),

y(T ) = W21(T, t)x(t) +W22(T, t)y(t).

Якщо тепер скористатися тим, що y(T ) = K(T )x(T ) i y(T ) = Fx(T ), то, з
урахуванням (2.2), отримуємо y(t) = [W22(T, t)− FW12(T, t)]

−1[FW11(T, t)−
W21(T, t)]x(t). Отже, розв’язок K(t) рiвняння (3.6), що задовольняє початко-
вим умовам (2.13), визначається формулою

K(T ) = [W22(T, t) + FW12(T, t)]
−1[FW11(T, t) +W21(T, t)]. (2.14)

Зауваження [3] Загальний розв’язок рiвняння (2.1) можна представити у
виглядi

X(t) = (Z(t)CU(t) +R(t))−1 + S(t)

Якщо в цьому розв’язку зробити незначнi перетворення, то його можна
привести до виду (2.14)

Розглянемо матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi [6]

X
′
(t) + A∗X(t) +X(t)A+X2(t) = Q, (2.15)

з початковою умовою
X(t0) = X0, (2.16)

де A- дiйсна матриця n × n ,а Q , X0- двi дiйснi симетричнi , невiд’ємно
визначенi матрицi .

Теорема 2.5. [6] Задача Кошi (2.15) i (2.16) допускає особливий розв’язок
X = X(t) , визначений на пiввiсi [t0,∞) .Бiльш того , X(t) є симетричним
i невiд’ємно визначеним для будь-якого t ≥ t0.

Iснування та особливiсть розв’язку цiєї задачi Кошi визначене на макси-
мальному iнтервалi [t0, T ) . Використовуючи той факт , щоX0 iQ -симетричнi
матрицi , та беручи сумiжнiсть сторiн (2.15) , одержимо ,що X∗(t) також ж
розв’язком задачi Кошi . Це доводить , що X(t) = X∗(t) , тобто X(t) симе-
трична для будь-якого t ∈ [t0, T ). Тепер покажемо ,що матриця X(t) також є
невiд’ємно визначеною для будь-якого t ∈ [t0, T ) та T = ∞. Розглянемо два
випадки [6].

1. Матриця Q додатно визначена.

Пригадаємо , що X(t0) = X0 невiд’ємно визначена . Ми встановили

T ′ = sup{τ ∈ [t0, T );X(t) ≥ 0,∀t ∈ [t0, τ)}.

Треба довести , що T ′ = T . Якщо T ′ < T , то X(T
′
) є невiд’ємно ви-

значена i iснують послiдовностi (tk) у (T
′
, T ) та (υk) у Rn з такими

властивостями [6]:
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(а) limk→∞ tk = T
′
.

(б) ‖ υk ‖e= 1 , (X(tk)υk, υk) < 0,∀k
(в) ∃υ∗ ∈ Rn, υ∗ = limk→∞ υk

Для кожного υ ∈ Rn визначимо функцiї

φυ, ψυ : [t0, T ) −→ R, φυ = (X(t)υ, υ), ψυ = (X(t)υ,Aυ).

Оскiльки X(t) симетрична , з (2.15) бачимо , що φυ(t) задовiльняє

φυ(t)
′
= −2φυ(t)− ‖ X(t)υ ‖2e +(Qυ, υ). (2.17)

Також , у нас є
φυ∗(T

′
) = ψυ∗(T

′
) = 0, (2.18)

та
φυ∗(T

′
)
′
= (Qυ∗, υ∗) > 0. (2.19)

Використовуючи теорему про середнє значення , ми робимо висновок ,
що для будь-якого k iснує sk ∈ (T

′
, tk) таке , що

φυk(sk)
′
=
φυk(tk)− φυk(T

′
)

tk − T ′

. Зазначимо , що за визначенням T
′, φυk(T

′
) ≥ 0. Оскiлькi φυk(tk) < 0 ,

ми виводимо , що φ′υk(sk) > 0 . Зважаючи на

lim
k→∞

φ
′

υk
(sk) = lim

k→∞
(X

′
(sk)υk, υk) = (X

′
(T
′
)υ∗, υ∗) = φ

′

υ∗(T
′
),

виводимо , що φ′υ∗(T
′
) ≤ 0.Це суперечить (2.19) i доводить , що X(t) ≥

0,∀t ∈ [t0, T
′
). Щоб довести , що T = ∞ , достатньо довести , що для

будь-якого υ ∈ Rn iснує неперервна функцiя fυ : [t0,∞)→ R така , що

φυ(t) ≤ f(t),∀t ∈ [t0, T ).

Зафiксуємо υ ∈ Rn. Використаємо нерiвнiсть Кошi -Шварца ,

|ψυ(t)| = |(X(t)υ,Aυ)| ≤ ‖X(t)υ‖e · ‖Aυ‖e

Використаємо це в (2.17) , отримаємо

φ
′

υ(t) ≤ 2Cυgυ(t)− (gυ(t))
2 + (Qυ, υ)

i таким чином ,

φυ(t) ≤ fυ(t) = φυ(t0)+(t−t0)(Qυ, υ)+

∫ t

t0

(2Cυgυ(s)−(gυ(s))
2)ds, (2.20)

∀t ∈ [t0, T ) . Це доводить , що T =∞.
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2. Матриця Q є лише невiд’ємно визначеною. [6] Для будь-якого
ε > 0 встановимо

Qε = Q+ εI,

де I позначає одиничну n× n - матрицю. Позначимо через Xε(t) право-
стороннiй розв’язок задачi Кошi

X
′
(t) + A∗X(t) +X(t)A+X(t)2 = Qε, Xε(t0) = X0.

Вiдповiдно до попереднiх мiркувань, Xε(t) визначено на [t0,∞) i воно
не є вiд’ємно визначене на цьому iнтервалi. Бiльш того, для будь-якого
υ ∈ Rn , будь-якого ε > 0 та будь-якого t ≥ t0, ми маємо

(Xε(t)υ, υ) ≤ f ευ(t) = (X0υ, υ)+(t− t0)(Qυ, υ)+

∫ t

t0

(2Cυg
ε
υ(s)−gυ(s)2)ds

(2.21)
gευ = ‖Xε(t)υ‖e.

Маємо , що
lim
ε→0

Xε(t) = X(t),∀ ∈ [t0, T )

Якщо тепер спрямувати ε→ 0 у (2.21), ми виведемо що

(Xε(t)υ, υ) ≤ fυ(t)∀t ∈ [t0, T )

де fυ(t) визначено у (2.20). Звiдси випливає, що T =∞.
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Роздiл 3

Другий метод Ляпунова для
матричних
диференцiальних рiвнянь

3.1 Автономний випадок
Розглянемо автономний випадок для матричного диференцiального рiв-

няння вигляду [4]
dX

dt
= F (X), t ≥ t0, (3.1)

де X – матриця розмiра n× n , та F (0) = 0.

DH = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ < H}.

Важливу роль в теоремах Ляпунова вiдiграє таке означення , як повна похi-
дна в силу системи.

Припустимо, що V (X) є неперервно диференцiйованою функцiєю,X ∈
DH ,t ≥ t0.

Означення 3.1. [4] Повною похiдною за змiнною t вiд функцiї V (X) в силу
системи (3.1) називається функцiя вигляду(dV (X)

dt

)
(3.1)

= tr
(∂V T

∂X
F (X)

)
, (3.2)

де tr(∂V
T

∂X F (X)) =
∑n

i,j=1
∂V (X)
∂Xij

× Fij(X).

Розглянемо теорему Ляпунова про стiйкiсть.

Теорема 3.1. [4] Якщо для системи (3.1) знайдеться неперевно диферен-
цiйована додатновизначена функцiя V (X),X ∈ DH ,t ≥ t0,повна похiдна вiд
якої за змiнною t в силу системи (3.1) є функцiєю вiдємнопостiйною, то
незбурений розвязок X(t) = 0, системи (3.1) є стiйким за Ляпуновим.
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Доведення. Ми повиннi показати, ща виконуються умови стiйкостi за Ляпу-
новим.Для цього виберемо ε > 0, ε < H.Розглянемо

Sε = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ = ε}.

За умовами теореми функцiя V (X) є неперервною. Оскiльки сфера Sε ком-
пакт,замкнена,обмежена множина ,за теоремою Вейєрштрасса, iснує X∗ ∈ Sε,
для якої

minX∈SεV (X) = V (X∗) = C. (3.3)

Оскiльки V (X) є додатновизначеною V (x) > 0,а множина Sε не мiстить точку
ноль, то C > 0. З неперервностi функцiї V (X) та з умови V (0) = 0, слiдує,
що знайдеться δ ∈ (0, ε) таке, що V (X) < C як тiльки ‖X‖ < δ. Це означає,
що множина

Uδ = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ < δ},
лежить в множинi

{X ∈ DH : V (X) < C}.
Виберемо довiльне X0 ∈ Uδ. Покажемо, що траєкторiя системи (3.1), яка
починається з X0, не дiйде до сфери Sε.

Вiд супротивного. Припустимо, що знайдеться t1 > t0 таке, що

‖X(t) < ε‖, t ∈ [t0, t1),

X(t1) = ε.

Повна похiдна за змiнною t вiд функцiї V (X) в силу системи (3.1) є вiдємно-
постiйною, тому

V (X(t1))− V (X0) =

∫ t1

t0

dV (X(s), s)

ds
ds ≤ 0.

З X0 ∈ Uδ слiдує V (X0) < C.Але X(t1) ∈ Sε.Маємо,що

minX∈SεV (X) = C,

V (X(t1)) ≥ C.

Остаточно маємо
C ≤ V (X(t1)) ≤ V (X0) < C. (3.4)

Одержали протирiччя, яке показує, що будь-який розв’язок X(t) який в мо-
мент t0 належить Uδ,залишається у внутрiшностi кулi Kε(0). Це означає, що
нульовий розвязок системи (3.1) є стiйким за Ляпуновим.

Тепер сформулюємо наступну теорему Ляпунова про асимптотичну стiй-
кiсть.
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Теорема 3.2. [4] Якщо для системи (3.1) знайдеться неперевно диференцi-
йована додатновизначена функцiя V (X), повна похiдна вiд V (X) за змiнною
t в силу системи (3.1) є функцiєю вiдємновизначеною, то незбурений розвя-
зок X(t) = 0 ,t ≥ t0 системи (3.1) є асимптотично стiйким за Ляпуновим.

Доведення. Ми бачимо,що умови теореми (3.2) є сильнiшими за умови тео-
реми (3.1), тому нульовий розвязок системи (3.1) є стiйким за Ляпуновим.
Це означає, що для довiльного ε ∈ (0, H) знайдеться δ0 ∈ (0, ε) таке, що
розвязок системи (3.1) задовольняє умову ‖X(t)‖ < ε для всiх t ≥ t0 як тiль-
ки ‖X0‖ < δ0, де X0 = X(t0).Залишилось показати ,що виконуються умови
асимптотичної стiйкостi. Покажемо, що для такого розвязку

lim
t→∞
‖X(t)‖ = 0.

Вiд супротивного. Припустимо, що знайдеться послiдовнiсть {tk} ⊂ [t0,+∞)
така, що tk → +∞ i ‖X(tk)‖ ≥ a ,k = 1, 2, . . . , де a > 0. Оскiльки функцiя
V (X) є неперервною i додатновизначеною, то знайдеться таке b таке, що

V (X) ≥ b, a ≤ ‖X‖ ≤ ε.

Тому V (X(tk)) ≥ b, k = 1, 2 . . ..
I як було показано при доведеннi теореми (3.1).Оскiлькi повна похiдна

функцiї V (X) в силу системи (3.1) є вiдємновизначеною неперервною фун-
кцiєю, позначимо її

W (x) =
(dV (X)

dt

)
(3.1)

,

V (X(t)) є монотонно незростаючою функцiєю i V (X(t)) ≥ b для всiх t ≥ t0.
Дiйсно, якщо V (X(t)) < b при деякому t ≥ t0, то для всiх членiв {tk} послi-
довностi , якi бiльшi за t, виконується умова V (X(tk)) < b. Це протирiчить
припущенню. Оскiльки V (0) = 0 ,t ≥ t0 , V (x) > 0, використовуючи не-
перервнiсть функцiї в нулi , то знайдеться δ > 0 таке, що V (X) < b при
‖X‖ < δ для всiх t ≥ t0. Тому розвязок X(t) системи (3.1) не задовольняє
умову ‖X(t)‖ < δ,t ≥ t0 . Отже,

X(t) ∈ D = {X ∈ DH , δ ≤ ‖X‖ < ε}, t ≥ t0.

Оскiльки повна похiдна в силу системи

W (X, t) =
(dV (X, t)

dt

)
(3.1)

є функцiєю вiдємновизначеною, то знайдеться p > 0, таке, що

W (X) ≤ −p,X ∈ D.
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Далi пiдставимо (dV (X(t))

dt

)
(3.1)

=
dV (X(t))

dt
≤ −p,

i

V (X(t)) = V (X0) +

∫ t

t0

dV (X(s))

ds
ds ≤ V (X0)− p(t− t0),

t ≥ t0. Якщо ми t спрямуємо до безмежностi,то вираз

V (X0)− p(t− t0),

як завгодно великий i вiд’ємний, але фунцiя V (X) додатновизначена , тоб-
то ми отримали протирiччя. Звiдси випливає, що iснує t ≥ t0 при якому
V (X(t)) < 0. Для цього

V (X0)− p(t− t0) < 0,

i
t > t0 +

V (X0)

p
.

Одержали протирiччя з додатною визначенiстю функцiї V (X) . Протирiччя
показує, що

lim
t→∞
‖X(t)‖ = 0.

Далi сформулюємо першу теорему Ляпунова про нестiйкiсть.

Теорема 3.3. [4] Якщо для системи (3.1) знайдеться неперевно диферен-
цiйована в областi D функцiя V (X), V (0) = 0, повна похiдна вiд V (X) за
змiнною t в силу системи (3.1) є функцiєю знаковизначеною, але в будь-
якому околi Uh(0) нуля знайдеться X0 ∈ Uh(0) таке, що(dV (X0)

dt

)
(3.1)

V (X0) > 0,

незбурений розвязок X(t) = 0 ,t ≥ t0 є нестiйким.

Доведення. Виберемо (dV (X)
dt )(3.1) додатновизначеною.Тодi теорема говорить

про те, що в довiльному околi початку координат, знайдуться такi X, в яких
функiя V (X) є додатною.

Виберемо ε > 0 так, щоб Uε(0) ⊂ D.В цьому околi виконуються умови
теореми.Далi виберемо δ ∈ (0, ε). Треба показати ,що в цьому околi iснує
таке X0,що вiдповiдний йому розв’язок вийде за межi околу Uε(0).Тодi це
буде означати нестiйкiсть розв’язку. З умови теореми випливає , що в околi
Uδ iснує таке X0, що

V (X0) = V0 > 0.
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Оскiльки виконується непервнiсть функцiї V (X), то за означенням неперерв-
ностi iснує σ > 0,що |V (X)| < V0 як тiльки ‖X‖ < σ.Ця умова означає,що

Uσ(0) ⊆ {X ∈ Uε(0) : |V (X)| < V0}.

Оскiльки (dV (X)
dt )(3.1) є додатновизначеною, то

V (X(t,X0)) ≥ V0, t ≥ 0.

Звiдси робимо висновок, що цей розвязок не буде належати Uσ(0), t ≥ 0.
Тепер нам треба показати,що в деякий момент часу розв’язок покидає

ε-окiл.Припустимо,вiд супротивного, X(t,X0) ∈ Uε(0), t ≥ 0. Тодi

X(t,X0) ∈ C, t ≥ 0,

де C = Kε(0)\Uσ(0).Оскiльки C-компакт,замкнена,обмежена множина,функцiя
V (X)-неперервна,то вона є обмеженою на компактi C,за властивостями не-
перервних функцiй.Тому V (X(t,X0)) є обмеженою зверху при t ≥ 0.Тобто,
виконується наступне,що iснує константа d > 0 така,що

V (X(t,X0)) 6= d,

для всiх t ≥ 0.
З iншого боку, ноль не лежить в компактi C, функцiя

(
dV (X)
dt

)
(3.1)

є дода-

тновизначеною i неперервною, тодi за теоремою Вейєрштраса

minX∈C

(dV (X)

dt

)
(3.1)

= l > 0.

Далi робимо такий висновок,що(dV (X(t,X0))

dt

)
(3.1)
≥ l, t ≥ 0.

Далi проiнтегруємо отриману нерiвнiсть вiд 0 до t,використовуючи власти-
вiсть повної похiдної в силу системи, одержуємо

V (X(t,X0)) ≥ V0 + lt, t ≥ 0.

Це означає, що iснує t ≥ 0,для якого

V0 + lt > d,

звiдси отримуємо

t >
d− V0
l

.

Ми отримали протирiччя,що показує, що iснує такий момент часу при якому
розвязок покине вiдкритий ε-окiл

X(t,X0) /∈ Uε(0).

Це буде означати,що буде порушуватися означення стiйкостi нульового роз-
вязку за Ляпуновим,тобто розвязок буде нестiйким.
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3.2 Неавтономний випадок.
Знову ж таки розглядаємо початок нуля,який задається областю

DH = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ < H},

dX

dt
= F (X, t), t ≥ t0, (3.5)

де X- матриця розмiра n × n , та F (0, t) = 0 [4]. Припустимо, що V (X, t) є
неперервно диференцiйованою функцiєю,X ∈ DH ,t ≥ t0.

Згадаємо ось таке означення.

Означення 3.2. [4] Неперервна функцiя V (X, t) називається додатновизначеною,X ∈
DH ,t ≥ t0,якщо знайдеться така неперервна додатновизначена функцiя
W (X),для якої

V (X, t) ≥ W (X), V (0, t) = 0, X ∈ DH , t ≥ t0.

Означення 3.3. [4] Повною похiдною за змiнною t вiд функцiї V (X, t) в
силу системи (3.5) називається функцiя вигляду(dV (X, t)

dt

)
(3.5)

=
∂V (X, t)

∂t
+ tr

(∂V T

∂X
F (X, t)

)
, (3.6)

де tr(∂V
T

∂X F (X, t)) =
∑n

i,j=1
∂V (X,t)
∂Xij

× Fij(X, t).

Теорема 3.4. [4] Якщо для системи (3.5) знайдеться неперевно диференцi-
йована додатновизначена функцiя V (X, t),X ∈ DH ,t ≥ t0,повна похiдна вiд
якої за змiнною t в силу системи (3.5) є функцiєю вiдємнопостiйною, то
незбурений розвязок X(t) = 0, системи (3.5) є стiйким за Ляпуновим.

Доведення. Виберемо ε ∈ (0, H).Розглянемо

Sε = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ = ε}.

Функцiя V (X, t) є додатновизначеною,X ∈ DH ,t ≥ t0.Тому знайдеться непе-
рервна додатновизначена функцiя така, що

V (X, t) ≥ W (X), X ∈ DH , t ≥ t0. (3.7)

За теоремою Вейєрштрасса iснує X∗ ∈ Sε, для якої

minX∈SεW (X) = W (X∗) = C > 0. (3.8)

З (3.7), (3.8) випливає

V (X, t) ≥ W (X) ≥ W (X∗) = C > 0, X ∈ Sε, t ≥ t0. (3.9)
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З неперервностi функцiї V (X, t) та з умови V (0, t) = 0, t ≥ t0, слiдує, що
знайдеться δ ∈ (0, ε) таке, що V (X, t0) < C як тiльки ‖X‖ < δ. Це означає,
що множина

Uδ = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ < δ}
лежить в множинi

{X ∈ DH : V (X, t0) < C}.
Виберемо довiльну X0 ∈ Uδ. Покажемо, що траєкторiя системи (3.5), яка
починається з X0, не дiйде до сфери Sε i залишиться в множинi

Uε = {X ∈ Rn×n : ‖X‖ < ε}.

Вiд супротивного. Припустимо, що знайдеться t1 > t0 таке, що X(t1) ∈ Sε,
при цьому X(t) ∈ Uε,t ∈ [t0, t1), де X(t) = X(t,X0, t0)– розвязок задачi
Кошi (3.5). Тодi з (3.9) випливає V (X(t1), t1) ≥ C. Але з X0 ∈ Uδ слiдує
V (X0, t0) < C. Повна похiдна за змiнною t вiд функцiї V (X, t) в силу системи
(3.5) є вiдємнопостiйною, тому

V (X(t1), t1)− V (X0, t0) =

∫ t1

t0

dV (X(s), s)

ds
ds ≤ 0.

Остаточно маємо

C ≤ V (X(t1), t1) ≤ V (X0, t0) < C. (3.10)

Одержали протирiччя, яке показує, що з умови X0 ∈ Uε випливає ,X(t) ∈ Uε.
Це означає, що нульовий розвязок системи (3.5) є стiйким за Ляпуновим.

Далi розглянемо теорему про асимптотичну стiйкiсть.Для доведення цiєй
теореми розглянемо таке означення.

Означення 3.4. [4] Функцiя V (X, t) допускає нескiнченно малу вищу гра-
ницю в X = 0, якщо для довiльного ε > 0 iснує δ > 0,що

V (X, t) < ε,

для всiх ‖X‖ < δ, t ≥ t0.

Теорема 3.5. [4] Якщо для системи (3.5) знайдеться неперевно диференцi-
йована додатновизначена функцiя V (X, t), яка в X = 0 допускає нескiнченно
малу вищу границю, а повна похiдна вiд V (X, t) за змiнною t в силу систе-
ми (3.5) є функцiєю вiдємновизначеною, то незбурений розвязок X(t) = 0,
t ≥ t0 системи (3.5) є асимптотично стiйким за Ляпуновим.
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Доведення. Умови теореми (3.5) є сильнiшими за умови теореми (3.4). Тому
нульовий розвязок системи (3.5) є стiйким за Ляпуновим. Це означає, що для
ε ∈ (0, H) знайдеться δ0 ∈ (0, ε) таке, що розвязок X(t) = X(t,X0, t0) системи
(3.5) задовольняє умову ‖X(t)‖ < ε для всiх t ≥ t0 як тiльки ‖X0‖ < δ0, де
X0 = X(t0). Покажемо, що для такого розвязку

lim
t→∞
‖X(t)‖ = 0.

Вiд супротивного. Припустимо, що знайдеться послiдовнiсть {tk} ⊂ [t0,+∞)
така, що tk → +∞ i ‖X(tk)‖ ≥ a ,k = 1, 2, . . . , де a > 0. Оскiльки функцiя
V (X, t) є неперервною i додатновизначеною,X ∈ DH ,t ≥ t0 , то знайдеться
додатновизначена неперервна функцiя V0(X),X ∈ DH така, що

V (X, t) ≥ V0(X) ≥ b, a ≤ ‖X‖ ≤ ε,

де b > 0 – деяка константа. Тому V (X(tk), tk) ≥ b, k = 1, 2 . . .. Повна похiдна
функцiї V (X, t) в силу системи (3.5) є вiдємновизначеною неперервною фун-
кцiєю. Тому V (X, t) є спадною i V (X(t), t) ≥ b для всiх t ≥ t0. Дiйсно, якщо
V (X(t), t) < b при деякому t ≥ t0, то для всiх членiв {tk} послiдовностi , якi
бiльшi за t, виконується умова V (X(tk), tk) < b. Це протирiчить припущен-
ню. Оскiльки V (0, t) = 0 ,t ≥ t0 , функцiя V (X, t) допускає нескiнченно малу
вищу границю в X = 0 та є додатновизначеною, то знайдеться δ > 0 таке, що
V (X, t) < b при ‖X‖ < δ для всiх t ≥ t0. Тому розвязок X(t) системи (3.5)
не задовольняє умову ‖X(t)‖ < δ,t ≥ t0 . Отже,

X(t) ∈ D = {X ∈ DH , δ ≤ ‖X‖ < ε}, t ≥ t0.

Оскiльки повна похiдна в силу системи

W (X, t) =
(dV (X, t)

dt

)
(3.5)

є функцiєю вiдємновизначеною, то знайдеться додатновизначена функцiяW0(X),X ∈
DH така, що

−W (X, t) ≥ W0(X) > p,X ∈ D,
де p > 0– деяка константа. Тому

W (X, t) ≤ −p,X ∈ D, t ≥ t0.

Так як X(t) ∈ D при t ≥ t0, то(dV (X(t), t)

dt

)
(3.5)

=
dV (X(t), t)

dt
≤ −p

i

V (X(t), t) = V (X0(t0), t0) +

∫ t

t0

dV (X(s), s)

ds
ds ≤ V (X0, t0)− p(t− t0),
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t ≥ t0. Звiдси випливає, що iснує t ≥ t0 при якому V (X(t), t) < 0. Для цього
V (X0, t0) − p(t − t0) < 0 i t > t0 + V (X0,t0)

p Одержали протирiччя з додатною
визначенiстю функцiї V (X, t) . Протирiччя показує, що limt→∞ ‖X(t)‖ = 0.

Сформулюємо теорему Ляпунова про нестiйкiсть.

Теорема 3.6. [4] Якщо для системи (3.5) знайдеться неперевно диферен-
цiйована в областi D функцiя V (X, t), V (t, 0) = 0,яка допускає нескiнченно
малу вищу границю при X → 0, повна похiдна вiд V (X, t) за змiнною t в си-
лу системи (3.5) є функцiєю знаковизначеною, але в будь-якому околi U(0)
нуля знайдеться X0 ∈ U(0) таке, що(dV (t0, X0)

dt

)
(3.5)

V (t0, X0) > 0,

незбурений розвязок X(t) = 0 ,t ≥ t0 є нестiйким.

Доведення. Виберемо
(
dV (t,X)

dt

)
(3.5)

додатновизначеною.Запишемо означення

додатновизначеностi (dV (t,X)

dt

)
(3.5)
≥ W (X)

при t0 6= t <∞,де W (X)-неперервна додатновизначена функцiя. За умовами
теореми функцiя V (t,X) допускає нескiнченно малу вищу границю при X →
0.Тодi для d > 0 знайдеться h ∈ (0, H) таке,що

|V (t,X)| < d

при t0 6= t < ∞,‖X‖ < h. Це означає,що функцiя V (t,X) є обмеженою на
множинi t0 6= t < ∞. Виберемо ε > 0 так, щоб ε ∈ (0, h). Далi виберемо
δ ∈ (0, ε). Треба показати ,що в цьому околi iснує таке X0,що вiдповiдний
йому розв’язок вийде за межi околу Uε(0).Тодi це буде означати нестiйкiсть
розв’язку. З умови теореми випливає , що в околi Uδ iснує таке X0, що

V (t0, X0) = V0 > 0.

Функцiя V (t,X) допускає нескiнченно малу вищу границю при X → 0, то
iснує σ ∈ (0, H),що |V (t,X)| < V0,при t0 6= t < ∞, як тiльки ‖X‖ < σ. Ця
умова означає,що

Uσ(0) ⊆ {X ∈ Uε(0) : |V (t,X)| < V0, t0 6= t <∞}.

Оскiльки
(
dV (t,X)

dt

)
(3.5)

є додатновизначеною, то

V (t,X(t,X0, t0)) ≥ V0, t ≥ t0.
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Звiдси робимо висновок, що цей розвязок не буде належати Uσ(0), t ≥ 0.
Тепер нам треба показати,що в деякий момент часу розв’язок покидає

ε-окiл.Припустимо,вiд супротивного, X(t,X0, t0) ∈ Uε(0), t ≥ 0. Тодi

X(t,X0, t0) ∈ C, t ≥ 0,

де C = Kε(0) \ Uσ(0). Оскiльки C ⊆ Uh(0),то виконується наступне,що iснує
константа d > 0 така,що

|V (t,X)| 6= d,

при t0 6= t <∞.Тобто,
|V (t,X(t,X0, t0)) 6= d,

для всiх t ≥ t0.
Так як C- компакт, функцiяW (X) є неперервною, тодi за теоремою Вейєр-

штраса
minX∈CW (X) = l > 0.

Оскiльки
X(t,X0, t0) ∈ C,

то (dV (t,X(t,X0, t0))

dt

)
(3.5)
≥ W (X(t,X0, t0)) ≥ l, t ≥ t0.

Далi проiнтегруємо отриману нерiвнiсть вiд t0 до t,використовуючи власти-
вiсть повної похiдної в силу системи, одержуємо

V (X(t,X0, t0)) ≥ V0 + l(t− t0), t ≥ 0.

Це означає, що iснує t ≥ t0,для якого

V0 + l(t− t0) ≥ d,

звiдси отримуємо

t ≥ t0 +
d− V0
l

.

Ми отримали протирiччя,що показує, що iснує такий момент часу при якому
розвязок покине вiдкритий ε-окiл

X(t,X0, t0) /∈ Uε(0).

Це буде означати,що буде порушуватися означення стiйкостi нульового роз-
вязку за Ляпуновим,тобто розвязок буде нестiйким.
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3.3 Побудова функцiї Ляпунова для матрично-
го диференцiального рiвняння Ляпунова

Розглянемо матричне рiвняння Ляпунова

dX

dt
= AX +XAT , X(0) = X0, (3.11)

де A-постiйна матриця, (3.11)-автономна система. Припустимо , що нульовий
розв’язок системи асимптотично стiйкий за Ляпуновим.

Якщо матриця X0-симетрична , то матриця X теж симетрична. Отже ,
функцiю Ляпунова V (X) шукаємо у виглядi квадратичної форми

V (X) = tr(XTBX) = tr(XBXT ), (3.12)

де B-симетрична матриця, розмiрностi n× n,матрицю B треба визначити.
Далi ми повиннi записати умову про асимптотичну стiйкiсть , яку повинна

забезпечувати матриця B.
Для цього ми записуємо повну похiдну в силу системи , для цього беремо

систему (3.11) i беремо функцiю V (X) i записуємо повну похiдну. Пригадаємо
, що в загальному випадку повна похiдна в силу системи має вигляд(dV (X)

dt

)
(3.1)

=
∂V (X)

∂t
+ tr

(∂V T

∂X
F (X)

)
. (3.13)

В нашим випадку будемо мати , що

∂V (X)

∂t
= 0,

тодi повна похiдна має вигляд(dV (X)

dt

)
(3.11)

= tr
(∂V T

∂X
(AX +XAT )

)
, (3.14)

де ∂V T

∂X = (B +BT )X = X(B +BT ).
Розпишемо детальнiше , будемо мати , що(dV (X)

dt

)
(3.11)

= tr
(∂V T

∂X
(AX +XAT )

)
=

= tr
(∂V T

∂X
AX

)
+ tr

(∂V T

∂X
XAT

)
=

= tr(XT (B +BT )AX) + tr((B +BT )XTXAT ). (3.15)

Розпишемо детальнiше перший i другий доданкi,тодi перший

tr(XT (B +BT )AX) = tr(XTBAX) + tr(XTBTAX) =

= tr(XTBAX) + tr((BX)TAX) = tr(XTBAX) + tr((AX)TBX) =

= tr(XTBAX) + tr(XTATBX) = tr(XT (BA+ ATB)X) (3.16)
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а другий

tr((B +BT )XTXAT ) = tr(BXTXAT ) + tr(BTXTXAT ) =

= tr(ATBXTX) + tr(ATBTXTX) = tr(ATBXTX) + tr((BA)TXTX) =

= tr(ATBXTX) + tr(BA(XTX)T ) = tr(ATBXTX) + tr(BAXTX) =

= tr(XATBXT ) + tr(XBAXT ) = tr(XT (ATB +BA)X).(3.17)

Отже , повна похiдна пiсля перетворень буде мати такий вигляд(dV (X)

dt

)
(3.11)

= tr(XT (BA+ ATB)X) + tr(XT (ATB +BA)X) =

= 2tr(XT (ATB +BA)X). (3.18)

Повна похiдна в силу системи повинна бути вiд’ємновизначена , тобто ми
беремо додатньовизначену квадратичну форму з мiнусом i прирiвнюємо до
повної похiдної системи(dV (X)

dt

)
(3.11)

= 2tr(XT (ATB +BA)X) = −tr(XTHX). (3.19)

Звiдси отримали матричне рiвняння Ляпунова для знаходження матрицi B
Тодi

B =

∫ ∞
0

eA
T tHeAtdt.

3.3.1 Приклад
Нехай матриця A має наступний вигляд

A =

(
−3 2
−2 1

)
.

де A має розмiрнiсть n × n,не є дiагональною i має вiд’ємнi власнi числа
λ = −1.

Диференцiальне рiвняння Ляпунова ,буде мати наступний вигляд .

(
dX

dt
) +

(
−3 −2
2 1

)
X +X

(
−3 2
−2 1

)
=

(
−1 0
0 −1

)
. (3.20)

Треба знайти функцiю Ляпунова .
Використовуючи попереднi дослiдження , щоб записати функцiю Ляпу-

нова , треба знайти матрицю B,яку ми отримаємо iз матричного рiвняння
Ляпунова . В нашому випадку матричне рiвняння буде мати вигляд(

−3 −2
2 1

)
B +B

(
−3 2
−2 1

)
=

(
−1 0
0 −1

)
. (3.21)
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деB = (bij)
2
i,j=1-симетрична матриця.Побудуємо функцiю Ляпунова.Прирiвнявши

елементи матриць праворуч i лiворуч , отримаємо(
−3 −2
2 1

)(
b11 b12
b12 b22

)
+

+

(
b11 b12
b12 b22

)(
−3 2
−2 1

)
=

=

(
−1 0
0 −1

)
(3.22)

(
−6b11 − 4b12 −2b12 + 2b11 − 2b22

−2b12 + 2b11 − 2b22 4b12 + 2b22

)
=

(
−1 0
0 −1

)
. (3.23)

Тодi
−6b11 − 4b12 = −1,

4b12 + 2b22 = −1,

−2b12 + 2b11 − 2b22 = 0.

Звiдси b11 = 3
2 ,b12 = −2,b22 = 7

2 . I матриця B буде мати вид

B =

(
3
2 −2
−2 7

2

)
. (3.24)

За критерiєм Сильвестра , для того щоб квадратична форма була додатньо-
визначеною необхiдно , щоб всi головнi мiнори матрицi B були додатнi

∆1 =
3

2
> 0,

∆2 =
5

4
> 0.

З цього слiдує , що нульовий розв’язок є асимптотично стiйким. Запишемо
функцiю Ляпунова

V (X) =
3

2
x211 − 2x21x12 +

7

2
x222. (3.25)
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Висновки

Робота присвячена дослiдженню стiйкостi матричних диференцiальних
рiвнянь. Вона висвiтлює такi теми як лiнiйнi матричнi диференцiальнi рiвня-
ння, матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi та другий метод Ляпунова
для матричних диференцiальних рiвнянь. При розглядi лiнiйних матричних
диференцiальних рiвнянь були розглянутi однорiднi i неоднорiднi рiвняння.
Для лiнiйних однорiдних матричних диференцiальних рiвнянь висвiтлюється
формула для знаходження загального розв’язку. Описуються властивостi ма-
трицi Кошi. Розглядаються властивостi розв’язкiв неоднорiдного рiвняння та
висвiтлюється формула Кошi. На основi першого методу Ляпунова записа-
нi та обгрунтованi критерiї стiйкостi, асимптотичної стiйкостi та нестiйкостi
для матричного рiвняння Ляпунова. Наведена теорема про iнтегральну лiйку,
на її основi зроблений обчислювальний експеремент. Розглянутi властивостi
розв’язку матричного рiвняння Рiккатi та наведено теорему про iснування
розв’язку. Обгрунтованi теореми другого методу Ляпунова, а саме теорема
про стiйкiсть, асимптотичну стiйкiсть та нестiйкiсть для неаатономного та
автономного випадку. Для матричного рiвняння Ляпунова наведений метод
побудови функцiї Ляпунова за допомогою матричного рiвняння Ляпунова та
з використанням метода розв’язано вiдповiдний приклад для знаходження
функцiї Ляпунова.
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ВIДГУК
наукового керiвника

на випускну квалiфiкацiйну роботу
на здобуття ступеня бакалавра

„Дослiдження стiйкостi матричних
диференцiальних рiвнянь”

студентки 4 курсу денної форми навчання
факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

Баньковскої Анни Олександрiвни

Випускна квалiфiкацiйна робота на здобуття ступеня бакалавра висвi-
тлює властивостi i умови стiйкостi розв’язкiв матричних диференцiальних
рiвнянь. Така задача є актуальною, оскiльки матричнi диференцiальнi рiв-
няння з’являються при розв’язуваннi задач теорiї стiйкостi, зокрема практи-
чної стiйкостi, оцiнювання стану системи, оптимального керування i виникає
проблема дослiдження властивостей розв’язкiв таких рiвнянь.

Структура роботи така: вступ, три роздiли, висновки, список використа-
них джерел. В роздiлi 1 розглянуто лiнiйнi матричнi диференцiальнi рiвнян-
ня, їх властивостi, обгрунтовуються критерiї стiйкостi на основi першого ме-
тоду Ляпунова. Розглянуто метод знаходження перетину iнтегральної лiйки
системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь, який заснований на розв’язуваннi
матричного диференцiального рiвняння Ляпунова. В роздiлi 2 розглядаються
властивостi роз’язкiв матричного рiвняння Рiккатi. В роздiлi 3 обгрунтову-
ється другий метод Ляпунова для матричного диференцiального рiвняння.
Для матричного диференцiального рiвняння Ляпунова наводиться метод по-
будови функцiї Ляпунова за допомогою матричного рiвняння Ляпунова. Ро-
бота виконана самостiйно, що пiдтверджується довiдкою про оригiнальнiсть
квалiфiкацiйної роботи за освiтнiм рiвнем бакалавр. На джерела, якi викори-
стовувались в роботi, в текстi роботи мiстяться посилання.

Вважаю, що випускна квалiфiкацiйна робота на здобуття ступеня бака-
лавра „Дослiдження стiйкостi матричних диференцiальних рiвнянь” студен-
тки 4 курсу Баньковскої Анни Олександрiвни виконана на належному рiвнi,
задовольняє всiм вимогам до випускних квалiфiкацiйних робiт на здобуття
ступеня бакалавра i заслуговує оцiнки „вiдмiнно” (97 балiв).
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