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Аннотацiя
Об’єктом дослiдження роботи є лiнiйнi та нелiнiйнi задачi Кошi, розв’язок

яких я знаходитиму за допомогою чисельних методiв; алгоритм методу Рунге-
Кутта.

Мета роботи: знайти розв’язок за допомогою вже вiдомих методiв та спро-
бувати їх покращити. Заплановано порiвняти рiзнi методи та визначити, який
доречнiше використовувати для розв’язування однiєї задачi

Актуальнiсть роботи: ця робота буде дуже корисною для науково-учбового
процесу, щоб скоротити час для розв’язування задач

Можливi сфери застосування: якщо описати будь-який фiзичний, хiмiчний,
технiчний процес цього свiту математичною мовою за допомогою рiвнянь, то
можна швидко знайти його наближений, але з малою похибкою, розв’язок.
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Вступ
Чисельнi методи - дуже цiкавий, корисний i найбiльш прикладний роздiл

математики. Чому саме вiн?
Добре, припустимо, що ми маємо будь-який процес цього свiту: бiологiчний,

фiзичний, технiчний. Спочатку ми намагаємось зрозумiти його суть з точки
зору фiзики процесу, видiляємо основнi закономiрностi, формулюємо закони,
яким вiн пiдкоряється, будуємо математичну модель, починаємо описувати йо-
го за допомогою формул у виглядi диференцiальних, iнтегральних рiвнянь, си-
стем i т.д. Практично будь-яке моделювання процесiв закiнчується чисельними
методами. Наприклад, моделювання вихрових потокiв в архiтектурi або моде-
лювання води в сучасних мультфiльмах. Також у алгоритмах машинного зору.
Але щоб зрозумiти цей процес, треба знайти розв’язок цих рiвнянь. Майже
всi рiвняння, якi ми отримуємо, в результатi будуть нелiнiйними, лише в окре-
мих рiдкiсних випадках формули будуть вираженi явно. Постає питання, як
вирiшувати цi нелiнiйнi рiвняння? Адже розв’язок має найбiльш точно вiдпо-
вiдати реальному процесу. Тому тут велику роль грають чисельнi методи, за
допомогою яких можна не тiльки знайти наближений розв’язок задачi, але й
визначити максимальну точнiсть наближення, визначити стiйкiсть методу до
похибок початкової умови.

Точнi методи вивчаються у курсах диференцiальних рiвнянь i дозволяють
висловити рiшення рiвняння через елементарнi функцiї або за допомогою ква-
дратур вiд елементарних функцiй.
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Роздiл I

Постановка задачi
Маємо таку постановку задачi [3].
Задача Кошi: {

y′(t) = φ(t, y(t)) ∀t ∈ I = [t0, T ]

y(t0) = y0

Для h > 0 : tn = t0 + nh (n = 0, 1, ..., N), (N + 1) вузлiв, h =
T−t0
N , In = [tn, tn+1].

Всi методи вирiшення задачi Кошi для звичайних диференцiйних рiвнянь
дiляться на точнi, наближенi та чисельнi.

Точнi методи вивчаються у курсах диференцiальних рiвнянь i дозволяють
описати розв’язок рiвняння через елементарнi функцiї або за допомогою ква-
дратур вiд елементарних функцiй. Клас завдань, вирiшення яких можна отри-
мати точними методами порiвняно вузький[5]:

• в деяких випадках розв’язок можливо виразити неявно. Наприклад, еле-
ментарнi диференцiйнi рiвняння: y′(t) = y(t)−t

y(t)+t ⇒ y виражений неявно ⇒
1
2 ln(t

2 + y2(t)) + arctg(y(t)t )) = C

• в iнших випадках неможливо представити розв’язок навiть в неявнiй формi,
це стосується, наприклад, рiвняння: y′(t) = e−t2

У наближених методiв розв’язок задачi Кошi для звичайних диференцiйних
рiвнянь визначається як послiдовнiсть деяких функцiй. В цiй послiдовностi ко-
жен елемент виражається через елементарнi функцiї або квадратури вiд еле-
ментарних функцiй. До наближених методiв вiдносяться: розкладання рiшення
в узагальнений статичний ряд, метод Чаплигiна, метод Пiкара, Канторовича та
iншi.

Наближенi методи зручно застосовувати тодi, коли вдається знайти явний
вираз для низки коефiцiєнтiв.

У всiх iнших випадках доречно застосовувати чисельнi методи. Алгоритм
знаходження наближеного розв’язку такий:

Для кожного вузла tn шукаємо невiдоме значення un, яке наближує до то-
чного значення yn = y(tn)

• набiр зi N + 1 значень {t0, t1 = t0 + h, ..., tn = T} - це точки дискретизацiї

• набiр зi N + 1 значень {y0, ..., yn} - точний дискретний розв’язок

• набiр зi N + 1 значень {u0 = y0, u1, ..., un} - чисельний розв’язок
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Багатокроковi методи
Схеми[1], якi ми будемо будувати, дозволяють в явнiй на неявнiй формi

обчислити un+1 знаючи значення un, un−1, ..., un−k i, таким чином, можна послi-
довно обрахувати u1, u2, ..., починаючи з u0 за рекурентною формулою, що має
вигляд: 

u0 = y0

...

uk = yk

un+1 = Φ(un+1, un, . . . , un−k ∀n = k, k + 1, . . . , N − 1

Точнiше, ми будемо розглядати схеми з k = p+ 1 лiнiйними кроками, фор-
мула яких має вигляд:

un+1 =

p∑
j=0

ajun−j + h

p∑
j=0

bjφ(tn−j, un−j) + hb−1φ(tn+1, un+1)

∀n = p, p+ 1, ..., N − 1

де {ak} i {bk} - заданi коефiцiєнти, а p > 0 - цiле число

Явний метод - якщо значення un+1 знаходиться безпосередньо з uk, для
лiнiйної системи це позначається як b−1 = 0

Неявний метод - якщо значення un+1 визначається тiльки неявним спiв-
вiдношенням. Для лiнiйної системи це еквiвалентно b−1 ̸= 0

Одноетапний метод - якщо для ∀n ∈ N : un+1 залежить тiльки вiд оди-
ницi, i, можливо, вiд самого себе.

Багатоетапний метод - всi iншi випадки

Методи Рунге-Кутта
Маємо задачу Кошi:{

y′(t) = φ(t, y(t)) ∀t ∈ I = [t0, T ]

y(t0) = y0

Схеми Рунге-Кутта апроксимують iнтеграл [8][10]∫ tn+1

tn

φ(t, y(t)) dt

за квадратурною формулою в межах [tn, tn+1]

tn,i = tn + Cih
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int
tn+1

tn φ(t, y(t)) dt = h

p∑
j=0

ajun−j

Проблема полягає в тому, що якщо ci ̸= 0 i ci ̸= 1, то тодi точка tn,i не є
точкою дискретизацiї та y(tn,i) - невiдоме.

Оцiнка φ(tn,i, y(tn,i) вiдбувається у внутрiшнiх точках, а потiм апроксимує-
ться iншою квадратурною формулою:

φ(tn,i, y(tn,i)) ≈ φ(tn,i, yn + h
s∑

j=1

ai,jφ(tn,j, y(tn,j)))

Метод Рунге-Кутта з s ≤ 1 кроками записується таким чином:



u0 = y(t0) = y0

un+1 = un + h
s∑

j=1

biKi n = 0, 1, ..., N − 1

Ki = φ(tn + hci, un + h

s∑
j=1

ai,jKj s = 1, . . . , s

Матриця Батчера
Коефiцiєнти зазвичай складають два вектори [2]:

b = (b1, b2, . . . , bs)
⊤

c = (c1, c2, . . . , cs)
⊤

та матриця A = (aij)1≤j,j≤s.
О з н а ч е н н я
Таблиця

c A
b⊤

називається матрицею Батчера.

• якщо aij = 0 для j ≥ i (тобто матриця A - нижньотрикутна) - тодi метод
явний, бо кожний Ki обчислюється на границi.

• у всiх iнших випадках метод неявний i потрiбно вирiшити нелiнiйну систему
розмiрностi s для обчислення Ki:

– якщо aij = 0 для j > i (A – нижньотрикутна матриця), тодi метод
називається напiвнеявний або дiагонально неявний, тобто кожний Ki є
розв’язком нелiнiйного рiвняння:
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Ki= ψ

(
tn + cih, un + haiiKi+ h

i−1∑
j=1

aijKj

)
Таким чином напiвнеявна схема передбачає розв’язок s незалежних лi-
нiйних рiвнянь. Якщо при цьому всi дiагональнi члени рiвнi aij = γ:
∀i = 1 . . . s, то такий метод називають одно-дiагональний неявний ме-
тод.

Порядок збiжностi
Нехай ω - порядок збiжностi метода [3].
О з н а ч е н н я
Послiдовний метод Рунге-Кутта, якщо:

s∑
j=1

bi = 1

ci =
s∑

j=1

aij i = 1, . . . , s

З а у в а ж е н н я: для явного методу у нас буде c1 = a1,j = 0, тому
K1 = φ(tn, un) i c2 = a21, тому K2 = φ(tn + c2h, un + hc2K1).

Тодi:

Якщо
s∑

j=1

bjcj =
1

2
, тодi ω ≥ 2

Якщо



s∑
j=1

bjc
2
j =

1

3
s∑

i=1

s∑
j=1

biaijcj =
1

6

тодi ω ≥ 3

Якщо



s∑
j=1

bjc
3
j =

1

4
s∑

i=1

s∑
j=1

biciaijcj =
1

8
s∑

i=1

s∑
j=1

biaijc
2
j =

1

12
s∑

i=1

s∑
j=1

s∑
k=1

biaijajkck =
1

24

тодi ω ≥ 4

Т е о р е м а
Нехай iснує s-кроковий метод Рунге-Кутта порядку ω.

• якщо метод явний, тодi ω ≤ s
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• якщо метод неявний ω ≤ 2s

• якщо s ≥ 5, тодi ω

А-стiйкiсть
О з н а ч е н н я
А-стiйка система [2], якщо:
Для∀λ ∈ C с ℜ(λ) = −β, де β — додатне дiйсне число, розглянемо задачу

Кошi:

{
y′(t) = λy(t), t > 0,

y(0) = y0
де y0 ̸= 0 — задане значення.

Його розв’язок: y(t) = y0e
λt тодi limt→+∞ y(t) = 0.

Нехай h > 0 заданий крок часу, tn = nh для n ∈ N un ≈ y(tn) - наближення
розв’язку y до часу tn.

Якщо при можливих умовах на h, вiдбувається

lim
n→+∞

un = 0

тодi кажуть, що схема А-стiйка.
У випадку, якщо λ ∈ ℜ−, тодi метод Рунге-Кутта записується з s ≥ 1 iтера-

цiями для y′
(t) = −βy(t) наступним чином:

u0 = y0,

un+1 = yn + h

s∑
i=1

biKi, n = 0, 1, . . . N − 1

Ki = −β

(
un + h

s∑
j=1

aijKj

)
i = 1, . . . s

Коректно поставленi задачi (математично та чисельно)
Як вiдомо, що в цiлому для того, щоб числова схема була збiжною, недоста-

тньо того, щоб вона давала коректнi результати з будь-якого диференцiального
рiвняння. Проблема має бути [5]:

• математично коректно поставлена (наявнiсть та унiкальнiсть рiшення),

• чисельно коректно поставлена (мала похибка вiдносно початкових умов)

• має доcтупний час розрахунку

Математично коректно поставлена проблема
Задача Кошi вважається математично коректно поставленим, якщо iснує

один i тiльки один розв’язок.
Якщо це не так, то кажуть, що задача математично некоректно поставлена.
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П р и к л а д математично некоректно поставленої задачi:
Наприклад, ми шукаємо функцiю yt ∈ R+ 7→ y(t) ∈ R, що задовольняє:{

y′(t) = 3
√
y(t), ∀t > 0,

y(0) = 0.

Легко перевiрити, що для будь-якого t ≥ 0, усi три функцiї

• y1(t) =0 ,

• y2,3(t) = ±
√
8 t3

27

є розв’язками цiєї задачi Кошi.
При цьому при використаннi чисельного методу ми не знаємо, пiд який

розв’зок пiдходить ця схема i рiзнi схеми можуть пiдходити до рiзних рiшень.
Чисельно коректно поставлена задача
Пiсля знаходження чисельного розв’язку {un}Nn=1 математично поставленої

задачi Кошi слiд зауважити, наскiльки мала помилка |y(tn)−un|. Це залежить,
звичайно, вiд обраної схеми, але також вiд проблеми, що розглядається.

Оскiльки помилки округлення завжди призводять до похибки розв’язку, ва-
жливо знати, чи близький розв’язок збуреної проблеми до розв’язку незбуреної
проблеми.

Кажуть, що задача Кошi чисельно коректно поставлена, якщо розв’язання
слабо порушеної задачi (друга кiнцiвка чи початковий стан) має розв’язок,
близький до розв’язку вихiдної задачi.

П р и к л а д чисельно некоректно поставленої задачi:
Нехай φ(t, y) = 3t − 3y i y(0) = α (будь-яке число). Ми шукаємо функцiю

yt ∈ R 7→ y(t) ∈ R, яка задовольняє{
y′(t) = 3y(t)− 3t, ∀t ∈ R,
y(0) = α.

Його розв’язок, заданий в R, має вигляд

y(t) =

(
α− 1

3

)
e3t + t+

1

3
.

Порахуємо y у t =10:

• якщо α = 1/3, то y(10) = 31
3 ,

• якщо α = 0.333333, то y(10) = (0.333333−1/3)e30+10+1/3 = −e30/3000000+
31/331/3 + 107/3
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Якщо спробуємо знайти розв’язок задачi Кошi до t =10 з α = 1/3, ми отри-
маємо y(10) =31/3. З iншого боку, якщо ми зробимо розрахунок з наближенням
α = 0.333333 замiсть 1/3, ми отримаємо y(10) = 31/3 − e30/30000000 який є
рiзницею з попереднiм значенням e30/3000000107/3.

Цей приклад говорить нам, що невелика похибка на початковiй умовi (вiд-
носна похибка порядку 10−6) може викликати дуже велику похибку на y(10)
(вiдносна похибка близько 106). Таким чином, якщо калькулятор обчислює
розв’язок тiльки зi значущими цифрами 6, то α = 1/3 стає α = 0.333333 i
марно намагатися винайти чисельний метод обчислення y(10). Справдi, єдина
помилка на початковiй умовi вже спричиняє неприпустиму помилку у розв’язку.
Тут ми маємо справу з чисельно некоректно поставленою проблемою.

П р и к л а д чисельно коректно поставленої задачi
Розглянемо задачу Кошi{

y′(t) = −y(t), ∀t > 0,

y(0) = y0 + ε.

Розв’язок y(t) = y0e
−t + εe−t: ефект збурення ε зменшується при t → +∞ з

εe−t −−−−→
t→+∞

0. Це говорить про те, що якщо помилка зроблена на етапi iте-
рацiйного методу, ефект цiєї помилки з часом зменшується: задача чисельно
коректно поставлена.

Рис. 1: Результат чисельно коректно поставленої задачi

Коректно обумовлена задача

11



Задача Кошi вважається коректно обумовленою, якщо звичайнi чисельнi
методи можуть знайти її розв’зок за розумну кiлькiсть операцiй.

П р и к л а д некоректно (жорстко) обумовленої задачi:
φ(t, y) = −βy та y(0) = 1.
Ми шукаємо функцiю yt ∈ R 7→ y(t) ∈ R, що задовольняє{

y′(t) = −βy(t), ∀t ∈ R,
y(0) = 1.

Ця задача

• математично коректно поставлена для будь-якого β ∈ R: є один i тiльки
один розв’язок, вiн визначається на R i задається y(t) = e−βt;

• чисельно коректно поставлена для будь-якого β > 0: порядок похибки
розв’язку буде меншим за порядок похибки вихiдної умови;

• некоректно обумовлена або жорстка: якщо ми намагаємося вирiшити задачу
Кошi, коли β дуже великий, ми повиннi зробити крок h дуже маленьким, i
якою б не була обрана схема, розв’язок стає все бiльш жорстким.
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Роздiл II

Побудова неявних методiв Рунге-Кутта
Для побудови неявних методiв Рунге-Кутта [2], ми спочатку повиннi вибра-

ти квадратурну формулу порядку p. Наступна лема є основним результатом
гаусiвського iнтегрування.

Л е м м а
Нехай c1, ..., cs дiйснi та рiзнi, i нехай b1, ..., bs визначаються умовою B(s)

(тобто формула є "iнтерполяцiйною"). Тодi ця квадратурна формула має поря-
док 2s− k, тодi i тiльки тодi коли многочлен M(x) = (x− c1)(x− c2)...(x− cs)
ортогональний всiм многочленам ступеня<= s− k − 1, тобто тодi i тiльки тодi
коли:

M(x) = C(Ps(x) + α1Ps−1(x) + ...+ αkPs−k(x))
Звiдси бачимо, що це квадратурнi формули порядку 2s−k може бути заданi

у термiнах k параметрiв α1, α2, ..., αk

Далi можна обчислити матрицю W i нарештi, вибирається матриця X i тодi
метод Рунге-Кутта з коефiцiєнтами A = WXW−1 має порядок не нижчий за
min(n+ c+ 1, 2n+ 2)

П р и к л а д
Ми шукаємо всi неявнi методи Рунге-Кутта, якi задовольняють B(2s −

2), C(s − 1) i D(s − 2), тобто методи, якi мають порядок принаймнi 2s − 2.
Ставимо

M(x) = C(Ps(x) + α1Ps−1(x) + α2Ps−2(x))
Якщо α2 задовольняє:
α2 <

s−1
s

√
2s+1√
2s−3

тодi коренi M є дiйсними та рiзними. Матриця W має властивiсть T (s −
1, s− 2). Нарештi ставимо:

i отримаємо з A = WXW−1 сiмейство неявних методiв Рунге Кутта порядку
2s− 2 з чотирма параметрами α1, α2, βs, βs−1

Усi методи таблицi є особливими випадками. Вiдповiднi значення параметрiв
наведенi на рис.2
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Рис. 2: Значення параметрiв для особливих випадкiв

Якщо покласти α1 = 0 та α2 = −
√
2s+1√
2s−3

(квадратура Лобатто), отримуємо
двопараметричне сiмейство Чiпмена (1976).

Побудова напiв-явних (дiагональних) методiв Рунге-Кутта
Неявний метод з повною матрицею sxs вимагає одночасного розв’язання ns

неявних (загалом нелiнiйних) рiвнянь на кожному кроцi часу [2].
Один iз спосiбiв обiйти цю складнiсть - використовувати нижню трикутну

матрицю (aij) :a11 0 0 ... 0
a21 a22 0 ... 0
as1 as2 as2 ... ass


Тодi рiвняння можна розв’язувати s- етапно з лише n-вимiрною системою,

яка розв’язується на кожному етапi. Такий метод називається дiагонально не-
явний (DIRK).

Розв’язуючи n-вимiрнi системи за допомогою iтерацiй типу Ньютона, ви-
рiшується лiнiйна система на кожному етапi з матрицею коефiцiєнтiв виду
I − haii∂f/∂y.

Якщо всi aii рiвнi, можна сподiватися повторно використовувати збережену
LU -факторiзацiю. Коли ми хочемо пiдкреслити цю додаткову властивiсть для
a DIRK, ми будемо називати його однодiагонально неявним (SDIRK).

Розглянемо схему SDIRK:

з s кроками.
Умови порядку складаються з таких сум, як:∑

i,j,l bjajkakl =
1
6

Тепер у матрицi A бiльше ненульових записiв, нiж для явних методiв, тому
ця сума мiстить набагато бiльше коефiцiєнтiв, нiж ранiше. Хитрiсть полягає в
перенесеннi до правої частини рiвняння, яка набуває вигляду:
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∑′

i,j,l bjajkakl =
∑

i,j,l bj(ajk − γβjk)(akl − γβkl),
де βjk позначає дельту Кронекера. Перемноживши, отримуємо:∑′

i,j,l bjajkakl =
∑

i,j,l bjajkakl − γ(
∑

j,l bjajl +
∑

j,k bjajk) + γ2
∑

j bj
Для всiх сум праворуч вставляємо умови порядку i отримаємо:∑′

i,j,l bjajkakl =
1
6 − γ + γ2

Загальне правило полягає в тому, що з’являється змiнний полiном γ, коефi-
цiєнти якого є сумами 1/γ(u), де u проходить через усi дерева, отриманi шляхом
«замикання» однiєї, двох, трьох i т. д. вершин t (за винятком кореня).

Отриманi таким чином умови для четвертого порядку показанi на рис. 3.
Для s = 2, p = 3is = 3, p = 4 цi спрощенi умови мають дуже мало ненульових
доданкiв, i рiвняння стають простими для вирiшення.

Рис. 3: Умови для четвертого порядку дiагонального методу

Дуже точнi методи SDIRK
Наша мета полягає в тому, щоб методи задовольнили
asj = bjj = 1, ..., s
тобто в методах, для яких чисельний розв’язок y1 iдентичний останнiй вну-

трiшнiй iтерацiї [2].
Першим наслiдком цiєї властивостi є те, що R(∞) = 0
Умови порядку для таких методiв замiсть можна ще спростити далi: роз-

глянемо ще раз приклад, який тепер можна записати як:∑
j,k,l asjajkakl =

1
6

Тепер ми маємо:∑′

j,k,l asjajkakl =
∑

j,k,l(asj − γβsj)(ajk − γβjk)(akl − γβkl) =
∑

j,k,l asjajkakl −
γ(
∑

j,k asjajk +
∑

j,l asjajl +
∑

k,l askakl) + γ2(
∑

j asj +
∑

k ask +
∑

l asl)− γ3,
Знову пiдставивши вiдомi умови порядку, ми отримуємо:
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∑′

j,k,l asjajkakl =
1
6 −

3
2γ + 3γ2 − γ3

Загальне правило схоже на наведене вище: рiзниця в тому, що всi вершини
(включаючи корiнь) тепер доступнi для короткого замикання. Iнший приклад,
для дерева, який зображено на рис. 4 веде до наступної правої сторони:

Рис. 4: Дерево короткого замикання

1
8 −γ(

1
3 +

1
3 +1 · 12 +

1
6)+γ

2(12 +1 ·1+1 ·1+ 1
2 +

1
2 +

1
2)−γ

3(1+1+1+1)+γ4 =
1
8 −

4
3γ + 4γ2 − 4γ3 + γ4

Отриманi таким чином умови порядку зображенi на рис. 5 для всiх дерев з
порядком <= 4. Вирази

∑′
записуються явно для методу SDIRK з s = 5, що

задовольняє умову:
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Рис. 5: Умови порядку для метода SDIRK
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Роздiл III

Python
Для розробки програми я використала iнтерпретовану мову об’єктно-орiєнтованого

програмування високого рiвня зi строгою динамiчною типiзацiєю (коли основна
частина перевiрок типiв виконується пiд час виконання програми, а не пiд час
компiляцiї) Python. Останнiм часом вона є дуже зручним програмним середо-
вищем для розв’язування математичних задач.

Мова Python почала розроблятись в кiнцi 1980-х рокiв спiвробiтником гол-
ландського iнституту CWI Гвiдо ван Россумом. Її було створено на основi де-
яких iнших мов, як, наприклад, ABC (вiдступи для групування операторiв, ви-
сокорiвневi структури даних (фактично, Python створювався як спроба випра-
вити помилки, допущенi при проєктуваннi ABC)), Modula-3 (пакети, модулi, ви-
користання else спiльно з try та except, iменованi аргументи функцiй), Smalltalk
(ООП), Java (модулi logging, unittest, threading), Fortran (зрiзи масивiв, ком-
плексна арифметика), тощо. 3 грудня 2008 року, пiсля тривалого тестування,
вийшла перша версiя Python 3000. Iнтерпретатор Python має iнтерактивний ре-
жим роботи, при якому введенi з клавiатури вирази вiдразу ж виконуються, а
результат виводиться на екран. Цей режим цiкавий тим, що можна протестува-
ти в реальному часi будь-який фрагмент коду, перш нiж використовувати його
в основнiй програмi, або просто використовувати як калькулятор з великим
набором функцiй.

Крiм стандартної бiблiотеки iснує багато iнших, що надають iнтерфейс до
всiх системних викликiв на рiзних платформах. Iснує велика кiлькiсть прикла-
дних бiблiотек для Python у рiзноманiтних галузях: веброзробка, бази даних,
обробка зображень, обробка тексту, чисельнi методи, програми операцiйної си-
стеми тощо.

Бiблiотека NumPy для роботи з багатовимiрними масивами дозволяє до-
сягти продуктивностi наукових розрахункiв, порiвнянної зi спецiалiзованими
пакетами. Для науково-технiчної мети найбiльшого поширення набуло викори-
стання matplotlib — бiблiотеки з iнтерфейсом, аналогiчним MATLAB Plot Tool.

Python, як i багато iнших iнтерпретованих мов, якi не застосовують, напри-
клад, JIT-компiлятори, мають загальний недолiк — порiвняно низьку швидкiсть
виконання програм. Однак, у випадку з Python цей недолiк компенсується змен-
шенням часу розробки програми.

Числовi експерименти та програмна реалiзацiя методiв Рунге-
Кутта

В цьому роздiлi детально розглянемо код програми та результати експери-
ментiв.

У файлi ode_solvers/ode_solver.py визначено базовий абстрактний клас
для розв’язання задач методом Рунге-Кутта. Для конкретної задачi ode_problem
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визначенi функцiя f , початковi умови y0 та часовий iнтервал t0, T . Також клас
ODESolver приймає компоненти таблицi Батчера: A, b, c.

1 class ODESolver:
2 """ ODESolver superclass
3

4 ODE:
5 u’ = f(u, t)
6 u(t_0) = U_t0
7 """
8

9 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

10 self.f = ode_problem.f
11 self.y0 = ode_problem.y0.astype(float) # initial condition
12 self.num_init_conditions = len(self.y0)
13

14 self.u = None # solution
15 self.i = None # current number of step iteration
16

17 self.h = (ode_problem.T - ode_problem.t0) / (ode_problem.
number_of_points_to_discretization + 1)

18 self.t = np.linspace(ode_problem.t0 , ode_problem.T, ode_problem.
number_of_points_to_discretization + 2) # array of time points
corresponding to solution

19

20 self.tol = tolerance
21

22 # setting Butcher table properties:
23 self.A = A
24 self.b = b
25 self.c = c
26 self.s = len(self.b)
27

28 def step(self):
29 ti , yi = self.t[0], self.y0 # initial condition points
30 current_time_point = ti
31 yield ti , np.array(yi) # first point (begging point)
32 for ti in self.t[1:]:
33 yi += self.h * self.phi(current_time_point , yi)
34 current_time_point = ti
35 yield ti , np.array(yi)
36

37 def solve(self):
38 return np.array(list(self.step()))
39

40 def phi(self , current_time , current_y):
41 """ Advance solution one time step."""
42 raise NotImplementedError

Клас складається iз трьох методiв step(), solve(), phi. Метод step() - об-
числює розв’язок для кожного кроку часу, викликаючи метод phi(), що робить
крок конкретного методу Рунге-Кутта для даного часу. Метод () - абстрактний,
це означає, що в класах, що наслiдують даний вiн повинен бути реалiзований.

Для неявних методiв Рунге-Кутта, кожного разу, коли викликається метод

phi(), що обчислює суму biKi, обчислюється якобiан J =
df

dy
(yi) i разом з ним

метод phisolve, що повертає похiдну φ(tn,i, y(tn,i)):
1 class ImplicitRungeKutta(ODESolver):
2
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3 def phi(self , t0 , y0):
4 """
5 Calculates the summation of b_j*Y_j in one step of the RungeKutta

method with
6 y_{n+1} = y_{n} + h * sum_{j=1}^{s} b_{j}*Y
7 where j=1,2,...,s, and s is the number of stages , b the nodes , and Y

the stage values of the method.
8 Parameters:
9 -------------

10 t0 = float , current timestep
11 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
12 """
13 M = 1000 # max number of newton iterations
14

15 stage_der = np.array(self.s * [self.f(t0 , y0)]) # initial value:
Y _0

16 J = jacobian(self.f)(t0 , y0)
17 stage_val = self.phi_solve(t0 , y0, stage_der , J, M)
18

19 return np.array([
20 self.b @ stage_val.reshape(self.s, self.num_init_conditions)[:,j]

for j in range(self.num_init_conditions)
21 ])

В тiлi методу phisolve(), викликається функцiя phinewton(), що стартує Ньюто-
нiвську iтерацiю з максимальною кiлькiстю iтерацiй - , якщо iтерацiя не збiглася
за цю кiлькiсть, генерується виняток. В цiй реалiзацiї, крок методу константний
- h = T−t0

N .
1 """
2 This function solves the sm x sm system F(Y_i)=0 by N e w t o n s method

with an initial guess init_val.
3 Parameters:
4 -------------
5 t0 = float , current timestep
6 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
7 init_val = initial guess for the Newton iteration
8 J = m x m matrix , the Jacobian matrix of f() evaluated in y_i
9 M = maximal number of Newton iterations

10 Returns:
11 -------------
12 The stage derivative Y _i
13 """
14

15 JJ = np.eye(self.s * self.num_init_conditions) - self.h * np.kron(self.
A, J)

16 lu_factor = linalg.lu_factor(JJ)
17 for i in range(M):
18 init_val , norm_d = self.phi_newtonstep(t0, y0, init_val , lu_factor)
19 if norm_d < self.tol:
20 break
21 elif i == M - 1:
22 raise ValueError("The Newton iteration did not converge.")
23 return init_val
24 """
25 This function solves the sm x sm system F(Y_i)=0 by N e w t o n s method

with an initial guess init_val.
26 Parameters:
27 -------------
28 t0 = float , current timestep
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29 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the
initial condition y_0 of the IVP.

30 init_val = initial guess for the Newton iteration
31 J = m x m matrix , the Jacobian matrix of f() evaluated in y_i
32 M = maximal number of Newton iterations
33 Returns:
34 -------------
35 The stage derivative Y _i
36 """
37

38 JJ = np.eye(self.s * self.num_init_conditions) - self.h * np.kron(self.
A, J)

39 lu_factor = linalg.lu_factor(JJ)
40 for i in range(M):
41 init_val , norm_d = self.phi_newtonstep(t0, y0, init_val , lu_factor)
42 if norm_d < self.tol:
43 break
44 elif i == M - 1:
45 raise ValueError("The Newton iteration did not converge.")
46 return init_val

Для кожного Ньютонiвського кроку phi_newtonstep(), метод класу Implici-
tRungeKutta розв’язує алгебраїчну систему рiвнянь:

(I − hA⊗ J)d = −F

де
d = φ(tn+1,i, y(tn+1,i))− φ(tn,i, y(tn,i)),

Fi = φ(tn,i, y(tn,i))− yn−1 − h

s∑
j=1

aijf(φ(tn,j, y(tn,j))).

1 def phi_newtonstep(self , t0, y0, init_val , lu_factor):
2 """
3 Takes one Newton step by solvning
4 G (Y_i)(Y^(n+1)_i -Y^(n)_i) = -G(Y_i), where
5 G(Y_i) = Y_i - y_n - h*sum(a_{ij}* Y _j ) for j = 1,...,s
6 Parameters:
7 -------------
8 t0 = float , current timestep
9 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
10 init_val = initial guess for the Newton iteration
11 lu_factor = (lu, piv) see documentation for linalg.lu_factor
12 Returns:
13 The difference Y^(n+1)_i-Y^(n)_i
14 """
15 d = linalg.lu_solve(lu_factor , -self.F(init_val.flatten (), t0 , y0))
16 return init_val.flatten () + d, linalg.norm(d)
17

18 def F(self , stage_der , t0, y0):
19 """
20 Returns the subtraction Y _ {i}-f(t_{n}+c_{i}*h, Y_{i}), where Y are
21 the stage values , Y the stage derivatives and f the function of
22 the IVP y =f(t,y) that should be solved by the RK-method.
23 Parameters:
24 -------------
25 stage_der = initial guess of the stage derivatives Y
26 t0 = float , current timestep
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27 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the
initial condition y_0 of the IVP.

28 """
29 stage_der_new = np.empty((self.s, self.num_init_conditions)) # the i:

th stage_der is on the i:th row
30 for i in range(self.s): # iterate over all stage_der
31 stageVal = y0 + np.array([
32 self.h * np.dot(self.A[i,:],
33 stage_der.reshape(self.s, self.num_init_conditions)[:, j]) for

j in range(self.num_init_conditions)
34 ])
35 stage_der_new[i, :] = self.f(t0 + self.c[i] * self.h, stageVal) #

the ith stage_der is set on the ith row
36 return stage_der - stage_der_new.reshape (-1)

Реалiзацiя методiв phi() для явного i дiагонально неявного методiв Рунге-
Кутта вiдрiзняється, оскiльки рiзняться i самi методи.

Для явного методу:
1 class ExplicitRungeKutta(ODESolver):
2

3 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

4 super().__init__(ode_problem , A, b, c, tolerance)
5 self.h = self.t[1] - self.t[0]
6

7 def phi(self , current_time , current_y):
8 K = np.zeros(self.s, dtype=float)
9 for s in range(self.s):

10 x = current_time + self.c[s] * self.h
11 y = current_y
12 for j in range(s):
13 y += self.A[s, j] * K[j] * self.h
14 K[s] = self.f(x, y)
15

16 return self.h * np.sum(K.T @ self.b)

Для дiагонально неявного методу:
1

2 class DiagonallyImplicitRungeKutta(ImplicitRungeKutta):
3

4 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

5 super().__init__(ode_problem , A, b, c, tolerance)
6

7 def phi_solve(self , current_time , current_y , init_val , J, M):
8 """
9 This function solves F(Y_i)=0 by solving s systems of size m

10 x m each.
11 N e w t o n s method is used with an initial guess init_val.
12

13 Parameters:
14 -------------
15 t0 = float , current timestep
16 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
17 init_val = initial guess for the Newton iteration
18 J = m x m matrix , the Jacobian matrix of f() evaluated in y_i
19 M = maximal number of Newton iterations
20

21 Returns:
22 -------------
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23 The stage derivative Y _i
24 """
25 JJ = np.eye(self.num_init_conditions) - self.h * self.A[0,0] * J
26 lu_factor = linalg.lu_factor(JJ)
27 for i in range(M):
28 init_val , norm_d = self.phi_newtonstep(current_time , current_y ,

init_val , J, lu_factor)
29 if norm_d < self.tol:
30 break
31 elif i == M - 1:
32 raise ValueError("The Newton iteration did noconverge.")
33 return init_val
34

35

36

37 def phi_newtonstep(self , current_time , current_y , init_val , J, lu_factor):
38 """
39 Takes one Newton step by solvning
40 G (Y_i)(Y^(n+1)_i -Y^(n)_i)=-G(Y_i)
41 where G(Y_i) = Y_i - h a Y _i - y_n - h*sum(a_{ij}* Y _j ) for j=1,...,

i-1
42

43 Parameters:
44 -------------
45 t0 = float , current timestep
46 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
47 init_val = initial guess for the Newton iteration
48 lu_factor = (lu, piv) see documentation for linalg.lu_factor
49

50 Returns:
51 The difference Y^(n+1)_i-Y^(n)_i
52 """
53 x = []
54 for i in range(self.s): # solving the s mxm systems
55 rhs = -self.F(
56 init_val.flatten (), current_time , current_y
57 )[i * self.num_init_conditions : (i + 1) * self.num_init_conditions

] + np.sum(
58 [self.h * self.A[i,j] * J @ x[j] for j in range(i)],
59 axis = 0
60 )
61 d = linalg.lu_solve(lu_factor , rhs)
62 x.append(d)
63 return init_val + x, linalg.norm(x)

Для рiзних методiв Рунге-Кутта використовуються рiзнi матрицi Батчера,
ми розглянемо декiлька iз них:

1.Матриця Ейлера (явний метод)

0 1
0

2. Матриця середньої точки (явний метод)

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2
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3.
0 0 0 0
1
2

1
2 0 0

1 −1 2 0
1
6

2
3

1
6

4.
1
2 −

√
15
15

5
36

2
9 −

√
15
15

5
36 −

√
5

30
1
2

5
36 +

√
15
24

2
9

5
36 −

√
15
24

1
2 +

√
15
10

5
36 +

√
15
30

2
9 +

√
15
15

5
36

5
18

4
9

5
18

Тестування

1 def solve(
2 ode_problem: ODEModel , # differential problem , which we want

to solve ,
3 ode_solver: ode_solvers.ODESolver , # ODE solver
4 method: Callable , # Butcher matrix funciton
5 tol: float # tolerance
6 ):
7 A, b, c = method ()
8 solver = ode_solver(ode_problem , A, b, c, tol)
9 return solver.solve()

10

11

12

13

14 def solve_ode_test(
15 ode_problem: ODEModel , # differential problem , which we want to

solve
16 tol=1e-5 # tolerance
17 ):
18 test_explicit_methods = [ForwardEuler , KuttaThirdOrderMethod]
19 tests_implicit_methods = [GaussLegendreSixOrder ,

CrankNicolsonMethodSecondOrder]
20 tests_diagonally_implicit_methods = [DIRKThirdOrder , DIRKFourOrder]
21

22 test_methods = test_explicit_methods + tests_implicit_methods +
tests_diagonally_implicit_methods

23

24 # build exact solution points if exists:
25 if ode_problem.exact_test_solution:
26 time_points_exact = np.linspace(ode_problem.t0, ode_problem.T,

ode_problem.number_of_points_to_discretization)
27 exact_solution = ode_problem.exact_test_solution(time_points_exact)
28

29 # create an figure to display plots
30 figure , axes = generate_subplots(
31 k=len(test_explicit_methods) + len(tests_implicit_methods) + len(

tests_diagonally_implicit_methods),
32 row_wise=True
33 )
34

35 noise = 0.01 # add some noise in order to look at solution when he very
good)

36

37 # EXPLISIT METHODS
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38 for k, method in enumerate(test_explicit_methods):
39 u = solve(
40 ode_problem=ode_problem ,
41 ode_solver=ode_solvers.ExplicitRungeKutta ,
42 method=method ,
43 tol=tol
44 )
45 # plot result:
46 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.

__name__}")
47 if ode_problem.exact_test_solution:
48 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
49 axes[k].grid(True)
50 axes[k]. set_title("Explicit Runge Kutta")
51 axes[k]. legend ()
52

53 # IMPLISIT METHODS
54 for k, method in enumerate(tests_implicit_methods):
55 k += len(test_explicit_methods)
56

57 u = solve(
58 ode_problem=ode_problem ,
59 ode_solver=ode_solvers.ImplicitRungeKutta ,
60 method=method ,
61 tol=tol
62 )
63 # plot result:
64 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.

__name__}")
65 if ode_problem.exact_test_solution:
66 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
67 axes[k].grid(True)
68 axes[k]. set_title("Implicit Runge Kutta")
69 axes[k]. legend ()
70

71 # DIAGONALY IMPLISIT METHODS
72 for k, method in enumerate(tests_diagonally_implicit_methods):
73 k += len(test_explicit_methods + tests_implicit_methods)
74

75 u = solve(
76 ode_problem=ode_problem ,
77 ode_solver=ode_solvers.DiagonallyImplicitRungeKutta ,
78 method=method ,
79 tol=tol
80 )
81 # plot result:
82 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.

__name__}")
83 if ode_problem.exact_test_solution:
84 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
85 axes[k].grid(True)
86 axes[k]. set_title("Diagonally Implicit Runge Kutta")
87 axes[k]. legend ()
88 figure.canvas.set_window_title("Solution for ode problem")
89 plt.show()
90

91

92 def example_1 ():
93 problems = [
94 problem_scalar_1 ,
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95 problem__scalar_2 ,
96 problem_nonatonomous_1 ,
97 ]
98

99 # solve problems all avalible methods:
100 for problem in problems:
101 solve_ode_test(ode_problem=problem)
102

103

104 def example_2 ():
105 # without exact solution
106 solve_ode_test(ode_problem=problem_nonatonomous_2)
107

108

109 if __name__ == "__main__":
110 example_1 ()
111 example_2 ()

Результати тестiв

Тест для системи 1:


y′(t) = −5y + t ∀t ∈ I[0, 3],

y(0) = 1,

ureal = e−5t + t/5
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Тест для системи 2:


y′(t) = −5y ∀t ∈ I[0, 3],

y(0) = 1,

ureal = e−5t

Тест для системи 3:


y′(t) = y(1− 2t) ∀t ∈ I[0, 2],

y(0) = 1,

ureal = et−t2
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Тест для системи 4:


y′(t) = (y + 1)(5− 7t2) ∀t ∈ I[0, 2],

y(0) = 3,

ureal = e5∗t−
7∗t3
3 − 1

Тест для системи 5:


y′(t) = sin(t) + y ∀t ∈ I[0, 3]

y(0) = 1,

ureal =
3et

2 − sin(t)
2 − cos(t)

2
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Тест для системи 6:


y′(t) = e2t/ey) ∀t ∈ I[2, 5]

y(2) = 4,

ureal = log(e
2t

2 + e4

2 )
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Висновок
В цiй роботi було:

• досконало розглянуто методи Рунге-Кутта

• реалiзовано програму для розв’язування лiнiйних та нелiнiйних задач Кошi

• показано, що за допомогою чисельних методiв неважко знаходити розв’язок,
що має вiдносно малу похибку i тому дану програму можна використову-
вати для науково-учбового процесу для розв’язування задач.

Результати та їх точнiсть пiдтверджено експериментально за допомогою iн-
терпретованої мови об’єктно-орiєнтованого програмування Python.
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Код програми
Репозиторiй програми можна знайти за посиланням:

https : //github.com/Imply0916/Diploma

1 import autograd.numpy as np
2 from autograd import grad , jacobian
3 from scipy import linalg
4 from typing import Callable
5 import numpy.typing as npt
6

7 from ode_models import ODEModel
8

9

10 class ODESolver:
11 """ ODESolver superclass
12

13 ODE:
14 u’ = f(u, t)
15 u(t_0) = U_t0
16 """
17

18 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

19 self.f = ode_problem.f
20 self.y0 = ode_problem.y0.astype(float) # initial condition
21 self.num_init_conditions = len(self.y0)
22

23 self.u = None # solution
24 self.i = None # current number of step iteration
25

26 self.h = (ode_problem.T - ode_problem.t0) / (ode_problem.
number_of_points_to_discretization + 1)

27 self.t = np.linspace(ode_problem.t0 , ode_problem.T, ode_problem.
number_of_points_to_discretization + 2) # array of time points
corresponding to solution

28

29 self.tol = tolerance
30

31 # setting Butcher table properties:
32 self.A = A
33 self.b = b
34 self.c = c
35 self.s = len(self.b)
36

37 def step(self):
38 ti , yi = self.t[0], self.y0 # initial condition points
39 current_time_point = ti
40 yield ti , np.array(yi) # first point (begging point)
41 for ti in self.t[1:]:
42 yi += self.h * self.phi(current_time_point , yi)
43 current_time_point = ti
44 yield ti , np.array(yi)
45

46 def solve(self):
47 return np.array(list(self.step()))
48

49 def phi(self , current_time , current_y):
50 """ Advance solution one time step."""
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51 raise NotImplementedError

Лiстинг 1: ode_solvers/ode_solver.py

1 import autograd.numpy as np
2 from autograd import grad , jacobian
3 from scipy import linalg
4

5 from .ode_solver import ODESolver
6 from ode_models import ODEModel
7

8

9 class ExplicitRungeKutta(ODESolver):
10

11 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

12 super().__init__(ode_problem , A, b, c, tolerance)
13 self.h = self.t[1] - self.t[0]
14

15 def phi(self , current_time , current_y):
16 K = np.zeros(self.s, dtype=float)
17 for s in range(self.s):
18 t = current_time + self.c[s] * self.h
19 y = current_y
20 for j in range(s):
21 y += self.A[s, j] * K[j] * self.h
22 K[s] = self.f(t, y)
23

24 return self.h * K.T @ self.b

Лiстинг 2: ode_solvers/explicit_runge_kutta.py

1 import autograd.numpy as np
2 from autograd import grad , jacobian
3 from scipy import linalg
4

5 from .ode_solver import ODESolver
6 from ode_models import ODEModel
7

8

9 class ImplicitRungeKutta(ODESolver):
10

11 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

12 super().__init__(ode_problem , A, b, c, tolerance)
13

14

15 def phi(self , t0 , y0):
16 """
17 Calculates the summation of b_j*Y_j in one step of the RungeKutta

method with
18 y_{n+1} = y_{n} + h * sum_{j=1}^{s} b_{j}*Y
19 where j=1,2,...,s, and s is the number of stages , b the nodes , and Y

the stage values of the method.
20 Parameters:
21 -------------
22 t0 = float , current timestep
23 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
24 """
25 M = 1000 # max number of newton iterations
26

27 stage_der = np.array(self.s * [self.f(t0 , y0)]) # initial value:
Y _0
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28 J = jacobian(self.f)(t0 , y0)
29 stage_val = self.phi_solve(t0 , y0, stage_der , J, M)
30

31 return np.array([
32 self.b @ stage_val.reshape(self.s, self.num_init_conditions)[:,j]

for j in range(self.num_init_conditions)
33 ])
34

35 def phi_solve(self , t0 , y0, init_val , J, M):
36 """
37 This function solves the sm x sm system F(Y_i)=0 by N e w t o n s method

with an initial guess init_val.
38 Parameters:
39 -------------
40 t0 = float , current timestep
41 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
42 init_val = initial guess for the Newton iteration
43 J = m x m matrix , the Jacobian matrix of f() evaluated in y_i
44 M = maximal number of Newton iterations
45 Returns:
46 -------------
47 The stage derivative Y _i
48 """
49

50 JJ = np.eye(self.s * self.num_init_conditions) - self.h * np.kron(self.
A, J)

51 lu_factor = linalg.lu_factor(JJ)
52 for i in range(M):
53 init_val , norm_d = self.phi_newtonstep(t0, y0, init_val , lu_factor)
54 if norm_d < self.tol:
55 break
56 elif i == M - 1:
57 raise ValueError("The Newton iteration did not converge.")
58 return init_val
59

60

61 def phi_newtonstep(self , t0, y0, init_val , lu_factor):
62 """
63 Takes one Newton step by solvning
64 G (Y_i)(Y^(n+1)_i -Y^(n)_i) = -G(Y_i), where
65 G(Y_i) = Y_i - y_n - h*sum(a_{ij}* Y _j ) for j = 1,...,s
66 Parameters:
67 -------------
68 t0 = float , current timestep
69 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
70 init_val = initial guess for the Newton iteration
71 lu_factor = (lu, piv) see documentation for linalg.lu_factor
72 Returns:
73 The difference Y^(n+1)_i-Y^(n)_i
74 """
75 d = linalg.lu_solve(lu_factor , -self.F(init_val.flatten (), t0 , y0))
76 return init_val.flatten () + d, linalg.norm(d)
77

78 def F(self , stage_der , t0, y0):
79 """
80 Returns the subtraction Y _ {i}-f(t_{n}+c_{i}*h, Y_{i}), where Y are
81 the stage values , Y the stage derivatives and f the function of
82 the IVP y =f(t,y) that should be solved by the RK-method.
83 Parameters:
84 -------------
85 stage_der = initial guess of the stage derivatives Y
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86 t0 = float , current timestep
87 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
88 """
89 stage_der_new = np.empty((self.s, self.num_init_conditions)) # the i:

th stage_der is on the i:th row
90 for i in range(self.s): # iterate over all stage_der
91 stageVal = y0 + np.array([
92 self.h * np.dot(self.A[i,:],
93 stage_der.reshape(self.s, self.num_init_conditions)[:, j]) for

j in range(self.num_init_conditions)
94 ])
95 stage_der_new[i, :] = self.f(t0 + self.c[i] * self.h, stageVal) #

the ith stage_der is set on the ith row
96 return stage_der - stage_der_new.reshape (-1)

Лiстинг 3: ode_solvers/implicit_runge_kutta.py

1 # implementation of Singly Diagonally Implicit R u n g e Kutta Method(SDIRK)
2

3 import autograd.numpy as np
4 from autograd import grad , jacobian
5 from scipy import linalg
6

7 from .implicit_runge_kutta import ImplicitRungeKutta
8 from ode_models import ODEModel
9

10

11 class DiagonallyImplicitRungeKutta(ImplicitRungeKutta):
12

13 def __init__(self , ode_problem: ODEModel , A: np.array , b: np.array , c: np.
array , tolerance: float):

14 super().__init__(ode_problem , A, b, c, tolerance)
15

16 def phi_solve(self , current_time , current_y , init_val , J, M):
17 """
18 This function solves F(Y_i)=0 by solving s systems of size m
19 x m each.
20 N e w t o n s method is used with an initial guess init_val.
21

22 Parameters:
23 -------------
24 t0 = float , current timestep
25 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
26 init_val = initial guess for the Newton iteration
27 J = m x m matrix , the Jacobian matrix of f() evaluated in y_i
28 M = maximal number of Newton iterations
29

30 Returns:
31 -------------
32 The stage derivative Y _i
33 """
34 JJ = np.eye(self.num_init_conditions) - self.h * self.A[0,0] * J
35 lu_factor = linalg.lu_factor(JJ)
36 for i in range(M):
37 init_val , norm_d = self.phi_newtonstep(current_time , current_y ,

init_val , J, lu_factor)
38 if norm_d < self.tol:
39 break
40 elif i == M - 1:
41 raise ValueError("The Newton iteration did noconverge.")
42 return init_val

35



43

44

45

46 def phi_newtonstep(self , current_time , current_y , init_val , J, lu_factor):
47 """
48 Takes one Newton step by solvning
49 G (Y_i)(Y^(n+1)_i -Y^(n)_i)=-G(Y_i)
50 where G(Y_i) = Y_i - h a Y _i - y_n - h*sum(a_{ij}* Y _j ) for j=1,...,

i-1
51

52 Parameters:
53 -------------
54 t0 = float , current timestep
55 y0 = 1 x m vector , the last solution y_n. Where m is the length of the

initial condition y_0 of the IVP.
56 init_val = initial guess for the Newton iteration
57 lu_factor = (lu, piv) see documentation for linalg.lu_factor
58

59 Returns:
60 The difference Y^(n+1)_i-Y^(n)_i
61 """
62 x = []
63 for i in range(self.s): # solving the s mxm systems
64 rhs = -self.F(
65 init_val.flatten (), current_time , current_y
66 )[i * self.num_init_conditions : (i + 1) * self.num_init_conditions

] + np.sum(
67 [self.h * self.A[i,j] * J @ x[j] for j in range(i)],
68 axis = 0
69 )
70 d = linalg.lu_solve(lu_factor , rhs)
71 x.append(d)
72 return init_val + x, linalg.norm(x)

Лiстинг 4: ode_solvers/diagonally_implicit_runge_kutta.py

1 import autograd.numpy as np
2 from dataclasses import dataclass
3 from typing import Callable , Union
4

5

6 """
7 ODE:
8 u’ = f(u, t)
9 u(t_0) = U_t0

10 """
11 @dataclass
12 class ODEModel:
13 f: Callable [[np.array , np.array], np.array] # problem function - f(u, t)
14 exact_test_solution: Union[Callable [[np.array], np.array], None] #

function , when we know exact solution - u(t), None otherwise
15 t0: np.array # because we made general solve methods for arbitrary

dimentions , then start point may be in 3-dim t0 = (2, 4, 5)
16 T: np.array # because we made general solve methods for arbitrary

dimentions , then end point may be in 3-dim T = (6, 1, 0)
17 y0: np.array # value in t0 point , also for arbitrary dimentions
18 number_of_points_to_discretization: int = 250
19

20

21 # 1) Scalar Differential Equation
22

23 problem_scalar_1 = ODEModel(
24 f = lambda t, y: -5. * y + t,
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25 exact_test_solution = lambda t: np.exp(- 5. * t) + t / 5,
26 t0 = np.array ([0]),
27 T = np.array ([3]) ,
28 y0 = np.array ([1])
29 )
30

31

32 problem_scalar_2 = ODEModel(
33 f = lambda t, y: -5. * y,
34 exact_test_solution = lambda t: np.exp(- 5. * t),
35 t0 = np.array ([0]),
36 T = np.array ([3]) ,
37 y0 = np.array ([1])
38 )
39

40

41 #=====================
42 # 2) Nonautonomous ODE
43 problem_nonatonomous_1 = ODEModel(
44 f = lambda t, y: y * (1 - 2 * t),
45 exact_test_solution = lambda t: np.exp(t - t ** 2),
46 t0 = np.array ([0.]) ,
47 T = np.array ([2.]) ,
48 y0 = np.array ([1.])
49 )
50 problem_nonatonomous_2 = ODEModel(
51 f = lambda t, y: (y + 1) * (5 - 7 * t**2),
52 exact_test_solution = lambda t: 3.8 * np.exp(5 * t - 7 * t**3 / 3) - 1,
53 t0 = np.array ([0.]) ,
54 T = np.array ([2.]) ,
55 y0 = np.array ([3.])
56 )
57

58

59 #=====================
60 # 3) Nonlinear
61 problem_nonlinear_1 = ODEModel(
62 f = lambda t, y: np.sin(t) + y,
63 exact_test_solution = lambda t: 3 * np.exp(t) / 2 - np.sin(t) / 2 - np.cos(

t) / 2 ,
64 t0 = np.array ([0]),
65 T = np.array ([3]) ,
66 y0 = np.array ([1])
67 )
68

69

70 problem_nonlinear_2 = ODEModel(
71 f = lambda t, y: np.exp(2 * t) / np.exp(y),
72 exact_test_solution = lambda t: np.log(np.exp(2 * t) / 2. + np.exp(4) / 2),
73 t0 = np.array ([2.]) ,
74 T = np.array ([5.]) ,
75 y0 = np.array ([4.])
76 )

Лiстинг 5: ode_models.py

1 import numpy as np
2

3

4 # EXPLICIT METHODS:
5

6 def ForwardEuler ():
7 A = np.array ([0])
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8 b = np.array ([1])
9 c = np.array ([0])

10 return A, b, c
11

12

13 def ExplicitMidpointMethod ():
14 A = np.array ([
15 [0, 0],
16 [1, 0]
17 ])
18 b = np.array ([1./2. , 1./2.])
19 c = np.array ([0, 1.])
20 return A, b, c
21

22

23 def KuttaThirdOrderMethod ():
24 A = np.array ([
25 [0, 0, 0],
26 [1./2. , 0, 0],
27 [-1., 2., 0]
28 ])
29 b = np.array ([1./6. , 2./3., 1./6.])
30 c = np.array ([0, 1./2., 1.])
31 return A, b, c
32

33

34 # IMPLISIT METHODS:
35

36 def GaussLegendreSixOrder (): # order 6
37 A = np.array ([
38 [5/36, 2/9 - np.sqrt (15)/15, 5/36 - np.sqrt (15) /30],
39 [ 5/36 + np.sqrt (15)/24, 2/9, 5/36 - np.sqrt (15) /24],
40 [ 5/36 + np.sqrt (15)/30, 2/9 + np.sqrt (15)/15, 5/36]
41 ])
42 b = np.array ([5/18 , 4/9, 5/18])
43 c = np.array ([1/2 - np.sqrt (15)/10, 1/2, 1/2 + np.sqrt (15) /10])
44

45 return A, b, c
46

47

48 def CrankNicolsonMethodSecondOrder (): # order 2
49 A = np.array ([
50 [0, 0],
51 [1./2. , 1./2.]
52 ])
53 b = np.array ([1/2 , 1/2])
54 c = np.array ([0, 1])
55

56 return A, b, c
57

58

59

60 # Diagonally Implicit R u n g e Kutta
61 def DIRKThirdOrder (): # order 4
62 A = np.array ([
63 [1/2, 0, 0, 0],
64 [1/6, 1/2, 0, 0],
65 [-1/2, -1/2, 1/2, 0],
66 [3/2, -3/2, 1/2, 1/2],
67 ])
68 b = np.array ([3/2 , -3/2, 1/2, 1/2])
69 c = np.array ([1/2 , 2/3, 1/2, 1])
70
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71 return A, b, c
72

73

74 # Diagonally Implicit R u n g e Kutta
75 def DIRKFourOrder (): # order 4
76 A = np.array ([
77 [1/4, 0, 0, 0, 0],
78 [1/2, 1/4, 0, 0, 0],
79 [17/50 , -1/25, 1/4, 0, 0],
80 [371/1360 , -137/2720 , 15/544 , 1/4, 0],
81 [25/24 , -49/48, 125/16 , -85/12, 1/4]
82 ])
83 b = np.array ([25/24 , -49/48, 125/16 , -85/12, 1/4])
84 c = np.array ([1/4 , 3/4, 11/20, 1/2, 1])
85

86 return A, b, c

Лiстинг 6: butcher_tables.py

1 import math
2 import numpy as np
3 from matplotlib import pyplot as plt
4

5 def choose_subplot_dimensions(k):
6 if k < 4:
7 return k, 1
8 elif k < 11:
9 return math.ceil(k/2), 2

10 else:
11 # I’ve chosen to have a maximum of 3 columns
12 return math.ceil(k/3), 3
13

14

15 def generate_subplots(k, row_wise=False):
16 nrow , ncol = choose_subplot_dimensions(k)
17 # Choose your share X and share Y parameters as you wish:
18 figure , axes = plt.subplots(nrow , ncol ,
19 sharex=True ,
20 sharey=False)
21

22 # Check if it’s an array. If there’s only one plot , it’s just an Axes obj
23 if not isinstance(axes , np.ndarray):
24 return figure , [axes]
25 else:
26 # Choose the traversal you’d like: ’F’ is col -wise , ’C’ is row -wise
27 axes = axes.flatten(order =(’C’ if row_wise else ’F’))
28

29 # Delete any unused axes from the figure , so that they don’t show
30 # blank x- and y-axis lines
31 for idx , ax in enumerate(axes[k:]):
32 figure.delaxes(ax)
33

34 # Turn ticks on for the last ax in each column , wherever it lands
35 idx_to_turn_on_ticks = idx + k - ncol if row_wise else idx + k - 1
36 for tk in axes[idx_to_turn_on_ticks ]. get_xticklabels ():
37 tk.set_visible(True)
38

39 axes = axes[:k]
40 return figure , axes

Лiстинг 7: plot_tools.py

1 import numpy as np
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2 from matplotlib import pyplot as plt
3 from typing import Callable
4

5 import ode_solvers
6

7 from ode_models import *
8 from plot_tools import *
9 from butcher_tables import *

10

11

12

13 def solve(
14 ode_problem: ODEModel , # differential problem , which we want

to solve ,
15 ode_solver: ode_solvers.ODESolver , # ODE solver
16 method: Callable , # Butcher matrix funciton
17 tol: float # tolerance
18 ):
19 A, b, c = method ()
20 solver = ode_solver(ode_problem , A, b, c, tol)
21 return solver.solve()
22

23

24

25

26 def solve_ode_test(
27 ode_problem: ODEModel , # differential problem , which we want to

solve
28 tol=1e-5 # tolerance
29 ):
30 test_explicit_methods = [ExplicitMidpointMethod , KuttaThirdOrderMethod]
31 tests_implicit_methods = [GaussLegendreSixOrder ,

CrankNicolsonMethodSecondOrder]
32 tests_diagonally_implicit_methods = [DIRKThirdOrder , DIRKFourOrder]
33

34 test_methods = test_explicit_methods + tests_implicit_methods +
tests_diagonally_implicit_methods

35

36 # build exact solution points if exists:
37 if ode_problem.exact_test_solution:
38 time_points_exact = np.linspace(ode_problem.t0, ode_problem.T,

ode_problem.number_of_points_to_discretization)
39 exact_solution = ode_problem.exact_test_solution(time_points_exact)
40

41 # create an figure to display plots
42 figure , axes = generate_subplots(
43 k=len(test_explicit_methods) + len(tests_implicit_methods) + len(

tests_diagonally_implicit_methods),
44 row_wise=True
45 )
46

47 noise = 0.01 # adding some noise in order to look at solution when he very
good)

48

49 # EXPLISIT METHODS
50 for k, method in enumerate(test_explicit_methods):
51 u = solve(
52 ode_problem=ode_problem ,
53 ode_solver=ode_solvers.ExplicitRungeKutta ,
54 method=method ,
55 tol=tol
56 )
57 # plot result:
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58 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.
__name__}")

59 if ode_problem.exact_test_solution:
60 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
61 axes[k].grid(True)
62 axes[k]. set_title("Explicit Runge Kutta")
63 axes[k]. legend ()
64

65 # IMPLISIT METHODS
66 for k, method in enumerate(tests_implicit_methods):
67 k += len(test_explicit_methods)
68

69 u = solve(
70 ode_problem=ode_problem ,
71 ode_solver=ode_solvers.ImplicitRungeKutta ,
72 method=method ,
73 tol=tol
74 )
75 # plot result:
76 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.

__name__}")
77 if ode_problem.exact_test_solution:
78 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
79 axes[k].grid(True)
80 axes[k]. set_title("Implicit Runge Kutta")
81 axes[k]. legend ()
82

83 # DIAGONALY IMPLISIT METHODS
84 for k, method in enumerate(tests_diagonally_implicit_methods):
85 k += len(test_explicit_methods + tests_implicit_methods)
86

87 u = solve(
88 ode_problem=ode_problem ,
89 ode_solver=ode_solvers.DiagonallyImplicitRungeKutta ,
90 method=method ,
91 tol=tol
92 )
93 # plot result:
94 axes[k].plot(u[:,0], u[:,1] + noise , color=’red’, label=f"{method.

__name__}")
95 if ode_problem.exact_test_solution:
96 axes[k].plot(time_points_exact , exact_solution , label="Exact

solution")
97 axes[k].grid(True)
98 axes[k]. set_title("Diagonally Implicit Runge Kutta")
99 axes[k]. legend ()

100 figure.canvas.set_window_title("Solution for ode problem")
101 plt.show()
102

103

104

105

106 # Examples:
107

108

109 def example_simple_equetion_scalar_ode ():
110 problems = [
111 problem_scalar_1 ,
112 problem_scalar_2
113 ]
114 # solve problems all avalible methods:
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115 for problem in problems:
116 solve_ode_test(ode_problem=problem)
117

118

119 def example_nonautonomous_ode ():
120 problems = [
121 problem_nonatonomous_1 ,
122 problem_nonatonomous_2
123 ]
124 # solve problems all avalible methods:
125 for problem in problems:
126 solve_ode_test(ode_problem=problem)
127

128

129 def example_nonlinear_ode_1 ():
130 solve_ode_test(ode_problem=problem_nonlinear_1)
131

132

133 def example_nonlinear_ode_2 ():
134 solve_ode_test(ode_problem=problem_nonlinear_2)
135

136

137

138 if __name__ == "__main__":
139 example_simple_equetion_scalar_ode ()
140 example_nonautonomous_ode ()
141 example_nonlinear_ode_1 ()
142 example_nonlinear_ode_2 ()

Лiстинг 8: main.py
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