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Abstract. At the paper a linear regression model whose functi-
on has the form f(x) = ax + b, a and b — unknown parameters,
is studied. Approximate values (observations) of functions f(x) are
registered at equidistant points of a line segment. It is also assumed
that the covariance matrix of deviations is a tridiagonal bisymmetric
matrix. In the theorem proved in the paper, in the case of an odd
number of observation points, a necessary and sufficient condition
for the elements of this covariance matrix is found, which ensures
the equality of the LS estimate and the Aitken estimate of the a
parameter of this model. With this type of covariance matrix of devi-
ations, the estimates of Aitken and LS of parameter b will not coi-
ncide.
Keywords: least square method, regression model, Aitken estimati-
on.

Анотацiя. В роботi вивчається регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд f(x) = ax+ b, де a та b — невiдомi параметри. Набли-
женi значення (спостереження) функцiї f(x) реєструються у рiв-
новiддалених точках вiдрiзку [0, 1]. Також припускається, що ко-
варiацiйна матриця вiдхилень є тридiагональною бiсиметричною
матрицею. В теоремi, яку доведено в роботi, у випадку непар-
ної кiлькостi точок спостереження знайдено необхiдну i достатню
умову на елементи даної коварiацiйної матрицi, яка забезпечує
рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена параметра a даної моде-
лi. При такому виглядi коварiацiйної матрицi вiдхилень оцiнки
Ейткена та МНК параметра b не будуть збiгатися.
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Вступ

Значну частину статистичних методiв, що використовуються для аналiзу
та обробки даних у рiзних сферах людської дiяльностi, надають методи
регресiйного аналiзу.

В схемi регресiї, як лiнiйної, i нелiнiйної, дослiджується якась кiлькiсна
характеристика даного об’єкта чи явища. Безлiч факторiв, вiд яких зале-
жить значення цiєї характеристики в певнiй точцi, подiляють на суттєвi
та несуттєвi. Щодо несуттєвих факторiв, то вивчається лише їх сумарний
вплив, який подається як випадкова величина.

У класичнiй теорiї найменших квадратiв передбачається, що значення
цiєї випадкової величини мають однакову дисперсiю та не корелюють одне
з одним. В цьому припущеннi знаходять оцiнки невiдомих параметрiв ре-
гресiйної моделi, вивчають їх властивостi, доводять ефективнiсть оцiнки
метода найменших квадратiв (МНК). Надалi статистичнi процедури змi-
нюються стосовно до довiльно корельованих випадкових складових, кова-
рiацiйна матриця яких вiдома. В цьому випадку ефективною оцiнкою невi-
домих параметрiв лiнiйної регресiйної моделi буде оцiнка Ейткена [1], в її
формулу входить коварiацiйна матриця випадкових вiдхилень. Якщо така
матриця буде одиничною, то формула для оцiнки Ейткена перетворюється
в формулу для звичайної оцiнки МНК. Iнколи i у випадку неодиничної
коварiацiйної матрицi оцiнка Ейткена буде збiгатися з оцiнкою МНК; та-
кi випадки розглянуто в [2]. Там розглядаються також випадки, коли цi
оцiнки збiгаються тiльки для частини параметрiв моделi.

В статтях [3, 4, 5] вивчається лiнiйна регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд f(x) = ax+ b. В статтi [3] вона вивчається у випадку гетероске-
дастичних незалежних вiдхилень. Знайдено умови на дисперсiї вiдхилень,
при яких оцiнка Ейткена збiгається з оцiнкою МНК окремо для кожно-
го невiдомого параметру моделi. При цих умовах оцiнки Ейткена та МНК
iншого параметра не будуть збiгатися.

В статтях [4, 5] така модель вивчається, коли коварiацiйна матриця вiд-
хилень є симетричною матрицею Теплiца, певна кiлькiсть побiчних дiаго-
налей якої є нульовими. У випадку непарної кiлькостi точок спостереження
знайдено достатню умову [4] та необхiдну умову [5] на елементи коварiа-
цiйної матрицi, яка забезпечує рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена
параметра a даної моделi.

1. Оцiнка МНК та оцiнка Ейткена лiнiйної регресiйної моделi у
випадку вiдхилень з тридiагональною коварiацiйною

матрицею

Розглянемо модель регресiї

yi = axi + b+ εi, i = 0, 1, ..., n, (1)
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де ε0, ..., εn — випадковi величини з Eεi = 0 та коварiацiйною матрицею
σ2ΩB3, n — парне, а ΩB3 — додатно визначена матриця, що має вигляд

ΩB3 =



λ0 γ1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
γ1 λ1 γ2 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 γ2 λ2 γ3 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . γk−1 λk−1 γk 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 γk λk γk 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 γk λk−1 γk−1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . λ1 γ1
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . γ1 λ0


,

де λi > 0, i = 0, 1, ..., k, k = n
2 .

В [1] знайдено формули для оцiнки МНК та оцiнки Ейткена невiдомих
параметрiв моделi лiнiйної регресiї загального вигляду. З цих формул у
випадку моделi (1) та xi = i

n , i = 0, 1, ..., n, маємо такi оцiнки МНК та
Ейткена параметрiв a та b:

âMNK =
12n

(n+ 1)(n+ 2)

n∑
i=0

(
i

n
− 1

2

)
yi, (2)

(
âAIT

b̂AIT

)
= (X ′Ω−1B3X)−1X ′Ω−1B3~y,

де

X ′ =

(
0 1

n
2
n . . . n−1

n 1
1 1 1 . . . 1 1

)
,

~y ′ = (y0, y1, ..., yn).

2. Умови на коварiацiйну матрицю вiдхилень для збiгу оцiнок
МНК та Ейткена параметру a лiнiйної моделi

Має мiсце

Теорема 1. Оцiнки МНК та Ейткена параметра a моделi (1) збiгаю-
ться тодi та тiльки тодi, коли елементи коварiацiйної матрицi вiдхи-
лень γ1, ..., γk−1 мають вигляд

γ1 =
2(−1)k−1

k2 − 1

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)k−3(k − 2)2Λ2+

+(−1)k−2(k − 1)2Λ1

)
, (3)

γk−i =

(
(−1)k−1

k(k + 1)
+

(−1)i

i(i+ 1)

)(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)i+1i2Λk−i

)
+

+
(−1)k−1

k(k + 1)

(
(−1)i+2(i+ 1)2Λk−i−1 + ...+ (−1)k(k − 1)2Λ1

)
, (4)
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i = 1, 2, ..., k − 2,

де
Λi = λi − λ0,

а λi, i = 0, 1, ..., k, та γk — будь-якi.

Доведення. Достатнiсть. Нехай виконується умови (3)–(4). МатрицяX ′Ω−1B3
має розмiр 2 × (n + 1), позначимо i−й елемент першого та другого рядка
через ai та bi, i = 0, 1, ..., n, вiдповiдно. Помiтимо, що

bi = bn−i, i = 0, 1, ..., k − 1.

В цих позначеннях маємо

X ′Ω−1B3X =

 1
2k

∑2k
i=0 iai

∑2k
i=0 ai∑k−1

i=0 bi + 1
2bk 2

∑k−1
i=0 bi + bk

 .

Позначимо через ∆B3 визначник матрицi X ′Ω−1B3X. Отримуємо

∆B3 =

(
2

k−1∑
i=0

bi + bk

)(
− 1

2k

k−1∑
i=0

(k − i)ai +
1

2k

2k∑
i=k+1

(i− k)ai

)
.

Далi,
(X ′Ω−1B3X)−1X ′Ω−1B3 =

= ∆−1B3

 2
∑k−1

i=0 bi + bk −
∑k−1

i=0 bi −
1
2bk

−
∑2k

i=0 ai
1
2k

∑2k
i=0 iai

( a0 a1 . . . a2k
b0 b1 . . . b2k

)
.

Позначимо через â(j)AIT , j = 0, 1, ..., n, j−й елемент першого рядка матрицi
(X ′Ω−1B3X)−1X ′Ω−1B3. Маємо

â
(j)
AIT = ∆−1B3

[(
2
k−1∑
i=0

bi + bk

)
aj −

(k−1∑
i=0

bi +
1

2
bk

)
bj

]
=

=
Zj

Z
, j = 0, 1, ..., 2k, (5)

де
Zj = 2aj − bj ,

Z = −1

k

k−1∑
i=0

(k − i)ai +
1

k

2k∑
i=k+1

(i− k)ai.

Зауважимо, що користуючись â(j)AIT , j = 0, 1, ..., n, оцiнку Ейткена можна
подати в виглядi

âAIT =

n∑
i=0

â
(i)
AIT yj . (6)

Доведемо, що якщо виконуються умови (3)–(4), то â(j)AIT збiгається з вiд-
повiдним коефiцiєнтом при yj в лiнiйнiй комбiнацiї (2).
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Помiтимо, що aj та bj , j = 0, 1, ..., n, є розв’язками систем лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь з матрицею ΩB3 та стовпцями вiльних членiв

~xa
′ =

(
0,

1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1
)

та
~xb
′ = (1, 1, 1, . . . , 1, 1)′

вiдповiдно. Отже,

Zj = 2
||Ω(a)

B3,j ||
||ΩB3||

−
||Ω(b)

B3,j ||
||ΩB3||

=
||Ω(0)

B3,j ||
||ΩB3||

, (7)

де ||ΩB3|| — визначник матрицi ΩB3; ||Ω(a)
B3,j ||, ||Ω

(b)
B3,j || та ||Ω

(0)
B3,j || (j =

0, 1, ..., n) — визначники матриць, якi отриманi з матрицi ΩB3 замiною j-го
стовпця на стовпцi ~xa ′, ~xb ′ та ~x0 ′ =

(
−1,−k−1

k , . . . ,− 1
k , 0,

1
k , . . . ,

k−1
k , 1

)
вiдповiдно.

Доведемо, що якщо виконуються умови (3)–(4), то

Zj = −k − j
k2

(
k − 1

k2
γ1 +

1

k
λ0

)−1
, (8)

Зауважимо, що (4) можна представити у виглялi

γk−i =
k − 1

2k
γ1 +

(−1)i

i(i+ 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)i−1i2Λk−i

)
, (4′)

i = 1, 2, ..., k − 2.

Розглянемо добуток P (B3)
i , i = 0, 1, ..., k − 1, i-го рядка матрицi ΩB3 на

~x0. Враховуючи (4′) маємо

P
(B3)
k−1 = −2

k
γk−1 −

1

k
λk−1 = −2

k

(
k − 1

2k
γ1 −

1

2
Λk−1

)
− 1

k
λk−1 =

= −k − 1

k2
γ1 −

1

k
λ0, (9)

P
(B3)
k−i = − i+ 1

k
γk−i −

i

k
λk−i −

i− 1

k
γk−i+1 =

= − i+ 1

k

(
k − 1

2k
γ1 +

(−1)i

i(i+ 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)i−1i2Λk−i

))
−

− i
k
λk−i −

i− 1

k

(
k − 1

2k
γ1 +

(−1)i

i(i+ 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+

+(−1)i−2(i− 1)2Λk−i+1

))
= −ik − 1

k2
γ1 +

i

k
Λk−i −

i

k
λk−i = iP

(B3)
k−1 , (10)

i = 2, 3, ..., k − 2;

P
(B3)
1 = −γ1 −

k − 1

k
λ1 −

k − 2

k
γ2 =

(
−k

2

k − 1

k2
γ1+

+
2(−1)k−1(k + 1)

2k(k2 − 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)k−3(k − 2)2Λ2+
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+(−1)k−2(k − 1)2Λ1

))
− k − 1

k
λ1−

−k − 2

k

(
k − 1

2k
γ1 +

(−1)i

i(i+ 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)k−1(k − 2)2Λ2

))
=

= −(k − 1)
k − 1

k2
γ1 +

k − 1

k
Λ1 −

k − 1

k
λ1 = (k − 1)Pk−1, (11)

P
(B3)
0 = −λ0 −

k − 1

k
γ1 = kP

(B3)
k−1 . (12)

Далi, розглянемо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з ма-
трицею Ω+

B3,j , яка утворена з матрицi ΩB3 додаванням до i-го елемента

j-го стовпця доданку (k−i)k
k−j P

(B3)
k−1 , i = 0, 1, ..., 2k. З (9), (10), (11) та (12)

випливає, що при умовах (3)–(4) ця система має ненульовий розв’язок, а
це значить, що

||Ω+
B3,j || = 0, (13)

де ||Ω+
B3,j || — визначник матрицi Ω+

B3,j .
Далi, оскiльки

||Ω+
B3,j || = ||ΩB3|| −

k2

k − j
P

(B3)
k−1 ||Ω

(0)
B3,j ||, (14)

з (13) та (14) отримуємо

||Ω(0)
B3,j || =

k − j
k2

(
P

(B3)
k−1

)−1||ΩB3||. (15)

Спiввiдношення (7) має мiсце для будь-яких γ1, ..., γk−1 значить, i для
тих, якi визначаються формулами (3)–(4).

Пiдставимо (9) в (15), а (15) в (7). Отримуємо (8).
Далi, доведемо, що Z при умовах (3)–(4) можна представити в виглядi

Z = −(k + 1)(2k + 1)

6k2

(
k − 1

k2
γ1 +

1

k
λ0

)−1
. (16)

Помiтимо, що Z можна переписати у виглядi

Z =
1

k

k−1∑
i=0

(k − i)(a2k−i − ai). (17)

Матриця ΩB3 симетрична i бiсиметрична; в роботi [4] доведено, що для
таких матриць де

a2k−i − ai = −||ΩB3||−1||Ω(0)
B3,i||. (18)

Якщо γj , j = 1, 2, ..., k − 1, визначаються формулами (3)–(4), то з (18) з
урахуванням (15) маємо

a2k−i − ai = −k − i
k2

(
k − 1

k2
γ1 +

1

k
λ0

)−1
. (19)
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Пiдставимо (19) в (17). Отримуємо

Z = −
(
k − 1

k2
γ1 +

1

k
λ0

)−1 1

k3

k∑
i=1

i2,

звiдки випливає (16).
З (5), (8) та (16) отримуємо

â
(j)
AIT = − 6(k − j)

(k + 1)(2k + 1)
, j = 0, 1, ..., 2k. (20)

Таким чином, бачимо, що оцiнка âAIT подана у виглядi (6) з урахуванням
(20) збiгається з (2), тобто при умовах (3)–(4)

âAIT = âMNK . (21)

Достатню умову доведено.
Необхiднiсть. Нехай виконується умова (21). Враховуючи (2) отримуємо

â
(i)
MNK

â
(k−1)
MNK

= k − i, i = 0, 1, ..., k − 2. (22)

З умови (21) та рiвностi (22) випливає, що має бути

â
(i)
AIT

â
(k−1)
AIT

= k − i, i = 0, 1, ..., k − 2. (23)

Враховуючи (5) та (23), маємо

Zi = (k − i)Zk−1, i = 0, 1, ..., k − 2. (24)

З (7) випливає, що Zi, i = 0, 1, ..., k − 1, є розв’язком системи рiвнянь

ΩB3~z = ~x0, (25)

де ~z′ = (Z0, Z1, ..., Zk−1, 0,−Zk−1, ...,−Z1,−Z0).
Якщо Zi, i = 0, 1, ..., k − 1, задовiльняють властивiсть (24) та k ≥ 5, то

останнi k рiвнянь системи (25) можна переписати наступним чином

kZk−1λ0 + (k − 1)Zk−1γ1 = −1,

(k − i+ 1)Zk−1γi + (k − i)Zk−1λi + (k − i− 1)Zk−1γi+1 = −k − i
k

,

i = 1, 2, ..., k − 2;

2Zk−1γk−1 + λk−1Zk−1 = −1

k
.

Оскiльки Zk−1 6= 0, обидвi частини всiх рiвнянь можна подiлити на Zk−1.
Отримуємо

kλ0 + (k − 1)γ1 = −Z−1k−1, (26)

(k− i+ 1)γi + (k− i)λi + (k− i−1)γi+1 = −k − i
k

Z−1k−1, i = 1, 2, ..., k−2; (27)

2γk−1 + λk−1 = −1

k
Z−1k−1. (28)
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Помножимо рiвняння (28) на k; помножимо рiвняння (27) на k
i , i =

2, 3, ..., k−1, та прирiвняємо лiвi частини отриманих рiвнянь до лiвої части-
ни рiвняння (26). Отримуємо таку систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
вiдносно γ1, ..., γk−1 :

−2k − 1

k − 1
γ1 −

k(k − 2)

k − 1
γ2 = kΛ1,

(k − 1)γ1 −
(k − i− 1)k

k − i
γi+1 −

(k − i+ 1)k

k − i
γi = kΛi, i = 2, 3, ..., k − 2; (29)

(k − 1)γ1 − 2kγk−1 = kΛk−1.

Нехай A — матриця системи (29), ||A|| — визначник A. Маємо

A =



−2k−1
k−1 −k(k−2)

k−1 0 0 . . . 0 0 0

k − 1 −k(k−1)
k−2 −k(k−3)

k−2 0 . . . 0 0 0

k − 1 0 −k(k−2)
k−3 −k(k−4)

k−2 . . . 0 0 0

. . . . . . . . .

k − 1 0 0 0 . . . −4k
3 −2k

3 0

k − 1 0 0 0 . . . 0 −3k
2 −k

2

k − 1 0 0 0 . . . 0 0 −2k



.

Доведемо, що ||A|| 6= 0. Для цього останнiй рядок ((k−1)-й) визначника,
помножений на 1

4 , вiднiмемо вiд попереднього ((k − 2)-го,) потiм перетво-
рений (k − 2)-й рядок, помножений на 4

9 , вiднiмемо вiд (k − 3)-го рядка i
так далi; перетворений другий рядок, помножений на

(
k−2
k−1
)2
, вiднiмемо вiд

першого. Отримуємо трикутний визначник, значення якого дорiвнює ||A||.
Таким чином

||A|| = (−1)k−1
k(k + 1)

2(k − 1)
· k(k − 1)

k − 2
· k(k − 2)

k − 3
· ... · 3k

2
· 2k 6= 0.

Далi, з останнього рiвняння ((k − 1)-го) виразимо γk−1 через γ1. В (k − 2)-
ге рiвняння пiдставимо отриманий з (k − 1)-го рiвняння вираз для γk−1 та
виразимо γk−2 через γ1 i так далi до другого рiвняння. Маємо

γk−i =
k − 1

2k
γ1 +

(−1)i

i(i+ 1)

(
Λk−1 − 22Λk−2 + ...+ (−1)i+1i2Λk−i

)
, (30)

i = 1, 2, ..., k − 2.

В перше рiвняння системи (29) пiдставимо вираз для γ2 з (30); отримуємо
рiвняння вiдносно однiєї змiнної γ1. Розв’язуємо його та отримуємо (3);
пiдставляємо (2) в (30) та отримуємо (4).

Випадки k = 2, 3, 4 розглянуто в [6]. �
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Заключнi зауваження
В статтi розглянуто регресiйну модель, функцiя якої має вигляд f(x) =

ax + b, де a та b — невiдомi параметри. Наближенi значення (спостереже-
ння) функцiї f(x) реєструються у рiвновiддалених точках вiдрiзку [0, 1].
Припускається, що коварiацiйна матриця вiдхилень є тридiагональною бi-
симетричною матрицею. Доведено, що у випадку непарної кiлькостi точок
спостереження знайдено необхiдну i достатню умову на елементи даної ко-
варiацiйної матрицi, яка забезпечує рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена
параметра a даної моделi.
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