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Вступ

Загальний контекст дослiджень тривалостi життя в бiологiї
вiдносно широкий i комплексний. Старiння та вiково-залежнi за-
хворювання є однiєю з основних проблем сучасного свiту, i тому
бiологи та медики вкладають значнi зусилля в дослiдження цих
процесiв.

Однiєю з головних задач у дослiдженнях тривалостi життя є
пошук факторiв, якi впливають на тривалiсть життя органiзму.
Для цього дослiдники аналiзують взаємозв’язок мiж рiзними фа-
кторами, такими як генетика, середовищнi та поведiнковi факто-
ри. Крiм того, статистичний аналiз даних є невiд’ємною частиною
цього дослiдження.

Дослiдження розподiлу залишкового часу життя довгожите-
лiв може бути корисним для багатьох областей, таких як меди-
цина, страхування, пенсiйне планування та соцiальна полiтика.

У медицинi дослiдження розподiлу залишкового часу життя
довгожителiв може допомогти встановити фактори, що вплива-
ють на довготривалiсть життя та здоров’я старшого поколiння,
та розробити стратегiї щодо профiлактики та лiкування захво-
рювань, що зменшують якiсть життя у цiєї групи людей.

У страхуваннi та пенсiйному плануваннi дослiдження розподi-
лу залишкового часу життя може допомогти зрозумiти ризики та
збитки, пов’язанi з виплатами пенсiй та страхових виплат довго-
жителям, i дозволити страховим компанiям та пенсiйним фондам
краще оцiнювати ризики та розробляти бiльш ефективнi та стiйкi
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фiнансовi стратегiї.
У соцiальнiй полiтицi дослiдження розподiлу залишкового ча-

су життя може допомогти розумiти потреби та вимоги старшого
поколiння, допомогти у розробцi та впровадженнi програм та по-
слуг для старших людей, а також забезпечити стабiльнiсть та
рiвномiрнiсть розподiлу соцiальних ресурсiв для пiдтримки якi-
сного життя довгожителiв.

У цiй роботi ми намагатимемось розглянути старiння та три-
валiсть життя як кiлькiсну проблему, що може бути вирiшена за
допомогою статистичного аналiзу даних.

Зокрема, ми зосередимось на дослiдженнi залишкової трива-
лостi життя, пiсля досягнення деякого досить високого (крити-
чного) вiку. Згiдно з дослiдженнями, тривалiсть життя пiсля до-
сягнення 80-90 рокiв може бути iстотно вiдрiзнятися вiд загальної
тривалостi життя. Наприклад, дослiдження показують, що при
досягненнi 90 рокiв люди мають вищу ймовiрнiсть досягнути 100-
рiчного вiку, нiж тi, хто молодший за 90 рокiв. Це може поясню-
ватися тим, що тi, хто досягнув цього вiку, мають мiцнiший стан
органiзму та меншу кiлькiсть генетичних дефектiв, що можуть
впливати на тривалiсть життя.

Тривалiсть життя пiсля досягнення 100 рокiв, також вивчає-
ться у дослiдженнях, i є досить важливою темою в контекстi здо-
рового старiння та довголiття. Дослiдження показали, що люди,
якi досягають вiку понад 100 рокiв, мають вiдмiнностi в генах та
бiохiмiчних маркерах, якi можуть допомогти пояснити, чому вони
доживають до такого вiку. Такi дослiдження можуть допомогти в
розробцi стратегiй для збереження здоров’я на пiзнiших стадiях
життя та пiдвищення тривалостi життя. Важливо те, що дослi-
дження показують, що розподiл тривалостi життя людей пiсля
досягнення високого вiку, наприклад 80-100 рокiв, може значно
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вiдрiзнятися вiд розподiлу загальної тривалостi життя.
Крiм того, статистичнi дослiдження також показують, що три-

валiсть життя пiсля досягнення вiку високого вiку може бути
вплинута рiзними факторами. Наприклад, дослiдження, проведе-
нi в Iталiї, показали, що серед людей, якi досягли вiку 105 рокiв
i старших, тi, хто живуть у сiльськiй мiсцевостi, мають значно
бiльшу тривалiсть життя, нiж тi, хто живе в мiстах. Також бу-
ло показано, що у жiнок тривалiсть життя пiсля досягнення вiку
високого вiку може бути довшою, нiж у чоловiкiв.

Узагалi, вивчення тривалостi життя пiсля досягнення високо-
го вiку є важливим напрямком статистичних дослiджень, оскiль-
ки це може допомогти встановити фактори, якi впливають на
тривалiсть життя, i допомогти людям пiдтримувати своє здоров’я
та жити довше i здоровiше. Окрiм цього, дана тема не є вичерпно
дослiдженою. Наприклад, спiрним питанням залишається iснува-
ння та величина максимального вiку людини, хоча багато дослi-
джень показали, що середня тривалiсть життя зростає та люди
все частiше досягають високого вiку.

Крiм того, вченi не можуть точно визначити причини трива-
лого життя та чому деякi люди живуть до 100 рокiв та бiльше.
Деякi дослiдження показали, що довголiтнiсть може бути спри-
чинена генетичними факторами, а iншi дослiдження пiдтверджу-
ють, що на тривалiсть життя впливають здоровий спосiб життя,
харчування та рiвень фiзичної активностi.
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Проблема iснування межi людського жи-
ття

Проблема iснування межi людського життя є важливою та спiр-
ною темою сьогодення. Дослiдження, проведенi в рiзних країнах,
показують, що середня тривалiсть життя людей значно збiльши-
лась в порiвняннi з минулим столiттям. Однак, чи iснує межа, за
якою людина не може жити довше, залишається питанням.

Деякi науковi дослiдження схиляються до того, що iснує мо-
жливiсть нескiнченного збiльшення максимальної тривалостi жи-
ття людини. Однак, iншi стверджують, що iснує межа максималь-
ної тривалостi життя людини, яка залежить вiд генетичних фа-
кторiв та здоров’я [1].

Дослiдження в галузi математики дозволяють розглядати про-
блему максимальної тривалостi людського життя з нової перспе-
ктиви. Згiдно з математичними моделями, якi використовуються
для аналiзу процесу старiння та механiзмiв регуляцiї тривалостi
життя, бiльшiсть науковцiв схиляються до того, що максимальна
межа тривалостi життя людини iснує.

Одним з ключових факторiв, який визначає межу тривало-
стi життя, є процес старiння. За даними дослiджень, старiння є
наслiдком накопичення пошкоджень у клiтинах та органiзмах в
цiлому. Цi пошкодження викликають порушення в роботi бiологi-
чних систем та зменшення регенеративних здiбностей органiзму.
Цей процес обмежує максимальну тривалiсть життя, якої може
досягти людина.

Дослiдження також вказують на те, що генетичнi фактори
можуть мати велике значення у визначеннi тривалостi життя [3].
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Вiдомо, що деякi гени можуть впливати на ступiнь вразливостi
органiзму до пошкоджень, що в свою чергу може вiдображатися
на тривалостi життя.

За даними наукових дослiджень, максимальна межа трива-
лостi життя може становити близько 120 рокiв. Це пов’язано з
фiзiологiчними обмеженнями, зокрема з обмеженням регенера-
цiї тканин та клiтин, а також з погiршенням роботи органiв та
систем в органiзмi [4].

Проте, оскiльки чiткої межi максимальної тривалостi життя
людини не iснує, ми будемо використовувати для моделювання
розподiли, що можуть приймати необмеженi значення, для яких,
проте, iмовiрнiсть потрапляння у кожен iнтервал значень змен-
шується iз зростанням номера iнтервалу, аналогiчно з тим як для
моделювання росту людини використовується нормальний розпо-
дiл.
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Теоретичнi основи дослiдження тривало-
стi життя

Залежнiсть тривалостi життя людини вiд вiку є фундаменталь-
ною у вивченнi процесу старiння людського органiзму. Ця теорiя
базується на концепцiї залишкової тривалостi життя, яка описує
розподiл тривалостi життя певної популяцiї людей, що досягли
вiку x, тобто скiльки часу вони можуть очiкувати жити пiсля
досягнення вiку x [5].

Однiєю з основних математичних моделей, яка використовує-
ться для опису залишкової тривалостi життя, є модель Гомперца-
Мейкхама. У цiй моделi передбачається, що ризик смертi збiль-
шується з вiком експоненцiйно. Формула цiєї моделi має вигляд:

λ(x) = λ0e
bx

де λ(x) - iнтенсивнiсть смертностi, λ0 - iнтенсивнiсть смертно-
стi вiдповiдно до початкового вiку, b - параметр, який характери-
зує швидкiсть зростання iнтенсивностi смертностi з вiком.

Iншою моделлю, яка використовується для аналiзу тривало-
стi життя, є модель Кендалла, яка базується на концепцiї куму-
лятивного ризику смертi. У цiй моделi передбачається, що iнтен-
сивнiсть смертностi є сталим параметром, а ризик смертi збiль-
шується зi збiльшенням вiку. Формула для цiєї моделi має вигляд:

S(x) = S0e
−
∫ x
0 µ(t)dt

Для моделi Кендалла iнтенсивнiсть смертностi µ(x) є сталим
параметром, а ризик смертi збiльшується зi збiльшенням вiку.

8



Ризик смертi можна виразити через функцiю виживання S(x),
яка вiдображає ймовiрнiсть того, що людина виживе до вiку x.

Щоб визначити параметри моделi Кендалла, можна викори-
стовувати метод максимальної правдоподiбностi, який полягає в
тому, щоб знайти такi значення параметрiв, при яких спостере-
жуванi данi мають найбiльшу ймовiрнiсть.

Зокрема, для аналiзу даних про тривалiсть життя людей за-
звичай використовують табличний метод, що полягає у побудовi
таблиць виживання та розподiлiв смертностi для рiзних груп вi-
ку. На основi цих таблиць можна оцiнити параметри моделей та
порiвняти рiвень смертностi для рiзних груп населення [2].
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Бази даних довгожителiв

В дослiдженнi залишкового часу життя людей пiсля досягнення
високого вiку використовуються рiзнi бази даних, що дозволяють
збирати iнформацiю про довгожителiв i аналiзувати її для дослi-
дження динамiки старiння та факторiв, що впливають на три-
валiсть життя. Однак, в цьому питаннi все ще присутня певна
проблема даних, оскiльки баз даних довгожителiв не так багато,
i вони не є дуже об’ємними.

Однiєю з найбiльш вiдомих баз даних є "База даних довго-
жителiв"(The International Database on Longevity або IDL), яка
збирає iнформацiю про найстарiших людей з усього свiту. Ця ба-
за даних мiстить iнформацiю про понад 15 000 людей, якi дожили
до вiку 105 рокiв i старших, i вона постiйно оновлюється з новими
даними про довгожителiв.

Iншою вiдомою базою даних є "Старiння й довголiття"(Aging
and Longevity), що була створена у Японiї та мiстить iнформацiю
про понад 10 000 людей, якi дожили до вiку 100 рокiв i бiльше.
Ця база даних також мiстить iнформацiю про фактори, що впли-
вають на старiння та довголiття, такi як генетика, харчування та
здоров’я.

Крiм того, iснує база даних "Населення та старiння"(The Human
Mortality Database), яка збирає iнформацiю про смертнiсть та
тривалiсть життя з рiзних країн свiту. Ця база даних мiстить
iнформацiю про бiльше нiж 40 країн та дозволяє проводити по-
рiвняльний аналiз старiння та тривалостi життя в рiзних країнах.

Усi цi бази даних дозволяють проводити науковi дослiдження
про старiння та довголiття, що може допомогти в розумiннi фа-
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кторiв, якi впливають на тривалiсть життя та розробцi стратегiй
для збереження здоров’я та пiдвищення якостi життя людей на
старiсть.

У цiй роботi ми працюватимемо переважно iз базою даних IDL
(The International Database on Longevity), оскiльки вона є однi-
єю з найбiльших i найдостовiрнiших. База даних була створена
в 1990 роцi Майклом Вiторгським (Michael G. W. V. Lorgeril),
головним редактором журналу "Журнал довголiття та старiн-
ня"(Journal of Longevity and Aging).

Для збору даних до бази IDL використовуються рiзнi джере-
ла, зокрема науковi статтi, повiдомлення в ЗМI та iнтерв’ю з дов-
гожителями. Основнi джерела даних - це державнi статистичнi
служби та нацiональнi органiзацiї, якi вiдстежують народження
та смертнiсть у своїх країнах.

Данi, зiбранi для IDL, є досить достовiрними, оскiльки вони
базуються на державних статистичних даних та iнших офiцiйних
джерелах, якi перевiряються на наявнiсть помилок та недосто-
вiрностей. Проте, як i у будь-якiй базi даних, можливi неточностi
та недолiки, що пов’язанi з вiдмiнностями у форматi збору та
обробки даних у рiзних країнах.

Бiльшiсть довгожителiв, зареєстрованих в базi IDL, мешкають
у Європi та Пiвнiчнiй Америцi. На яких континентах зосередже-
на бiльшiсть довгожителiв може бути пов’язано з бiльш розвине-
ною системою статистики в країнах цих континентiв. База даних
IDL мiстить iнформацiю про людей, якi живуть до 105 рокiв та
старших, iнодi включаючи такi характеристики як стать, рiвень
освiти, заняття та стан здоров’я.

На даний момент, останнє оновлення бази даних IDL прово-
дилось у 2020-2022 роках, особи, що прожили 105-109 рокiв у нiй
називаються довгожителями, бiльше 110 рокiв - супердовгожите-
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лями. Проведемо оглядовий аналiз цiєї бази даних.
Загальна кiлькiсть довгожителiв та супердовгожителiв у нiй

складає 18 959, з них довгожителi (105-109 рокiв) - 17 798 осiб, i
супердовгожителi (110 рокiв i бiльше) - 1 161 особа.

Створимо гiстограму розподiлу за країнами:

Отже, найбiльше довгожителiв в IDL iз Францiї, на другому
мiсцi - Велика Британiя, на третьому - Нiмеччина.

Зобразимо також гiстограму розподiлу вiку довгожителiв:
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Помiтно, що кiлькiсть довгожителiв, що досягли даного вiку,
спадає зi збiльшенням вiку, причому розподiл дещо нагадує екс-
поненцiйний. Найбiльший вiк у базi даних - 122 роки.

Цiкаво також зобразити розподiл довгожителiв за статтю:

Бачимо, що кiлькiсть жiнок-довгожительок значно переважає
кiлькiсть чоловiкiв: 17 092 проти 1 867, що є цiкавою iдеєю для
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дослiджень.
Також, нам буде цiкаво дослiдити данi для довгожителiв

пiсля 90-95 рокiв, яких немає в базi IDL, для цього використову-
ватимемо базу даних Dutch Statistical Office (C.B.S.), що мiстять
данi про вiк смертi довгожителiв iз Нiдерландiв 1877-1881 рокiв
народження.

До неї входять данi про смертнiсть 20 081 особи, до яких
входять 8280 чоловiкiв та 11 801 жiнок.
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Вiзуалiзацiя даних

Отже, використаємо базу даних довгожителiв IDL, i будемо до-
слiджувати розподiл даних окремо для рiзних країн, де кiлькiсть
записiв є достатньо великою. Топ-10 країн за кiлькiстю записiв
вiдображена в наступнiй таблицi:

country count
Францiя 10662

Велика Британiя 1139
Нiмеччина 955

США 797
Бельгiя 575
Данiя 453

Канада 342
Австрiя 230
Норвегiя 216
Японiя 78

Оскiльки, як ми побачили в попередньому роздiлi, кiлькiсть
довгожительок значно переважає кiлькiсть довгожителiв, можна
пiдозрювати, що i шуканий розподiл для рiзних статей може вiд-
рiзнятись. Зобразимо гiстограми розподiлу для жiнок i чоловiкiв
iз кiлькох країн окремо, а також гiстограми для даних iз бази
C.B.S.(чоловiки та жiнки iз Нiдерландiв), пiсля досягнення 95
рокiв :
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Код для проведення манiпуляцiй з даними та побудови гi-
стограм мовою Python можна переглянути в додатку Б.

З гiстограм помiтно деякi вiдмiнностi мiж розподiлами вiку
жiнок та чоловiкiв, а також мiж розподiлами для даних iз IDL
(вiд 105 рокiв) та C.B.S. (пiсля 95 рокiв), проте також помiтно,
що для всiх них є пiдстави перевiрити згоду з експоненцiйним
розподiлом.

19



Проблеми моделювання розподiлу

Однiєю з ключових задач у статистичному моделюваннi є вiдпо-
вiднiсть даних певному розподiлу, з якою ми переважно i працю-
ватимемо у цiй роботi. Для вирiшення цiєї задачi використовую-
ться статистичнi критерiї, коротко пригадаємо суть найпошире-
нiших:

1) Критерiй Колмогорова-Смiрнова: цей критерiй порiвнює
емпiричну функцiю розподiлу даних з теоретичною функцiєю
розподiлу. Вiн базується на максимальнiй вiдстанi мiж цими дво-
ма функцiями. Якщо ця вiдстань мала, то ми можемо стверджу-
вати, що данi вiдповiдають теоретичному розподiлу.

2) Критерiй хi-квадрат: цей критерiй порiвнює фактичну ча-
стоту спостережень в кожному з k iнтервалiв з теоретичною ча-
стотою, яку можна отримати з моделi розподiлу. Якщо отримане
значення критерiю хi-квадрат є меншим за критичне значення з
таблиць квантилiв розподiлу хi-квадрат з k-1 ступенiв вiльностi,
то ми можемо прийняти гiпотезу про вiдповiднiсть даних розпо-
дiлу.

3) Критерiй Андерсона-Дарлiнга: цей критерiй також порiв-
нює емпiричну функцiю розподiлу даних з теоретичною функцi-
єю розподiлу. Вiн базується на сумi вагованих квадратiв вiдхи-
лень мiж цими двома функцiями. Якщо отримане значення кри-
терiю менше за критичне значення з таблиць квантилiв Андерсона-
Дарлiнга, то ми можемо прийняти гiпотезу про вiдповiднiсть да-
них розподiлу.

У цiй роботi ми працюватимемо переважно iз критерiєм хi-
квадрат. Проте, для використання статистичних критерiїв, маю-
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чи набiр даних, потрiбно визначитись iз типом розподiлу, який
будемо перевiряти, i його парметрами. I якщо з першим завдан-
ням справитись не так складно, то вирiшення другого зовсiм не
є очевидним, i породжує проблему пiдбору параметрiв.

Один з пiдходiв до вирiшення цiєї задачi полягає у викори-
станнi статистичних методiв оцiнки параметрiв, наприклад, мето-
ду максимальної правдоподiбностi, що вимагає визначення фун-
кцiї правдоподiбностi, яка описує ймовiрнiсть того, що нашi данi
були отриманi з певного розподiлу з деякими параметрами. Потiм
ми шукаємо значення параметрiв, якi максимiзують цю функцiю
правдоподiбностi.

Однак, в статистичних методах оцiнки параметрiв часто не-
обхiдно виконувати операцiї диференцiювання та iнтегрування,
що може бути складним в програмнiй реалiзацiї, зокрема якщо
ми маємо справу зi складними функцiями.

Тому однiєю iз цiлей цiєї роботи буде створення та викори-
стання чисельного алгоритму пiдбору оптимальних параметрiв
будь-якого розподiлу для мiнiмiзацiї хi-квадрат статистики, що
не використовуватиме складних обчислень з операцiями дифе-
ренцiювання чи iнтегрування, але працюватиме швидше нiж ме-
тод простого перебору, i буде достатньо точним.
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Алгоритм оптимiзацiї

Для початку введемо точне формулювання поставленої задачi:
нехай вiдомо, що до T рокiв дожило n осiб, i пiсля T ро-

кiв на iнтервалах (0, 1), (1, 2), ..., (i − 1, i), ..., (m − 1,m) померло
n1, n2, ..., ni, ..., nm осiб вiдповiдно.

Запишемо статистику χ2 як функцiю вiд параметрiв розпо-
дiлу λ1, λ2, ..., λm:

χ2 = χ2(λ1, λ2, ..., λ2) =
∑m

i=1
(ni−npi)2

npi
,

де
∑m

i=1 ni = n,
pi = ψ(i, λ1, λ2, ..., λm) − ψ(i − 1, λ1, λ2, ..., λm) - ймовiрностi

потрапляння в i-й iнтервал згiдно функцiї розподiлу ψ(.),
i = 1, 2, ...,m.
Будемо розв’язувати задачу мiнiмiзацiї значення статистики

хi-квадрат:
χ2(λ1, λ2, ..., λm) −→ min

λ1,λ2,...,λm
,

при цьому λ1, λ2, ..., λm > 0.
Якщо λ∗1, λ∗2, ..., λ∗m i χ2(λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
m) - оптимальний розв’язок

задачi мiнiмiзацiї, - χ2(λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
m) порiвнюється з критичним

значенням хi-квадрат χ2
kp з обраним рiвнем значущостi, i при:

χ2(λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
m) < χ2

kp - гiпотеза про вид розподiлу приймає-
ться,

χ2(λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
m) > χ2

kp - вiдхиляється.

Отже, фактично ми будемо шукати такi параметри λ∗1, λ∗2, ..., λ∗m
обраного розподiлу, при яких значення хi-квадрат статистики на
заданому наборi даних буде мiнiмальним.
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Для цього введемо позначення:
Ik = (bk, ck) - промiжки, в яких лежать значення λk, bk ≥ 0,
λk ∈ Ik, k = 1,m,
де m - кiлькiсть параметрiв розподiлу.

Значення меж iнтервалiв Ik буде задавати користувач.

На кожному кроцi алгоритму будемо обраховувати значення
∆k = ck − bk - довжини iнтервалiв Ik,

Починаючи з другого кроку, межi iнтервалiв i вiдповiднi зна-
чення ∆k будемо перераховувати згiдно формул:

bk = λk −∆k/4

ck = λk +∆k/4,
I перевiрятимемо для кожного bk, чи bk не є меншим нуля

(таке може вiдбуватись при виборi занадто великого початкового
промiжку Ik), якщо так - bk присвоюємо 0.

1) далi для кожного λk обрахуємо значення λik = bk + uik∆k,
де i = 1, N , N = 10p, значення p можна пiдiбрати емпiрично, вiд
нього залежатиме точнiсть та швидкiсть збiжностi алгоритму, uik
- випадкове значення, згенероване iз рiвномiрного розподiлу на
промiжку (0, 1),

2) для кожного набору λk обчислимо значення χ2(λi1, λ
i
2, ..., λ

i
m),

3) знайдемо min
1≤i≤N

χ2(λi1, λ
i
2, ..., λ

i
m) = χ2(λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
m)

4) Для першого кроку оптимальним значенням χ2 i параметрiв
будемо вважати χ2(λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
m) i λ∗1, λ∗2, ..., λ∗m, для наступних

крокiв оптимальними будемо вважати значення χ2 i параметрiв,
обрахованих на даному кроцi, якщо χ2 менше за χ2, обраховане
на попередньому кроцi, iнакше - оптимальнi значення χ2 i пара-
метрiв iз попереднього кроку.

Умовою зупинки можна обрати досягнення обраної кiлькостi
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iтерацiй, або досягнення умови |χ2
i∗−χ2

i−1∗| < α, де α > 0 - деяке
досить мале число.

Таким чином, фактично на кожному кроцi алгоритму, завдя-
ки множнику iз рiвномiрного розподiлу обиратиметься найопти-
мальнiше значення статистики хi-квадрат для заданого промiж-
ку, пiсля чого промiжки звужуватимуться навколо попередньо-
го оптимального значення параметрiв, внаслiдок чого, очевидно,
в результатi отримаємо параметри, що максимально близькi до
тих, за яких значення χ2 буде мiнiмальним.

Алгоритм реалiзовано у додатку А.
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Розподiл Вейбула

Розподiл Вейбула є одним з найбiльш поширених розподiлiв у
статистицi, який застосовується для моделювання рiзних проце-
сiв в рiзних областях. Цей розподiл зазвичай використовується
для аналiзу даних залежностi часу до вiдмови (або життєздатно-
стi) об’єкта вiд рiзних факторiв, таких як напруга, температура,
вологiсть тощо.

Розподiл Вейбулла широко використовується в наукових до-
слiдженнях, наприклад, для аналiзу даних про тривалiсть життя
людей пiсля досягнення певного вiку, для прогнозування трива-
лостi роботи електронних пристроїв, для аналiзу тривалостi лi-
кування пацiєнтiв, та iнших сфер життєдiяльностi.

Одним з головних показникiв, що використовуються для ха-
рактеристики розподiлу Вейбула, є параметр форми, який визна-
чає форму розподiлу. Цей параметр може бути як додатним, так
i вiд’ємним, в залежностi вiд форми розподiлу. Наприклад, для
додатного параметра форми розподiл Вейбула має скiсну форму,
а для вiд’ємного - зворотно-скiсну.

Функцiя щiльностi ймовiрностi розподiлу Вейбула має насту-
пний вигляд:

f (x) =

{
k
λ(

x
λ)
k−1e−(xλ)

k
, x ≥ 0

0, x < 0
,

де λ - параметр масштабу, k - параметр форми.
Моменти розподiлу Вейбула можна обчислити з використан-

ням гамма-функцiї. Зокрема, математичне сподiвання розподiлу
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Вейбула має наступний вигляд: E(X) = λΓ(1 + 1
k)

Дисперсiя розподiлу Вейбула може бути обчислена за форму-
лою:

(X) = λ2(Γ(1 + 2/k)− (Γ(1 + k))2)

де λ i k - параметри розподiлу, а Γ(·) - гамма-функцiя.
Функцiя розподiлу визначається як ймовiрнiсть того, що ви-

падкова величина X буде меншою за заданий порiг x:

F (x) = P (X ≤ x) = 1− e−(xλ)
k

де µ - математичне сподiвання.
Графiк функцiї щiльностi розподiлу Вейбула залежно вiд па-

раметрiв λ та k:

Нескладно також помiтити, що при k = 1 розподiл Вей-
була збiгається з експоненцiйним розподiлом, тобто експоненцiй-
ний розподiл є частинним випадком розподiлу Вейбула. Зв’язок

26



мiж розподiлом Вейбула i експоненцiйним розподiлом важливий,
оскiльки якщо є пiдозра, що певний шуканий розподiл має бiльш
складну структуру, нiж простий експоненцiйний, то можна роз-
глянути використання розподiлу Вейбула з параметрами, якi да-
ють необхiдну складнiсть розподiлу.

Розподiл Вейбула може використовуватись, зокрема, для
опису розподiлу залишкового часу життя пiсля настання певного
вiку, оскiльки вiн добре описує ситуацiї, коли iмовiрнiсть вiдмо-
ви збiльшується з часом. В цьому контекстi, x буде залишковим
часом життя пiсля настання певного вiку, λ - параметр масшта-
бу, що визначає середнє значення залишкового часу життя, k -
параметр форми, що визначає форму розподiлу. Параметр k ви-
значає, наскiльки швидко розподiл зменшується зi збiльшенням
залишкового часу життя.
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Розподiл Гомперца

Розподiл Гомперца є одним iз статистичних розподiлiв, який
використовується для моделювання залишкового часу життя лю-
дей та iнших живих органiзмiв. Цей розподiл названий на честь
британського демографа та статистика Роберта Гомперца, який
вперше запропонував використовувати цей розподiл у 1949 роцi
для моделювання шансiв на смерть у певному вiцi.

Ще однiєю цiкавою особливiстю розподiлу Гомперца є те, що
вiн може бути використаний для моделювання ризику в разi на-
явностi двох або бiльше факторiв, що впливають на ризик. У
такому випадку, розподiл Гомперца можна розглядати як розши-
рення експоненцiйного розподiлу.

У розподiлi Гомперца є два параметри: параметр форми та
параметр масштабу. Параметр форми вiдповiдає за форму роз-
подiлу, а параметр масштабу вiдповiдає за середнiй залишковий
час життя.

Функцiя розподiлу має наступний вигляд:

F (x) = 1− e−
β
γ (e

γx−1)

Функцiя щiльностi:

f (x) =

{
βeβ/γ+γx−β/γe

γx
, x ≥ 0

0, x < 0

Значення параметрiв β, γ > 0.

Проте, розподiл Гомперца зазвичай застосовується для ана-
лiзу даних про людей вiком 50-60 рокiв i старших. Зокрема, у

28



статтi "Heterogeneity in old age mortality: an international compari-
son"(1998), Vaupel та його спiвавтори аналiзували данi про зали-
шковий час життя для людей вiком 60 рокiв та старших у 14
країнах свiту. Вони використовували розподiл Гомперца для опи-
су залежностi мiж iнтенсивнiстю смертностi та вiком, та зроби-
ли висновок, що розподiл Гомперца є ефективним iнструментом
для моделювання залишкового часу життя пiсля вiку 60 рокiв.
У статтi "Modeling the Age Pattern of Mortality for Comparati-
ve Mortality Analysis"(2006), Герман Пiццерле та його спiвавтори
використовували розподiл Гомперца, щоб моделювати залишко-
вий час життя для людей вiком вiд 50 рокiв та старших, вра-
ховуючи рiзнi ефекти, такi як ефект статi, ефект календарного
перiоду та ефект країни. Також, стаття "Modelling the distributi-
on of the length of life"(1992) Гейла МакКiннона та Роберта Лi
наводить приклад використання розподiлу Гомперца для аналiзу
залишкового часу життя для людей вiком 65 рокiв та старших в
Сполучених Штатах.

Отже, розподiл Гомперца застосовується переважно для ана-
лiзу залишкового часу життя пiсля вiку 50-60 рокiв та старших, i
наразi, iмовiрно, не iснує вiдомих дослiджень, що пiдтвержували
б доцiльнiсть використання розподiлу Гомперца для опису даних
вiкових груп, що нас цiкавлять - вiд 90 i бiльше рокiв, тому ми
спробуємо використати також цей розподiл для дослiдження.
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Дослiдження розподiлу

Отже, використаємо базу даних IDL, i для декiлькох країн для
кожної статi створимо датафрейми для дослiдження. Для кожно-
го з них використаємо колонку ’agedays’ - вiк у днях, пiсля дося-
гнення якого наступила смерть. Код, що реалiзує усi описанi далi
манiпуляцiї наведено у додатках А i Б.

Аналiзуватимемо усiх довгожителiв, якi померли у вiцi бiль-
ше 105 рокiв, тому вiд даного значення вiднiмемо 365 ∗ 105 + 25,
аби отримати значення залишкового часу життя, пiсля досягне-
ння 105 рокiв (з врахуванням очiкуваної кiлькостi високосних
рокiв).

Отриманi данi будемо групувати за деяким розмiром iнтерва-
лу у днях, пiдiбраному емпiрично з урахуванням об’єму вибiрки,
аби отримати достатню кiлькiсть групованих iнтервалiв.

Промiжки, в якi потрапляє менше нiж 10 значень будемо
об’єднувати мiж собою (що необхiдно для коректного використа-
ння критерiю хi-квадрат).

Таким чином, наприклад, для вибiрки жiнок-довгожительок
iз Францiї, до якої входить 9727 значень, будемо групувати за
iнтервалами розмiру 150 днiв, i отримаємо:
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interval count
(0, 1) 2204
(1, 2) 1799
(2, 3) 1427
(3, 4) 1039
(4, 5) 823
(5, 6) 626
(6, 7) 464
(7, 8) 340
(8, 9) 282
(9, 10) 213
(10, 11) 143
(11, 12) 110
(12, 13) 76
(13, 14) 45
(14, 15) 42
(15, 16) 20
(16, 17) 25
(17, 18) 19
(18, 21) 17
(21, 43) 13

Згiдно описаного в одному iз попереднiх роздiлiв алгори-
тму оптимiзацiї хi-квадрат статистики, перевiримо значення хi-
квадрат статистики на цих даних для експоненцiйного розподiлу,
розподiлу Вейбула та розподiлу Гомперца.

Для експоненцiйного розподiлу задамо iнтервал пошуку па-
раметра λ як промiжок (0, 1), для розподiлу Вейбула: λ ∈ (0, 1), α ∈
(0, 2), для розподiлу Гомперца: β ∈ (0, 1), γ ∈ (0, 1).
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Отриманi значення мiнiмiзованої хi-квадрат статистики та
вiдповiднi параметри розподiлiв:

експоненцiйний: χ2 = 59.0832027504306, λ = 0.2796774544015044,
Вейбула: χ2 = 18.645482053509642, λ = 0.2533831492792398, α =

1.060919160767153,
Гомперца: χ2 = 17.580242839219227, β = 0.2614318762423342, γ =

0.0210347382913875.
Кiлькiсть ступенiв свободи обраховуємо як рiзницю кiлько-

стi iнтервалiв, використаних для розбиття даних, та параметрiв
розподiлу -1:

dfexp = 20− 1− 1 = 18,
dfweib = 20− 2− 1 = 17,
dfgomp = 20− 2− 1 = 17.

Згiдно з таблицею критичних значень хi-квадрат, що розмi-
щена в додатку В для рiвня значущостi 0.05:

гiпотеза про експоненцiйний розподiл вiдхиляється, оскiльки
є бiльшою за 30.14,

гiпотеза про розподiл Вейбула не вiдхиляється, оскiльки є
меншою за критичне значення - 28.87,

гiпотеза про розподiл Гомперца також не вiдхиляється, оскiль-
ки є меншою за критичне значення.

Перевiримо, наскiльки збiгатимуться цi результати iз резуль-
татами для чоловiкiв-довгожителiв iз Францiї аналогiчно (розмiр
вибiрки - 935, розмiр iнтервалiв групування - 100, кiлькiсть iн-
тервалiв - 17):

експоненцiйний: χ2 = 20.917508965422623, λ = 0.20620651131851092,
Вейбула: χ2 = 20.840954687192436, λ = 0.20310461139872982, α =

1.0087907443501014,
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Гомперца: χ2 = 19.8219235872399320, β = 0.19831284304271043, γ =

0.0119254321782155.
Кiлькiсть ступенiв свободи:
dfexp = 17− 1− 1 = 15,
dfweib = 17− 2− 1 = 14,
dfgomp = 17− 2− 1 = 14.
Згiдно таблицi критичних значень, гiпотезу про вид розподi-

лу не можна вiдхиляти нi для експоненцiйного, нi для розподiлу
Вейбула, нi для розподiлу Гомперца. Отже, цi данi, на вiдмiну вiд
попереднiх, можуть бути розподiленi експоненцiйно.

Проведемо експерименти i для iнших країн iз бази даних IDL
аналогiчно, результати пiдсумуємо у таблицi:

країна стать к-сть розподiл df χ2 χ2
critical параметри

FR ж 9727 exp 18 59.0832 28.87 0.2797
FR ж 9727 weibull 17 18.6455 27.59 0.2534; 1.0609
FR ж 9727 gompertz 17 17.5802 27.59 0.2614; 0.0210

DEU ж 845 exp 14 15.5302 23.68 0.2307
DEU ж 845 weibull 13 6.6067 22.36 0.1941; 1.1016
DEU ж 845 gompertz 13 6.3577 22.36 0.2062; 0.0329
FR ч 935 exp 15 20.9175 25.00 0.2062
FR ч 935 weibull 14 20.8410 23.68 0.2031, 1.0088
FR ч 935 gompertz 14 19.8219 23.68 0.1983, 0.0119
UK ч 314 exp 9 11.5960 16.92 0.2892
UK ч 314 weibull 8 11.5032 15.51 0.2818, 1.0173
UK ч 314 gompertz 8 11.2432 15.51 0.2777, 0.0161

DEU ч 110 exp 5 4.5542 11.07 0.2942
DEU ч 110 weibull 4 4.0054 9.49 0.2658, 1.0769
DEU ч 110 gompertz 4 4.1130 9.49 0.2723, 0.0371
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Пiдсумовуючи, бачимо такi тенденцiї:
1) у розглянутих країнах для жiнок мiнiмiзованi хi-квадат

статистики для розподiлу Вейбула та розподiлу Гомперца є у де-
кiлька разiв меншими, нiж для експоненцiйного, i є меншими за
критичне значення, на вiдмiну вiд експоненцiйного, проте, для Нi-
меччини, гiпотеза про експоненцiйний розподiл не вiдкидається,
але зважаючи на рiзницю у хi-квадрат статистиках, гiпотезу про
експоненцiйний розподiл залишкового часу життя для жiнок вi-
ку вiд 105 рокiв можна вiдкинути, для розподiлу ж Вейбула та
розподiлу Гомперца - прийняти, причому рiзниця у хi-квадрат
статистиках для розподiлу Гомперца та розподiлу Вейбула є не-
значною, проте величина є меншою для розподiлу Гомперца;

2) для чоловiкiв ситуацiя значно вiдрiзняється: рiзниця мiж
хi-квадрат статистиками для усiх трьох розподiлiв є дуже не-
значною, i зменшується зi зростанням кiлькостi даних у вибiр-
цi. Окрiм цього, зокрема, параметр α розподiлу Вейбула є ду-
же близьким до одиницi (а як ми знаємо з попереднiх роздiлiв -
при α = 1 розподiл Вейбула спiвпадає з експоненцiйним). I згi-
дно таблицi критичних значень, гiпотеза про вид розподiлу не
вiдкидається нi для розподiлу Вейбула, нi для експоненцiйного,
нi для розподiлу Гомперца, проте можна стверджувати, що для
чоловiкiв розподiл залишкового часу життя, зокрема, задоволь-
няє експоненцiйний розподiл i експоненцiйний розподiл для них
є найбiльш характерним, на вiдмiну вiд результатiв для жiнок;

3) при цьому якщо приймати за розподiл залишкового часу
життя чоловiкiв експоненцiйний розподiл - параметр цього розпо-
дiлу коливається вiд 0.2062 до 0.2942 для обраних даних, звiдси,
враховуючи розмiр iнтервалiв групування, математичне сподiва-
ння, що обчислюється як λ−1 складає: 450 (Велика Британiя), 485
(Францiя), 543 (Нiмеччина) днiв, або вiд 1.23 до 1.49 року, що вiд-
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повiдає очiкуваному часу, прожитому пiсля досягнення 105 рокiв;
4) для жiнок, аналогiчно згiдно розподiлу Вейбула обчислимо

математичне сподiвання за формулою 1/λ(Г(1+1/k)), отримаємо
738 (Францiя) та 596 (Нiмеччина) днiв, або 1.63 - 2.02 роки, що
зокрема, перевищує очiкуваний залишковий час життя чоловiкiв.

Тепер розглянемо довгожителiв, починаючи з досягнення
90 та 95 рокiв, iз бази даних C.B.S, тут розмiр одного iнтервалу
групування - 1 рiк. Результати:

вiк стать к-сть розподiл df χ2 χ2
critical параметри

вiд 95 ж 4559 exp 11 55.5003 19.68 0.3629
вiд 95 ж 4559 weibull 10 18.4114 18.31 0.3226; 1.1003
вiд 95 ж 4559 gompertz 10 14.4880 18.31 0.3267; 0.0551
вiд 95 ч 2947 exp 10 37.4972 18.31 0.4071
вiд 95 ч 2947 weibull 9 3.4274 16.92 0.3552; 1.1143
вiд 95 ч 2947 gompertz 9 4.4974 16.92 0.3620; 0.0576
вiд 90 ж 3943 exp 13 125.1683 22.36 0.2665
вiд 90 ж 3943 weibull 12 20.0104 21.03 0.2062; 1.1791
вiд 90 ж 3943 gompertz 12 12.3497 21.03 0.2217; 0.0710
вiд 90 ч 2736 exp 12 79.9819 21.03 0.2948
вiд 90 ч 2736 weibull 11 16.4015 19.68 0.2356; 1.1659
вiд 90 ч 2736 gompertz 11 12.0781 19.68 0.2501; 0.0678

Тут, як бачимо i для жiнок, i для чоловiкiв гiпотеза про
експоненцiйний розподiл однозначно вiдхиляється, а гiпотези про
розподiл Вейбула та розподiл Гомперца - переважно приймаю-
ться, окрiм вибiрки жiнок вiд 95 рокiв - для них приймається
тiльки гiпотеза про розподiл Гомперца. Також, рiзниця мiж ста-
тистиками розподiлу Гомперца та Вейбула стала бiльшою - для
усiх вибiрок, окрiм чоловiкiв вiд 95 рокiв статистика для розподi-
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лу Гомперца є меншою, при однаковiй кiлькостi ступенiв свободи.
З цього можемо зробити висновок, що для жiнок вiком вiд

95 i вiд 90 рокiв найбiльш характерним є розподiл Гомперца (вiд
90 - з параметрами 0.22, 0.07; вiд 95 - 0.33, 0.06), а для чоловiкiв
вiд 95 рокiв - розподiл Вейбула з параметрами 0.36, 1.11; вiд 90
- розподiл Гомперца з параметрами 0.25, 0.07.

При цьому математичне сподiвання залишкового часу життя
пiсля досягнення 95 рокiв складає:

2.99 рокiв для жiнок,
2.7 рокiв для чоловiкiв.

Пiсля 90 рокiв:
4.58 рокiв для жiнок,
4.02 рокiв для чоловiкiв.
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Висновки

Отже, в данiй роботi:

- було розглянуто залишкову тривалiсть життя як кiлькiсну
проблему, що може бути вирiшена за допомогою статистичного
аналiзу даних,

- було розглянуто методи моделювання розподiлу залишково-
го часу життя людини, реалiзовано унiверсальний алгоритм пiд-
бору параметрiв розподiлу, що мiнiмiзують значення хi-квадрат
статистики,

- було дослiджено та пiдiбрано розподiли та математичне
сподiвання очiкуваного залишкового часу життя пiсля досягнен-
ня вiку x залежно вiд значення x у випадках 90, 95 та 105 рокiв
для рiзних країн, а також залежно вiд статi.

Пiдсумовуючи, можна зробити такi загальнi висновки:

Для чоловiкiв смертнiсть iз вiком при екстремальних значе-
ннях зростає стрiмкiше, оскiльки починаючи вiд 105 рокiв вiк їх
смертi задовольняє експоненцiйний розподiл, на вiдмiну вiд жi-
нок, для яких найбiльш характерним є розподiл Гомперца, що
може свiдчити, зокрема про те, що вони мають складнiшу зако-
номiрнiсть тривалостi життя.

Крiм цього, для вiку смертi жiнок характерним є розподiл
Гомперца i вiд 105, i вiд 95, i вiд 90 рокiв, для чоловiкiв же -
розподiл Гомперца є найбiльш характерним лише вiд 90 рокiв, а
вiд 95 - розподiл Вейбула.
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Зважаючи на це, а також на обрахованi в роботi математичнi
сподiвання прожитого вiку для жiнок та чоловiкiв для розподi-
лiв зi знайденими оптимальними параметрами, можна зробити
висновок, що жiнки в середньому живуть довше, стрiмкiсть зро-
стання їхньої смертностi з вiком є меншою, нiж у чоловiкiв. Ризик
смертi для чоловiкiв збiльшується швидше, нiж у жiнок, почина-
ючи принаймнi вiд 90 рокiв.
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Додатки

Додаток А

import numpy as np
import pandas as pd

class ChisquareOptimizer:

def calculate_chi_square_statistics(self, n_i, p_i, n):
chi_square = 0
for i in range(len(n_i)):

i_part = ((n_i[i] - n*p_i[i])**2)/(n*p_i[i])
chi_square += i_part

return chi_square

def weibull_distribution_function(self, x, params):
f = 1 - np.exp(-params[0]*(x**params[1]))
return f

def exponential_distribution_function(self, x, params):
f = 1 - np.exp(-params[0]*(x))
return f

def gompertz_distribution_function(self, x, params):
f = 1 - np.exp(-(params[0]/params[1])*
(np.exp(params[1]*x)-1))
return f
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def calculate_p_i(self, params, dct, distribution: str):
intervals = list(dct.keys())
p_i_list = []
for interval in intervals:

if distribution == ’exponential’:
p = self.exponential_distribution_function
(interval[1], params) -
self.exponential_distribution_function
(interval[0], params)

elif distribution == ’weibull’:
p = self.weibull_distribution_function
(interval[1], params) -
self.weibull_distribution_function
(interval[0], params)

elif distribution == ’gompertz’:
p = self.gompertz_distribution_function
(interval[1], params) -
self.gompertz_distribution_function
(interval[0], params)

p_i_list.append(p)
return p_i_list

def generate_random_uniform(self, size=2):
generated = np.random.uniform(0, 1, size)
return list(generated)

def count_n(self, dct):
n_i = list(dct.values())
n = sum(n_i)
return n, n_i
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def minimize_chisquare(self, distribution, dct,
intervals, iter_num = 10000):

n, n_i = self.count_n(dct)
params_num = len(intervals)
for j in range(1, 11):

deltas = []
for interval in intervals:

deltas.append(interval[1]-interval[0])

if j != 1:
betas = opt_betas
b = []
c = []
for i in range(len(intervals)):

b.append(betas[i] - deltas[i]/4)
c.append(betas[i] + deltas[i]/4)

for i in range(params_num):
if b[i] < 0:

b[i] = 0

intervals = []
deltas = []
for i in range(params_num):

intervals.append([b[i], c[i]])
deltas.append(c[i] - b[i])

chi_squares = []
betas_list = []
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for i in range(1, iter_num):
u = self.generate_random_uniform(params_num)
betas = []
for i in range(params_num):

betas.append
(intervals[i][0] + deltas[i]*u[i])

p_i = self.calculate_p_i
(betas, dct, distribution)
chi_square =
self.calculate_chi_square_statistics
(n_i, p_i, n)
chi_squares.append(chi_square)
betas_list.append(betas)

min_chi_square = min(chi_squares)
min_betas = betas_list[np.argmin(chi_squares)]
print(f"step_{j}: {min_chi_square}")

if j == 1:
opt_chi_square = min_chi_square
opt_betas = min_betas

elif j != 1:
if min_chi_square < opt_chi_square:

opt_chi_square = min_chi_square
opt_betas = min_betas

print(’Optimal chisquare statistics and betas:’)
print(opt_chi_square, opt_betas)
return opt_chi_square, opt_betas
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Додаток Б

import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from optimizer.optimizer_class import ChisquareOptimizer

optimizer = ChisquareOptimizer()
df = pd.read_csv(’idl_complete_death_105.csv’)
df.head()

df[’BIRTH_COUNTRY’].value_counts().head()

df_france = df[df[’BIRTH_COUNTRY’] == ’FRA’]
df_uk = df[df[’BIRTH_COUNTRY’] == ’UK’]
df_germany = df[df[’BIRTH_COUNTRY’] == ’DEU’]
df_usa = df[df[’BIRTH_COUNTRY’] == ’USA’]

lst=df_germany[df_germany[’SEX’]==’F’][’AGEYEARS’].tolist()

%matplotlib inline

x = lst
plt.hist(x, bins=100, range = (105, 122), width = 0.98,
color = "powderblue", ec="lightpink")
plt.xticks([105, 107, 109, 111, 113, 115, 117, 119, 121])
plt.gca().set(title=’Age frequency Histogram
(France female 105+)’, ylabel=’Frequency’)
plt.xlabel("Age")

44



plt.ylabel("Frequency")

age_france_male = list(df_france[df_france[’SEX’] == ’M’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)
age_france_female = list(df_france[df_france[’SEX’] == ’F’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)

age_uk_male = list(df_uk[df_uk[’SEX’] == ’M’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)

age_germany_male = list(df_germany[df_germany[’SEX’] == ’M’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)
age_germany_female = list(df_germany[df_germany[’SEX’] == ’F’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)

age_usa_male = list(df_usa[df_usa[’SEX’] == ’M’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)
age_usa_female = list(df_usa[df_usa[’SEX’] == ’F’]
[’AGEDAYS’] - 365*105-25)

def create_dict_data(age_df, interval_size):
dct = {}
max_value = max(age_df)
num_intervals = max_value // interval_size + 1

for i in range(num_intervals):
interval_start = interval_size * i
interval_end = interval_start + interval_size
interval_end = min(max_value + 1, interval_end)
dct[(i, i+1)] = sum([1 for elem in age_df
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if interval_start <= elem < interval_end])
dct = {k: v for k, v in dct.items() if v != 0}
return dct

france_female_dct = create_dict_data
(age_france_female, interval_size = 150)
france_male_dct = create_dict_data
(age_france_male, interval_size = 100)
germany_female_dct = create_dict_data
(age_germany_female, interval_size = 120)
germany_male_dct = create_dict_data
(age_germany_male, interval_size = 160)
uk_male_dct = create_dict_data
(age_uk_male, interval_size = 130)

cbs_male_95 = {(0,1): 892, (1,2): 682, (2,3): 485,
(3,4): 325, (4,5): 211, (5,6): 140, (6,7): 85,
(7,8): 47, (8,9): 36, (9,10): 19, (10,11): 13,
(11,17): 12}

cbs_female_95 = {(0,1): 1273, (1,2): 1038, (2,3): 705,
(3,4): 476, (4,5): 362, (5,6): 249, (6,7): 192,
(7,8): 110, (8,9): 66, (9,10): 35, (10,11): 22,
(11,12): 15, (12,14): 16}

cbs_female_90 = {(0,1): 772, (1,2): 705, (2,3): 587,
(3,4): 461, (4,5): 397, (5,6): 297, (6,7): 227,
(7,8): 146, (8,9): 111, (9,10): 81, (10,11): 59,
(11,12): 45, (12,13): 22, (13,15): 19, (15, 19): 14}
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cbs_male_90 = { (0,1): 606, (1,2): 508, (2,3): 419,
(3,4): 350, (4,5): 249, (5,6): 187, (6,7): 143,
(7,8): 97, (8,9): 72, (9,10): 39, (10,11): 25,
(11,12): 15, (12,14): 13, (14,18): 13}

dct = germany_male_dct

optimized_chi_exponential, params =
optimizer.minimize_chisquare
(’exponential’, dct, [[0, 1]])
optimized_chi_weibull, params =
optimizer.minimize_chisquare
(’weibull’, dct, [[0, 1], [0, 2]])
optimized_chi_gompertz, params =
optimizer.minimize_chisquare
(’gompertz’, dct, [[0, 1], [0, 1]])
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Додаток В

d.f. / p-value 0.1 0.05 0.01 0.001
1 2.71 3.84 6.63 10.83
2 4.61 5.99 9.21 13.82
3 6.25 7.81 11.34 16.27
4 7.78 9.49 13.28 18.47
5 9.24 11.07 15.09 20.52
6 10.64 12.59 16.81 22.46
7 12.02 14.07 18.48 24.32
8 13.36 15.51 20.09 26.12
9 14.68 16.92 21.67 27.88
10 15.99 18.31 23.21 29.59
11 17.28 19.68 24.72 31.26
12 18.55 21.03 26.22 32.91
13 19.81 22.36 27.69 34.53
14 21.06 23.68 29.14 36.12
15 22.31 25.00 30.58 37.70
16 23.54 26.30 32.00 39.25
17 24.77 27.59 33.41 40.79
18 25.99 28.87 34.81 42.31
19 27.20 30.14 36.19 43.82
20 28.41 31.41 37.57 45.31
21 29.62 32.67 38.93 46.80
22 30.81 33.92 40.29 48.27
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