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За умов плоскої задачі термопружності досліджено відшарування розташованого на краю 

півбезмежної пластини нерозтягливого гнучкого нагрітого до заданої температури підсилення за 
ідеального теплового контакту та дії розтягуючого навантаження на пластину. Відшаруванню 
підсилення в околах його кінців передує розвиток локалізованих зон передруйнування (ослабленого 
контакту), яким можуть відповідати області накопичення пошкоджень, пластичного 
деформування, часткового розриву зв’язку та інше. Аналітичний розв’язок задачі приведено до 
задачі Коші для диференційного рівняння першого порядку, виконано його числовий аналіз. 
Досліджено взаємовплив силового та температурного навантажень на відшарування підсилення. 

Ключові слова: підсилення, відшарування, плоска задача, зона передруйнування. 
 

Exfoliation the not extensible flexible stiffener heated up to the set temperature is investigated in 
conditions of a plane problem thermoelasticity. The flexible stiffener is placed at edge of the semi-infinite 
plates in conditions ideal thermal contact and action the stretching loading on the plate. Development of 
localized zones of prefracture (the weakened contact) is precede to separation the stiffener in vicinities of 
her ends. They can correspond to regions of damages, plastic deformation, partial break of connection and 
another precedes. On area outside of zones of prefracture the perfect mechanical contact is remaining. The 
analytical decision of a problem is shown to problem Koshy for differential equation of the first order and 
realized its numerical analysis. Physically correct limited stresses and deformations are received in all 
points of a composition. Tangents stresses also satisfy to relationship of pair law. Basic part of loading from 
reinforcements to plate is transfer in neighbourhood of reinforcement ends. Interference of power and 
temperature loadings on flexible stiffener separation is investigated. 

Key Words: reinforcement, exfoliation, plane problem, zone of prefracture. 

 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.  
 

 
Вступ 

Задача розрахунку підсилюючих елементів як 
одного із поширених засобів ремонту та 
відновлення працездатності інженерних 
конструкцій залишається на часі. Підкріплюючі 
елементи одночасно є й потужними концентра-
торами напружень і спричиняють нелінійні та 
пластичні деформації чи розвиток зон 
розпушення, що в значній мірі ускладнює 
прогноз граничної рівноваги системи в цілому. 
Розрахункова модель для аналізу напружено-

деформованого стану пружного тіла з 
підсиленням розвинута в працях [1–3] та 
застосована нижче для аналізу процесу 
відшарування підсилення при температурному і 
силовому навантаженні за малої ділянки 
розпушення. Урахування явищ розпушення 
матеріалів та нелінійного їх деформування, що 
передують безпосередньо руйнуванню, дає 
можливість більш точно прогнозувати і 
раціонально використати несучу здатність 
елементів конструкцій. 
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Постановка задачі  
В умовах плоскої задачі теорії 

термопружності розглядаємо півбезмежну 
пластину, що розтягується на нескінченності 
зусиллями інтенсивності qxx 

  паралельно до її 
краю (рис. 1). Пластина підкріплена гнучким 
нагрітим до температури 1T  підсиленням 
завдовжки a2 . Тепловий контакт між 
підсиленням та пластиною ідеальний, а 
температура вільного краю пластини дорівнює 

0T . Вважатимемо, що підсилення абсолютно 
гнучке, тобто перебуває в одновісному 
напруженому стані і під ним діють лише 
тангенціальні контактні напруження. Осі 
декартової системи координат xOy  збігаються з 
осями геометричної симетрії композиції.  

a-a O
x

y

qq

L1L0L1

-cwr cwr

 
Рис. 1. Схема задачі  

 
Аналіз плоского напруженого стану такої 

композиції показує, що максимальні дотичні 
напруження max  мають місце в околах кінців 
підсилення уздовж його межі з пластиною. 
Вважаємо, що саме тут відбувається 
відшарування (втрата зв’язку) підсилення від 
пластини, просуваючись від країв до центральної 
частини уздовж межі. При цьому відшаруванню 
підсилення передує розвиток зон 
передруйнування (ослабленого контакту), яким 
можуть відповідати області накопичення 
пошкоджень, пластичного деформування 
(проковзування), часткового розриву зв’язку між 
пластиною й підсиленням та інше. Довжину 
підсилення без відшарованих на кінцях частин 
позначаємо через wra2  і називаємо його робочою 
довжиною (рис. 2). На ділянках axawr  , де 
пройшло відшарування підсилення, зв’язок з 
пластиною відсутній. 

Приймаємо, що енергія відшарування 
підсилення на одиницю довжини є величиною 
сталою та відомою і знайдемо аналітичні 
залежності зміни робочої довжини підсилення 

wra  від силового та температурного навантажень, 
міцнісних та пружних характеристик композиції. 

a-a O
x

y

qq

L1L0L2 L1 L2

awr-cwr-awr cwr

 
Рис. 2. Відшарування підсилення  

 
Крайові умови задачі 

Відповідну крайову задачу термопружності 
сформулюємо наступним чином. Ділянка 

wrwr axc   (рис. 2) відповідає зоні 
передруйнування, на берегах якої діють дотичні 
напруження  

  1)sign( Lxxsxy   , (1) 

де: 
s  – адгезійна зсувна міцність контактної 

межі пластина-підсилення, а при пластичному 
деформуванні – її зсувний поріг пластичності; 

ij  – компоненти тензора напружень; 
 xsign  {1 для 0x ; -1 для 0x ; 0 для 0x }.  

На ділянці wrcx   зберігається ідеальний 
контакт підсилення з пластиною і тому 
поздовжні деформації на ній рівні  

    0p1   LxTxxu   , (2) 

де p  – температурний коефіцієнт лінійного 
видовження матеріалу підсилення. 

Температура підсилення та вільного краю  

  
 
 










.0  ,  

,0  ,  

0

1

yaxT

yaxT
xT

wr

wr
 (3) 

Напруження на нескінченності  

 qxx 
 . (4) 

Оскільки підсилення вважається абсолютно 
гнучким, то нормальні контактні зусилля під ним 
відсутні. А оскільки вільний край пластини теж 
не навантажений, то по всьому краю  0y  
пластини 0yy . 

Розв’язання крайової задачі 
Для розв’язання задачі використаємо відомі 

[4, 5] подання для напружень і деформацій  
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де: 04  G ,      13  для плоского 
напруженого стану;   014   G ,  43  в 
умовах плоскої деформації; 0 , G ,   – 
температурний коефіцієнт лінійного розширення, 
модуль зсуву та коефіцієнт Пуассона матеріалу 
пластини. Зауважимо, що при плоскому 
напруженому стані вільні поверхні півплощини 
вважаються теплоізольованими.  

Невідома функція  z0  визначається 
співвідношеннями [4, 5]: 

  
wr

wr

az
az

i
TTTz




 ln
22

1 01
00 

, (6) 

Функцію напружень  z  знайдемо після 
підставляння формул (5) у крайові умови (1)–(2). 
З урахуванням результату (6) та умови на 
нескінченності (4) загальним розв’язком крайової 
задачі теорії пружності буде функція 

           zzzfz s
T   ln25,0 0 , (7) 

де:     xTGxf p
T  010 Re2  , 

  2222
wrwrwrwr cazczaz  . 

Формули (5)–(7) цілком описують поля 
напружень та деформацій у пластині з 
підсиленням і дають можливість дослідити умови 
його відшарування. 

 
Відшарування підсилення 

Нехай 
  – енергія, необхідна для 

відшарування підсилення на одиницю довжини – 
стала характеристика композиції. Для зменшення 
робочої довжини підсилення на деяку малу 
величину wra  необхідно виконати роботу  

       




 wradwra

wrawra
wrwrwrxywr dxaxuaaxuxa ,, , 

де wrwr cad  .  
Знехтуємо доданками порядку  2wra  і 

подамо функцію  wrwr aaxu ,  в ряд Тейлора за 
степенями wra  та спрямуємо wra  до нуля, 
вважаючи, що параметр wra  залежить від 
навантаження. Тоді після перетворень 
отримаємо, що 

   












wrwr
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dwra
wr

wr
s aaudxaxu

da
d ,, , 

де:          


 


xxa
G

xTaxu wr
s

pwr 

 ln

4
1, 1  

    ,ln xxx    

  2222
wrwrwr cxcax  .  

Переміщення точок пластини біля вершини 
робочої частини підсилення 

   

  ,ln
1

2

,lim,

1

          

wr

wrwrs
wrp

wrax
wrwrwr

c
a

G
aaT

axuaau












 

а залежність між довжиною зони 
передруйнуванням та навантаженням  

  022  Hthaca , 

де  



 


  



p

s

GTqH 4
122

1 .  

Зауважимо, що за умови  pG4  (чи при 
плоскому напруженому стані 0 p ) 
температура нагріву підсилення не впливає на 
розмір зони передруйнування. Але переміщення 
точок матеріалу пластини під підсиленням 
залежні від 1T . 

З урахуванням поданих виразів дисипація 
енергії відшарування підсилення  

  
      

 
 

   
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.
4

1
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221

2
1




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s

pswr

da
dH

Hch
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HthHHch
G

HthTa











 

Введемо безрозмірну робочу довжину 
підсилення 

     Gawrs 21
2  

і зафіксуємо її значення ( 0  ) при відомому 
(для простоти можна нульовому) значенні 
параметра навантаження 0HH  . Отримуємо 
задачу Коші для диференційного рівняння 
першого порядку, яка описує зміну робочої 
довжини підсилення у залежності від 
навантаження: 

       
      
  ,

,
ln1

25,0

00

2

22











H

HchSHchHthH
HchHHthSHth

dH
d

  (8) 
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де:    spGTS  12 1 .  

 
Рис.3. Робоча довжина підсилення 
 
На рис. 3 подано залежність знерозміреної 

робочої довжини підсилення   від навантаження 
за фіксованої початкової довжини 5,00   та 

різних значень S , отримані з числового розв’язку 
задачі Коші (8) методом Рунге-Кутта: для лінії 1 
параметр S 0; 2 – S 0,1; 3 – S 0,5; 4 – 
S 1,0; 5 – S 2,0; пружні та міцнісні параметри 

композиції враховані через змінні   та H . 
Зростання параметра S  збільшує довжину 
відшарованої ділянки підсилення за інших 
однакових умов.  

За одночасної дії температурного та силового 
навантажень залежно від фізико-механічних 
характеристик композиції можливий як їх 
взаємно підсилювальний так і послаблювальний 
вплив на відшарування підсилення. Чим менша 
робоча довжина підсилення, тим більше 
навантаження необхідне для його відшарування. 
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