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Abstract. A method for constructing the Chebyshev approximati-
on by the rational expression of the multivariable functions with the
interpolation is proposed. The method is based on the construction of
the ultimate mean-power approximation by a rational expression wi-
th the interpolation condition in the norm of space Lp at p→∞. To
construct such an approximation, an iterative scheme based on the
least squares method with two variable weight functions was used.
Keywords: Chebyshev approximation by the rational expressi-
on, Chebyshev approximation with the interpolation, multivariable
functions, mean-power approximation, least squares method.

Анотацiя. Запропоновано метод побудови чебишовського на-
ближення функцiй багатьох змiнних рацiональним виразом з iн-
терполяцiйною умовою. Метод ґрунтується на побудовi грани-
чного середньостепеневого наближення рацiональним виразом з
iнтерполяцiйною умовою у нормi простору Lp при p→∞. Побу-
дову такого наближення реалiзовано на основi iтерацiйної схеми
з використанням методу найменших квадратiв з двома змiнними
ваговими функцiями.
Ключовi слова: чебишовське наближення рацiональним вира-
зом, чебишовське наближення з iнтерполюванням, функцiї бага-
тьох змiнних, середньостепеневе наближення, метод найменших
квадратiв.
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Вступ

Чебишовське наближення рацiональним виразом з iнтерполюванням ви-
користовують при розв’язуваннi багатьох прикладних задач [1, 2]. Задача
побудови чебишовського наближення з iнтерполюванням виникає при про-
ектуваннi засобiв вимiрювання, в яких з технiчних вимог необхiдно щоб
апроксимацiйний вираз у певних точках вiдтворював значення деякої за-
даної функцiональної залежностi [2–6]. Наближення з iнтерполюванням ви-
користовуються також при побудовi неперервного сплайн-наближення [3].

Обчислення параметрiв чебишовського наближення рацiональним ви-
разом здебiльшого зводять до послiдовного розв’язування задачi лiнiйно-
го програмування [3] або методу нелiнiйної оптимiзацiї [1, 2]. В працях
[1, 2] описано алгоритми обчислення параметрiв чебишовського наближе-
ння функцiй однiєї змiнної на основi схеми Ремеза з використанням ди-
ференцiальної корекцiї. Ми пропонуємо метод побудови чебишовського на-
ближення функцiй багатьох змiнних рацiональним виразом як граничного
наближення у нормi простору L p при p → ∞ [7]. Вiн полягає в послi-
довнiй побудовi середньостепеневих наближень з iнтерполяцiйною умовою
[10,11]. Значення параметрiв середньостепеневих наближень рацiональним
виразом з iнтерполюванням обчислюються з застосуванням iтерацiйної схе-
ми на основi методу найменших квадратiв з використанням двох змiнних
вагових функцiй, значення яких уточнюються з врахуванням всiх промi-
жних середньостепеневих наближень [7,12]. Параметри рацiонального на-
ближення за методом найменших квадратiв визначаємо з використанням
лiнеаризацiї [7].

1. Постановка задачi

Нехай f (X) функцiя n дiйсних змiнних, де X вектор X =
(x1, x2, ... , xn), неперервна в деякiй обмеженiй областi D, D ⊂ Rn, Rn

– n-вимiрний векторний простiр. Функцiю f (X), задану на множинi точок
Ω = {Xj} s

j=1 з областi D (Ω ⊂ D), необхiдно наблизити на Ω рацiональним
виразом

Rk,l (a, b; X) =

∑k
i=0 aiϕi (X)∑l−1

i=0 biψi (X) + ψl (X)
, (1)

де ϕi (X), i = 0, k i ψi (X), i = 0, l – системи лiнiйно незалежних неперерв-
них на D дiйсних функцiй, а ai, i = 0, k i bi, i = 0, l − 1 – невiдомi параме-
три: { ai} ki=0 ∈ A, A ⊆ Rk+1, { bi} l−1

i=0 ∈ B, B ⊆ Rl. Побудова чебишовського
наближення функцiї f (X) рацiональним виразом (1) з iнтерполюванням в
точцi U (U ∈ Ω) полягає в обчисленнi таких значень параметрiв a∗ та b∗ ,
при яких досягається найменше значення похибки наближення

max
X∈Ω
| f (X)−Rk,l (a∗ , b∗ ; X) | = min

a∈A, b∈B
max
X∈Ω
| f (X)−Rk,l (a, b; X) | (2)

i в точцi U наближення Rk,l (a∗ , b∗ ; U) вiдтворює значення функцiї f (U)

f (U) = Rk,l (a∗ , b∗ ; U) = v. (3)
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Наближення рацiональним виразом Rk,l (a∗ , b∗ ; X), що задовольняє
умову (2)–(3), називають чебишовським наближенням з умовою або з iн-
терполюванням [1,2].

2. Обчислення параметрiв чебишовського наближення
рацiональним виразом з iнтерполюванням

Якщо для функцiї f (X) на множинi точок Ω iснує неперервне чебишов-
ське наближення рацiональним виразом Rk,l (a, b; X) з iнтерполюванням
у точцi U , то його побудова полягає в послiдовному обчисленнi середньо-
степеневих наближень f (X) на множинi точок Ω̄ = Ω\ {U} виразом

R̄k,l (a, b; X) =
a0ϕ0 (X) +

∑k
i=1 aiϕi (X)∑l−1

i=0 biψi (X) + ψl (X)
, (4)

де

a0 =

(
v

(
l−1∑
i=0

biψi (U) + ψl (U)

)
−

k∑
i=1

aiϕi (U)

)/
ϕ0 (U),

а ai
(
i = 1, k

)
i bi

(
i = 0, l − 1

)
– невiдомi параметри. Вираз R̄k,l (a, b; X)

отримано з рацiонального виразу (1) з врахуванням умови (3). При отри-
маннi значення параметра a0 ми припустили, що ϕ0 (U) не дорiвнює ну-
левi. Для обчислення значень параметрiв середньостепеневих наближень
виразом R̄k,l (a, b; X) в просторi Ep для p = 2, 3, 4, . . . використовуємо
iтерацiйну схему на основi методу найменших квадратiв [7, 12]∑

X∈Ω̄

ρr (X)
(
f (X)− R̄k,l (a, b; X)

) 2 −−−−−−→
a∈A, b∈B

min, (5)

r = 0, . . . , p− 2, p = 2, 3, . . .

з послiдовним уточненням значень вагової функцiї

ρ0 (X) ≡ 1, ρr (X) =
r∏

i=1

|∆i (X) | , r = 1, ... , p− 2, (6)

де ∆s (X) = f (X) − R̄k, l, s−1 (a, b; X), k = 1, r, R̄k, l, s (a, b; X) – наближе-
ння функцiї f (X) виразом (4) за методом найменших квадратiв з ваговою
функцiєю ρs (X) на множинi точок Ω̄ з iнтерполюванням в точцi U . Набли-
ження R̄k, l, s (a, b; X) вiдповiдає середньостепеневому наближенню функцiї
f (X) степеня p = s+ 2.

Наближення рацiональним виразом за методом найменших квадратiв –
це нелiнiйна задача [13]. Для побудови наближення рацiональним вира-
зом за методом найменших квадратiв застосуємо лiнеаризацiю з викори-
станням змiнної вагової функцiї [7], яка полягає в iтерацiйному уточненнi
наближення рацiональним виразом (4). Вiдповiдно до цього методу лiнеа-
ризацiї для кожного фiксованого значення p (p = 2, 3, 4, . . . ) обчислюємо
наближення функцiї f (X) виразом R̄k,l (a, b; X) (4) за методом найменших

78



П. С. МАЛАЧIВСЬКИЙ, Л. С. МЕЛЬНИЧОК, Я. В. ПIЗЮР

квадратiв ∑
X∈Ω̄

ρr (X) υr,t (X) (Φr,t (a, b; X)) 2 −−−−−−→
a∈A, b∈B

min,

r = p− 2, t = 0, 1, ... , (7)
де

Φr, t (a, b; X) = f (X)

(
l−1∑
i=0

bi, r,tψi (X) + ψl (X)

)
−

−
k∑

i=1

ai,r,tϕi (X)− a0ϕ0 (X) . (8)

Значення вагової функцiї ρr (X) обчислюємо за формулою (6), а вагової
функцiї υr, t (X) – за формулою

υr,t (X) =


1 , якщо r = 0, t = 0,(

l−1∑
i=0

bi,r,t−1ψi (X) + ψl (X)

)−2

, якщо t > 0.
(9)

Уточнення наближення виразом R̄k,l (a, b; X) за методом найменших
квадратiв (7) з ваговими функцiями (6) i (9) можна контролювати точнiстю
ε1 виконання умови

| ηr,t−1 − ηr,t | ≤ ε1ηr,t, (10)
де

ηr,t =
∑
X∈Ω̄

ρr (X) υr, t (X) (Φr, t (a, b; X)) 2 . (11)

Виконання умови (10) означає, що середньостепеневе наближення степеня
p = r + 2 рацiональним виразом R̄k,l,r (a, b; X) обчислено з точнiстю ε1.
Значення параметрiв наближення R̄k,l,r (a, b; X) такi

aj, r = aj, r, t
(
j = 1, k

)
, а bj, r = bj, r, t

(
j = 0, l − 1

)
. (12)

Отже, побудова чебишовського наближення рацiональним виразом (4)
полягає в застосуваннi двох iтерацiйних процесiв: вкладених iтерацiй (7) i
зовнiшнiх (5). Завершення iтерацiй (5) можна контролювати досягненням
деякої заданої точностi ε

µr−1 − µr ≤ εµr, (13)

де
µr = max

(x, y)∈ Ω̄

∣∣ f (X)− R̄k,l,r (a, b; X)
∣∣ . (14)

Запропонований метод забезпечує побудову чебишовського наближення
з необхiдною точнiстю. Його збiжнiсть забезпечує оригiнальний спосiб по-
слiдовного уточнення значень вагової функцiї за формулою (6), яка врахо-
вує похибки апроксимацiї на всiх попереднiх iтерацiях. Такий спосiб уто-
чнення вагової функцiї [12] забезпечує збiжнiсть методу при обчисленнi
середньостепеневих наближень. Збiжнiсть обчислювальних схем побудови
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чебишовського наближення на основi середньостепеневого наближення те-
оретично обґрунтував i проiлюстрував на чисельних прикладах Є. Я. Ремез
у працi [14].

Пiд час розв’язування тестових прикладiв для функцiй однiєї, двох i
трьох змiнних досягнення точностi ε = 0.003 спостерiгалося з використа-
нням вiд п’яти до двадцяти двох iтерацiй (5). Ця точнiсть забезпечувала
спiвпадiння двох-трьох значущих цифр похибки чебишовського наближе-
ння рацiональним виразом. При цьому точнiсть ε1 = 0.003, визначення
промiжних наближень рацiональним виразом, досягалась за три-чотири
внутрiшнi iтерацiї (7). Якщо для r ≥ 1 значення вагової функцiї υr,0 (X)
не змiнювати – залишити рiвними попереднiм υr−1, t (X), то для уточнення
рацiонального виразу достатньо було лише двох iтерацiй (7).

В результатi чебишовське наближення неперервної функцiї f (X) рацiо-
нальним виразом (1) на множинi точок Ω з iнтерполюванням у точцi U
визначається значеннями параметрiв обчисленими при наближеннi вира-
зом (4)

Rk,l (a, b; X) = R̄k,l,r (a, b; X) . (15)
Пiд час побудови чебишовського наближення таблично заданих функцiй

рацiональним виразом з умовою для деяких значень степенiв чисельника
k i знаменника l можливе отримання розривного наближення. Це означає,
що для заданої функцiї не iснує неперервного чебишовського наближення
рацiональним виразом з умовою для цих значень степенiв k i l. За необ-
хiдностi побудови чебишовського наближення рацiональним виразом для
цiєї функцiї можна продовжити обчислення з iншими значеннями степенiв
k i l.

Приклад. Знайдемо чебишовське наближення функцiї двох змiнних
z (x, y) = e−(x2+y2) заданої в точках (xi, yj), i = 0, 10, j = 0, 10, де
xi = −1 + 0.2i, yj = −1 + 0.2j, рацiональним виразом R2,2 (a, b; x, y), в
якому чисельник i знаменник полiноми другого степеня за змiнними x та
y, з iнтерполюванням у точцi (x̄, ȳ) = (−0.8, −0.8).

З використанням запропонованого методу для ε = 0.003 за шiстнадцять
iтерацiй (5) для функцiї z (x, y) отримано рацiональний вираз

R2,2 (a, b; x, y) =
P2 (a; x, y)

Q2 (b; x, y)
, (16)

в якому

P2 (x, y) = 1.01171787 + 0.01271888453y + 0.01271891836x+
+0.0188347875xy − 0.3388819739x2 − 0.3388825501y2 ,

Q2 (x, y) = 1 + 0.01749528954x+0.01749496507y+
+0.07980466521xy+0.801369663x2+0.8013684243y2 .

Рацiональний вираз (16) забезпечує абсолютну похибку наближення –
0.012295796. Поверхню похибки апроксимацiї функцiї z (x, y) рацiональним
виразом (16) подано на рис. 1.

Чебишовське наближення функцiї z (x, y) рацiональним виразом з iнтер-
полюванням у точцi (x̄, ȳ) = (−0.8, −0.8) для ε = 0.00003 було отримано
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Рис. 1. Поверхня похибки апроксимацiї функцiї z (x, y)
рацiональним виразом (16) з iнтерполюванням у точцi
(x̄, ȳ) = (−0.8, −0.8).

за вiсiмдесят шiсть iтерацiй (5)

_
R2,2 (a, b; x, y) =

_
P 2 (a; x, y)
_
Q2 (b; x, y)

, (17)

де
_
P 2 (a; x, y) = 1.011896416 + 0.01275075547y − 0.01280516368x+

+0.01467104117xy − 0.3371140452x2 − 0.337412009y2 ,

_
Q2 (b; x, y) = 1 + 0.01764260288y+0.01813318269x+

+0.03314116329xy+0.8242332228x2+0.8232947458y2 .

Рацiональний вираз (17) забезпечує похибку наближення – 0.0119055076.

Висновок
Запропонований метод побудови чебишовського наближення таблично

заданих функцiй багатьох змiнних рацiональним виразом з iнтерполюван-
ням полягає в послiдовному обчисленнi середньостепеневих наближень ра-
цiональним виразом з iнтерполюванням. Обчислення середньостепеневих
наближень рацiональним виразом з iнтерполюванням реалiзовано на осно-
вi методу найменших квадратiв з двома змiнними ваговими функцiями.
Метод простий для реалiзацiї i передбачає можливiсть обчислення параме-
трiв чебишовського наближення рацiональним виразом з iнтерполюванням
з необхiдною точнiстю.

Результати розв’язування тестових прикладiв пiдтверджують швидку
збiжнiсть запропонованого методу при наближеннi рацiональним виразом
з iнтерполюванням функцiй однiєї, двох i трьох змiнних. Пiд час розв’я-
зування тестових прикладiв за цим методом спiвпадiння двох-трьох зна-
чущих цифр похибки чебишовського наближення рацiональним виразом з
iнтерполюванням досягалась з використанням вiд п’яти до двадцяти двох
iтерацiй.
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