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РЕФЕРАТ

Обсяг роботи 52 сторiнки, 35 iлюстрацiй, 3 таблицi, 41 джерело поси-
лань.

СЕГМЕНТАЦIЯ ТАБЛИЧНИХ СТРУКТУР, СЕГМЕНТАЦIЯ МАТЕ-
МАТИЧНИХМАТРИЦЬ, ДIАГРАМА ВОРОНОГО, РУКОПИСНI МАТЕ-
МАТИЧНI ВИРАЗИ, ОНЛАЙН РУКОПИСНЕ ВВЕДЕННЯ, ПРОФАЙ-
ЛIНГ ПРОЕКЦIЙ.

Об’єктом роботи є процес сегментацiї рукописних табличних структур.
Предметом роботи є розробленi методи сегментацiї табличних структур:

1. Модифiкований метод профайлiнгу проекцiй.

2. Площиннi дiаграми Вороного для сегментацiї табличних структур.

Метою роботи є розробка алгоритмiв сегментацiї табличних структур
до розпiзнавання, що можуть бути iнтегрованi у сучасну систему онлайн
розпiзнавання рукописних математичних виразiв для сегментацiї матема-
тичних матриць. Методи дослiдження: аналiз iснуючих алгоритмiв сегмен-
тацiї, спостереження i аналiз рiзних варiантiв рукописних математичних
матриць, розробка нових алгоритмiв, експериментальна перевiрка розро-
блених алгоритмiв, iнтеграцiя алгоритмiв у систему онлайн розпiзнавання
рукописних математичних виразiв. Iнструменти розроблення: мова програ-
мування C++, iнтегроване середовище розробки CLion для мови C++, си-
стема онлайн розпiзнавання математичних рукописних виразiв.

Результати роботи: виконано загальний огляд систем розпiзнавання ма-
тематичних рукописних виразiв, проаналiзовано вимоги для модуля се-
гментацiї матриць, проаналiзовано iснуючi методи сегментацiї, якi можна
взяти за основу розроблюваних методiв, проведено спостереження i ана-
лiз можливих варiантiв написання матриць, розроблено програмнi модулi
для проведення сегментацiї математичних матриць, розроблено програму
для тестування ефективностi методiв сегментацiї матриць, проведено екс-
периментальну перевiрку запропонованих методiв, проведено iнтеграцiю
методiв у систему розпiзнавання.
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Метод модифiкованого профайлiнгу проекцiй перевершив iншi опублi-
кованi результати за всiма метриками на матричних наборах даних CROHME
2014 i CROHME 2016. Частка матриць, повнiстю правильно вiдсегменто-
ваних цим методом становить 94.19% на наборi даних CROHME 2016.

Програмнi модулi сегментацiї можуть використовуватися в системах он-
лайн розпiзнавання рукописних математичних виразiв та iнших системах,
що вимагають сегментацiю рукописного введення табличної структури. За-
пропонованi методи також можна застосувати до iнших табличних стру-
ктур, наприклад, рукописних таблиць.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Найбiльш природний i знайомий великiй кiлькостi
людей з дитинтсва спосiб зберегти певну iнформацiю – це рукописне вве-
дення. Для рiзних сфер застосування було розроблено велику кiлькiсть
нотацiй i способiв представлення, таких як таблицi, блок-схеми, хiмiчнi
формули, нотний запис, математичнi вирази та багато iнших. Широка роз-
повсюдженiсть електронних пристроїв з сенсорними екранами та цифрових
ручок, зростаючий iнтерес до iнтерфейсiв типу “папiр i ручка” [9, 14, 40],
а також тенденцiя до оцифровування даних викликає необхiднiсть у си-
стемах розпiзнавання рiзних видiв рукописного введення, у тому числi i
математичних виразiв. Стандартнi способи введення (клавiатура, миша)
бiльш пристосованi для введення одновимiрних мов. Рукописне введення,
згiдно з результатами дослiджень користувачiв [9, 14, 40], при хорошiй яко-
стi розпiзнавання краще пiдходить для введення двовимiрних мов, до яких
належить i математична нотацiя. На ринку представлено ряд програмних
продуктiв для мобiльних пристроїв, що надають можливiсть працювати з
iнтерфесами типу “папiр i ручка”: “Nebo” [3], “MyScript Calculator” [2], “Mi-
crosoft Math Solver” [1]. “Microsoft Math Solver” має бiльше 10 мiльйонiв
встановлень на Google Play [4].

Математична нотацiя широко використовується як для вирiшення по-
бутових задач широким загалом, так i в багатьох спецiалiзованих сферах:
математика, iнженерiя, фiнанси, фiзика та iншi. Отже, розпiзнавання мате-
матичних виразiв є однiєю з важливих пiдзадач розпiзнавання рукописного
введення.

Для повноцiнної роботи системи розпiзнавання математичних виразiв
необхiдна пiдтримка рiзних видiв математичних виразiв, в тому числi i
математичних матриць. Однiєю з найбiльш перспективних сфер застосу-
вання систем розпiзнавання рукописних математичних виразiв є освiта. На
тлi пандемiї освiта глобально перейшла в дистанцiйний формат, що робить
тему роботи як нiколи актуальною.
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є розробка методiв се-
гментацiї рукописних математичних матриць. Для цього потрiбно розв’язати
наступнi завдання:

1. Дослiдити наявнi методи сегментацiї математичних матриць.

2. Дослiдити наявнi методи, якi можна потенцiйно адаптувати для се-
гментацiї математичних матриць.

3. Розробити модифiкацiї обраних методiв.

4. Експериментально перевiрити розробленi модифiкацiї.

5. Проаналiзувати результати експериментiв.

6. Iнтегрувати методи у систему розпiзнавання рукописних математи-
чних виразiв.

Об’єкт дослiдження. Об’єктом дослiдження є сегментацiя двовимiр-
них рукописних структур.

Методи дослiдження. Основними методами дослiдження є аналiз, спо-
стереження, гiпотеза та експеримент. Спочатку аналiзуються iснуючi мето-
ди сегментацiї двовимiрних рукописних структур. Потiм проводяться спо-
стереження рiзноманiтних випадкiв написання рукописних матриць. Пiсля
цього робиться ряд припущень про покращення базових методiв для кра-
щої ефективностi вiдповiдно до спостережень. Розробляються модифiкова-
нi версiї методiв i експериментально перевiряється їхня ефективнiсть.

Наукова новизна одержаних результатiв. Одержанi результати для
модифiкованого методу профайлiнгу проекцiй перевищують наявнi резуль-
тати сегментацiї iнших систем розпiзнавання на датасетах CROHME 2016 [24]
та CROHME 2014 [23]. Сегментацiя за допомогою площинних дiаграм Во-
роного є першою спробою застосувати дiаграми Вороного для сегментацiї
онлайн рукописних табличних структур для двовимiрних мов. Цей пiдхiд
вирiшує деякi складнi випадки написання матриць, однак загальна ефе-
ктивнiсть є нижчою.
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Практичне значення одержаних результатiв. Розробленi методи ефе-
ктивно iнтегруються у систему розпiзнавання рукописних математичних
виразiв, забезпечуючи пiдтримку розпiзнавання математичних матриць.
Додавання такого модуля у систему, що використовує рекурентнi нейрон-
нi мережi дозволить пiтримувати розпiзнавання матриць без обов’язкового
перенавчання нейронної мережi.

Апробацiя результатiв магiстерської. Апробацiя розроблених мето-
дiв проведена за мiсцем роботи автора.

Публiкацiї.
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Роздiл 1

ОГЛЯД ПIДХОДIВ ДО РОЗПОЗНАВАННЯ
МАТЕМАТИЧНИХ ВИРАЗIВ ТА МЕТОДИ

СЕГМЕНТАЦIЇ ДВОВИМIРНИХ
РУКОПИСНИХ СТРУКТУР

1.1 Розвиток систем розпiзнавання онлайн рукописних

виразiв

Iснує два основних пiдкласа у розпiзнаваннi рукописних математичних
виразiв: онлайн та офлайн розпiзнавання. Задачею офлайн розпiзнавання
є перетворення математичних виразiв, представлених у виглядi зображен-
ня, у формат, що може бути оброблений комп’ютером, наприклад, LATEX.
Онлайн розпiзнавання працює з динамiчним представленням рукописного
введення, що записується за допомогою пристрою з сенсорним екраном.
Користувач пише, використовуючи перо або палець, i траекторiї рухiв по
екрану знiмаються у виглядi послiдовностi точок. Послiдовнiсть точок, за-
писана мiж моментом притиснення пера до екрану та моментом вiдриву
пера вiд екрану називається штрих. Представленням рукописного мате-
матичного виразу у задачi онлайн розпiзнавання є послiдовнiсть штрихiв.
Приклад такого виразу показано на рис. 1.1

Таким чином, на вiдмiну вiд офлайн, онлайн математичнi вирази мi-
стять часову iнформацiю.

Для розв’язання задачi онлайн розпiзнавання математичних виразiв за-
пропонованi рiзнi варiанти систем розпiзнавання. Першi пiдходи, як зазна-
чає Zhang [36], зазвичай складалися з трьох основних послiдовних крокiв:

1. Сегментацiя символiв.Штрихи групуються таким чином, щоб в однiй
групi опинилися тiльки тi штрихи, що формують даний символ.
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Рис. 1.1: Приклад онлайн рукописного математичного виразу
.

2. Розпiзнавання символiв. Кожна група штрихiв має бути класифiко-
вана як однин iз можливих символiв. Математична нотацiя може ви-
користовувати бiльше 1500 символiв [8], тому дана задача є доволi
складною.

3. Структурний аналiз. На цьому етапi проходить аналiз площинних
та семантичних вiдношень мiж символами, i будується математичний
вираз. Часто побудова вiдбувається на основi правил граматики ма-
тематичної нотацiї.

Методи такого типу були запропонованi Kosmala and Rigoll [18], Matsakis
[22], Okamoto [27], Winkler et al. [32].

Iнший пласт пiдходiв характерний тим, що замiсть послiдновного розв’язання
вказаних вище задач, вiдбувається iнтегроване розв’язання: одночасно вiд-
бувається знаходження найкращих варiантiв сегментацiї, розпiзнавання сим-
волiв та розпiзнавання двовимiрної структури, контрольоване граматикою
математичної нотацiї. Цi пiдходи можна вважати iнтегрованими пiдходами,
що засновуються на граматицi. Такi системи розробили Awal et al. [7], Celik
and Yanikoglu [10], Yamamoto et al. [33], Álvaro et al. [41].

Третiм видом є системи, що проводять розпiзнавання одразу цiлого ви-
разу, за допомогою кодувально-декодувальних нейронних мереж, що пере-
творюють послiдовнiсть штрихiв у послiдовнiсть символiв вихiдного фор-
мату (end-to-end). Zhang et al. [35] запропонували використати кодувально-
декодувальну нейронну мережу, в якiй кодувальник складається з дво-
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Рис. 1.2: Розвиток систем розпiзнавання

стороннiх рекурентних прошаркiв з комiрками типу GRU, a декодуваль-
ник складається з одностороннiх рекурентних прошаркiв з комiрками типу
GRU а механiзмом уваги. У Zhang et al. [37] розроблено систему на основi
рекурентної мережi типу BLSTM з використанням технiки CTC (Connecti-
onist temporal classification) [13], що дозволяє встановити вiдповiднiсть мiж
вхiдними штрихами та виводом нейронної мережi.

Zhelezniakov et al. [38] узагальнено демонструють еволюцiйний розвиток
рiзних типiв систем розпiзнавання на рис. 1.2.

1.2 Методи сегментацiї математичних матриць

Пiдтримка математичних матриць є однiєю з вимог до повноцiнних си-
стем розпiзнавання математичних виразiв. Задача сегментацiї матимати-
чних матриць полягає у визначеннi розмiрностi матрицi та встановленнi
вiдповiдностi мiж символами або штрихами та елементами матрицi: комiр-
ками, рядками i стовпчиками. Пiд час розв’язання даної задачi виникають
рiзнi складнощi та нюанси. Так, серед рукописних матриць зустрiчаються
перетини комiрок (рис. 1.3а), неоднозначнi варiанти написання (рис. 1.3б),
написання зi скошеними рядками.

Також, матрицi можуть бути неповними, мiстити трикрапки для по-
значення довiльної кiлькостi елементiв, або позначати всi комiрки вище
або нижче дiагоналi за допомогою лише одного символа. Пiдходи до се-
гментацiї математичних матриць були описанi у рядi робiт. Розглядалися
друкованi офлайн матрицi, рукописнi офлайн матрицi та рукописнi он-
лайн матрицi. Як вже зазначалося у попереднiй секцiї, значна кiлькiсть
систем розпiзнавання спочатку виконують сегментацiю та розпiзнавання
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(а) Перетин матричних комiрок (б) Неоднозначнiсть у приналежностi сим-
вола до конкретної комiрки

Рис. 1.3: Складнi ситуацiї у сегментацiї рукописних матриць

символiв. Вiдповiдно, сегментатори матриць у таких системах вже мають
iнформацiю про тип символа. У методi для офлайн матриць, запропоно-
ваному Li et al. [20], спочатку на основi обмежувальних паралелепiпедiв
символiв та iнформацiї про результати їх розпiзнавання створюються гру-
пи символiв для елементiв матрицi. Потiм на основi знайдених елементiв
формуються рядки i сповпчики. У Kanahori and Suzuki [16] символи та-
кож спочатку об’єднуються у елементи на основi коефiцiєнтiв, спецiально
пiдiбраних для рiзних груп символiв, а структура матрицi розглядається
як мережа елементiв, з’єднаних мiж собою вiдношеннями. Цей метод за-
стосовується для друкованих офлайн матриць, але пiдтримує сегментацiю
матриць зi скороченим записом та площинними елементами (елементами,
що пишуть замiсть декiлькох сумiжних однакових елементiв, часто над чи
пiд дiагоналлю). Tausky et al. [31] працюють з онлайн рукописними ма-
трицям. Вони групують символи у елементи на основi середньої ширини
символiв, а також окремо обробляють трикрапки. Також в статтi пропону-
ється визначення структури матрицi шляхом кластеризацiї вертикальних
та горизонтальних проекцiй центроїдiв символiв (рис. 1.4).

Метод Tapia and Rojas [30] теж працює з онлайн матрицями, застосо-
вується мiнiмальне кiстякове дерево для знаходження рядкiв матрицi, а
роздiлення рядка на елементи вiдбувається вже на основi вiдстаней.
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Рис. 1.4: Кластеризацiя центроїдiв символiв

1.3 Метод профайлiнгу проекцiй

Даний метод прийшов з областi комп’ютерного зору. Вiн широко вико-
ристовується для аналiзу документiв. Запропонований вперше для аналiзу
документiв Ha et al. [15], де описано використання обмежувальних пря-
мокутникiв компонент зв’язностi пiкселiв для побудови проекцiй. Проекцiї
використовувалися для сегментацiї рядкiв, слiв та блокiв тексту. Приклад
побудови проекцiї для сегментацiї рядкiв зазначеної роботи показано на
рис. 1.5.

Рис. 1.5: Застосування профайлiнгу проекцiй для сегментацiї рядкiв тексту
Ha et al. [15].

Цiкавим є застосування профайлiнгу проекцiй у Antonacopoulos and
Karatzas [6] для задачi оцифровування архiвних записiв часiв Другої Свi-
тової Вiйни, а саме транспортних листкiв та каталогових карток з нацист-
ського концентрацiйного табора Штуттгоф. Документи мiстять друкова-
ний текст, i мають певну фiксовану структуру, i для пiдготовки до роз-
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пiзнавання лишалося провести сегментацiю рядкiв тексту i потiм лiтер.
Оскiльки лiтери для кожного класу документiв мали певний шрифт, алго-
ритм пiдлаштували таким чином, щоб знаходити зразкову вiдстань мiж по-
слiдовними роздiлювачами шляхом побудови гiстограм вiдстаней мiж усiма
роздiлювачами i обранням такої, що зустрiчається найчастiше.

dos Santos et al. [11] застосовують модифiковану версiю профайлiнгу
проекцiй для сегментацiї рядкiв рукописного тексту. Запропонований ал-
горитм спочатку використовує порогове значення, пропорцiйне середнiй
довжинi рядка, щоб вiдфiльтрувати хибнi “пагорби” проекцiй, а потiм вiд-
фiльтровують хибнi рядки по висотi за допомогою порогового значення,
пропорцiйного середнiй висотi рядка. Приклад побудови проекцiї для ру-
кописних рядкiв зазначеної роботи показано на рис. 1.6.

Рис. 1.6: Приклад побудови проекцiї для рукописних рядкiв dos Santos et al.
[11].

Zahour et al. [34] пропонують комбiнацiю метода часткового профай-
лiнгу проекцiй з частковим обходом за контуром для сегментацiї рядкiв
рукописного арабського тексту. Також, пiсля основної сенгментацiї прохо-
дить спецiальне призначення дiакритичних знакiв до вiдповiдних рядкiв.

1.4 Дiаграми Ворогоно для задачi сегментацiї

Дiаграми Вороного широко застосовуються для рiзних задач сегмента-
цiї.

Kise et al. [17] розробили метод на основi площинних дiаграм Вороного,
який визначає логiчнi секцiї документа. Для цього було введено спецiаль-
нi пороги, заснованi на двох ознаках: площа комiрки дiаграми Вороного
та мiнiмальна вiдстань для кожного ребра дiаграми. Частина iдей з даної
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публiкацiї адаптовано в цiй роботi для сегментацiї математичних матриць.
Приклад результатiв роботи цього метода показано на рис. 1.7.

Рис. 1.7: Результат сегментацiї документа методом Kise et al. [17].

Agrawal and Doermann [5] грунтуються на попередньому методi, але
визначають динамiчнi пороги локально, краще адаптуючись до локальних
варiацiй у розмiрi, орiєнтацiї, пропусках. Також для покращення точностi
використовуються деякi о и iз методу Docstrum [26].

Iнша область, де застосовувалися дiаграми Вороного для сементацiї - це
сегментацiя мережi бiологiчних нейронiв на зображеннях мiкроскопiї. За-
снований на дiаграмах Вороного алгоритм скелетонiзацiї описаний у Kotsur
and Tereshchenko [19].
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Роздiл 2

СИСТЕМА РОЗПIЗНАВАННЯ

В цьому роздiлi описано систему розпiзнавання, складовою частиною
якої має стати модуль сегментацiї рукописних математичних матриць.

2.1 Опис системи розпiзнавання онлайн рукописних

математичних виразiв

Основнi модулi i процес роботи системи зображено на рис. 2.1. Модуль
сегментацiї лiнiй (Line Segmentation) на основi геометрiї штрихiв розподiляє
їх на окремi вирази. Модуль виявлення матриць виявляє матрицi у вхiдних
виразах. Це вiдбувається шляхом геометричного виявлення круглих, ква-
дратних та прямих дужок вiдносно великого розмiру, та формування пар
дужок iз них. Пiсля цього штрихи, якi знаходяться в областi мiж парою
дужок, надходять у модуль сегментацiї матриць (Matrix Segmentation). Се-
гментацiя матриць буде описана в наступних роздiлах.

Line 

segmentation

Matrix 

detection

Matrix 

segmentation

Reordering

Character 

recognition

Expression 

construction

BLSTM+CTC 2D CYK

Strokes

Expressions

Рис. 2.1: Процес роботи системи розпiзнавання.

Модуль розпiзнавання символiв (Character Recognition) проводить се-
гментацiю та розпiзнавання символiв. Вiн заснований на рекурентнiй ней-
роннiй мережi iз довгою короткочасною пам’яттю (BLSTM) та з нейро-
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мережевою часовою класифiкацiєю (Connectionist Temporal Classification
(CTC)) [12, 21]. Побудова виразiв (Expression Construction) здiйснюється за
допомоги стохастичної контекстно-вiльної граматики (Probabilistic Context-
Free Grammar(PCFG)) [25, 39] i також використовує N-грамну модель мо-
ви.

Довга короткочасна пам’ять виражається наступними рiвняннями для
комiрки нейронної мережi:

ft = σg(Wfxt + Ufht−1 + bf)

it = σg(Wixt + Uiht−1 + bi)

ot = σg(Woxt + Uoht−1 + bo)

c̃t = σh(Wcxt + Ucht−1 + bc)

ct = ft ◦ ct−1 + it ◦ c̃t
ht = ot ◦ σh(ct) ,

(2.1)

де xt – вхiдний вектор на момент часу t; ft – вектор забувального вентиля;
it – вектор входового вентиля; ot – вектор виходового вентиля; ht – вектор
прихованого стану; c̃t – вектор активацiї входу комiрки; ct – вектор стану
комiрки; W – матриця вагiв; b – вектори параметрiв упередження; σg –
логiстичний сигмоїд; σh – гiперболiчний тангенс. Входом є нормалiзований
вектор ознак: ∆x, ∆y, а також показчики притискання/вiдривання пера
вiд екрану.

Нейромережева часова класифiкацiя пов’язана iз функцiєю оцiнки та
може буде представлена наступною формулою:

O(S) = − ln

 ∏
(x,z)∈S

p(z|x)

 = −
∑

(x,z)∈S

ln p(z|x) , (2.2)

де x – вхiдна послiдовнiсть i z – позначки основної правди (ground truth).
Такий пiдхiд розпiзнає одразу цiлий вираз, але встановлює вiдповiд-

нiсть мiж результатом та вхiдною послiдовнiстю, знаходячи в нiй межi
символiв. Однак така мережа дуже залежить вiд порядку надходження
вхiдних штрихiв, i пiд час тренування i роботи системи такий порядок по-
винен спiвпадати. Порядок, обраний для даної системи, такий: зверху вниз
i злiва направо. Зафiксувавши порядок, можна отримувати кращi резуль-
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тати вiд нейронної мережi за рахунок надання їй правильного контексту.
Але, люди не завжди пишуть в такому порядку, часто зустрiчається ситу-
ацiя з вiдкладеними штрихами, наприклад, написання крапки над лiтерою
’i’, або дописування iндексiв математичного виразу пiсля написання основ-
ної частини всього виразу. У матрицях також немає жодної гарантiї, що
порядок вхiдних штрихiв буде таким, як ми визначили. А надання нейрон-
нiй мережi штрихiв не в тому порядку, як було пiд час навчання, значно
погiршує результати.

Тому, сегментацiя матриць потрiбна спершу для того, щоб надати ней-
роннiй мережi штрихи в правильному порядку. Потiм, пiсля розпiзнавання
символiв результати сегментацiї використовуються знову на етапi побудо-
ви виразу. Саме через такi вимоги до алгоритму сегментацiї використання
iнформацiї про розпiзаннi символи неможливе для первинної сегментацiї.
Тому, запропонованi методи засновуються лише на геометричних ознаках.
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Роздiл 3

МОДИФIКОВАНИЙ МЕТОД
ПРОФАЙЛIНГУ ПРОЕКЦIЙ ДЛЯ

РУКОПИСНИХ МАТРИЦЬ

3.1 Опис базового метода

За спостереженнями, часто трапляються матрицi, де певний рядок чи
стовпчик значно чiткiше виражає структуру матрицi, нiж iншi рядки та
стовпчики. Наприклад, на рис. 3.1 найкраще видно структуру у першо-
му рядку i першому стовпчику. Це спостереження використовується у за-
пропонованому алгоритмi шляхом вибору певного рядка чи стовпчика як
шаблону сегментацiї.

Рис. 3.1: Матриця, скруктура якої краще виражена першим рядком i пер-
шим стовпчиком

Базовий алгоритм для даної модифiкацiї - це вiдомий метод профайлiн-
гу проекцiй. Кроки використання базового методу для сегментацiї штрихiв
виглядають наступним чином:

1. Обрахувати обмежувальний прямокутник кожного штриха.

2. Спроектувати обмежувальний прямокутник на вiсь X та вiсь Y.

3. Видiлити на обох вiсях сегменти з бiльшою концентрацiєю проекцiй.
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4. Знайти перетини координат сегментiв - орiєнтовнi прямокутники, що
позначають розташування елементiв матрицi.

5. Розподiлити штрихи до найближчих прямокутникiв.

Такий пiдхiд базується на спостереженнi, що матрицi мають табличну стру-
ктуру, i очiкується, що навпроти рядкiв на вiсi Y буде помiтна бiльша кон-
центрацiя проекцiй, а навпроти стовпчикiв бiльша концентрацiя проекцiй
буде на вiсi X. Проекцiї додаються на вiсi таким чином: для обох вiсей ство-
рюються масиви розмiрнiстю в xmax− xmin для вiсi X i ymax− ymin для вiсi
Y. Потiм для кожного обмежувального прямокутника, обмеженого коор-
динатами xleft, xright, ytop, ybottom виконується збiльшення значення масиву
проекцiй для вiсi X для усiх значень, що вiдповiдають координатам вiд
xleft до xright, а для вiсi Y - для усiх значень, що вiдповiдають координатам
вiд ytop до ybottom. Пiсля виконання цiєї операцiї для всiх штрихiв матрицi,
масиви проекцiй мають мiстити сегменти бiльших значень, роздiленi се-
гментами менших значень. Щоб визначати сегменти навпроти рядкiв та
стовпчикiв матрицi, використовується змiнне порогове значення T . Зна-
чення T залежить вiд величини найбiльшого значення у масивi проекцiй:
чим воно бiльше, тим бiльший порiг T , але не бiльше певного обмежуваль-
но значення Tmax, яке визначається евристично. На рис. 3.2 помаранчевим
пунктиром позначено порiг T , а червоним - сегменти з iнтенсивнiстю про-
екцiй, що перевищує T . Пiсля цього можна знайти перетини координат
знайдених сегментiв та знайти орiєнтовнi мiсця розташування елементiв
матрицi. Далi кожен штрих вiдноситься до найближчого мiсця перетину
координат сегментiв i будується сегментацiя матрицi.

Оскiльки графiк проекцiй може мiстити багато локальних мiнiнумiв та
максимумiв, додатково вiдбувається вiдсiювання сегментiв, якi роздiленi
занадто короткими вiдстанями. Для цього потрiбно спочатку обрахувати
всi промiжки мiж двома послiдовними сегментами, i знайти найдовший з
довжиною MAX_GAP . Якщо два послiдовнi сегменти si та si+1 не задо-
вольняють нерiвностi 3.1, то вони з’єднуються у один.

left(si+1)− right(si) > a ·MAX_GAP (3.1)
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Рис. 3.2: Приклад знаходження сегментiв з найбiльш iнтенсивними прое-
кцiями

3.2 Опис модифiкованого метода

Однак, часто зустрiчаються матрицi з таким написанням, що сегменти
концентрацiї проекцiй знайти доволi складно, i часто є неоднозначностi.
Базова версiя профайлiнгу проекцiй не справляється з рукописними ма-
трицями достатньо добре. До основних проблем можна вiднести

• Нерiвномiрнi пропуски мiж рядками або стовпчиками.

• Недостатнi пропуски мiж рядками або стовпчиками.

• Велика варiативнiсть у розмiрах елементiв однiєї матрицi.

• Матрицi, скошено написанi, коли рядки “повзуть” вгору або вниз.

Тому пропонується декiлька модифiкацiй для створення методу, що
краще справиться iз задачею.

Вибiр ведучої вiсi. Згiдно зi спостереженнями, у рукописних матрицях
часто бiльш чiтке роздiлення видно або мiж рядками, або мiж стовпчика-
ми. Так, на рис. 3.3 можна побачити, що пропуски мiж стовпчиками бiльш
очевиднi та однаковi, i, вiдповiдно масив проекцiй для вiсi X значно чiткiше
виражає три пагорби, що вiдповiдають трьом стовпчикам. На 3.4 показано
матрицю, у якiй бiльш чiтко видно структуру рядкiв, i так само i проекцiя
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Рис. 3.3: Матриця, де стовпчики бiльш чiтко роздiленi, нiж рядки

Рис. 3.4: Матриця, де рядки бiльше чiтко роздiленi, нiж стовпчики

для вiсi Y виглядає значно бiльш очевидною, нiж проекцiя для вiсi X. Ко-
ли побудована проекцiя вийшла недостатньо чiткою, правильно визначити
структуру матрицi доволi складно. Тому, пiсля побудови проекцiй, моди-
фiкований метод обирає тiльки одну вiсь: ту, проекцiї для якої визначенi,
як бiльш чiткi. Обирається та вiсь, довжини сегментiв котрої мають меншу
дисперсiю.

Вибiр шаблонного рядка чи стовпчика. Сегменти, побудованi на осно-
вi обраної ведучої вiсi, вiдповiдають або рядкам, або стовпчикам, тобто,
на цьому етапi ми знаємо приблизнi координати або рядкiв, або стовпчи-
кiв. Далi, вiдповiдно до обраних сегментiв, потрiбно тимчасово розподiлити
всi штрихи матрицi до найближчих рядкiв (стовпчикiв). З утворених груп
штрихiв потрiбно обрати такий рядок (стовпчик), що буде використовува-
тися як шаблон сегментацiї.

22



(а) Приклад тимчасового роздiлення матрицi на рядки

(б) Приклад тимчасового роздiлення матрицi на стовпчики

Рис. 3.5: Приклад тимчасового роздiлення матрицi, необхiдного для обра-
ння шаблонного рядка (стовпчика)

Приклад розподiлення рядкiв та стовпчикiв показано на рис. 3.5.
Тобто, саме по шаблону буде визначена кiлькiсть стовпчикiв, якщо кiль-

кiсть рядкiв вже вiдома, i кiлькiсть рядкiв, якщо кiлькiсть стовпчикiв вже
вiдома. Було випробувано два способи вибору шаблону:

1. Обрати рядок (стовпчик), що мiстить найменшу кiлькiсть штрихiв.

2. Обрати рядок (стовпчик), в якому знайдено найбiльший пропуск.

Перший варiант заснований на мiркуваннях, що при коротших виразах у
матричних елементах, елементи будуть краще роздiленi пропусками, нiж
при довших. Другий варiант заснований на припущеннi, що найбiльший
пропуск скорiше за все трапиться у гарно роздiленому пропусками рядку
чи стовпчику.
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Вибiр шаблонного рядка та стовпчика першим способом показано на
рис. 3.6. Обранi рядок i стовпчик позначенi червоним кольором.

(а) Приклад вибору шаблонного рядка

(б) Приклад вибору шаблонного стовпчика

Рис. 3.6: Приклад тимчасового роздiлення матрицi, необхiдного для обра-
ння шаблонного рядка (стовпчика)

Коли шаблонний рядок (стовпчик) обрано, потрiбно визначити кiль-
кiсть елементiв в ньому. В експериментах для цього знову використову-
валася побудова проекцiй i знаходження сегментiв, але тiльки для однiєї,
потрiбної вiсi. Таким чином, пiсля виконання попередньої дiї, стає вiдомою
N - кiлькiсть елементiв у всiх iнших рядках (стовпчиках). На основi цiєї iн-
формацiї сегментуються всi iншi рядки (стовпчики) шляхом пошуку N − 1

найбiльших пропускiв у кожному з них.
До процесу побудови проекцiй також додана спецiальна обробка ма-

леньких штрихiв: їхнi обмежувальнi прямокутники збiльнуються до певної
заданої мiнiмальної величини.

Блок-схема описаного методу зображена на рис. 3.7.
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3.3 Застосування динамiчного профайлiнгу проекцiй

Наступним витком розвитку методу стала замiна базового варiанту про-
файлiнгу проекцiй на варiант зi змiнним порогом. Якщо ранiше порiг ви-
значався рiвномiрним збiльшенням порогу залежно вiд розмiру глобально-
го максимуму проекцiї, то наступний пiдхiд визначає порiг бiльш продума-
ним способом. Ptak et al. [28] запропонували встановлювати свiй вiдносний
порiг для кожного пiка проекцiї. Спочатку, розраховується профайлiнг про-
екцiй, а потiм всi значення сортуються вiд бiльшого до меншого. Далi, для
кожного значення проекцiї H(X(i)) > αmax(H), де H - проекцiя, X -
номер координати, i = (1, n), α - параметр, що обирається евристично (до-
слiдники використовували значення 0.1), виконуються наступнi кроки:

1. Пiдрахувати вiдносний порiг tα = tH(X(i)).

2. Для координати X(i) в оригiнальнiй проекцiї (до сортування) знайти
такий iнтервал R:

R = [x1, x2] :(∀x ∈ [x1, x2], H(x) ≥ tα)

∪(x1 ≤ X(i) ≤ x2)

∪(H(x1 − 1) < tα)

∪(H(x2 + 1) < tα).

3. Якщо R не перетинається iз вже знайденими iнтервалами, додати
його до них.

В результатi буде знайдено сегменти, що вiдповiдають координатам ряд-
кiв (стовпчикiв). Цей алгоритм використовується в запропонованому ме-
тодi для пошуку сегментiв. Iдея пошуку ведучої вiсi та шаблонного рядка
(стовпчика) залишається на iнших кроках методу.
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Рис. 3.7: Блок-схема модифiкованого методу профайлiнгу проекцiй
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Роздiл 4

СЕГМЕНТАЦIЯ РУКОПИСНИХ МАТРИЦЬ
НА ОСНОВI ПЛОЩИННОЇ ДIАГРАМИ

ВОРОНОГО

4.1 Побудова площинної дiаграми Вороного

Нехай P = {p1, . . . , pn} - точки на площинi, d(p, q) - евклiдова вiдстань
мiж точками p i q. Тодi комiрку Вороного можна описати формулою

V (pi) = {p|d(p, pi) ≤ d(p, pj),∀j 6= i} (4.1)

Тодi дiаграмою Вороного є

V (P ) = {V (p1), . . . , V (pn)} (4.2)

Нехай G = {g1, . . . , gn} - фiгури на площинi, що не перетинаються,
d(p, gi) - евклiдова вiдстань мiж точкою p i фiгурою g, що визначається
так:

d(p, gi) = min
q∈gi

d(p, q) (4.3)

Тодi комiрку площинної дiаграми Вороного можна описати формулою

V (gi) = {p|d(p, gi) ≤ d(p, gj),∀j 6= i} (4.4)

А площинною дiаграмою Вороного є

V (G) = {V (g1), . . . , V (gn)} (4.5)

Побудувати наближену площинну дiаграму Вороного можна за допо-
могою наступних крокiв:
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1. Обрати множину точок Pi = {pi1, . . . , pimi
}, що лежать на границях

фiгури gi.

2. Побудувати звичайну дiаграму Вороного з точок P = P1 ∪ . . . ∪ Pn.

3. Для всiх i, j, k, видалити ребро побудованої дiаграми, утворене то-
чками pij та pik, якщо вони належать однiй компонентi зв’язностi.

4.2 Запропонований метод сегментацiї

Запропонований метод заснований на площиннiй дiаграмi Вороного, по-
будова якої описана у [29] i наведена у попереднiй секцiї. Нижче наведенi
основнi кроки методу.

1. Побудувати звичайну дiаграму Вороного на основi точок штрихiв.

2. Об’єднати штрихи у компоненти зв’язностi.

3. На основi результатiв крокiв 1 та 2 побудувати площинну дiаграму
Вороного.

4. Для кожного ребра в утворенiй дiаграмi, знайтимiнiмальну вiдстань.

5. Побудувати два графiки частот мiнiмальних вiдстаней: для верти-
кальних i для горизонтальних ребер.

6. Знайти порогове значення T, котре має роздiлити такi мiнiмальнi вiд-
станi, що роздiляють компоненти всерединi одного елемента матрицi,
i такi, що роздiляють компоненти, приналежнi рiзним елементам ма-
трицi.

7. Пiдрахувати вагу для кожного ребра Eij.

8. Знайти вхiднi ребра - ребра, якi мають бути початком або кiнцем
послiдовностi ребер, що роздiляють рядки або стовпчики матрицi.

9. За допомогою Алгоритму 1 знайти шляхи ребер, що роздiляють ряд-
ки матрицi, та шляхи ребер, якi роздiляють стовпчики матрицi.

10. На основi знайдених шляхiв побудувати сегментацiю матрицi.
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(а) Звичайна (точкова) дiаграма Вороного, крок 1

(б) Площинна дiаграма Вороного, крок 3

Рис. 4.1: Приклад побудови площинної дiаграми Вороного на рукописнiй
математичнiй матрицi

На кроцi 1 будується звичайна дiаграма Вороного, використовуючи то-
чки, з яких складаються штрихи. Оскiльки площинна дiаграма оперує з
фiгурами, що не перетинаються, то на кроцi 2 потрiбно об’єднати штри-
хи, що перетинаються, в компоненти зв’язностi. На кроцi 3 тi ребра, що
утворенi двома точками, що належать однiй компонентi зв’язностi, вида-
ляються. Таким чином, у результуючiй дiаграмi ребро Eij роздiляє компо-
ненти зв’язностi ci та cj, i складається з послiдовностi сегментiв e1, . . . , ek,
котрi є ребрами точкової дiаграми Вороного. Цi кроки показано на рис. 4.1.

Kise et al. [17] застосовують мiнiмальну вiдстань як одну iз характе-
ристик для того, щоб розрiзнити вiдстанi мiж символами i вiдстанi мiж
елементами документа. Для рукописних матриць припустимо, що вiдстанi
мiж компонентами зв’язностi всерединi однiєї матричної комiрки є значно
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меншими, нiж вiдстанi мiж компонентами зв’язностi, що належать рiзним
сусiднiм комiркам. Також припустимо, що варiативнiсть у кожнiй з цих
двох груп вiдстаней порiвняно невелика. Отже, адаптуємо iдею iз розгля-
нутої статтi таким чином: ребра, що вiдповiдають бiльшим вiдстаням, ма-
ють дiлити сусiднi комiрки, а ребра, що вiдповiдають меншим вiдстаням -
штрихи в однiй комiрцi.

Вiдповiдно, на кроцi 4 для кожного ребра Eij площинної дiаграми роз-
раховується мiнiмальна вiдстань. Eij складається з ребер точкової дiаграми
e1, . . . , en, кожне ek з яких утворене парою точок pik та pjk, а мiнiмальна
вiдстань визначається наступним чином

minDistance(Eij) = min
1≤k≤n

distance(pik, pjk) (4.6)

де distance(a, b) - евклiдова вiдстань.
На кроцi 5 будується два графiка частот мiнiмальних вiдстаней. Обра-

но будувати два графiка тому, що рукописнi матрицi часто мають вiдмiннi
вiдстанi мiж сусiднiми комiрками по вертикалi i по горизонталi. Тому, данi
для побудови графiкiв обираються окремо для вертикальних та горизон-
тальних промiжкiв таким чином: якщо обмежувальнi паралелепiпеди двох
сусiднiх компонент зв’язностi ci та cj перетинаються за координатою X, то
мiнiмальна вiдстань для ребра Eij додається до даних вертикальних про-
мiжкiв, а якщо вони перетинаються за координатою Y, то вiдстань дода-
ється до даних для горизонтальних вiдстаней. Для обох наборiв вiдстаней
будуємо i згладжуємо частотний графiк. У експериментах було випробува-
но медiанний фiльтр та згладжування рухомим середнiм, i рухоме середнє
виявилося кращим вибором для даної задачi.

Згiдно зi спостереженнями, в багатьох випадках на такому графiку буде
два очевидних “пагорба”: лiвий вiдповiдає за вiдстанi всерединi матрично-
го елемента, правий - за вiдстанi мiж рiзними матричними елементами.
Вiдповiдно, якщо кожен елемент матрицi мiстить лише один штрих, то
очiкується лише один пагорб. Також, на графiку може у бути i бiльше,
нiж два пагорби. Тодi лiвий так само вiдноситься до вiдстаней всерединi
матричного елемента, а всi iншi - до вiдстаней мiж елементами. Рис. 4.2
демонструє графiк частот вiдстаней для матрицi з рис. 4.1.
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Рис. 4.2: Приклад графiка частот мiнiмальних вiдстаней для матрицi

Особливим випадком при побудовi графiка частот вiдстаней є горизон-
тальнi штрихи, що означають знак мiнус. Такi штрихи, розташованi у су-
сiдних по вертикалi комiрках, мають мiнiмальну вiдстань значно бiльшу,
нiж усi iншi компоненти. Тому, було вирiшено виключити компоненти, що
утворюють горизонтальну лiнiю, з пiдрахунку графiка частот вертикаль-
них вiдстаней. Варто зазначити, що горизонтальнi штрихи можуть репре-
зентувати не тiльки знак мiнус, а й риску дробу або риску зверху. Однак,
такi символи у виразах розташованi на невеликiй вертикальнiй вiдстанi вiд
штрихiв, вiд яких вони залежать (чисельник та знаменник дробу, символ,
над яким проведено риску). Тому, вилучення їх iз статистики в загальному
випадку не спотворює графiк частот вiдстаней.

На кроцi 6 потрiбно визначити порiг T , який роздiлить вiдстанi мiж
компонентами елемента матрицi i мiж компонентами рiзних елементiв ма-
трицi. У експериментi T обиралося як точка-кiнець лiвого пагорба.

Далi, T використовується на кроцi 7 для пiдрахунку ваги wij для ко-
жного ребра Eij:

wij =
minDistance(Eij)

T
(4.7)
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В iдеалi, якщо вiдстанi всерединi елемента матрицi i вiдстанi мiж еле-
ментами матрицi можна роздiлити одним пороговим значенням, i якщо це
порогове значення знайдено правильно, то ребра, для яких wij < 1 - це
ребра мiж компонентами всерединi елемента матрицi, а ребра, для яких
wij ≥ 1 - ребра мiж компонентами з рiзних елементiв матрицi. Приклади
матриць, де роздiлення вiдбулося правильно, показано на рис. 4.3.

На наступних рисунках ребро Eij позначене зеленим, якщо wij < 1,
червоним, якщо wij ≥ 1.

Рис. 4.3: Приклади матриць, ребра яких правильно роздiленi

Приклади матриць, де деякi ребра, що насправдi роздiляють компонен-
ти всерединi одного матричного елемента, вiднесено до ребер, якi роздiля-
ють рiзнi елементи, показано на рис. 4.4. Така помилка не є критичною,
тому що якщо ми не будемо розглядати червонi ребра пiд час побудови
шляхiв, алгоритм все одно зможе побудувати правильнi шляхи.

Приклади матриць, де деякi ребра, що насправдi роздiляють рiзнi еле-
менти, вiднесено до ребер, якi роздiляють компоненти всерединi одного

32



Рис. 4.4: Приклади матриць, де ребра мiж компонентами всерединi елемен-
та матрицi помилково вiднесенi до ребер мiж рiзними елементами матрицi

матричного елемента, показано на рис. 4.5. Ця проблема бiльш серйозна,
тому що якщо ми не будемо використовувати червонi ребра для побудови
шляхiв, то побудувати правильну сегментацiю не вийде взагалi.

Далi потрiбно знайти шляхи з ребер, що роздiляють стовпчики i шля-
хи, що роздiляють рядки. Щоб знайти шляхи, потрiбно спочатку знайти
їхнi початки i кiнцi - входи, що i вiдбувається на кроцi 8. Ребра входи, вiд-
повiдно, будуть використовуватися, як першi та останнi ребра в шляхах.
Обираються вони таким чином:

1. Ребра, один з кiнцiв яких не приєднаний до жодного iншого ребра,
i координати якого спiвпадають з лiвою обмежувальною границею
матрицi, розглядаються як початок горизонтального шляху.

2. Ребра, один з кiнцiв яких не приєднаний до жодного iншого ребра,
i координати якого спiвпадають з правою обмежувальною границею
матрицi, розглядаються як кiнець горизонтального шляху.
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Рис. 4.5: Приклади матриць, де ребра мiж рiзними елементами матрицi по-
милково вiднесенi до ребер мiж компонентами всерединi елемента матрицi

3. Ребра, один з кiнцiв яких не приєднаний до жодного iншого ребра, i
координати якого спiвпадають з верхньою обмежувальною границею
матрицi, розглядаються як початок вертикального шляху.

4. Ребра, один з кiнцiв яких не приєднаний до жодного iншого ребра, i
координати якого спiвпадають з нижньою обмежувальною границею
матрицi, розглядаються як кiнець вертикального шляху.

Для вибору входiв i виходiв використовуються тi ребра, якi визначенi
ребрами мiж рiзними матричними елементами, тобто, вага яких wij ≥ 1.
Якщо кiлькостi перших i останнiх ребер вiдрiзняються, можуть бути доданi
i ребра з вагою t < wij < 1, де t - це мiнiмальна допустима вага для
додаткових ребер входiв. t визначається евристично, i в експериментах до
даної роботи t = 0.8. Однак, навiть пiсля додавання додаткових ребер,
кiлькiсть входiв i виходiв все ще може не спiвпадати. Для внутрiшнiх ребер
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шляху можуть використовуватися ребра, що wij ≥ tinner, де tinner < 1 -
певний порiг, що трохи пом’якшує чiтке роздiлення на червонi та зеленi
ребра. Для таких ребер, що tinner ≤ wij < 1, можна додати додатковий
штраф при пiдрахунку довжини шляху.

Для знаходження найкращих варiантiв шляхiв запропоновано Алго-
ритм 1.

Алгоритм приймає на вхiд список можливих ребер-початкiв шляхiв
fi, . . . , fn та список можливих ребер-кiнцiв шляхiв l1, . . . , lm. Оскiльки кiль-
кiсть входiв i виходiв на цьому етапi може бути рiзна, алгоритм формує
кандидатiв шляхiв. Кандидати шляхiв будуються рекурсивно, iз сумiжних
ребер, вiд ребра-початку до ребра-кiнця. Таким чином зазвичай для кожної
пари початку i кiнця можна знайти декiлька варiантiв шляху. Обирається
як кандидат лише один з мiнiмальною довжиною L, яка визначається на-
ступним чином

L =
N∑
p=1

length(Ep)

min(1, awp)
(4.8)

де a - це коефiцiєнт, що визначає вклад ваги ребра, ребро Ep - це таке ребро
Eij, що знаходиться в шляху на мiсцi p за порядком, wp - вага даного ребра.
У експериментах було обрано a = 0.6.

Кожна можлива комбiнацiя початкових i кiнцевих ребер застосовується
та оцiнюється, i обирається та, що має найменше значення S. Наприклад,
припустимо, що в певнiй матрицi маємо два вхiдних лiвих ребра (f1, f2) i
три вихiдних правих ребра (l1, l2, l3). Можливi комбiнацiї в такому випадку:
(f1−l1, f2−l2), (f1−l1, f2−l3) та (f1−l2, f2−l3). Щоб обрати, яка комбiнацiя
найбiльш вдала, для кожної комбiнацiї розраховуються значення S

S =
N∑
k=1

Lk (4.9)

де Lk - це довжина найкоротшого шляху для пари входiв pk (firsti, lastj).
Алгоритм застосовується двiчi: для пошуку вертикальних шляхiв та

для пошуку горизонтальних шляхiв. Коли найкращi комбiнацiї шляхiв зна-
йдено, горизонтальнi використовуються як роздiлення мiж рядками ма-
трицi, а вертикальнi - як роздiлення мiж стовпчиками матрицi. На кроцi
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Algorithm 1 Знаходить найкращу комбiнацiю роздiлюючих шляхiв
1: procedure FindPaths(F [f1, . . . , fn], L[l1, . . . , lm], weights)
2: pathsNum← min(n,m)
3: combinations← GenCombinations(pathsNum,max(n,m))
4: for c in combinations do
5: SortAscending(c)
6: end for
7: bestCombination← []
8: minS ← MAXFLOAT
9: for c in combinations do

10: combinationPaths← []
11: S ← 0
12: for i from 1 to pathsNum do
13: if n ≥ m then
14: paths← FindPaths(F [c[i]], L[i])
15: else
16: paths← FindPaths(L[i], F [c[i]])
17: end if
18: minL← MAXFLOAT
19: for path in paths do
20: L = CalcWeightedLength(path, weights)
21: if L < minL then
22: minL← L
23: bestPath← path
24: end if
25: end for
26: combinationPaths.append(bestPath)
27: S ← S +minL
28: end for
29: if S < minS then
30: minS ← S
31: bestCombination← combinationPaths
32: end if
33: end for
34: return bestCombination
35: end procedure
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10 на основi цих шляхiв формується сегментацiя матрицi. Рис. 4.6 показує
приклади знаходження шляхiв. Горизонтальнi шляхi позначено чорним ко-
льором, а вертикальнi - блакитним.

Рис. 4.6: Приклади результатiв знаходження роздiлюючих вертикальних i
горизонтальних шляхiв

На рисунках бачимо, що, не дивлячись на те, що частина ребер, що дi-
лять штрихи всерединi однiєї матричної комiрки, позначена зеленим, шля-
хи побудованi правильно. Зелений колiр ребра означає, що воно було роз-
глянене пiд час побудови шляхiв. Проте, завдяки оцiнцi довжин шляхiв,
такi шляхи не були обранi в результатi.
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Роздiл 5

ОЦIНКА ЗАПРОПОНОВАНИХ МЕТОДIВ

5.1 Результати експериментiв

Для оцiнки запропонованих методiв використано вiдкритi датасети ма-
тематичних виразiв CROHME 2014 [23] тестовий матричний датасет та
CROHME 2016 [24] тестовий матричний датасет. Датасети CROHME (Competi-
tion on Recognition of Online Handwritten Mathematical Expressions) публi-
куються в рамках одноiменного змагання з розпiзнавання рукописних мате-
матичних формул. Порiвняння вiдбувається з опублiкованими в пiдсумках
змагань результатами [23, 24]. CROHME 2014 тестовий матричний дата-
сет мiстить 123 вираза i 175 матриць, CROHME 2016 тестовий матричний
датасет мiстить 250 виразiв i 363 матрицi. Для оцiнки саме сегментацiї
припускається, що виявлення матриць вiдбулося повнiстю правильно, i на
вхiд реалiзованого метода подаються штрихи, що належать кожнiй матри-
цi. Мiра повноти (recall rate) пiдраховується комiрок, рядкiв та стовпчикiв.
Рядок, стовпчик чи комiрка вважаються правильними, якщо всi штрихи
спiвпадають з тими, що визначенi в основнiй правдi (ground truth). Фор-
мула для пiдрахунку повноти рядкiв:

Row Recall =
Correct Rows

Total Rows
(5.1)

Формула для пiдрахунку повноти стовпчикiв:

Column Recall =
Correct Columns

Total Columns
(5.2)

Формула для пiдрахунку повноти елементiв матрицi:

Cell Recall =
Correct Cells

Total Cells
(5.3)
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Табл. 5.1: Результати сегментацiї на CROHME 2014

Дiаграма Вороного Метод проекцiй System 1 System 3

Cell Recall Rate 81.58 92.00 55.35 71.07
Row Recall Rate 94.58 95.52 70.59 92.00

Column Recall Rate 83.13 92.53 50.84 69.16
Segmentation Success Rate 78.28 88.57 – –

Табл. 5.2: Результати сегментацiї на CROHME 2016

Дiаграма Вороного Метод проекцiй MyScript Wiris

Cell Recall Rate 78.83 94.08 87.49 84.68
Row Recall Rate 85.74 95.92 95.61 87.16

Column Recall Rate 88.32 97.71 90.71 82.22
Segmentation Success Rate 78.17 94.19 – –

Також, введено бiльш узагальнену метрику для оцiнки сегментацiї ма-
трицi:

Success Rate =

N∑
i=1

f(mi)

N ,

f(m) =

 1, each stroke is in proper matrix cell

0, otherwise

(5.4)

Результати наведено у табл.5.1 i табл.5.2

5.2 Часова ефективнiсть

Проведено замiри часу роботи алгоритму на матричних датасетах CROHME
2014 та CROHME 2016 (табл. 5.3). Тестування вiдбувалося на комп’ютерi
з процесором Intel Core i7-2700K CPU, 3.50GHz. Програма для окремого
тестування сегментацiї матриць запускалася в один потiк.

Табл. 5.3: Результати замiрiв часу роботи методiв

Метод проекцiй Дiаграма Вороного
Час усього, мс Час на матрицю, мс Час усього, мс Час на матрицю, мс

CROHME 2014 479 2.737 1235 7.057
CROHME 2016 924 2.545 3152 8.683
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Рис. 5.1: Приклади коректно вiдсегментованих матриць модифiкованим ме-
тодом профайлiнгу проекцiй

5.3 Обговорення результатiв сегментацiї модифiкова-

ним методом профайлiнгу проекцiй

Загалом метод продемонстрував хорошi результати, i справився з бiль-
шiстю рукописних матриць. Приклади деяких матриць, якi були сегменто-
ванi правильно, показано на рис. 5.1.

Дослiджуючи роботу запропонованого метода, було виявлено ряд обме-
жень в ньому. По-перше, виявлення чiтких “пагорбiв” на проекцiях силь-
но ускладнюється, якщо обмежувальнi прямокутники рiзних рядкiв або
стовпчикiв сильно перетинаються. Ця проблема частково усувається за-
пропонованим методом завдяки тому, що за основу береться iнформацiя
про проекцiї тiльки на однiй вiсi, тi, що бiльш чiткi. Однак, зустрiчаються
матрицi, де перетинаються i рядки, i стовпчики, i тодi метод може спрацю-
вати помилково, як на рис. 5.2а. Iнша ситуацiя, де трапляються помилки
сегментацiї - це матрицi, в яких бiльшiсть рядкiв (стовпчикiв) мають вели-
ку кiлькiсть штрихiв, а деякi - значно меншу. В такому випадку проекцiї
для таких рядкiв (стовпчикiв) можуть бути бiльше схожими не на “пагор-
би”, а на “долини”, i не будуть виявленi, як сегменти. Метод також потребує
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(а) Помилкова сегментацiя, спричинена перетинами
рядкiв i стовпчикiв

(б) Помилкова сегментацiя у
матрицi розмiрностi n× 1

Рис. 5.2: Приклади помилок сегментацiї модифiкованим методом профай-
лiнгу проекцiй

покращень у сегментацiї матриць-рядкiв та матриць-стовпчикiв. Проблема
в тому, що в проекцiях таких матриць часто є роздiлюючi “долини”, але
важко визначити, чи вони справжнi, бо в матрицях бiльшого розмiру алго-
ритм вiдштовхується вiд найдовшої “долини”, а в таких матрицях зробити
це неможливо. Приклад проблемної сегментацiї для матрицi-стовпчика по-
казано на рис. 5.2б. Оскiльки така проблема найчастiше виникала саме з
верхнiми i нижнiми iндексами, додатково було додана пост-обробка, яка
включала в себе геометричну перевiрку на такi випадки.

5.4 Майбутнiй розвиток сегментацiї модифiкованим ме-

тодом профайлiнгу проекцiй

Даний метод використовує тiльки геометричну iнформацiю, тому не мо-
же вирiшити ситуацiї, коли правильну сегментацiю неможливо однозначно
визначити з геометрiї, але можна з використанням семантичної iнформа-
цiї. Тому, даний метод можна використати як чорнову сегментацiю, i вже
пiсля розпiзнавання виразiв уточнити її на основi семантичної iнформа-
цiї. Важливою є подальша робота над методом для пiдтримки матриць з
прощинними елементами та пропущеними елементами.
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5.5 Обговорення результатiв сегментацiї з використа-

нням площинної дiаграми Вороного

Метод надає правильнi результати для матриць, де вiдстанi мiж рядка-
ми та стовпчиками є достатнiми, в матрицях, що акуратно написанi. Одна
з основних переваг цього метода є здатнiсть правильно вiдсегментувати
матрицi зi скошеним написанням, такi, як показано на рис. 5.3. Модифi-
кований метод проекцiй, навпаки, погано справляється з дуже скошеними
матрицями. Iншою сильною стороною метода на основi дiаграми Вороно-
го є те, що на вiдмiну вiд модифiкованого методу проекцiй, вiн зазвичай
правильно сегментує матрицi, де бiльшiсть рядкiв чи стовпчикiв мiстять
велику кiлькiсть штрихiв, а деякi - значно меншу. Це пояснюється тим, що
даний метод базується не на iнтенсивностi вираження рядкiв i стовпчикiв,
а на вiдстанях мiж сусiднiми штрихами.

Основний i найбiльш очевидний недолiк використання площинної дiа-
грами Вороного є робота методу в тому випадку, коли штрихи з рiзних еле-
ментiв перетинаються. В такому випадку штрихи будуть об’єднанi в одну
компоненту зв’язностi ще на початковому етапi роботи методу. Приклад
такої матрицi можна побачити на рис. 5.4. Перетин штрихiв, однак, та-
кож означає перетин обмежувальних прямокутникiв, а, отже, такi матрицi
можуть становити певну складнiсть i для модифiкованого методу профай-
лiнгу проекцiй, хоча все одно можуть бути ним правильно сегментованi.
Також, такi матрицi можуть бути проблемою для методiв, що групують
штрихи або символи в елементи матрицi на основi перетину обмежувальних
прямокутникiв. Iншим проблемним випадком є матрицi, де деякi штрихи
одного матричного елемента знаходяться на бiльшiй вiдстанi вiд штрихiв
цього самого елемента, нiж вiд штрихiв iншого елемента. Зазвичай таке
написання може зустрiтися у випадку елементiв з верхнiми та нижнiми
iндексами. Ще одне обмеження методу - матрицi, площинна дiаграма Во-
роного для котрих будується таким чином, що два або бiльше рiзнi шляхи
мають починатися з одного й того ж ребра. В цiй ситуацiї неочевидно, як
визначити кiлькiсть роздiльних лiнiй. Приклад такої матрицi показано на
рис.5.5. Колонки в нiй вiддiленi правильно, а горизонтальний роздiлюючий
шлях знайдено всього один через те, що злiва i справа є тiльки одне вхiдне

42



ребро.

5.6 Майбутнiй розвиток сегментацiї з використанням

площинної дiаграми Вороного

Основним напрямком подальшої роботи є покращення методу шляхом
усунення основних недолiкiв. Обiйти ситуацiю, коли рiзнi шляхи починаю-
ться з одного ребра можна, зробивши певний попереднiй аналiз очiкуваної
структури матрицi, а саме знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть рядкiв i
стовпчикiв. Справитися з проблемою далеко написаних верхнiх та нижнiх
iндексiв можна спробувати, аналiзуючи просторовi вiдношення мiж штри-
хами i їх вiдноснi розмiри. Також, можна розробити бiльш точний спосiб
знаходження порогового значення T , або пошуку найкращого шляху. За-
пропонований метод можна випробувати i на iнших табличних структурах,
наприклад, на рукописних таблицях.

Рис. 5.3: Приклад скошено написаної матрицi

Рис. 5.4: Приклад матрицi, де штрихи з рiзних елементiв перетинаються
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Рис. 5.5: Приклад матрицi, де рiзнi шляхи мають одне вхiдне ребро
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ВИСНОВКИ

В результатi роботи розроблено два життєздатних метода сегментацiї
онлайн рукописних математичних матриць: модифiкований метод профай-
лiнгу проекцiй та метод сегментацiї на основi площинних дiаграм Вороно-
го. Модифiкований метод профайлiнгу проекцiй обiйшов iншi опублiкованi
результати за всiма метриками. Також, метод показав високу часову ефе-
ктивнiсть, тому пiдходить для iнтеграцiї у систему розпiзнавання на смар-
тфонi. Метод на основi дiаграм Вороного має високу точнiсть для скошено
написаних матриць, однак загалом потребує подальших полiпшень.

Обидва методи успiшно iнтегрованi у систему онлайн розпiзнавання ру-
кописних математичних виразiв. Однак, оскiльки ефективнiсть модифiко-
ваного методу профайлiнгу проекцiй помiтно вища, саме вiн працює в си-
стемi за замовчуванням. Iнтеграцiя дозволила додати в систему пiдтримку
розпiзнавання матриць. На рис 5.6. показано роботу системи на смартфонi
у випадку розпiзнавання матрицi.

Рис. 5.6: Приклад роботи системи пiсля iнтеграцiї модуля сегментацiї ма-
триць. Злiва - введення користувача, справа - результат сегментацiї та роз-
пiзнавання

Розробленi методи можуть також застосовуватися до iнших табличних
структур.

Подальшi дослiдження за темою можуть бути спрямованi на удоско-
налення методiв для досягнення бiльш точної сегментацiї та для часової
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оптимiзацiї. Також, необхiдно розробити логiку пiдтримки матриць зi ско-
роченою формою запису: з пропущеними елементами та площинними еле-
ментами.
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integrated grammar-based approach for mathematical expression recogni-
tion. Pattern Recognition, 51:135–147, 2016. ISSN 0031-3203.
doi: https://doi.org/10.1016/j.patcog.2015.09.013. URL https://www.
sciencedirect.com/science/article/pii/S0031320315003441.

52

https://doi.org/10.1145/3377325.3377482
https://doi.org/10.1145/3377325.3377482
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0031320315003441
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0031320315003441

	Огляд підходів до розпознавання математичних виразів та методи сегментації двовимірних рукописних структур
	Розвиток систем розпізнавання онлайн рукописних виразів
	Методи сегментації математичних матриць
	Метод профайлінгу проекцій
	Діаграми Ворогоно для задачі сегментації

	Система розпізнавання
	Опис системи розпізнавання онлайн рукописних математичних виразів

	Модифікований метод профайлінгу проекцій для рукописних матриць
	Опис базового метода
	Опис модифікованого метода
	Застосування динамічного профайлінгу проекцій

	Сегментація рукописних матриць на основі площинної діаграми Вороного
	Побудова площинної діаграми Вороного
	Запропонований метод сегментації

	Оцінка запропонованих методів
	Результати експериментів
	Часова ефективність
	Обговорення результатів сегментації модифікованим методом профайлінгу проекцій
	Майбутній розвиток сегментації модифікованим методом профайлінгу проекцій
	Обговорення результатів сегментації з використанням площинної діаграми Вороного
	Майбутній розвиток сегментації з використанням площинної діаграми Вороного

	Література

