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Abstract. Oscillations of elastic membranes in 3D are modelled
as degenerate multi-dimensional hyperbolic equations. For applied
work, it is important to obtain explicit representations of solution
of the studied boundary-value problems. This paper shows the uni-
que solvability and obtains the explicit form of the classical solution
of the mixed problem for degenerate multi-dimensional hyperbolic
equations.
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Аннотация. Колебания упругих мембран в трехмерном про-
странстве описывается вырождающимся многомерными гипер-
болическими уравнениями. При изучении приложений возника-
ет необходимость получения явного представления решений ис-
следуемых задач. В данной работе показана однозначная разре-
шимость и получен явный вид классического решения смешан-
ной задачи для вырождающихся многомерных гиперболических
уравнений.
Ключевые слова: корректность, смешанная задача, вырожда-
ющиеся гиперболические уравнения, функция Бесселя.

Введение
Известно, что колебания упругих мембран в пространстве моделиру-

ется вырождающимся многомерными гиперболическими уравнениями [1,
2]. При изучении приложений возникает необходимость получения явного
представления решений исследуемых задач. В работах автора [3, 4] доказа-
ны существование и единственность классического решения задач Дирихле
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и Пуанкаре в цилиндрической области для вырождающихся многомерных
гиперболических уравнений. Смешанная задача для этих уравнений в обоб-
щенных пространствах изучена в [5, 6]. Однако вопросы гладкости решений
и его представления до сих пор не исследованы.

В данной работе для вырождающихся многомерных гиперболических
уравнений с оператором Геллерстедта показана однозначная разрешимость
и получен явный вид классического решения смешанной задачи.

1. Постановка задачи и результат
Пусть Dα — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 то-

чек (x1, ..., xm, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоско-
стями t = α > 0 и t = 0, где |x| — длина вектора x = (x1, ..., xm).

Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dα области Dα, обозна-
чим через Γα, Sα, S0, соответственно.

В области Dα рассмотрим взаимно сопряженные вырождающихся мно-
гомерные гиперболические уравнения

Lu ≡ tp∆xu− utt +
m∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

L∗υ ≡ tp∆xυ − υtt −
m∑
i=1

aiυxi − bυt + dυ = 0, (1∗)

где p = const > 0, ∆x — оператор Лапласа по переменным x=(x1,..., xm),
m ≥ 2, а

d(x, t) = c−
m∑
i=1

aixi − bt.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1,..., xm, t к
сферическим r, θ1,..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ...,m−1.

В качестве смешанной задачи рассмотрим задачу
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в областиDα из класса C1(Dα)∩

C2(Dα), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
S0

= τ(r, θ), ut

∣∣∣
S0

= ν(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ(t, θ). (2)

Пусть
{
Y k
n,m(θ)

}
— система линейно независимых сферических функций

порядка n, 1 ≤ k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), θ =
(θ1, ..., θm−1), W l

2(S0), l = 0, 1, ... — пространства Соболева.
Имеет место ([7])

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l
2(S0). Если l ≥ m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y k
n,m(θ), (3)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p ≤ l −
m+ 1, сходятся абсолютно и равномерно.
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Лемма 2. Для того, чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S0), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (3) удовлетворяли неравенствам

|f1
0 (r)| ≤ c1,

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

Через ãkin(r, t), akin(r, t), b̃kn(r, t), c̃kn(r, t), d̃kn(r, t), ρkn, τ̄kn(r), ν̄kn(r), и ψkn(t)
обозначим коэффициенты разложения ряда (3), соответственно функций
ai(r, θ, t)ρ(θ), ai xir ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, d(r, θ, t)ρ, ρ(θ), i = 1, ...,m, τ(r, θ),
ν(r, θ), ψ(t, θ), причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H — единичная сфера в Em.

Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l
2(Dα) ⊂ C(Dα), l ≥ m + 1, i =

1, ...,m.
Тогда справедлива

Теорема 1. Если τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ W l
2(S0), ψ(t, θ) ∈ W l

2(Γα), l > 3m
2 и

выполняется условие

cosµs,nα
′ 6= 0, s = 1, 2, ..., (4)

то задача 1 имеет единственное решение, где µs,n — положительные ну-
ли функций Бесселя первого рода J

n+
(m−2)

2

(z), α′ = 2
2+pα

(2+p)
2 , n = 0, 1, ... .

Далее докажем теорему 1.

2. Разрешимость задачи 1

В сферических координатах уравнение (1) имеет вид

Lu ≡ tp(urr +
m− 1

r
ur −

σu

r2
)− utt+

+
m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0, (5)

где

σ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gjsinm−j−1θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)2, j > 1.

Известно [7], что спектр оператора σ состоит из собственных чисел λn =
n(n+m− 2), n = 0, 1, ... каждому из которых соответствует kn ортонорми-
рованных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи 1 будем искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y k
n,m(θ), (6)

где ūkn(r, t) — функции, подлежащие определению.
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Подставив (6) в (5), умножив затем полученное выражение на ρ(θ) 6= 0,
и проинтегрировав по единичной сфере H, для ūkn получим [8–10]

tpρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

(
m− 1

r
tpρ1

0 +

m∑
i=1

a1
i0

)
ū1

0r + b̃10ū
1
0t + c̃1

0ū
1
0+

+
∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
tpρknū

k
nrr − ρknūkntt+

(
m− 1

r
tpρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2
tp +

m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0.

(7)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ1
0t
pū1

0rr − ρ1
0ū

1
0tt +

m− 1

r
tpρ1

0ū
1
0r = 0, (8)

ρk1t
pūk1rr − ρk1ūk1tt +

m− 1

r
tpρk1ū

k
1r −

λ1

r2
tpρk1ū

k
1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1
i0ū

1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃1

0ū
1
0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(9)

ρknt
pūknrr − ρknūkntt +

m− 1

r
tpρknū

k
nr −

λn
r2
tpρknū

k
n =

= − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1 ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t + [c̃kn−1+

+

m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)]ūkn−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... .

(10)

Суммируя уравнение (9) от 1 до k1, а уравнение (10) — от 1 до kn, а затем
сложив полученные выражения вместе с (8), приходим к уравнению (7).

Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, kn, n = 0, 1, ... — решение системы

(8)–(10), то оно является решением уравнения (7).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)–(10) можно пред-

ставить в виде

tp
(
ūknrr +

m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn

)
− ūkntt = fkn(r, t), (11)

где fkn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при
этом f1

0 (r, t) ≡ 0.
Далее, из краевого условия (2) в силу (6), с учетом леммы 1 будем иметь

ūkn(r, 0) = τkn(r), ūknt(r, 0) = ν̄kn(r), ūkn(1, t) = ψkn(t), k = 1, kn, n ≥ 0. (12)
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В (11), (12) произведя замену ῡkn(r, t) = ūkn(r, t)− ψkn(t), получим

tp
(
ῡknrr +

m− 1

r
ῡknr −

λn
r2
ῡkn

)
− ῡkntt = f

k
n(r, t), (13)

ῡkn(r, 0) = τkn(r), ῡknt(r, 0) = νkn(r), ῡkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n ≥ 0, (14)

f
k
n(r, t) = fkn(r, t) +

λn
r2
tpψkn + ψkntt,

τkn(r) = τ̄kn(r)− ψkn(0), νkn(r) = νkn(r)− ψknt(0).

Произведя замену ῡkn(r, t) = r
(1−m)

2 υkn(r, t) задачу (13), (14) приведем к сле-
дующей задаче

Lυkn ≡ tp
(
υknrr +

λn
r2
υkn

)
− υkntt = f̃kn(r, t), (15)

υkn(r, 0) = τ̃kn(r), υknt(r, 0) = ν̃kn(r), υkn(1, t) = 0, (16)

где

λn =
[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4
, f̃kn(r, t) = r

(m−1)
2 f

k
n(r, t),

τ̃kn(r) = r
(m−1)

2 τkn(r), ν̃kn(r) = r
(m−1)

2 νkn(r).

Решение задачи (15), (16) ищем в виде

υkn(r, t) = υk1n(r, t) + υk2n(r, t), (17)

где υk1n(r, t) — решение задачи

Lυk1n = f̃kn(r, t), (18)

υk1n(r, 0) = υk1nt(r, 0) = 0, υk1n(1, t) = 0, (19)

а υk2n(r, t) — решение задачи

Lυk2n = 0, (20)

υk2n(r, 0) = τ̃kn(r), υk2nt(r, 0) = ν̃kn(r), υk2n(1, t) = 0. (21)

Решение выше указанных задач, рассмотрим в виде

υkn(r, t) =

∞∑
s=1

Rs(r)Ts(t), (22)

при этом пусть

f̃kn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Rs(r), τ̃
k
n(r) =

∞∑
s=1

bknsRs(r), ν̃
k
n(r) =

∞∑
s=1

eknsRs(r). (23)

Подставляя (22) в (18), (19), с учетом (23), получим задачу

Rsrr +
λn
r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (24)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| <∞, (25)

Tstt + µtpTs(t) = −ans(t), 0 < t < α, (26)

Ts(0) = 0, Tst(0) = 0. (27)
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Ограниченным решением задачи (24), (25) является [11]

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (28)

где ν = n+(m−2)
2 , µ = µ2

s,n.
Задача (26), (27) сводится к интегральному уравнению Вольтерра вто-

рого рода относительно Ts,n(t) [1]

Ts,n(t) + µ2
s,n

t∫
0

(t− ξ)ξpTs,n(ξ)dξ = −
t∫

0

(t− ξ)ans(ξ)dξ, (29)

которое имеет, и притом единственное, решение.
Подставляя (28) в (23) получим

r−
1
2 f̃kn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Jν(µsr), r
− 1

2 τ̃kn(r) =
∞∑
s=1

bknsJν(µsr),

r−
1
2 ν̃kn(r) =

∞∑
s=1

eknsJν(µsr), 0 < r < 1.
(30)

Ряды (30) — разложение в ряды Фурье-Бесселя [12], если

akns(t) = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫
0

√
ξf̃kn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (31)

bkns = 2[Jν+1(µs,n)]−2
1∫
0

√
ξτ̃kn(ξ)Jν(µs,nξ)dξ,

ekns = 2[Jν+1(µs,n)]−2
1∫
0

√
ξν̃kn(ξ)Jν(µs,nξ)dξ,

(32)

где µs,n, s = 1, 2, ... — положительные нули функций Бесселя Jν(z), распо-
ложенные в порядка возрастания их величины.

Из (28), (29) получим решение задачи (18), (19) в виде

υk1n(r, t) =

∞∑
s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (33)

где akns(t) определяется из (31).
Далее, подставляя (28) в (20), (21), с учетом (23), получим задачу

Vstt + µ2
s,nt

pVs(t) = 0, 0 < t < α,

Vs(0) = bkns, Vst(0) = ekns,

в которой, произведя замену

Ts(t) = Vs(t)− bkns − tekns (34)

приходим к следующей задаче

Tstt + µ2
s,nt

pTs(t) = −qkns(t), (35)

Ts(0) = 0, Tst(0) = 0, (36)

qkns(t) = µ2
s,nt

p(bkns + tekns).
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Задачи (35), (36) сводится также к интегральному уравнению (29), где
вместо akns(t) берется qkns(t).

Из (28), (29), (34) найдем решение задачи (20), (21)

υk2n(r, t) =
∞∑
s=1

√
rVs,n(t)Jν(µs,nr), (37)

где bkns, ekns находятся из (32).
Следовательно, сначала решив задачу (8), (12) (n = 0), а затем (9),

(12)(n = 1) и т.д., найдем последовательно все υkn(r, t) из (17), где υk1n(r, t),
υk2n(r, t) определяются из (33), (37), k = 1, kn, n ≥ 0.

Итак, в области Dα, имеет место∫
H

ρ(θ)LudH = 0. (38)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причемR(r) ∈ V0, V0 — плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H) — плотна в L2(H), а T (t) ∈ V1, V1 — плотна в L2((0, α)). То-
гда f(r, θ, t) ∈ V , V = V0 ⊗H ⊗ V1 — плотна в L2(Dα) [13].

Отсюда и из (38), следует, что∫
Dα

f(r, θ, t)LudDα = 0

и
Lu = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Dα.

Таким образом, решением задачи (1) является ряд

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

{
ψkn(t) + r

(1−m)
2

[
υk1n(r, t) + υk2n(r, t)

]}
Y k
n,m(θ), (39)

где υk1n(r, t), υk2n(r, t) находятся из (33), (37).
Имеют место следующие свойства нулей функций Бесселя [12]:

1. Если µν,1, µν,2, ... — положительные нули функций Jν(z), упорядо-
ченные по возрастанию значений, то

0 < µν,1 < µν+1, 1 < µν,2 < µν+1, 2 < µν,3 < ..., ν > −1.

2. Пусть µν , µ′ν , µ′′ν являются наименьшими положительными нулями
функций Jν(z), J ′ν(z), J ′′ν (z) соответственно. Тогда√

ν(ν + 2) < µν <
√

2(ν + 1)(ν + 3), ν > 0,√
ν(ν + 2) < µ′ν <

√
2ν(ν + 1), ν > 0,√

ν(ν − 1) < µ′′ν <
√

(ν2 − 1), ν > 1.

Также справедливы формулы [2, 12]:

sin z = z(1− z
∑∞

n=1(4n2 − 1)−1[Jn(nz)]2),

Jν(z) =
√

2
πz cos(z − π

2 ν −
π
4 ) + 0( 1

z3/2
), ν ≥ 0,

2J ′ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z).

(40)
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Применяя признак Даламбера и упомянутые свойства, доказывается,
что ряды (33), (37) и продифференцированные ряды сходятся абсолютно
и равномерно. Далее используя формулы (40) и оценки [7]

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣∣ ∂q∂θqj Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... , (41)

а также леммы и ограничения на коэффициенты уравнения (1) и на задан-
ные функции τ(r, θ), ν(r, θ), ψ(t, θ), показывается, что полученное решение
(39) принадлежит классу C1(D̄α) ∩ C2(Dα).

Следовательно, разрешимость задачи 1 установлена.

3. Единственность решения задачи 1

Для этого сначала построим решение краевой задачи для сопряженного
уравнения (1∗) с данными

υ
∣∣
Γα

= 0, υ
∣∣
Sα

= 0, υt
∣∣
Sα

= ν(r, θ) = ν̄kn(r)Y k
n,m(θ), k = 1, kn, n ≥ 0, (42)

где ν̄kn(r) ∈ G, G — множество функций ν(r) из класса C ([0, 1])∩C1 ((0, 1)) .
Множество G плотно всюду в L2((0, 1)) [13].

Решение задачи (1∗), (42) будем искать в виде (6), где функции ῡkn(r, t)
будут определены ниже. Тогда, аналогично п. 2, функции ῡkn(r, t) удов-
летворяют систему уравнений (8)–(10), где ãkin, a

k
in, b̃

k
n заменены соответ-

ственно на −ãkin, −akin, −b̃kn, а c̃kn на d̃kn, i = 1, ...,m, k = 1, kn, n ≥ 0.
Далее, из краевого условия (42), в силу (6), получим

ῡkn(1, t) = 0, υkn(r, α) = 0, ῡknt(r, α) = ν̄kn(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (43)

Как ранее замечено, каждое уравнение системы (8)–(10) представимо в
виде (11). Как в п. 2, нетрудно показать, что задача (11), (43) имеет также
единственное решение.

Таким образом, решение задачи (1∗), (42) в виде ряда (39) построено,
которое в силу (40), (41) принадлежит классу C1(D̄α) ∩ C2(Dα).

Из определения сопряженных операторов L, L∗ [14] имеем

υLu− uL∗υ = −υP (u) + uP (υ)− uυQ,

где

P (u) = tp
m∑
i=1

uxi cos
(
N⊥, xi

)
− ut cos

(
N⊥, t

)
,

Q =

m∑
i=1

ai cos
(
N⊥, xi

)
− b cos

(
N⊥, t

)
,

а N⊥ — внутреняя нормаль к границе ∂Dα. По формуле Грина, имеем∫
Dα

(υLu− uL∗υ)dDα =

∫
∂Dα

[(
υ
∂u

∂N
− u ∂υ

∂N

)
M + uυQ

]
ds, (44)
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где
∂

∂N
= tp

m∑
i=1

cos
(
N⊥, xi

)
− cos

(
N⊥, t

) ∂

∂t
,

M2 = t2p
m∑
i=1

cos2
(
N⊥, xi

)
+ cos2

(
N⊥, t

)
.

Из (44), принимая во внимание однородные граничные условия (2) и
условия (42) получим ∫

Sα

ν(r, θ)u(r, θ, α)ds = 0. (45)

Поскольку линейная оболочка система функций {νkn(r)Y k
n,m(θ)} плотна

L2(Sα) [13], то из (45) заключаем, что u(r, θ, α) = 0, ∀(r, θ) ∈ Sα.
Таким образом, мы приходим к задаче Дирихле:

Lu = 0, u
∣∣
S0

= 0, u
∣∣
Γα

= 0, u
∣∣
Sα

= 0,

которая имеет нулевое решение, если выполняется условие (4) [3].
Следовательно, единственность решения задачи 1 установлена и теорема

1 доказана.

Замечание 1. Отметим, что корректность смешанной задачи для много-
мерных гиперболических уравнений показана в [15].
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