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Abstract. At the paper a linear regression model whose function
has the form f(x) = ax+b, a and b — unknown parameters, is studi-
ed. Approximate values (observations) of functions f(x) are regi-
stered at equidistant points x0, x1, ..., xn of a line segment. It is also
assumed that the covariance matrix of deviations is the symmetric
Toeplitz matrix. Among all Toeplitz matrices, a family of matri-
ces is selected for which all diagonals parallel to the main, starti-
ng from the (k + 1)th, are zero, k = n/2, n — even. Elements
of the main diagonal are denoted by λ, elements of the kth di-
agonal are denoted by c, elements of the jth diagonal are denoted by
ck−j , j = 1, 2, ..., k−1. The theorem proved in the article states that
the following condition on the elements of such covariance matrix
cj =

(
k/(k+1)

)j
c, j = 1, 2, ..., k−1, is necessary for the coincidence

of the LS and Aitken’s estimations of the parameter a of this model.
Values λ and c are any that ensure the positive definiteness of such
matrix.
Keywords: least square method, regression model, Aitken estimati-
on.

Анотацiя. В роботi вивчається регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд f(x) = ax + b, де a та b — невiдомi параметри. На-
ближенi значення (спостереження) функцiї f(x) реєструються у
рiвновiддалених точках вiдрiзку [0, 1]. Крiм того припускається,
що коварiацiйна матриця вiдхилень є симетричною матрицею Те-
плiца, певна кiлькiсть побiчних дiагоналей якої - нульовi. В тео-
ремi, яку доведено в роботi, у випадку непарної кiлькостi точок
спостереження знайдено необхiдну умову на елементи коварiацiй-
ної матрицi такого вигляду для рiвностi оцiнки МНК та оцiнки
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Ейткена параметра a даної моделi. При такому виглядi коварi-
ацiйної матрицi вiдхилень оцiнки Ейткена та МНК параметра b
не будуть збiгатися.
Ключовi слова: метод найменших квадратiв, регресiйна мо-
дель, оцiнка Ейткена.

Вступ
В класичнiй perpeciї передбачається, що коварiацiйна матриця вiдхилень

в моделi лiнiйної perpeciї має вигляд

σ2I,

де σ2 — дисперсiя вiдхилень, I — одинична матриця. Узагальненням цього
припущення є коварiацiйна матриця вигляду σ2Ω, де Ω — додатно визначе-
на матриця. Така матриця вiдповiдає випадку, коли вiдхилення корелюють
одне з iншим та мають рiзну дисперсiю. В такому загальному випадку ефе-
ктивною оцiнкою невiдомих параметрiв моделi є оцiнка Ейткена [1], яка в
своїй формулi використовує матрицю Ω.

Якщо Ω = I, то оцiнка Ейткена буде збiгатися з оцiнкою метода най-
менших квадратiв (МНК); якщо Ω 6= I, то оцiнка Ейткена буде збiгатися
з оцiнкою МНК у виняткових випадках. Дослiдження таких випадкiв є
одним з напрямкiв регресiйного аналiзу.

В [2] у випадку моделi, лiнiйної по параметрам, доведено теорему, яка
стверджує, що для збiгу оцiнки МНК та оцiнки Ейткена необхiдно i до-
статньо, щоб iснували лiнiйнi комбiнацiї незалежних змiнних, якi будуть
власними векторами коварiацiйної матрицi вiдхилень, причому їх кiлькiсть
дорiвнює кiлькостi незалежних змiнних моделi.

В [2] також розглянуто випадок, коли кiлькiсть таких лiнiйних комбiна-
цiй менше кiлькостi незалежних змiнних. Доведено, що в цьому випадку
оцiнка МНК та оцiнка Ейткена деяких невiдомих параметрiв моделi бу-
дуть збiгатися. Кiлькiсть таких невiдомих параметрiв дорiвнює кiлькостi
власних векторiв, якi є лiнiйними комбiнацiями незалежних змiнних.

В статтях [5] та [6] вивчається лiнiйна регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд

f(x) = ax+ b.

В статтi [5] вона вивчається у випадку гетероскедастичних незалежних вiд-
хилень. Знайдено умови на дисперсiї вiдхилень, при яких оцiнка Ейткена
збiгається з оцiнкою МНК окремо для кожного невiдомого параметру мо-
делi. При цих умовах оцiнки Ейткена та МНК параметра iншого параметру
не будуть збiгатися.

В статтi [6] така модель вивчається, коли коварiацiйна матриця вiдхи-
лень є симетричною матрицею Теплiца, певна кiлькiсть побiчних дiагона-
лей якої — нульовi. В роботi у випадку непарної кiлькостi точок спосте-
реження знайдено достатню умову на елементи коварiацiйної матрицi, яка
забезпечує рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена параметра a даної мо-
делi.
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1. Оцiнка МНК та оцiнка Ейткена лiнiйної регресiйної моделi у
випадку корельованих вiдхилень

Розглянемо модель регресiї

yi = axi + b+ εi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ε0, ε1, ..., εn — випадковi величини з Eεi = 0 та коварiацiйною матрицею
σ2Ωc, n — парне, а Ωc — додатно визначена матриця, що має вигляд

Ωc =



λ ck−1 . . . c2 c1 c 0 0 . . . 0 0
ck−1 λ . . . c3 c2 c1 c 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
c1 c2 . . . ck−1 λ ck−1 ck−2 ck−3 . . . c 0
c c1 . . . ck−2 ck−1 λ ck−1 ck−2 . . . c1 c
0 c . . . ck−3 ck−2 ck−1 λ ck−1 . . . c2 c1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 c c1 c2 c3 . . . λ ck−1
0 0 . . . 0 0 c c1 c2 . . . ck−1 λ


,

λ > 0, k = n
2 .

Лема 1. Для будь-яких c, c1, ..., ck−1 iснує λ̄ > 0, яке залежить вiд c, c1, ...,
ck−1, таке, що для будь-якого λ > λ̄ матриця Ωc буде додатноозначеною.

Доведення. Розглянемо алгебраїчне рiвняння ||Ωc(µ)|| = 0 вiдносно змiнної
µ, де ||Ωc(µ)|| − визначник матрицi Ωc(µ), яка утворена з матрицi Ωc за-
мiною елемента головної дiагоналi λ на змiнну µ. Це рiвняння має степiнь
2k + 1; оскiльки матриця Ωc симетрична, воно має 2k + 1 дiйсних коренiв
µ0, µ1, ..., µ2k.

Далi, позначимо через Λ0,Λ1, ...,Λ2k власнi числа матрицi Ωc. Очевидно,

Λi = λ− µi, i = 0, 1, ..., 2k.

З цього випливає, що якщо

λ > λ̄ = max{µ0, µ1, ..., µ2k},
то

Λi > 0, i = 0, 1, ..., 2k.

А це означає [3], що якщо λ > λ̄, то матриця Ωc додатноозначена.
Лему доведено. �

В [1] знайдено формули для оцiнки МНК та оцiнки Ейткена невiдомих
параметрiв моделi лiнiйної регресiї загального вигляду. З цих формул у
випадку моделi (1) та xi = i

n , i = 0, 1, ..., n, маємо такi оцiнки МНК та
Ейткена параметрiв a та b:

âMNK =
n∑
i=0

â
(i)
MNKyi,

де

â
(i)
MNK =

12n

(n+ 1)(n+ 2)

(
i

n
− 1

2

)
, (2)
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та (
âAIT
b̂AIT

)
= (X ′Ω−1c X)−1X ′Ω−1c ~y,

де

X ′ =

(
0 1

n
2
n . . . n−1

n 1
1 1 1 . . . 1 1

)
,

~y ′ = (y0, y1, ..., yn).

2. Необхiдна умова на матрицю Ωc для збiгу оцiнок МНК та
Ейткена параметра a моделi (1)

Теорема 1. Якщо в моделi (1)

âMNK = âAIT , (3)

то

cj =

(
k

k + 1

)j
c, j = 1, 2, ..., k − 1; c − будь-яке. (4)

Доведення. Враховуючи (2) отримуємо

â
(i)
MNK

â
(k−1)
MNK

= k − i, i = 0, 1, ..., k − 2. (5)

З умови (3) та рiвностi (5) випливає, що має бути

â
(i)
AIT

â
(k−1)
AIT

= k − i, i = 0, 1, ..., k − 2. (6)

Матриця X ′Ω−1c має розмiр 2× (n+ 1); позначимо i−й елемент першого
та другого рядка через ai та bi, i = 0, 1, ..., n, вiдповiдно. Помiтимо, що
bi = bn−i, i = 0, 1, ..., k − 1.

Далi, позначимо через â(j)AIT , j = 0, 1, ..., n, j−й елемент першого рядка
матрицi (X ′Ω−1c X)−1X ′Ω−1c . Маємо [6]

â
(j)
AIT =

Zj
Z
, j = 0, 1, ..., 2k, (7)

де

Zj = 2aj − bj , Z =
1

k

2k∑
i=0

(i− k)ai.

Зауважимо, що

Zj =
||Ω(0)

c,j ||
||Ωc||

, (8)

де ||Ωc|| − визначник матрицi Ωc, ||Ω(0)
c,j ||, j = 0, 1, ..., n — визначники

матриць, якi утворенi з матрицi Ωc замiною j−го стовпця на стовпець

~x0
′ =

(
−1,−k − 1

k
, . . . ,−1

k
, 0,

1

k
, . . . ,

k − 1

k
, 1

)
.
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Розглянемо таку множину систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Ω
(0)
c,j ~α

(j)
g = ~γj , j = 0, 1, ..., k − 1, (9)

де ~α(j)
g — вектор невiдомих, утворений з вектора

~α = (α0, α1, ..., αj , ..., α2k)

замiною невiдомої αj на невiдому gj ,
~γj — j−й стовпець матрицi Ωc.

Зауважимо, що gj = Z−1j ; враховуючи (7), маємо таке спiввiдношення

â
(j)
AIT

â
(k−1)
AIT

=
Zj
Zk−1

=
gk−1
gj

, j = 0, 1, ..., k − 2. (10)

Доведемо, що

gj = − 1

α
(0)
2k−j

( k−1∑
i=1

ciα
(0)
k+i + λ

)
, j = 0, 1, ..., k − 1. (11)

Для цього знайдемо розв’язок всiх систем (j = 0, 1, ..., k − 1) множини
(9).

Спочатку доведемо, що
αk = α

(j)
k = 0, (12)

для будь-якого j = 0, 1, ..., k − 1.
Справдi,

α
(j)
k =

||Ω(0,k)
c,j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (13)

де ||Ω(0,k)
c,j ||, j = 0, 1, ..., n — визначники матриць, якi утворенi з матрицi

Ω
(0)
c,j замiною k−го стовпця на j−й стовпець матрицi Ωc. Далi в матрицi

Ω
(0,k)
c,j переставимо мiсцями j−й та k−й стовпцi. Отримаємо матрицю Ω

(0)
c,k;

враховуючи властивостi визначникiв [3] маємо

||Ω(0,k)
c,j || = −||Ω

(0)
c,k|| =

2k∑
i=0

k − i
k

Ai,k, (14)

де Ai,k — алгебраїчнi доповнення до елемента ωi,k матрицi Ωc.
В [6] доведено, що Ai,k = An−i,k для матрицi Ωc, тому з (14) випливає,

що

||Ω(0,k)
c,j || =

k−1∑
i=0

k − i
k

(
Ai,k −An−i,k

)
= 0, j = 0, 1, ..., k − 1. (15)

Пiдставимо (15) в (13), отримуємо (12).

Далi доведемо, що
α
(j)
n−j = 1, (16)

для будь-якого j = 0, 1, ..., k − 1.
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Справдi,

α
(j)
n−j =

||Ω(0,n−j)
c,j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (17)

де ||Ω(0,n−j)
c,j ||, j = 0, 1, ..., n — визначники матриць, якi утворенi з матрицi

Ω
(0)
c,j замiною (n − j)−го стовпця на j−й стовпець матрицi Ωc. Далi, в ма-

трицi Ω
(0,n−j)
c,j переставимо мiсцями j−й та (n − j)−й стовпцi. Отримуємо

матрицю Ω
(0)
c,n−j . Враховуючи (17) маємо

α
(j)
n−j = −

||Ω(0)
c,n−j ||

||Ω(0)
c,j ||

=
||Ω̄(0)

c,n−j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (18)

де ||Ω̄(0)
c,n−j ||, j = 0, 1, ..., n — визначники матриць, якi утворенi з Ω

(0)
c,n−j

множенням елементiв (n− j)−го стовпця на (−1).
Помiтимо, що

||Ω̄(0)
c,n−j || = ||Ω

(0)
c,j ||; (19)

пiдставимо (19) в (18), отримуємо (16).

Далi доведемо, що для будь-якого j = 0, 1, ..., k − 1

α
(j)
i = −α(j)

n−i, (20)

коли i = 0, 1, ..., j − 1, j + 1, ..., k − 1.
Справдi, маємо для будь-яких i, j = 0, 1, ..., k − 1, i 6= j,

α
(j)
i =

||Ω(0,i)
c,j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (21)

α
(j)
n−i =

||Ω(0,n−i)
c,j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (22)

де ||Ω(0,i)
c,j || та ||Ω

(0,n−i)
c,j || — визначники матриць, якi утворенi з матрицi Ω

(0)
c,j

замiною i−го та (n− i)−го стовпця вiдповiдно на j−й стовпець матрицi Ωc.

В матрицi Ω
(0,n−i)
c,j переставимо стовпцi наступним чином: j−й стовпець

(~x0) робимо (n−j)−м, той, що був (n−j)−м, робимо (n−i)−м, той, що був
(n − i)−м, робимо j−м. Далi, елементи (n − j)−го стовпця (~x0) множимо
на (−1); утворену таким чином матрицю позначимо через Ω̄

(0,n−i)
c,j . Згiдно

з властивостями визначникiв [3] маємо

||Ω(0,n−i)
c,j || = −||Ω̄(0,n−i)

c,j ||. (23)

З iншого боку, матриця Ω̄
(0,n−i)
c,j при розворотi на 180 градусiв спiвпаде з

матрицею Ω
(0,i)
c,j , тобто згiдно з [4]

||Ω̄(0,n−i)
c,j || = ||Ω(0,i)

c,j ||. (24)

З (21), (22), (23) та (24) отримуємо (20).
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Далi доведемо, що для будь-якого j = 1, 2, ..., k − 1

α
(j)
k+i =

α
(0)
k+i

α
(0)
2k−j

, i = 1, 2, ..., k, (25)

тобто розв’язок будь-якої системи (j = 1, 2, ..., k−1) можна виразити через
розв’язок системи при j = 0. Маємо

α
(j)
k+i =

||Ω(0,k+i)
c,j ||

||Ω(0)
c,j ||

, (26)

α
(0)
k+i

α
(0)
2k−j

=
||Ω(0,k+i)

c,0 ||

||Ω(0,2k−j)
c,0 ||

. (27)

В матрицi Ω
(0,k+i)
c,j переставимо мiсцями j−й та (k + i)−й стовпцi, отри-

маємо матрицю Ω
(0)
c,k+i; в матрицi Ω

(0,k+i)
c,0 переставимо мiсцями нульовий

та (k + i)−й стовпцi, отримаємо також матрицю Ω
(0)
c,k+i. Зауважимо, що

||Ω(0,k+i)
c,j || = −||Ω(0)

c,k+i||, ||Ω
(0,k+i)
c,0 || = −||Ω(0)

c,k+i||, тобто

||Ω(0,k+i)
c,j || = ||Ω(0,k+i)

c,0 ||. (28)

Далi, в матрицi Ω
(0,2k−j)
c,0 переставимо мiсцями нульовий (~x0) та (2k−j)−й

стовпцi, отримуємо матрицю Ω
(0)
c,2k−j ; елементи (2k − j)−го стовпця (~x0)

цiєї матрицi множимо на (−1); утворену таким чином матрицю позначимо
через Ω̄

(0)
c,2k−j . Зауважимо, що

||Ω(0,2k−j)
c,0 || = ||Ω̄(0)

c,2k−j ||. (29)

Матриця Ω̄
(0,n−i)
c,j при розворотi на 180 градусiв спiвпаде з матрицею Ω

(0)
c,j ,

тобто згiдно з [4]

||Ω̄(0,n−i)
c,j || = ||Ω(0)

c,j ||. (30)

З (29) та (30) отримуємо

||Ω(0,2k−j)
c,0 || = ||Ω(0)

c,j ||. (31)

З (26), (27), (28) та (31) отримуємо (25).
Зауважимо, що в (25) при i = k : α

(j)
2k = 1

α
(0)
2k−j

, тому що α(0)
2k = 1.

Далi, вiзьмемо з кожної системи множини (9) останнє рiвняння. З ура-
хуванням (12),(16) та (20) маємо таку систему спiввiдношень
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

g0 +
∑k−1

i=1 ciα
(0)
k+i + λ = 0,

g1 +
∑k−2

i=1 ciα
(1)
k+i + ck−1 + λα

(1)
2k = 0,

gj +
∑k−j−1

i=1 ciα
(j)
k+i + ck−j +

∑k−1
i=k−j+1 ciα

(j)
k+i + λα

(j)
2k = 0,

j = 1, 2, ..., k − 2,

gk−1 + c1 +
∑k−1

i=2 ciα
(k−1)
k+i + λα

(k−1)
2k = 0.

(32)

Враховуючи (25), з спiввiдношень (32) отримуємо (11).
З рiвностi (10) з урахуванням (6) маємо

gk−1 = (k − j)gj , j = 0, 1, ..., k − 2. (33)

Пiдставимо в (33) j = 0; отримуємо

gk−1 = kg0, (34)

враховуючи (11), (33) та (34) отримуємо

α
(0)
2k−j =

k − j
k

, j = 1, 2, ..., k − 1. (35)

Тепер пiдставимо (35) в останнi k рiвнянь системи (9), яка вiдповiдає j = 0;
отримуємо такi рiвняння

−g0 = λ · 1 +
k−1∑
j=1

j

k
cj ; (36)

−k − i
k

g0 =
k−i−1∑
j=1

j − i
k

cj +
2(k − i)

k

k−1∑
j=k−i

cj + λ
k − i
k
− c i

k
, (37)

i = 1, 2, ..., k − 2;

−1

k
g0 =

2

k

k−1∑
j=1

cj +
λ

k
− ck − 1

k
. (38)

Помножимо рiвняння (37) на k
k−i , i = 1, 2, ..., k − 2; рiвняння (38) на k;

прирiвняємо правi частини отриманих рiвнянь до правої частини рiвняння
(36). Маємо таку систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно c1, c2,...,
ck−1;

k−i−1∑
j=1

i(k − j)
k − i

cj +
k−1∑
j=k−i

(j − 2k)cj = −c ik

k − i
, i = 1, 2, ..., k − 1. (39)

129



НЕОБХIДНА УМОВА ЗБIГУ ОЦIНОК МНК ТА ЕЙТКЕНА

Позначимо через A матрицю системи (39), через ||A|| — її визначник.
Маємо

A =



k−1
k−1

k−2
k−1

k−3
k−1 . . . 4

k−1
3

k−1
2

k−1 −k+1
1

2(k−1)
k−2

2(k−2)
k−2

2(k−3)
k−2 . . . 2·4

k−2
2·3
k−2 −k+2

1 −k+1
1

3(k−1)
k−3

3(k−2)
k−3

2(k−3)
k−3 . . . 3·4

k−3 −k+3
1 −k+2

1 −k+1
1

. . . . . . . . . .

(k−2)(k−1)
2 −2k−2

1 −2k−3
1 . . . −k+4

1 −k+3
1 −k+2

1 −k+1
1

−2k−1
1 −2k−2

1 −2k−3
1 . . . −k+4

1 −k+3
1 −k+2

1 −k+1
1



.

Доведемо, що ||A|| 6= 0. Для цього останнiй рядок визначника вiднiмемо вiд
усiх попереднiх, а потiм перетворений визначник розкладемо за теоремою
Лапласа по останньому рядку. Отримуємо

||A|| = −(k + 1)Ak−1,k−1, (40)

де Ak−1,k−1 — алгебраїчне доповнення перетвореного визначника до еле-
мента, який стоїть в останньому рядку останнього стовпця. Помiтимо, що
визначник трикутний, тобто значення цього визначника дорiвнює добутку
всiх його дiагональних елементiв. Враховуючи (40), маємо

||A|| = −(k + 1)

k−1∏
i=1

(
i(i+ 1)

k − i
+ (k + i+ 1)

)
= −(k + 1)

k−1∏
i=1

k(k + 1)

k − i
6= 0.

Таким чином отримуємо, що система (39) має єдиний розв’язок.
Доведемо, що (4) буде єдиним розв’язком системи (39).
Пiдставимо (4) в лiву частину i−го рiвняння (i = 1, 2, ..., k − 1) системи

(39):

k−i−1∑
j=1

i(k − j)
k − i

(
k

k + 1

)j
c+

k−1∑
j=k−i

(j − 2k)

(
k

k + 1

)j
c = c

(
i

k − i
S1(i) + S2(i)

)
,

(41)
де

S1(i) =
k−i−1∑
j=1

(k − j)
( k

k + 1

)j
, S2(i) =

k−1∑
j=k−i

(j − 2k)
( k

k + 1

)j
.

Пiсля низки перетворень маємо

S1(i) = k

(
−1 +

( k

k + 1

)k−i−1
(k − i)

)
, (42)

S2(i) = −ik
( k

k + 1

)k−i−1
. (43)
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Пiдставимо (42),(43) в (41). Отримуємо

c

(
i

k − i
S1(i) + S1(i)

)
=

= c

((
ik

k − i
+ ik

( k

k + 1

)k−i−1)
− ik

( k

k + 1

)k−i−1)
= −c ik

k − i
,

тобто (4) — розв’язок i−го рiвняння (i = 1, 2, ..., k − 1) системи (39).
Таким чином, бачимо, що з умови (3) випливає умова (4) для матрицi

Ωc моделi (1).
Теорему доведено.

�
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