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Перелiк умовних позначень, символiв, одиниць,
скорочень i термiнiв

C – множина, або адитивна група, або поле комплексних чисел;
R — множина (або адитивна група, або поле) дiйсних чисел;
N — множина (або адитивна напiвгрупа) натуральних чисел;
1 — одиничний оператор;
||a|| - норма оператора;
T - оператор однобiчного зсуву;
P(H) - множина всiх ортопроекторiв гiльбертового простору Н;
U(H) - множина всiх унiтарних операторiв U в B(H);
A ∈ B - множина А належить множинi B;
A−1 — обернена до A матриц;
A∗ – спряжений оператор;
Ker ϕ — ядро гомоморфiзму ϕ;
G ' H - G iзоморфне до H;
A ⊕ B - пряма сума А та В;
A ⊗ B - тензорний добуток A на B;
Jk(0) – жорданова клiтка з нулем по дiагоналi;

t(µ) - матриця вигляду


1 0 0 . . .
0 µ 0 . . .
0 0 µ2 . . .
... ... ... . . .

;

Tk(µ) - матриця вигляду


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µk−1

 .
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Вступ
Теорiя зображень є дуже важливим на сьогоднiшнiй день предметом, який

дослiджує абстрактнi алгебраїчнi структури шляхом зображень їх елементiв
як лiнiйнi перетворення векторних просторiв. По сутi, зображення робить аб-
страктний алгебраїчний об’єкт бiльш конкретним, описуючи його елементи
матрицями та їх алгебраїчнi операцiї. Це є корисним методом, оскiльки те-
орiя зображень зводить проблеми в абстрактнiй алгебрi до задач в лiнiйної
алгебри - предметi, який добре розумiється.

Теорiя зображень має багато застосувань, починаючи вiд теорiї чисел i ком-
бiнаторики до геометрiї, теорiї ймовiрностей, квантової механiки та квантової
теорiї полiв. Теорiя зображень також важлива у математичнiй фiзицi, оскiль-
ки, наприклад, вона описує як група симетрiї фiзичної системи впливає на
розв’язок рiвнянь, що описують цю систему.

Зокрема, дуже важливим питанням є теорiя *-зображень скiнченнопоро-
джених алгебр. Зображення таких алгебр використовуються для вивчення
конфiгурацiй пiдпросторiв простору Гiльберта, якщо задано кути мiж пiдпро-
сторами. Вони також кориснi при вивченнi ортоскалярних зображень графiв
та частково впорядкованих множини, сiмейства операторiв, задовольняють
лiнiйним спiввiдношенням i т. д. Серед застосувань теорiї *-зображень варто
згадати :
а) побудова та вивчення моделей квантової фiзики;
б) доведення структурних теорем для алгебраїчно визначених класiв опера-
торiв на гiльбертовому просторi;
в) побудову некомутативних ймовiрнiсних просторiв та некомутативних ана-
логiв класичних випадкових процесiв.

Починаючи з 70-х рокiв 20го столiття дуже активно почалося вивчення
C* - алгебри, породженої iзометрiями та частковими iзометрiями. Такi С* -
алгебри мають тiсний зв’язок з алгебрами породженими деформацiями кано-
нiчних комутцiйних та антикомутацiйних спiввiдношень квантової механiки.
Також цi алгебри важливою складовою некомутативної геометрiї та опера-
торної K-теорiї.

Мета роботи: Отримати структурнi теореми для пари сильно комутуючих
та деформовано сильно комутуючих часткових iзометрiй та отримати повну
класифiкацiю таких пар в незвiдному випадку.

Робота складається з 3 роздiлiв. В першому роздiлi зосередженi теореми
та визначення вiдомостей з лiнiйної алгебри та теорiї гiльбертових просторiв
для подальшої роботи необхiдних для розумiння основних роздiлiв. Також
тут викладено елементи теорiї зображень та теорiї С*-алгебр, визначається
поняття iзометричного оператора, наводиться теорема про розклад Вольда.

В другому роздiлi наводяться означення та основнi структурнi результати
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щодо часткових iзометрiй.
Основнi результати зосередженi в роздiлi №3, а саме доведено теорему №3.2

та №3.3, де отримано опис незвiдних зображень пар центрованих часткових
iзометрiй, що задовольняють умовам сильної комутацiї та деформовано силь-
ної комутацiї з точнiстю до унiтарних еквiвалентностей.
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1 Необхiднi вiдомостi з лiнiйної алгебри

1.1 Скiнченновимiрнi гiльбертовi(унiтарнi) простори
Нехай V - скiнченновимiрний векторний простiр над полем C комплексних

чисел.

Визначення 1.1.1. Числова функцiя

(·, ·) : V × V → C

називається скалярним добутком в V, якщо воно задовольняє наступним
аксiомам:
1) (x, x) ≥ 0 для будь-якого x ∈V, (x, x) = 0 ⇔ x = 0;
2) (x, y) = (y, x), x,y ∈V;
3) (αx + β, z) = α(x, z) + β(y, z), x,y,z ∈V, α,β ∈ C.

Визначення 1.1.2. Скiнченновимiрний векторний простiр V зi скалярним
добутком (· , ·) називається унiтарним простором або скiнченновимрiним
гiльбертовим простором.

Надалi скiнченновимiрнi гiльбертовi(унiтарнi) простори будем позначати
через H.

Визначення 1.1.3. Число

‖x‖ =
√
(x, x)

називається нормою вектора x ∈ H.

Зауваження. Функцiя ‖x‖ =
√
(x, x) задовольняє аксiомам норми, а саме :

1) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
2) ‖αx‖ =|α|‖x‖;
3) ‖x+ y‖ ≥ ‖x‖ + ‖y‖.

Визначення 1.1.4. Вектори x, y ∈ H називаються ортогональними( по-
значається х ⊥ y), якщо:

(x, y) = 0.

Визначення 1.1.5. Нехай х, y ∈ H. Число

d(x, y) = ‖x− y‖

називається вiдстанню мiж векторами x i y.
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Твердження 1.1. Функцiя d : H × H → [0, +∞) задовольняє наступним
умовам:
1) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y, x, y ∈ H;
2) d(x, y) = d(y, x), x, y ∈ H;
3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(x, z), x, y, z ∈ H.

1.2 Ортогональнi системи векторiв. Базиси
Визначення 1.2.1. Система ненульових векторiв G ⊂ H називається ор-
тогональною, якщо (x, y) = 0 для будь-яких x, y ∈G, x 6= y.

Визначення 1.2.2. Система векторiв G ⊂ H називається ортонормова-
ною, якщо для будь-яких х, y ∈G

(x, y) = δx,y =

{
1 , якщо x = y,
0 , якщо x 6= y.

Визначення 1.2.3. Ортогональна система векторiв G ⊂ H називається
повною, якщо вона не мiститься в жоднiй iншiй ортогональнiй системi.

Визначення 1.2.4. Система векторiв G =
{
e1, e2, . . . , en

}
являється ор-

тонормованим базисом скiнченновимiрного гiльбертового простору H, якщо
1) Система являється повною : C<G> = H;
2) Система являється ортонормованою:

(ei, ej) = δx,y =

{
1 , якщо i = j,
0 , якщо i 6= j.

Теорема 1.1. В кожному скiнченновимiрному гiльбертовому просторi H
iснує ортонормований базис.

1.3 Лiнiйнi оператори в H
Нехай H - гiльбертiв простiр.

Визначення 1.3.1. Вiдображення А : H → H називається лiнiйним опера-
тором, якщо

A(αx + βy) = αAx + βAy.

для будь-яких x, y ∈ H, α, β ∈ C.

Позначимо через B(H) множину всiх лiнiйних операторiв в гiльбертовому
просторi H. А в B(H) визначенi наступнi алгебраїчнi операцiї:
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(A+B)x = Ax + Bx, A, B ∈B(H), x ∈ H;
(λA)x = λAx, A ∈ B(H). λ ∈ C, x ∈ H;
(AB)x = A(Bx), A, B ∈ B(H), x∈ H.

Вiдносно введених операцiй B(H) являється алгеброю з одиницею. Роль
одиницi в B(H) грає тотожний оператор I:

Ix=x, x ∈ H,

а роль нуля - нульовий оператор:

0x = 0, x ∈ H.

Оператори А та В з B(H) називаються комутуючими, якщо AB = BA. А
оператор

[A,B] = AB −BA

називається комутатором операторiв А та В.
Нехай H - n-мiрний гiльбертiв простiр i оператор А ∈ В(Н). Тодi для

будь-якого y ∈ Н функцiя

x → (Ax, y)

визначає лiнiйний функцiонал fy ∈ H такий, що

fy(x) = (Ax, y) = (x, y1).

Визначимо оператор H 3 y → y1 ∈ H, який позначимо через

А* y = y1.

Твердження 1.2. A* - лiнiйний оператор.

Визначення 1.3.2. Лiнiйний оператор А*, що визначається рiвнiстью

(Ax, y) = (x, A*y), x, y ∈ H

називається спряженим до оператора А.

Визначення 1.3.3. Вiдображення

B(H) 3 A → A* ∈ B(H)

називається iнволюцiєю в B(H).

Твердження 1.3. Iнволюцiя в B(H) має такi властивостi:
1) (AB)* = B*A*;
2) (A*)* = A;
3) (A + B)* = A* + B*;
4) (λA)* = λA*;
5) I* = I;
6) Якщо А 6= B, то A* 6= B*.
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Твердження 1.4. Для будь-якого А ∈ B(H) має мiсце рiвнiсть:
‖A∗‖ = ‖A‖.

Визначення 1.3.4. Лiнiйний оператор A ∈ B(H) називається самоспряже-
ним(або ермiтовим), якщо A = A*, тобто якщо для будь-яких x, y ∈ H має
мiсце рiвнiсть:

(Ax, y) = (x, Ay).

Позначимо через Bh(H) множину всiх самоспряжених операторiв з В(Н).

Твердження 1.5. Нехай А ∈ B(H). Оператор А ∈ Bh(H) тодi i лише тодi,
коли (Ах, х) ∈ R для будь-якого х ∈ H.

Твердження 1.6. Кожний лiнiйний оператор A ∈ B(H) однозначно пред-
ставляється у виглядi

A = A1 + iA2,

де A1, A2 ∈ B(H).

1.4 Ортопроектори
Визначення 1.4.1. Нехай Н - гiльбертiв простiр, М - лiнiйний пiдпростiр
в Н, де Н = М ⊕M⊥. Тодi будь-який вектор х ∈ H однозначно представлен
у виглядi

x = y + z,

де у ∈ M, z ∈M⊥.

Визначення 1.4.2. Лiнiйний оператор PM ∈ B(H) такий, що

PMx = y,

називається ортопроектором на пiдпростiр М.

Позначимо множину всiх ортопроекторiв гiльбертового простору Н через
Р(Н).

Твердження 1.7. Якщо Р ∈ P(H), то для будь-якого х ∈ H має мiсце
нерiвнiсть:

‖Px‖ ≤ ‖x‖.
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1.5 Унiтарнi оператори та iзометрiя
Визначення 1.5.1. Оператор U ∈ B(H) називається унiтарним, якщо

UU* = U*U = I,

тобто, якщо U* = U−1.

Визначення 1.5.2. Оператор U ∈ B(H) називається iзометричним або
iзометрiєю, якщо

U*U = I.

Визначення 1.5.3. Оператор U ∈ B(H) називається коiзометричним або
коiзометрiєю, якщо

UU* = I.

Твердження 1.8. Наступнi властивостi оператора U ∈ B(H) еквiвален-
тнi:
1) Оператор U iзометричний;
2) (Ux, Uy) = (x, y) для будь-яких x, y ∈ H;
3) ‖Ux‖ = ‖x‖ для будь-яких х ∈ H.

Твердження 1.9. Для того щоб оператор U ∈ B(H) був унiтарним, необ-
хiдно i достатньо, щоб вiн був iзометричним.

Позначимо через U(H) множину всiх унiтарних оперiторiв U в В(Н). Оче-
видно, що тотожний оператор I ∈ B(H).

Твердження 1.10. Для унiтарних операторiв справедливi наступнi твер-
дження:
1) Якщо U, V ∈ U(H), то UV ∈ U(H);
2) Якщо U ∈ U(H), то U−1 ∈ U(H).

Твердження 11 показує, що множина всiх унiтарних операторiв U(H) утво-
рює групу, яка називається унiтарною групою або групою унiтарних опера-
торiв.

Твердження 1.11. Нехай U ∈ U(H). Тодi
1) ‖U‖ = 1;
2) ‖A‖ = ‖UA‖ = ‖AU‖ для будь-якого оператора А ∈ B(H).

1.6 Тензорний добуток
Визначення 1.6.1. Нехай S i T - векторнi простори над полем C. Розгля-
немо пари векторiв (x, y) при x ∈ S, y ∈ T та їх суми
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(x1, y1) + (x2, y2) + ...+ (xk, yk).

Введемо наступнi еквiвалентностi:
1) (αx, y) ∼ (x, αy), для α ∈ R;
2) (x1, y) + (x2, y) ∼ (x1 + x2, y);
3) (x, y1) + (x, y2) ∼ (x, y1 + y2).

Клас еквiвалентностi, що мiстить суму пар

(x1, y1) + (x2, y2) + ...+ (xk, yk)

будемо позначати

x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2 + . . .+ xk ⊗ yk.

Нехай дано два простори V та W, на кожному з них заданий лiнiйний
оператор A ∈ End(V ) та B ∈ End(W ), де End - гомоморфiзм. Визначимо
тодi лiнiйний оператор A⊗B на просторi V ⊗W за правилом

(A⊗B)(v ⊗W ) = Av ⊗Bw.

Нехай оператор А в базисi e1, ..., em записується матрицею A = (aij), а
оператор B в базисi f1, f2, ..., fn записується матрицею В. Тодi легко побачити,
що матриця оперiторiв A⊗B в базисi

e1 ⊗ f1, e1 ⊗ f1, ..., e1 ⊗ fn, e2 ⊗ f1, ..., em ⊗ fn

записується у виглядi: 
a11B a12B . . . a1mB
a21B a22B . . . a2mB
... ... . . . ...

am1B am2B . . . ammB


.

З цього запису слiдую те, що tr(A⊗B) = trA ∗ trB.

1.7 Елементи теорiї зображень
Для будь-якого векторного простору V над полем комплексних чисел C ми

будемо позначати Lin(V) як алгебру(асоцiативну) всiх лiнiйних операторiв на
V. Якщо простiр V скiнченновимiрний, то лiнiйнi оператори можна задава-
ти матрицями в будь-якому базисi i таким чином встановлюєтьс iзоморфiзм
алгебри Lin(V) та алгебри матриць Mn(C) (де n = dimV).

Наведемо основнi означення та конструкцiї теорiї зображень.

Визначення 1.7.1. Лiнiйним зображенням множини Х в векторному про-
сторi V називається будь-яке вiдображення

π : X → Lin(V )
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Простiр V називається простором зображення, а його розмiрнiсть - роз-
мiрнiстью зображення. Оператори π(x), x ∈ X називаються операторами
зображення.

Лiнiйне зображення групи визначається умовами

π(xy) = π(x)π(y), π(e) = ε

а лiнiйне зображення асоцiативної алгебри - умовами

π(x+y) = π(x) + π(y), π(xy) = π(x)π(y),
π(λx) = λπ(x), λ ∈ C.

Визначення 1.7.2. Нехай π : X → Lin(V) i S : X → Lin(U) - два лiнiйних
зображення множини Х над одним i там самим полем. Морфiзмом зобра-
ження R в зображення S називається будь-яке вiдображення ϕ : V → U з
наступною властивiстю: для будь-якого x ∈ X дiаграма

комутативна.

Обернений морфiзм називається iзоморфiзмом зображень. Лiнiйнi зобра-
ження R та S називаються iзоморфними, якщо iснує iзоморфiзм зображення
R в зображення S. Позначається R ' S.
Приклад 1.1. Лiнiйне зображення одноелемнтної множини - це просто один
лiнiйний оператор в деякому просторi. Два лiнiйних зображення одноелемен-
тної множини над алгебраїчно замкнутим полем iзоморфнi тодi i лише тодi,
коли матрицi вiдповiдних лiнiйних операторiв зводяться до однiєї i тiєї ж
самої жорданової форми. Таким чином в такому випадку класи iзоморфних
зображень параметризуються жордановими матрицями.

Кожне лiнiйне зображення π : X → Lin(V) можна розглядати як лiнiйне
зображення над будь-яким розширенням Lin, продоживши оператори зобра-
ження до лiнiйних операторiв в просторi V(L). В базисi простору V(L), скла-
деному з векторiв простору V, продовжене таким чином зображення буде
задаватися такими ж матрицями, як i вихiдне зображення.

Для розумiння структури лiнiйних зображеннь важливу роль грають iнва-
рiантнi пiдпростори. Нехай задано зображення π : X → Lin(V), пiдпростiр U
⊂ V називається iнварiантним вiдносно зображення π, якщо воно iнварiан-
тно вiдносно всiх операторiв цього зображення. Очевидно, що сума i перетин
iнварантних пiдпросторiв є iнварантними пiдпросторами.
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З кожним iнварiантним пiдпростором U ⊂ V зв’язанi два нових зображе-
ння множини Х : пiдзображення πU : X → Lin(U), πU(x) = π(x)|V , та
факторзображення πV/U : X → Lin(V/U), πV/U(x)(V + U) = π(x)V + U

Зображення πU(вiдповiдно πV/U) однозначно визначається тiєю ж власти-
вiстю, що i тотожне вкладення U → V (вiдпвiдно канонiчне вiдображення
V → V/U) являється морфiзмом зображень.

В матричнiй формi це виглядає наступним чином: якщо базис простору V
обран так, що деяке число перших базисних векторiв утворює базис iнварi-
антного простору U, то

π(x) =

(
πU(x) ∗
0 πV/U(x)

)
Визначення 1.7.3. Лiнiйне зображення π : X → Lin(V) називається не-
звiдним, якщо V 6= 0 та не iснує нетривiальних пiдпросторiв U ⊂ V, iнва-
рiантних вiдносно π.

Теорема 1.2. Кожний морфiзм незвiдних зображень є або iзоморфiзм, або
вiдображення.

Надалi без спецiальних обумовлень будемо припускати, що всi розглянутi
лiнiйнi зображення - скiнченновимiрнi.

Визначення 1.7.4. Лiнiйне зображення π : X → Lin(V) називається цiл-
ком звiдним, якщо для будь-якого iнварiантного пiдпростору U ⊂ V є iнва-
рiантний додатковий пiдпростiр W.

Зауважимо, що будь-яке незвiдне зображення є цiлком звiдним.
Приклад 1.2. Формула

π(t) =

(
et 0
0 e−t

)
, (t ∈ R)

задає двухвимiрне дiйсне лiнiйне зображення адитивної групи R. Нетривiаль-
нi iнварiантнi пiдпростори - це тiльки одновимiрнi пiдпростори, натянутi на
базиснi вектори. Оскiльки цi пiдпростори є додатковими один до одного, то
зображення π є цiлком звiдним.

Нехай А - асоцiативна алгебра. Тодi формула

π(a)x = ax (a, x ∈ A)

визначає лiнiйне зображення π алгебри А в своєму власному просторi, що
називається її регулярним(лiвим) зображенням.

Пiдкреслемо, що саме це є зображенням алгебри, тобто

π(a+ b) = π(a) + π(b), π(ab) = π(a)π(b), π(λa) = λπ(a)
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Теорема 1.3. 1) Якщо зображення π : X → Lin(V) є цiлком звiдним, то
простiр V може бути розкладений в пряму суму мiнiмальних iнварiантних
пiдпросторiв.(Мiнiмальним iнварiантним пiдпростором будемо називати
пiдпростiр, що є мiнiмальним серед ненульових iнварiантних пiдпросто-
рiв.)
2) Навпаки, якщо простiр V може бути розкладений в суму( не обов’яхково
пряму) мiнiмальних iнварiантних пiдпросторiв V1, . . . , Vm, то пiдпростiр π
є цiлком звiдним для будь-якого iнварiантного пiдпростору U ⊂ V, в якостi
iнварiантного додаткового пiдпростору може бути сума деяких з Vi.

Визначення 1.7.5. Сумою лiнiйних зображень πi : X → Lini(V ), i=1,. . . ,m
називається лiнiйне зображення

π = π1 ⊕ . . .⊕ πm : X → Lin(V1 ⊕ . . .⊕ Vm),

що визначається за формулою

π(x)(v1, . . . , vm) = (π1(x)v1, . . . , πm(x)vm).

В матричному записi сума виглядає так

π(x) =


π1(x) 0 . . . 0
0 π2(x) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . πm(x)

 .

1.8 C* - алгебра
Почнемо з визначення деяких понять, якi мають сенс для будь-якої алгебри

з iнволюцiєю.
Iнволюцiя алгебри А - це лiнiйно спряжене вiдображення a → а*, таке

що a** = a та (ab)* = b*a* для будь-яких елементiв a, b ∈ A. Пара (A, *)
називається iнволютивною алгеброю або *-алгеброю.

Банаховою *-алгеброю називається *-алгебра А, в якiй норма та операцiя
множення зв’язанi наступним чином:

||ab|| 6 ||a|| ||b||

Визначення 1.8.1. C*-алгеброю називається банахова алгебра А, в якiй
визначена iнволюцiя a → a*, що задовольняє умовi: (ab)* = b*a* для будь-
яких a,b ∈ A та для всiх a ∈ A виконується рiвнiсть

||a∗a|| = ||a||2

Визначення 1.8.2. Нехай В - банахова алгебра з одиницею 1 (тобто вона
мiстить елемент 1, такий що 1*x =x*1=x ∀x ∈ B). Спектром елемента
x ∈ B називається множина тих комплексних чисел λ, для яких елемент
x− λ1 незвiдний:
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sp x = {λ ∈ C : x− λ1 незвiдний }

Визначення 1.8.3. Спектральним радiусом r(x) елемента x ∈ B називає-
ться максимум модуля елементiв sp x(або теж саме, що i радiус наймен-
шого замкненого круга в C з цетром в нулi, що мiстить sp x)

1.9 Однобiчний зсув та розклад Вольда
Визначення 1.9.1. Для x ∈ `2(N) однобiчний зсув це такий оператор S :
`2(N)→ `2(N) визначений таким чином

Sx = S(x0, x1, x2, ...) = (0, x0, x1, ...)

та в термiнах стандартного базису в `2(N) такий що Sen = en+1.

Теорема 1.4. 1) Однобiчний зсув - це iзометрiя(тобто ||Sx|| = ||x|| − x ∈
`2).
2) В спряженому операторi S∗ однобiчного зсуву наступна форма:

S∗(a0, a1, a2, ...) = (0, a0, a1, ....)

для всix (a0, a1, a2, ...) ∈ `2.

Доведення. Щоб довести 1) треба показати, що ||(a0, a1, a2, ..)|| = ||(0, a0, a1, a2, ...)||.
Але це тривiально оскiльки

∞∑
k=0

|ak|2 = |0|2 +
∞∑
k=1

|ak−1|2.

Щоб довести 2), нехай А - це оператор визначений таким чином:A(a0, a1, a2, a3, ...) =
(a1, a2, a3, a4, ...). Нехай x = (a0, a1, a2, ...) та y = (b0, b1, b2, ...) будь-якi два ве-
ктори. Вiдзначимо те, що

(Sx, y) = ((0, a0, a1, a2, ...), (b0, b1, b2, b3, ...)) =
∑∞

k=1 ak−1bk

та

(x,Ay) = ((0, a0, a1, a2, ...), (b0, b1, b2, b3, ...)) =
∑∞

k=1 akbk+1

Оскiльки цi суми еквiвалентнi, то з цього слiдує, що A = S∗.

Теорема 1.5. (Розклад Вольда) Нехай S : H → H - це iзометрiя гiльбер-
тового простору Н. Тодi має мiсце розклад простору Н в пряму суму двох
взаємно ортогональних пiдпросторiв

H = H1 ⊕H2,

таке що
1) H1 та H2 є звуженням до S;
2) Звуження S на H2 є унiтарним оператором;
3) Звуження S на H1 унiтарно еквiвалентне однобiчному зсуву.
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2 Часткова iзометрiя та її властивостi
Нехай Н - гiльбертiв простiр та В(Н) - простiр всiх обмежених лiнiйних опе-

раторiв Н. Оператор Р ∈ B(H) будемо називати оператором ортогонального
проектування, якщо P 2 = P = P ∗.

Частковi iзометрiї утворюють привабливий i важливий клас операторiв.
Визначення просте: часткова iзометрiя є оператором обмеженням якого до
ортогонального доповнення його нульового простору є iзометрiя. Частковi
iзометрiї вiдiграють важливу роль в теорiї операторiв, вони наприклад, вхо-
дять в теорiю полярного розкладання довiльних операторiв, i вони станов-
лять нарiжний камiнь теорiї розмiрностей алгебр фон Неймана. Є багато зви-
чних прикладiв часткової iзометрiї: кожна iзометрiя - одна, кожен унiтарний
оператор - лише один, i кожна проекцiя одна.

Визначення 2.0.1. Оператор S називається частковою iзометрiєю, якщо
S : H → H, де H = KerS ⊕ (KerS)⊥ та ∀x, y ∈ (KerS)⊥ виконується
(Sx, Sy) = (x, y).

Твердження 2.1. Якщо S ∈ B(H), де S - часткова iзометрiя, то

S*S - ортогональний преоктор ⇔ SS* - ортогональний проектор.

Доведення. 1) Доведемо спочатку (S∗S)2 = S∗S ⇒ SS∗ = (SS∗)2.

(SS∗)3 = SS∗SS∗SS∗ = S(S∗S)2S∗ = SS∗SS∗ = (SS∗)2.

Позначимо SS* = Q. Так як (SS∗)∗ = (S∗)∗S∗ = SS∗, то i Q - самоспряжений
оператор Q* = Q, тодi i Q3 = Q2.

Q3 −Q2 = 0
Q2(Q− 1) = 0

За теоремою про розщеплення H = KerQ2⊕Ker(Q−1). Покажемо, що якщо
Q = Q* ⇒ KerQ2 = KerQ. KerQ ⊂ KerQ2, бо Qx = 0 ⇒ Q2x = 0. Далi
покажемо, що KerQ ⊃ KerQ2. Нехай x ∈ KerQ2, Q2x = 0, тодi скалярний
добуток

(Q2x, x) = 0⇒ (QQx, x) = 0⇒ (Qx,Qx) = 0⇒ Qx = 0.

Отже, ми показали що x ∈ KerQ, а оскiльки x ∈ KerQ2, то KerQ =
KerQ2. Звiдси H = KerQ⊕Ker(Q− 1).

KerQ = {v|Qv = 0},
Ker(Q− 1) = {v|(Q− 1)v = 0} = {v|Qv = v},

тодi остаточно KerQ дорiвнює власному пiдпростору, що вiдповiдає числу 0,
а Ker(Q-1) дорiвнює власному пiдпростору, що вiдповiдає числу 1, тобто H =
H0 ⊕H1.
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Отже, якщо вiзьмемо базис Н, що складається з ортонормованого базиса
H0 та ортонормованого базиса H1, то оператор Q буде

Q =

 0
... 0

· · · ... · · ·
0

... 1


, або Q = 0 , або Q = 1, але незалежно вiд результату Q2 = Q. Тобто, ми
довели, що якщо Q - самоспряжений (Q∗ = Q), Q3 = Q2 ⇒ Q2 = Q.

2) Доведемо, що (S∗S)2 = S∗S ⇐ SS∗ = (SS∗)2.

(S∗S)3 = S∗SS∗SS∗S = S(SS∗)2S = S∗SS∗S = (S∗S)2.

Позначимо S*S = Q. Так як (S∗S)∗ = S∗(S∗)∗ = S∗S, то i Q - самоспряже-
ний оператор Q* = Q, тодi i Q3 = Q2. Аналогiчним чином до попереднього
доведення якщо Q - самоспряжений (Q∗ = Q), Q3 = Q2 ⇒ Q2 = Q.

Теорема 2.1. Нехай S : H → H, S - часткова iзометрiя, тодi i лише тодi
коли виконуються еквiвалентнi умови:
1) S∗S = P1, SS

∗ = P2 - оператори ортогонального проектування.
2) Або S∗S, або SS∗ є оператором ортогонального проектування.
3) S∗SS∗ = S∗ ⇔ SS∗S = S.

Доведення. 2) Доведемо, що S є частковою iзометрiєю ⇒ S∗S - оператор ор-
тогонального проектування. S∗S - ортогональне проектування на K⊥, тобто
якщо х = y + z, де y ∈ K, z ∈ K⊥, то S∗Sx = z. Нехай y ∈ K, тодi

S∗Sy = S∗(0) = 0.

Нехай z ∈ K⊥, покажемо що S∗Sz = z. Для довiльного вектора u ∈ H

(u, S∗Sz) = (u, z)

виконується тодi i лише тодi, коли S∗Sz = z. Запишемо u = u1 + u2, де
u1 ∈ K, u2 ∈ K⊥, тодi

(u1 + u2, S
∗Sz) = (S(u1 + u2), Sz) = (Su1 + Su2, Sz)

Su1=0
= (Su2, Sz) = (u2, z),

бо S - часткова iзометрiя i за означенням u2, z ∈ (KerS)⊥.
Тобто,

(u, S∗Sz) = (u2, z)
(u, z) = (u1 + u2, z) = (u1, z) + (u2, z) = (u2, z),

бо u1 ∈ K, z ∈ K⊥, звiдси їх скалярний добуток рiвний (u1, z) = 0. Отже,
∀u ∈ H

(u, S∗Sz) = (u2, z) = (u, z)⇒ S∗Sz = z.
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Оскiльки ∀z ∈ K⊥ та ∀y ∈ K, S∗Sz = z та S∗Sy = 0, то можемо ствер-
джувати, що S∗S - ортогональний проектор на K⊥.

Доведемо тепер, що якщо S∗S - ортогональний проектор ⇒ S - часткова
iзометрiя.

Нехай P = S∗S, покажемо, що (Sx, Sy) = (x, y),∀x, y ∈ (KerS)⊥. Як
вiдомо, KerS = KerS∗S або (KerS)⊥ = Ker(S∗S)⊥ = KerP⊥ = L, бо
H = L⊕ L⊥ i тому L - пiдпростiр на який проєктує ортогональний проектор
P. Оскiльки P - це проектор на L, то

Py = y, ∀y ∈ L = KerP⊥ = KerS⊥.

Так як P = S∗S, то i

S∗Sy = y, ∀y ∈ KerS⊥.
Отже, маємо ∀x, y ∈ KerS⊥

(Sx, Sy) = (x, S∗Sy) = (x, y).

Остаточно, S - часткова iзометрiя⇔ S∗S або SS∗ - ортогональнi проектори,
оскiльки S∗S - ортогональний проектор ⇔ SS∗ - ортогональний проектор.//
3) Якщо x ∈ RanS, х = Sy, то

S∗SS∗x = S∗SS∗Sy = S∗Sy = S∗x.

Те саме можемо довести для x ∈ RanS, x = lim
n→∞

Syn.

S∗SS∗x = lim
n→∞

S∗SS∗Syn = lim
n→∞

S∗Syn = S∗x.

H = RanS ⊕ KerS*. Для x ∈ RanS ми вже довели,що S*SS*x = S*x. Нехай
y ∈ KerS*, тодi

S∗SS∗y = S∗y = 0

Тепер для ∀ z ∈ H, z = x + y, де x ∈ RanS, a y ∈ KerS*

S∗SS∗z = S∗SS∗x+ S∗SS∗y = S∗x+ S∗y = S∗(x+ y) = S∗z.

Отже, ми довели, що (S∗S)2 = S∗S ⇒ S∗SS∗ = S∗.
Доведемо тепер, що (SS∗)2 = SS∗ ⇒ SS∗S = S. Для x ∈ RanS, де x = S*y

SS∗Sx = SS∗SS∗y = SS∗y = Sx.

Нехай y ∈ KerS*, тодi

SS∗Sy = Sy = 0.

Тодi для ∀z ∈ H = RanS ⊕KerS∗

SS∗Sz = SS∗Sx+ SS∗Sy = Sx+ Sy = S(x+ y) = Sz.

Остаточно, ми показали, що (SS∗)2 = SS∗ ⇒ SS∗S = S. Отже, оскiльки за
попереднiм твердженням

(S∗S)2 = S∗S ⇔ (SS∗)2 = SS∗,

Та вiдомо, що
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(S∗S)2 = S∗ ⇒ S∗SS∗ = S∗ та (SS∗)2 = SS∗ ⇒ SS∗S = S

То

S∗SS∗ = S∗ ⇔ SS∗S = S.

Визначення 2.0.2. Оператор S в просторi H називається центрованою
частковою iзометрiєю, якщо Sk також є центрованою частковою iзоме-
трiєю для k = 1, 2, 3, . . ..
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3 Незвiднi набори комутуючих центрованих час-
ткових iзометрiй

Теорема Вольда – фон Неймана говорить, що кожна iзометрiя в гiльберто-
вому просторi є прямою сумою унiтарного оператора та одностороннiх зсу-
вiв. Халмош i Уолен довели подiбний результат для центрованих часткових
iзометрiй. Їх теорема говорить, що кожна центрованая часткова iзометрiя є
прямою сумою унiтарного оператора, деяких одностороннiх (прямих) зсувiв,
деяких зсувiв назад i деяких усiчених зсувiв на скiнченновимiрних просторах.

Ми будемо використовувати основнi властивостi часткових iзометрiй. На-
приклад, дуже допоможе та властивiсть, що якщо V i W частковi iзометрiї,
то VW є частковою iзометрiєю тодi i лише коли проектор V*V комутує з про-
ектором WW*. Оператор S є центрованою частковою iзометрiєю, якщо Sn є
частковою iзометрiєю для всiх n ≥ 0 i тодi {SnS∗n} ∪ {S∗nSn} - комутуюча
сiм’я проекторiв.

Приклади центрованих часткових iзометрiй включають унiтарнi операто-
ри, одностороннi зсуви S на `2, зсуви назад S* та усiченi зсуви Jp що визна-
чаються в термiнах звичайного базису як Jpen = en+1 для n < p та Jpep = 0.
Теорема Халмоша – Уолена говорить, що з цих прикладiв можна побудувати
кожну центровану часткову iзометрiю.

Теорема 3.1. (Халмоша-Уолена)
Нехай Т - це центрованая часткова iзометрiя на гiльбертовому просторi

H та нехай P та Q - це ортогональнi проектори на ∩∞n=1S
nH та ∩∞n=1S

∗nH
вiдповiдно. Тодi PQ = QP та пiдпростори

Hu := PQH,
Hs := (1− P )QH,
Hb := (1−Q)PH

Hp :=
∑p

n=1(S
n−1S∗n−1 − SnS∗n)(S∗p−nSp−n − S∗p−n+1Sp−n+1)H

задовольняють

H = Hu ⊕Hs ⊕Hb ⊕ (
⊕∞

p=1HP ).

Також маємо такi гiльбертовi простори Ms, Mb та {Mp : p ≥ 1} такi
що:
1) S|Hu

є унiтарним;
2) S|Hs

унiтарно еквiвалентно S ⊗ 1 на `2(N)⊗Ms;
3) S|Hb

унiтарно еквiвалентно S* ⊗ 1 на `2(N)⊗Mb;
4) Для p ≥ 1, S|Hp

унiтарно еквiвалентно Jp⊗ 1 на (Cp)⊗Mp.

Теорема 3.2. (Про незвiднi зображення пари сильно комутуючих частко-
вих iзометрiй )

Нехай S1, S2 - центрованi частковi iзометрiї та
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S∗1S2 = S2S
∗
1

S1S2 = S2S1.

В незвiдному зображеннi можливi такi варiанти:
1) S1 = S ⊗ 1,
S2 = 1⊗ S та H = l2 ⊗H1;

2) S1 = S∗ ⊗ 1,
S2 = 1⊗ S та H = l2 ⊗H1;;

3) S1 = eiφ ∗ 1,
S2 = S та H = H1;

4) S1 =


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
... ... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 0

⊗ 1,

S2 = 1⊗ S та H = Cn ⊗H1.
де S1 - деяка скiнченна жорданова клiтка з нулем на дiагоналi.

В цих випадках S - незвiдна центрована часткова iзометрiя на просторi
H1, а S - однобiчний зсув. В свою чергу, S належить до такої множини
операторiв S ∈ {S, S∗, eiφ2, Jk(0)}, де Jk(0) - жорданова клiтка з нулем на
дiагоналi.

Тепер розглянемо випадок деформованих комутацiйних спiввiдношень мiж
центрованими частковими iзометрiями.

Теорема 3.3. Нехай S1, S2 - центрованi частковi iзометрiї та

S∗1S2 = µS2S
∗
1

S2S1 = µS1S2.

Позначимо t(µ) =


1 0 0 . . .
0 µ 0 . . .
0 0 µ2 . . .
... ... ... . . .

 , Tk(µ) =


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µk−1

 , |µ| = 1.

Тодi маємо такi незвiднi набори:
1) S1 = U1,
S2 = U2, де {U1, U2} - незвiдний набiр унiтарних операторiв таких що:

U2U1 = µU1U2;

2) S1 = T ⊗ 1,
S2 = t(µ)⊗ S;

3) S1 = T ∗ ⊗ 1,
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S2 = t(µ)⊗ S;
4) S1 = t(µ) ∗ eiφ1,
S2 = T ;

5) S1 = t(µ) ∗ eiφ1,
S2 = T ∗,

6) S1 = Tk(µ) ∗ eiφ1,
S2 = Jk(0).

Доведення. Розкладемо весь простiр Н в пряму суму пiдпросторiв, де кожен
з них iнварiантний вiдносно S1, S

∗
1 :

H = H1 ⊕H2 ⊕H3 ⊕H4,

та на котрих, наприклад для першого випадку, S1 = U на H1; S1 = T ⊗ 1 на
H2; S1 = T ∗ ⊗ 1 на H3 та в свою чергу

H4 = H
(1)
4 ⊕H

(2)
4 ⊕ . . .

де S1 обемежене на H(j)
4 .

Розглянемо такi проектори P1, P2, P3, P4 на H1, H2, H3, H4. Аналогiчно до
теореми про комутуючих можемо покaзати, що S2 комутує з усiма цими про-
екторами

S2Pj = PjS2,
S∗2Pj = PjS

∗
2 .

Зокрема, це означає, що S2, S
∗
2 залишають всi пiдпростори H1, H2, H3, H4

iнварiантними. Напри
Отже, маючи тепер що

S2, S
∗
2 : H4 → H4

та оскiльки H4 розкладений як H4 = H
(1)
4 ⊕ H

(2)
4 ⊕ . . ., то так само як i в

комутативному випадку нехай P (j)
4 - проектор на H(j)

4 в просторi H4 та вiн
комутує з операторами S2 та S∗2 :

S∗2P
(j)
4 = P

(j)
4 S∗2

S2P
(j)
4 = P

(j)
4 S2

Звiдси, випливає, що цi пiдпростори H(j)
4 теж iнварiантнi:

S2, S
∗
2 : H

(j)
4 → H

(j)
4

.
Як висновок, якщо набiр {S1, S

∗
1 , S2, S

∗
2} - незвiдний, то весь простiр

H =


H1, або
H2, або
H3, або

H
(j)
4 для деякого j.
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Тепер почнемо перебирати можливi варiанти:
а) Якщо H = H1, тодi S1 = U - унiтарний оператор, при цьому

S2U = µUS2

U ∗S2 = µS2U
∗

Тут тепер вiдносно S2 розкаладаємо Н:

H = F1 ⊕ F2 ⊕ F3 ⊕ F4,

а це означає, що U залишає всi пiдпростори Fi iнварiантними:

U: F1 → F1

U: F2 → F2

U: F3 → F3

U: F4 → F4

В даному випадку робимо висновок, що U - унiтарний, а простiр

H =


F1, де S2 = v − унiтарний оператор

F2, де S2 = T ⊗ 1

F3, де S2 = T ∗ ⊗ 1

F
(j)
4 , де S2 = Jk(0)⊗ 1.

В свою чергу, звiдси маємо такi випадки:
а1) S1 = U , S2 = V , де U та V - унiтарнi оператори, для яких має мiсце така
рiвнiсть

V U = µUV .

a2) S1 = U , S2 = T ⊗1 =


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
... ... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 0

 та маємо спiввiдношення

S2U = µUS2,
U ∗S2 = µS2U

∗.

Можна побачити, що U = eiφ


1 0 . . . 0 0
0 µ ∗ 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . µn ∗ 1 0
... ... ... ... . . .

 = eiφt(µ)⊗ 1.

З незвiдностi випливає, що оператор 1 є просто одиничкою на одновимiр-
ному просторi, тому остаточно маємо

S2 = T ,
U = eiφt(µ).
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a3) S1 = U , S2 = T ∗ ⊗ 1. Аналогiчно до попередьного прикладу в цьому
випадку буде випливати, що

U =(t(µ)⊗ 1)eiφ

Та також з незвiдностi буде випливати, що оператор 1 = 1 на одновимiр-
ному просторi. Тому, остаточно, маємо

S2 = T ∗,
U = eiφ ∗ t(µ).

a4) S2 = Jk(0)⊗ 1. Як i в попереднiх прикладах буде випливати, що

U = eiφ


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µk−1

⊗ 1

де оператор 1 аналогiчно з незвiдностi стає звичайною одиницею. Тому оста-
точно маємо

S1 = U = eiφ


1 0 . . . 0
0 µ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µk−1


S2 = Jk(0).

b) Розглядаємо випадок коли H = H2, тодi S1 = T ⊗ 1. Користуючись тим,
що

S∗1S2 = µS2S
∗
1

S2S1 = µS1S2.

маємо що

S2 =


S̃2 0 . . . 0 0

0 µS̃2 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . µnS̃2 0
... ... ... ... . . .

 = t(µ)⊗ S̃2,

де S̃2 - це незвiдна центрована часткова iзометрiя. Тодi,

S̃2 =


eiφ2, або
T, або
T ∗, або
Jm(0).

Oтже, будемо мати такi випадки:

• S1 = T, S2 = eiφ2t(µ), де 1 = 1.
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• S1 = T ⊗ 1, S2 = t(µ)⊗ T .

• S1 = T ⊗ 1, S2 = t(µ)⊗ T ∗.

• S1 = T ⊗ 1, S2 = t(µ)⊗ Jm(0).

c) H = H3, a S1 має такий вигляд:

S1 = T ∗ ⊗ 1 =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

. . .


.

З того що,

S∗1S2 = µS2S
∗
1

S2S1 = µS1S2

випливає, що

S2 =


S̃2 0 . . . 0 0

0 µS̃2 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . µnS̃2 0
... ... ... ... . . .

 = t(µ)⊗ S̃2,

де S̃2 - незвiдна центрована часткова iзометрiя. Це означає, що S̃2 належить
множинi

S̃2 ∈ {eiφ2, T, T ∗, Jm(0)}.

d) Тепер H = H
(j)
4 , а S1 має такий вигляд:

S1 = Jn(0)⊗ 1 =


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
... ... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 0


Аналогiчно до попереднiх випадкiв зi спiввiдношення

S∗1S2 = µS2S
∗
2

S2S1 = µS1S2

випливає, що

24



S2 =


S̃2 0 . . . 0

0 µS̃2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µk−1S̃2

 = Dn(µ)⊗ S̃2,

S̃2 - це незвiдна центрована часткова iзометрiя, тому

S̃2 ∈ {eiφ2, T, T ∗, Jm(0)}.

Отже, пiдсумовуючи, для пари центрованих часткових iзометрiй, якi задо-
вольняють деформованим комутацiйним спiввiдношенням

S∗1S2 = µS2S
∗
1

S2S1 = µS1S2,

ми надали повний опис незвiдних зображень з точнiстю до унiтарної еквiва-
лентностi.
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Висновки
В квалiфiкацiйнiй роботi вивчаються незвiднi пари центрованих частко-

вих iзометрiй, що задовольняють умовам сильної комутацiї та деформовано
сильної комутацiї.

Основними результатами є теореми № 3.2 та № 3.3, в яких отримано повну
класифiкацiю таких пар, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi.
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