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Abstract. The paper considers methods of parametric optimization
of a dynamical system, which is described by a parametric system
of differential equations. The gradient of the functional in the form
of Boltz is found, which is the basis of methods such as gradient
descent. Another method is based on the application of the sensitivity
function.
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Анотацiя. В роботi розглядаються методи параметричної опти-
мiзацiї динамiчної системи, яка описується параметричною систе-
мою диференцiальних рiвнянь. Знайдено градiєнт функцiоналу у
формi Больца, який є основою методiв типу градiєнтного спуску.
Розгляд метод заснований на застосуваннi функцiї чутливостi.
Ключовi слова: параметрична оптимiзацiя, матриця чутливо-
стi, умови оптимальностi.

Вступ

Аналiз проблем математичного моделювання, а також прикладних за-
дач, пов’язаних iз конструюванням складних технiчних систем, показує,
що побудова математичної моделi здiйснюється в параметрично заданому
класi [1,2]. Вибiр параметрiв математичної моделi вiдображає такi її хара-
ктеристики як адекватнiсть i оптимальнiсть. Математично це означає, що
виникає задача знаходження оптимальних допустимих параметрiв систе-
ми у заданому класi, якi мiнiмiзують деякий критерiй якостi, що описує
вiдповiдну якiсть функцiонування системи. У такий спосiб виникає про-
блема параметричної оптимiзацiї системи [1–4]. Зокрема, аналогiчна про-
блематика виникає в задачах, пов’язаних з оптимiзацiєю структури систем
прискорення i фокусування [1,2]. 151



В.Т. Матвiєнко, В.В. Пiчкур, Д.I. Чернiй

В статтi ми пропонуємо один з пiдходiв до розв’язування задач пара-
метричної оптимiзацiї систем, який базується на застосуваннi варiацiйного
методу. Варiацiйний метод дозволяє побудувати градiєнт за параметрами
вiд критерiя якостi на розв’язках параметричної системи i конструювати
iтерацiйнi процедури типу градiєнтного спуску за обраними параметра-
ми [1]. Разом з тим, для збiльшення ефективностi обчислень виникає необ-
хiднiсть у побудовi методiв, якi близькi до методiв другого порядку. Один з
таких методiв, який описується в роботi, базується на властивостях функцiї
чутливостi i використовує пiдходи, характернi для методу Ньютона [5].

1. Параметрична оптимiзацiя динамiчних систем. Нелiнiйний
випадок

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї динамiчної системи

I (p) =

∫ T

t0

f0(x(t), p, t)dt+ Φ(x(T ))→ inf (1)

за умов, що
dx(t)

dt
= f(x(t), p, t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ] . (2)

Тут x = (x1, x2, . . . , xn) – вектор стану, p = (p1, p2, . . . , pm) – параметр, за
яким здiйснюється оптимiзацiя, f0(x, p, t) – неперервно диференцiйована
функцiя за x i p, f(x, p, t) = (f1(x, p, t), ..., fn(x, p, t))∗ – неперервно дифе-
ренцiйована функцiя за x та p. Припустимо, що параметр p∗ є оптималь-
ним, тобто, вiн доставляє мiнiмум функцiоналу (1).

Нехай h ∈ Rm – напрямок, за яким ми будемо здiйснювати варiацiю
функцiоналу (1). Позначимо

ϕ (α) = I (p∗ + αh)

i запишемо необхiдну умову екстремуму через першу варiацiю функцiоналу

ϕ′ (0) = δI (p∗, h) = 0.

Параметру p = p∗ + αh вiдповiдає траєкторiя x(t) = x(t, α) системи (2).
Тодi

ϕ′ (0) =

∫ T

t0

{〈
∂f0(x(t), p, t)

∂x
,
∂x(t)

∂α

〉
+

+

〈
∂f0(x(t), p, t)

∂p
, h

〉}
dt+

〈
∂Φ(x(T ))

∂x
,
∂x(T )

∂α

〉
.

Тут похiдна ∂x(t)
∂α береться в точцi α = 0. Позначимо ∂x(t)

∂α = z(t). Маємо
рiвняння в варiацiях

dz(t)

dt
=
∂f(x(t), p∗, t)

∂x
z(t) +

∂f(x(t), p∗, t)

∂p
h, z (t0) = 0. (3)152



XX Мiжнародний симпозiум «Методи дискретних особливостей в задачах
математичної фiзики/Discrete Singularities Methods in Mathematical Physics»,

МДОЗМФ/DSMMPh-2021

Тодi

ϕ′ (0) =

∫ T

t0

{〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂x
, z(t)

〉
+

+

〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂p
, h

〉}
dt+

〈
∂Φ(x(T ))

∂x
, z (T )

〉
.

(4)

Введемо спряженi змiннi ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψn)∗. Нехай

ψ (T ) = −∂Φ (x (T ))

∂x
.

Враховуючи рiвнiсть (3), одержуємо〈
∂Φ (x (T ))

∂x
, z (T )

〉
= −〈ψ (T ) , z (T )〉 = − (〈ψ (T ) , z (T )〉 − 〈ψ (t0) , z (t0)〉) =

−
∫ T

t0

d 〈z (t) , ψ (t)〉 == −
∫ T

t0

{〈
dz (t)

dt
, ψ (t)

〉
+

〈
dψ (t)

dt
, z (t)

〉}
dt.

Пiдставляємо останнiй вираз в (4). Маємо

ϕ′ (0) =

∫ T

t0

{〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂x
− dψ(t)

dt
, z (t)

〉
−

−
〈
dz(t)

dt
, ψ (t)

〉
+

〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂p
, h

〉}
dt.

Враховуємо рiвняння (3). Отримуємо таке спiввiдношення

ϕ′ (0) =

∫ T

t0

{〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂x
− dψ (t)

dt
, z (t)

〉
−
〈
∂f(x(t), p∗, t)

∂x
z (t) , ψ (t)

〉
−

−
〈
∂f(x(t), p∗, t)

∂p
h, ψ (t)

〉
+

〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂p
, h

〉}
dt =

=

∫ T

t0

{〈
∂f0(x(t), p∗, t)

∂x
− ∂f∗(x(t), p∗, t)

∂x
ψ (t)− dψ(t)

dt
, z (t)

〉
+

+

〈
−∂f

∗(x(t), p∗, t)

∂p
ψ (t) +

∂f0(x(t), p∗, t)

∂p
, h

〉}
dt.

Тодi накладаємо на функцiю ψ (t) умову

∂f0(x(t), p∗, t)

∂x
− ∂f∗(x(t), p∗, t)

∂x
ψ (t)− dψ(t)

dt
= 0. (5)

У такий спосiб

ϕ′ (0) = −
∫ T

t0

{〈
∂f∗(x(t), p∗, t)

∂p
ψ (t)− ∂f0(x(t), p∗, t)

∂p
, h

〉}
dt =

= −
〈∫ T

t0

{
∂f∗(x(t), p∗, t)

∂p
ψ (t)− ∂f0(x(t), p∗, t)

∂p

}
dt, h

〉
.

(6)

Введемо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H (x, p, ψ, t) = −f0 (x, p, t) + 〈ψ, f (x, p, t)〉 . 153
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Тодi з умови (5) випливає система для знаходження спряженої функцiї
dψ(t)

dt
= −∂H (x(t), p∗, ψ(t), t)

∂x
, ψ (T ) = −∂Φ (x (T ))

∂x
.

З (6) знаходимо варiацiю функцiоналу

ϕ′ (0) = −
〈∫ T

t0

∂H (x(t), p∗, ψ(t), t)

∂p
dt, h

〉
.

Отже,

I ′ (p∗) = −
∫ T

t0

∂H (x(t), p∗, ψ(t), t)

∂p
dt.

Алгоритм параметричної оптимiзацiї може бути реалiзований на основi
методу градiєнтного спуску [6]

p(k + 1) = p(k)− ρkI ′ (p(k)) , k = 0, 1, . . . .

Крок ρ > 0 доцiльно вибирати, згiдно методу найшвидшого спуску, як
роз’язок задачi

min
ρ∈(0,R]

I
(
p(k)− ρI ′ (p(k))

)
,

де R > 0 – параметр методу [6].
Якщо на керування задано обмеження у виглядi p ∈P, де P ∈ conv (Rm),

тодi одержуємо варiацiйну нерiвнiсть〈∫ T

t0

∂H (x(t), p∗, ψ(t), t)

∂p
dt, p− p∗

〉
≤ 0 ∀p ∈P.

Розглянемо приклад. Розв’яжемо задачу мiнiмiзацiї функцiоналу

I (p) =
1

2

∫ T

t0

{〈N (t)x(t), x(t)〉+ 〈M (t) p, p〉} dt+
1

2
〈P0x (T ) , x (T )〉 (7)

за умови, що
dx(t)

dt
= A (t)x(t) + C (t) p, x (t0) = x0.

Тут N (t), P0 – невiд’ємновизначенi симетричнi матрицi розмiрностi n× n,
M (t) – додатновизначена симетрична матриця розмiрностi m × m, A (t)
– n × n-матриця з неперервними компонентами, C (t) – n × m-матриця з
неперервними компонентами, t ∈ [t0, T ].

Припустимо, що параметр p∗ доставляє мiнiмум квадратичному фун-
кцiоналу. Введемо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H (x, p, ψ, t) = −1

2
{〈N (t)x(t), x(t)〉+ 〈M (t) p, p〉}+ 〈ψ,A (t)x+ C (t) p〉 .

Спряжена система у цьому випадку має вигляд
dψ(t)

dt
= −A∗ (t)ψ(t) +N (t)x (t) , ψ (T ) = −P0x (T ) .

Необхiдна умова екстремуму

I ′ (p) = −
∫ T

t0

∂H (x(t), p, ψ(t), t)

∂p
dt = 0.154
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У такий спосiб отримуємо рiвнiсть∫ T

t0

{M (t) p− C∗ (t)ψ(t)} dt = 0.

Звiдси маємо ∫ T

t0

M (t) dtp =

∫ T

t0

C∗ (t)ψ(t)dt.

Отже, розв’язком задачi є точка

p∗ =

(∫ T

t0

M (t) dt

)−1 ∫ T

t0

C∗ (t)ψ(t)dt.

2. Метод параметричної оптимiзацiї на основi матрицi
чутливостi

Розглянемо динамiчну систему (2). Матрицею чутливостi системи (2) в
точцi p = p̂ називається функцiя, яка задається спiввiдношенням U(t) =
∂x(t,p̂)
∂p . Тут x(t) = x(t, p̂) є розв’язком системи (2) при p = p̂ [5]. З (2)

отримуємо еквiвалентне iнтегральне рiвняння

x (t, p) = x0 +

∫ t

t0

f (x(s), p, s) ds.

Диференцiюємо останню рiвнiсть за змiнною p i пiдставляємо p = p̂. Отри-
муємо iнтегральне спiввiдношення для знаходження матрицi чутливостi

U (t) =

∫ t

t0

(
∂f (x(s), p̂, s)

∂x
U (s) +

∂f (x(s), p̂, s)

∂p

)
ds.

Продиференцiюємо останню рiвнiсть. Отже, матриця чутливостi задоволь-
няє матричне диференцiальне рiвняння

dU (t)

dt
=
∂f (x(t), p̂, t)

∂x
U (t) +

∂f (x(s), p̂, t)

∂p
, U (t0) = 0. (8)

Отримуємо x(t, p) = x(t, p̂) +U(t)h+v(t, h), p = p̂+h. Тут limh→0
v(t,h)
‖h‖ = 0.

Розглянемо критерiй якостi (7) на розв’язках динамiчної системи (2).
Одержимо I (p) = I (p̂+ h). Задача полягає у виборi h, що мiнiмiзує
I (p̂+ h). Пiдставляємо p = p̂ + h i x(t, p) = x(t, p̂) + U(t)h + v(t, h) в
(7). Одержуємо

I (p̂+ h) =

=
1

2

∫ T

t0

{〈N (t) (x(t, p̂) + U(t)h), x(t, p̂) + U(t)h〉 + 〈M (t) (p̂+ h), p̂+ h〉} dt+

+
1

2
〈P0(x(T, p̂) + U(T )h), x(T, p̂) + U(T )h〉 = Q(h) + w(h). 155
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Тут

Q(h) =
1

2
〈Rh, h〉+ 〈g, h〉+ r,

R =

∫ T

t0

(U∗(t)N (t)U(t) +M(t)) dt+ U∗(T )P0U(T ),

g =

∫ T

t0

(U∗(t)N (t)x(t, p̂) +M(t)p̂) dt+ U∗(T )P0x(T, p̂),

r =
1

2

∫ T

t0

(〈N (t)x(t, p̂), x(t, p̂)〉+ 〈M(t)p̂, p̂〉) dt+
1

2
〈P0x(T, p̂), x(T, p̂)〉 ,

limh→0
w(h)
‖h‖ = 0. Оптимальне значення h шукаємо з умови екстремуму ква-

дратичної форми Q(h) = 1
2 〈Rh, h〉+ 〈g, h〉+ r. З умови dQ(h)

dh = 0 випливає
Rh+g = 0. Звiдси h∗ = −R+g, де R+ – псевдообернена матриця до матрицi
R. У такий спосiб приходимо до такого алгоритму.

Задаємо початковi даннi: матрицiN (t),M (t), P0, праву частину системи
(2), точку x0 ∈ Rn, систему для матрицi чутливостi (8), часовий iнтервал
t ∈ [t0, T ] i початкове наближення параметра p = p(0).

Крок 1. Знаходимо роз’язок x(t, p(0)) системи (2) i пiдставляємо його i
p = p(0) в систему (8). Знаходимо матрицю чутливостi U0(t).

Крок 2. Обчислюємо

R0 =

∫ T

t0

(U∗0 (t)N (t)U0(t) +M(t)) dt+ U∗0 (T )P0U0(T ),

g0 =

∫ T

t0

(
U∗0 (t)N (t)x(t, p(0)) +M(t)p(0)

)
dt+ U∗0 (T )P0x(T, p(0)).

Далi визначаємо h0 = −R+
0 g0 i наступне наближення p(1) = p(0) + h0.

Крок 3. Нехай знайшли p = p(k). Тодi обчислюємо роз’язок x(t, p(k)) си-
стеми (2), (??) i пiдставляємо його x(t, p(k)), p = p(k) в систему (8). Знахо-
димо матрицю чутливостi Uk(t).

Крок 3. Обчислюємо

Rk =

∫ T

t0

(U∗k (t)N (t)Uk(t) +M(t)) dt+ U∗k (T )P0Uk(T ),

gk =

∫ T

t0

(
U∗k (t)N (t)x(t, p(0)) +M(t)p(k)

)
dt+ U∗k (T )P0x(T, p(k)).

Далi визначаємо hk = −R+
k gk i наступне наближення

p(k+1) = p(k) + hk.

Крок 4. Одна з можливих умов зупинки алгоритму така:∣∣∣I (
p(k+1)

)
−I

(
p(k)
)∣∣∣ < ε,

де ε > 0 – наперед задане число. Кiнець опису алгоритма.
Алгоритм допускає рiзнi модифiкацiї, характернi для метода Ньютона.156
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Висновок
Розглянуто методи параметричної оптимiзацiї динамiчної системи, яка

описується параметричною системою диференцiальних рiвнянь. Знайдено
градiєнт функцiоналу у формi Больца, який є основою методiв типу гра-
дiєнтного спуску. Для знаходження градiєнту необхiдно послiдовно знахо-
дити розв’язки системи i спряженої системи, якi вiдповiдають поточному
наближенню параметра, а також розв’язувати крайову задачу. Це дозво-
ляє розвивати для таких задач iтерацiйнi методи типу метода градiєнтного
спуска. Ще один метод базується на властивостях матрицi чутливостi. При
цьому значення критерiя якостi авроксимується квадратичною формою,
що дозволяє одержати наступне наближення мараметра аналiтично.
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Аннотация. В работе рассматриваются методы параметриче-
ской оптимизации динамической системы, которая описывается
параметрической системой дифференциальных уравнений. Най-
ден градиент функционала в форме Больца, который является
основой методов типа градиентного спуска. Другой метод осно-
ван на применении функции чувствительности.
Ключевые слова: параметрическая оптимизация, матрица чув-
ствительности, условия оптимальности.
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