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Серед старих результатiв є лише окремi результати про зображувальний тип напiвгруп,
а саме для скiнченної цiлком простої напiвгрупи (I. С. Понiзовський) та деяких напiвгруп всiх
перетворень скiнченної множини (I. С. Понiзовський, К. Рiнгель); в цих роботах розглядався
скiнченний зображувальний тип. Якщо ж говорити про новi результати, та ще й для класiв
напiвгруп, то варто вiдзначити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами
з частковим нульовим множенням (В. М. Бондаренко, О. М. Тертична), напiвгруп, породжених
потентними елементами (В. М. Бондаренко, О. В. Зубарук) i зображення прямих добуткiв
симетричної напiвгрупи другого степеня (В. М. Бондаренко, Е. М. Костишин). Такi напiвгрупи
можуть мати як скiнченне, так i нескiнченне число нерозкладних зображень.

В. М. Бондаренко i Я. В. Зацiха описали зображувальнi типи напiвгруп третього порядку
над полем i вказали канонiчну форму матричних зображень для довiльної напiвгрупи скiнченного
зображувального типу. Ця стаття присвячена дослiдженню аналогiчних задач для наднапiв-
груп комутативних напiвгруп.

Ключовi слова: поле, наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зображення, ру-
чна i дика напiвгрупа, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, канонiчна форма.

Among the old results, there are only some results on the representation type of semigroups, namely,
for a finite quite simple semigroup (I. S. Ponizovsky) and some semigroups of all transformations of a
finite set (I. S. Ponizovsky, C. Ringel); these papers were discussed on finite representation type. If we
talk about new results, and even for semigroup classes, then it should be noted works on representati-
ons of the semigroups generated by idempotents with partial zero multiplication (V. M. Bondarenko,
O. M. Tertychna), semigroups generated by the potential elements (V. M. Bondarenko, O. V. Zubaruk)
and representations of direct products of the symmetric second-order semigroup (V. M. Bondarenko,
E. M. Kostyshyn). Such semigroups can have both a finite and infinite representation type.

V. M. Bondarenko and Ja. V. Zatsikha described representation types of the third-order semigroups
over a field, and indicate the canonical form of the matrix representations for any semigroup of finite
representation type. This article is devoted to the study of similar problems for oversemigroups of
commutative semigroups.

Key Words: field, oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild semi-
group, semigroup of finite and infinite types, canonical form.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Петравчук А.П.

1. Вступ. Ця стаття присвячена матри-
чним зображенням наднапiвгруп спецiального
вигляду, якi зiставляються заданiй напiвгрупi

третього порядку.

Напiвгрупи третього порядку вперше опи-
сав Т. Тамура в 1953 р. [1]. Г. Е. Форсайт в
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1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за до-
помогою комп’ютерної програми. В обох стат-
тях опис отримано з точнiстю до iзоморфiзму та
дуальностi в термiнах таблиць Келi. Напiвгру-
пи третього порядку вивчалися пiзнiше в [3]–
[6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх таких на-
пiвгруп вказанi в [6].

Згiдно з результатами роботи [6] комута-
тивнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi
циклiчними, нi циклiчними з приєднаним оди-
ничним чи нульовим елементом (а вони не є цi-
кавими), вичерпуються такими напiвгрупами:

a) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

b) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = c, bc = 0,
cb = 0;

c) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = b, c2 = c, bc = 0,
cb = 0;

d) (c2, b, c) = ⟨b, c⟩: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2,
bc = c, cb = c.

Всi виписанi системи твiрних є мiнiмаль-
ними. В круглих дужках вказано всi елементи
напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнi-
мальну систему твiрних. Тривiальнi визначаль-
нi спiввiдношення для одиничного i нульового
твiрних (якщо вони є) не виписуються.

Згiдно з [6, Теорема 1] напiвгрупи b)− d) є
напiвгрупами скiнченного зображувального ти-
пу над довiльним полем K (тобто мають, з то-
чнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число не-
розкладних зображень), а напiвгрупа a) — ру-
чною напiвгрупою нескiнченного зображуваль-
ного типу (вiдносно означення ручних та диких
матричних задач див. роботу Ю. А. Дрозда [7]).

У статтi [8] авторами розглядалася напiв-
група c), породжена двома взаємно анульов-
ними iдемпотентами. Був визначений зобра-
жувальний тип для наднапiвгруп такої на-
пiвгрупи, якi будуються природним чином по
визначальним спiввiдношенням. У цiй стат-
тi аналогiчний результат отримано для напiв-
групи b), породженої взаємно анульовними 2-
нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним)
елементами, яку позначаємо через S.

Позначимо визначальнi спiввiдношення
b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0 вiдповiдно через
(b), (c), (bc), (cb) i введемо наступнi напiвгрупи:

S(b) := S \ (b) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: c2 = c,
bc = 0, cb = 0;

S(c) := S \ (c) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
bc = 0, cb = 0;

S(bc) := S \ (bc) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
c2 = c, cb = 0;

S(cb) := S \ (cb) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
c2 = c, bc = 0.

Покладемо

S(x,y) := S \ {(x), (y)} для
x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x ̸= y;

S(x,y,z) := S \ {(x), (y), (z)} для
x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x ̸= y, x ̸= z, y ̸= z.

Очевидно, що при перестановцi x, y, z на-
пiвгрупи S(x,y) i S(x,y,z) не змiнюються. Введенi
таким чином напiвгрупи для напiвгрупи S ма-
ють фактор-напiвгрупу, iзоморфну S, тобто є
наднапiвгрупами напiвгрупи S.

Сформулюємо основний результат цiєї
статтi.

Всi матричнi зображення розглядаються
над довiльним фiксованим полем K.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають
мiсце наступнi твердження.

1) S(x) — напiвгрупа скiнченного зображу-
вального типу для x ∈ {(bc), (cb)};

2) S(x) — ручна напiвгрупа нескiнченного
зображувального типу для x ∈ {(b), (c)};

3) S(x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного
зображувального типу для x, y ∈ {(b), (c)} або
x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) S(x,y) — дика напiвгрупа для
x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або x ∈ {(bc), (cb)},
y ∈ {(b), (c)};

5) S(x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних
x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.

2. Доведення твердження 1) теореми
1. Матриця зображення, що вiдповiдає твiрно-
му елементу b, c позначається вiдповiдно через
B,C. E позначає одиничну матрицю будь-якого
розмiру n× n (n > 0).

Твердження 1) теореми 1 випливає iз на-
ступної теореми.

Теорема 2. Канонiчна форма для матрич-
них зображень напiвгрупи
N := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = c, bc = 0
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така:

B =



0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Дiйсно, S(cb) = N , а S(bc) = Nop, де Nop

— дуальна до N напiвгрупа (з операцiєю мно-
ження x ◦ y = yx), матричнi зображення якої
отримуються iз матричних зображень N транс-
понуванням всiх матриць.

Доведення теореми 2. З матрицями B,C
можна робити одночаснi перетворення подiбно-
стi i лише їх (бо саме такi перетворення вiдпо-
вiдають переходу до еквiвалентних зображень).
За допомогою таких перетворень приведемо ма-
трицю C до нормальної форми Жордана в та-
кому виглядi:

C =

(
E 0
0 0

)
.

Щоб не нагромаджувати iндекси, приведену
матрицю C, а також матрицю B, яка при цьо-
му якось змiнилася, будемо позначати тими ж
самими буквами (i цим принципом будемо ко-
ристуватися i надалi). Тодi, пiсля розбиття ма-
трицi B на блоки (такого ж розмiру, як i бло-
ки матрицi C) i використання рiвностi BC = 0
(яка вiдповiдає визначальному спiввiдношенню

bc = 0), вона має вигляд

B =

(
0 B1

0 B2

)
,

де B1, B2 – деякi матрицi. Рiвнiсть B2 = 0 еквi-
валентна рiвностям B1B2 = 0 i B2

2 = 0. Пере-
твореннями подiбностi приведемо матрицю B2

до нормальної форми Жордана у виглядi

B2 =

0 E 0
0 0 0
0 0 0


(яка переставно подiбна прямiй сумi вiдповiд-
них клiтин Жордана).

Розiб’ємо матрицю B на новi блоки:

B =


0 B12 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Спiввiдношення B2 = 0 еквiвалентне спiввiдно-
шенню B12 = 0.

Тепер з’ясуємо, коли матричне зображен-
ня R = {B,C} еквiвалентне матричному зобра-
женню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =


0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Нехай X — оборотна матриця, така що B =
XBX−1, C = XCX−1, що еквiвалентно BX =
XB,CX = XC. Матрицю X вважаємо розби-
тою на блоки таким чином, щоб вказанi множе-
ння матриць здiйснювалися поблоково.

З рiвностi CX = XC випливає, що

X =


X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44

 .

Розглянемо рiвнiсть BX = XB:
0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0




X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44

 =


X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44




0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Перемноживши матрицi, маємо рiвнiсть
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
0 B13X32 +B14X42 B13X33 +B14X43 B13X34 +B14X44

0 X32 X33 X34

0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 X11B13 X11B14

0 0 X22 0
0 0 X32 0
0 0 X42 0

 .

З цiєї рiвностi одержуємо, що

X22 = X33, X32 = 0, X34 = 0, X42 = 0,

B13X33 +B14X43 = X11B13, B14X44 = X11B14,

тобто зображення R = {B,C} i R = {B,C}
еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли еквiвалентнi
пари матриць (B13, B14) i (B13, B14) як зобра-
ження частково впорядкованої множини iз двох
порiвняльних елементiв (якщо вважати, що iн-
дексу 14 вiдповiдає мiнiмальний елемент).

Взявши канонiчну форму матриць B13 i
B14, а саме

B13 =

 0 0
E 0
0 0

 , B14 =

 E 0
0 0
0 0


(див. [9]), i розбивши додатково матрицi B i C
на новi блоки, вiдповiдно до розбиття матр̄иць
B13 i B14, отримаємо зображення, вказане в
умовi теореми.

Теорема доведена.

3. Доведення тверджень 2) i 3) теоре-
ми 1. Напiвгрупа S((b),(c)) ручна нескiнченного
зображувального типу згiдно §6 [10] i §5 [11], а
напiвгрупа S((bc),(cb)) – згiдно теорем 1, 2 [12].

Ручнi напiвгрупи S(b) i S(c) (як фактор-
напiвгрупи ручної напiвгрупи S((b),(c))) мають
нескiнченний зображувальний тип, бо зобра-
ження R = {B, 0} i R = {B, 0} напiвгрупи
S(b) еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли подi-
бнi матрицi B i B, а зображення R = {0, C} i
R = {0, C} напiвгрупи S(c) — тодi i лише тодi,
коли подiбнi матрицi C i C.

4. Доведення тверджень 4) i 5) тео-
реми 1. В силу дуальностi напiвгруп S(bc,y) i
S(cb,y) при y ∈ {(b), (c)}, для доведення твер-
дження 4) достатньо розглянути напiвгрупи
S(cb,b) i S(cb,c). Дикiсть першої з них доведена в
[8], а дикiсть другої випливає з дикостi локаль-
ної алгебри з твiрними x, y i спiввiдношеннями
x2 = 0, y3 = 0, xy = 0, y2x = 0 [13].

Твердження 5) випливає iз твердження 4).
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