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Abstract. In this paper, discusses the study of the stability of
solutions of dynamic systems with switching. Sufficient conditions are
obtained for the asymptotic stability of the zero solution of switching
systems consisting of linear differential and difference subsystems. It
is proved that the existence of a common quadratic Lyapunov functi-
on is sufficient for asymptotic stability.
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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы исследования
устойчивости решений динамических систем с переключениями.
Получены достаточные условия асимптотической устойчивости
нулевого решения систем с переключениями, состоящих из ли-
нейных дифференциальных и разностных подсистем. Показано,
что для асимптотической устойчивости достаточно существова-
ния общей квадратичной функции Ляпунова.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, разностные
уравнения, динамические системы, система с переключениями,
функция Ляпунова.
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Введение

В настоящее время имеется достаточно много работ, посвященных дина-
мическим системам, состоящим из разнородных подсистем, функциониру-
ющих на различных временных промежутках [2–6, 8–10, 13–16].

Существует много математических моделей исследования таких систем.
Среди них можно выделить агрегативные, импульсные, логико-динамичес-
кие, импульсные, системы с переменной структурой, гибридные и др. Над
проблемами построения общей теории таких систем работали такие уче-
ные, как Бусленко Н. П., Глушков В. М., Самойленко А. М., Емельянов
С. В., Пнуэли А. и др. Одним из видов математических объектов, которые
используются для описания и исследования такого вида динамических си-
стем являются системы с переключениями.

Под системами с переключениями будем понимать системы, которые
описываются совокупностью дифференциальных уравнений, функциони-
рующих на конечных промежутках времени, переключениями, которые
описаны разностными уравнениями, и снова дифференциальными урав-
нениями. Таким образом, функционирование системы с переключениями
можно описать совокупностью уравнений

ẋ (t) = fi (x (t) , t) , i ∈ I, x (tk + 0) = gk (x (tk − 0) , tk − 0) , k ∈ K, t ≥ 0. (1)

Функции fi (x (t) , t), i ∈ I и gk (x (t) , t), k ∈ K принадлежат заданным
классам функций

fi (x (t) , t) ∈ Φi, i ∈ I, gk (x (t) , t) ∈ Γk, k ∈ K.

удовлетворяют нулевым условиям fi (0, t) ≡ 0, gk (0, t) ≡ 0, i ∈ I, k ∈ K.
т.е. x (t) ≡ 0 является решением системы (1), и система с переключениями
такова, что ее решения удовлетворяют условиям существования и един-
ственности и непрерывно зависят от начальных условий. Авторы настоя-
щей работы рассматривают два класса систем с переключениями.

1. Системы с определенными переключениями

Для систем такого вида заданы интервалы переключения, системы диф-
ференциальных уравнений, которые функционируют на этих промежутках
и, соответственно, системы разностных уравнений, которые определяют
переключения. Системы такого вида назовем системами с определенными
переключениями. Даже, если промежутки функционирования подсистем
дифференциальных уравнений конечны, а сами подсистемы имеют асим-
птотически устойчивое положение равновесия, то положение равновесия
системы с переключениями в целом может быть неустойчивой [9, 18]. В
этом случае, существенным является выбор моментов переключения («из
двух асимптотически устойчивых подсистем можно синтезировать одну
неустойчивую систему»). Исследование устойчивости нулевого положения
равновесия систем с определенными переключениями проводилось в рабо-
тах [11, 12]. Методом исследования был выбран второй метод Ляпунова.
Для каждой из подсистем строилась своя функция Ляпунова. Поскольку
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промежутки времени были заданы, а подсистемы известны, то при полу-
чении оценок устойчивости и сходимости поверхность уровня каждой по-
следующей функции Ляпунова в моменты переключения охватывала по-
верхность уровня предыдущей. Таким образом, поверхность уровня после-
довательности функций Ляпунова содержала внутри себя возмущенную
траекторию. И оценки устойчивости можно было делать с использованием
оценок поверхностей уровня.

2. Системы с неопределенными переключениями
Эти системы также описываются подсистемами дифференциальных и

разностных уравнений (1). Однако моменты переключений t = tk или неи-
звестны, или для их определения требуется решать логические уравнения,
что не всегда возможно. Кроме того, для соответствующих временных про-
межутков неизвестна дифференциальная подсистема (предполагается, что
подсистемы принадлежат заданным классам). Исследование асимптотиче-
ской устойчивости нулевого положения систем с переключениями такого
вида предлагается проводить с использованием аппарата общей функции
Ляпунова [17, 19].

3. Устойчивость нулевого решения систем с переключениями
В настоящей работе будем рассматривать второй класс систем с пе-

реключениями. А именно, системы с неопределенными переключениями.
Приведем основные используемые определения.

Определение 1. Нулевое решение системы с переключениями (1) называ-
ется устойчивым по Ляпунову, равномерно по переключениям, если для
произвольного ее решения x (t) и ε > 0 существует такое δ (ε) > 0, что при
t > 0 будет выполняться |x (t)| < ε, лишь только max

−τ≤s≤0
{|φ (s)|} < δ (ε).

Определение 2. Нулевое решение системы с переключениями (1) называ-
ется асимптотически устойчивым равномерно по переключениям, если оно
устойчиво по Ляпунову и lim

t→+∞
|x (t)| = 0.

При исследовании устойчивости одним из основополагающих методов
является метод функций Ляпунова. Для систем дифференциальных урав-
нений суть метода заключалась в существовании положительно определен-
ной функции, полная производная которой в силу системы является непо-
ложительной (отрицательно определенной) функцией. Геометрическая ин-
терпретация второго метода Ляпунова состоит в существовании нерасши-
ряющихся и несжимающихся поверхностей уровня V (x) = c, c > 0 таких,
что векторное поле системы направлено внутрь этих поверхностей.

Для разностных систем условие неположительности (отрицательной опре-
деленности) полной производной в силу системы заменяется условием не-
положительности (отрицательной определенности) первой разности в силу
системы. Для динамических систем более общего вида, в которых с вычи-
слением производной возникают затруднения, используется понятие «фун-
кция убывает вдоль решений». Поскольку будут рассматриваться системы,
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состоящие из подсистем различной структуры, то при получении условий
устойчивости будем использовать аппарат «общей функции Ляпунова», ко-
торый подразумевает существование функции Ляпунова, общей для всех
ее подсистем, и убывающей вдоль решений системы с переключениями.

Рассмотрим системы с переключениями, состоящие только из линейных
дифференциальных подсистем. Предполагаем, что в точках переключе-
ния сохраняется непрерывность, т.е. скачки, обусловленные разностными
подсистемами, отсутствуют. Обозначим S (A) = {Si (Ai) , i ∈ I} множество
подсистем Si (Ai), которые представляют собой линейные дифференциаль-
ные уравнения с постоянными коэффициентами

(A) = {Si (Ai) , i ∈ I} , Si (Ai) : ẋ (t) = Aix (t) , i ∈ I, (2)

функционирующие на временных промежутках t ∈ Ti, Ti : ti−1 ≤ t < ti. В
момент времени t = ti происходит переключение на i+ 1 - ю подсистему

Si+1 (Ai+1) : ẋ (t) = Ai+1x (t) , i ∈ I.
Ифункционирование системы с переключениями (2) происходит с выпол-

нением условия непрерывности на следующем промежутке t ∈ Ti+1, Ti+1 :
ti ≤ t < ti+1. Далее процесс продолжается аналогично. Имеет место следу-
ющий результат.

Теорема 1. Чтобы нулевое решение системы с непрерывными переклю-
чениями (2), состоящее из линейных подсистем, было асимптотически
устойчиво, достаточно, чтобы для ее подсистем существовала общая
функция Ляпунова.

Доказательство. Пусть существует положительно определенная функция
V (x), т.е. функция, удовлетворяющая условиям

0 < a (|x|) ≤ V (x) ≤ b (|x|) ,
где a (|x|), b (|x|) непрерывные функции, удовлетворяющие условиям a (0) =
0, b (0) = 0. И функция V (x) на промежутках времени Ti : ti−1 ≤ t < ti на
решениях x (t) подсистем

Si (Ai) : ẋ (t) = Aix (t)

убывает, а в точках разрыва t = ti сохраняет непрерывность, т.е.

b (|x (0)|) ≥ V (x (0)) > ... > V (x (t))|ti−1<t≤ti ≥ V (x (ti)) >

> V (x (t))|ti<t≤ti+1
> a (|x (t)|) .

Таким образом для произвольного времени t > ti+1 будет выполняться

|x (t)| < a−1 (b (x (0))) < ε.

лишь только |x (0)| < δ (ε) = b−1 (a (ε)). И нулевое решение системы устой-
чиво по Ляпунову. Асимптотическая устойчивость следует из строгого убыва-
ния функции Ляпунова на временных промежутках Ti : ti−1 ≤ t < ti.

Для линейных стационарных дифференциальных систем

ẋ (t) = Ax (t) , t ≥ 0 (3)

92



УСТОЙЧИВОСТЬ НУЛЕВОГО РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ

функция Ляпунова обычно строится в виде квадратичной формы V (x) =
xTHx [1, 7]. Матрица H определяется при решении матричного уравнения
Ляпунова

ATH +HA = −C (4)

при некоторой положительно определенной матрице C. И, если матрица A
системы (3) асимптотически устойчива, то при любой положительно опре-
деленной матрице C матричное уравнение Ляпунова (4) имеет решением
положительно определенную матрицу H, а для решений x (t) системы (3)
имеет место следующая оценка экспоненциального затухания

|x (t)| ≤
√
φ (H) |x (0)| exp {−γ (H,C) t} ,

φ (H) = λmax (H)/λmin (H) , γ (H,C) = λmin (C)/2λmax (H) , (5)

где λmin (•), λmax (•) — минимальное и максимальное собственные числа
соответствующих матриц. На основании этого утверждения сформулируем
более конструктивные условия устойчивости системы с переключениями,
состоящей только из линейных дифференциальных подсистем с выполне-
нием условия непрерывности в точках переключения. �

Теорема 2. Чтобы нулевое решение системы с переключениями (2), со-
стоящей из линейных дифференциальных подсистем при сохранении усло-
вий непрерывности в точках переключения было асимптотически устой-
чивым, достаточно, чтобы для всех ее дифференциальных подсистем су-
ществовала общая функция Ляпунова квадратичного вида V0 (x) = xTH0x,
т.е. существовала симметричная, положительно определенная матрица
H, при которой все матрицы Ci = −ATi H0 + H0Ai, i ∈ I были положи-
тельно определенными. При этом для решения системы с переключения-
ми будет иметь место следующая оценка сходимости

|x (t)| ≤
√
φ (H0) |x (0)| exp {−γ (H0) t} , φ (H0) = λmax (H0)/λmin (H0)

γ (H0) = min
i∈I
{λmin (H0, Ci)/2λmax (H0) } .

Доказательство. Следует из предыдущей теоремы и оценок сходимости
(5). �

Рассмотрим системы с переключениями, которые описаны только линей-
ными разностными подсистемами. Обозначим

S (D) = {Sj (Dj) , j ∈ J} , Sj (Dj) : x (t+ 1) = Djx (t) , j ∈ J, (6)

систему, которая представляет собой множество разностных подсистем фун-
кционирующих на целочисленных промежутках t = tj−1 + 1, tj−1 + 2, ..., tj .

Разностной системой с переключениями S (D) назовем динамическую
систему, которая состоит из подсистем разностных уравнений

Sj (Dj) : x (k + 1) = Djx (k) , j ∈ J, (7)

функционирующих на промежутках Tj , j ∈ J .
Как и для систем с состоящих только из дифференциальных подсистем

с непрерывным переключением, имеет место следующее утверждение.
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Теорема 3. Чтобы нулевое решение системы с переключениями (7), со-
стоящей из линейных разностных подсистем было асимптотически устой-
чивым, достаточно, чтобы для всех ее разностных подсистем существо-
вала общая функция Ляпунова H0.

Доказательство. Аналогично доказательству предыдущей теоремы. �

Для разностных систем (7) функции Ляпунова также имеет вид ква-
дратичной формы V (x) = xTHx. Матрица H определяется при решении
разностного матричного уравнения Ляпунова

DTHD −H = −G (8)

при некоторой положительно определенной матрице G. И, если матрица D
асимптотически устойчива (в смысле разностной системы), то при любой
положительно определенной матрице G матричное уравнение Ляпунова (8)
имеет решением положительно определенную матрицу H, а для решений
x (t) системы (7) имеет место следующая оценка экспоненциального зату-
хания

|x (k)| ≤
√
φ (H) |x (0)| [1− γ (H,G)]

k/2 , φ (H) = λmax (H)/λmin (H) ,

γ (H,G) = λmin (G)/λmax (H) . (9)

Поэтому, по аналогии с теоремой 2 можно сформулировать следующий
результат.

Теорема 4. Чтобы нулевое решение системы с переключениями, состоя-
щей из линейных разностных подсистем при было асимптотически устой-
чивым, достаточно, чтобы для всех ее дифференциальных подсистем су-
ществовала общая функция Ляпунова квадратичного вида V0 (x) = xTH0x,
т.е. существовала симметричная, положительно определенная матрица
H0, при которой все матрицы Gk = H0 −DT

kH0Dk, k ∈ K были положи-
тельно определенными. При этом для решения системы с переключения-
ми будет иметь место следующая оценка сходимости

|x (k)| ≤
√
φ (H0) |x (0)| [1− γ (H0, G0)]

k/2 , φ (H0) = λmax (H0)/λmin (H0)

γ (H0, G0) = min
k∈K
{λmin (H,Gk)/2λmax (H0) } .

Доказательство. Cледует из результатов теоремы 3. �

Наконец, рассмотрим системы с переключениями, состоящие из диффе-
ренциальных и разностных подсистем, определяющих скачки в моменты
переключения. Обозначим через

S (A,D) = {Si (Ai) , Sk (Dk) , i ∈ I, k ∈ K} (10)

систему которая состоит из подсистем Si (Ai), представляющих собой си-
стемы линейных дифференциальных уравнений (2), функционирующие на
промежутках времени Ti : ti ≤ t < ti+1, и подсистем Sk (Dk) разностных
уравнений (7), определяющих скачки фазовых координат в моменты вре-
мени t = tk. Для систем с переключениями такого вида имеет место ана-
логичный результат.
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Теорема 5. Чтобы нулевое решение системы с переключениями (10), со-
стоящей из линейных дифференциальных подсистем (3), и линейных ра-
зностных подсистем (7) было асимптотически устойчивым, достато-
чно, чтобы для всех ее и дифференциальных, и разностных подсистем
существовала общая функция Ляпунова.

Доказательство. Aналогично доказательству предыдущих теорем 1-3. �

Для системы с переключениями, состоящей из линейных дифференци-
альных и разностных подсистем, общий итоговый итоговый результат име-
ет следующий вид.

Теорема 6. Чтобы нулевое решение системы с переключениями, состоя-
щей из линейных дифференциальных и разностных подсистем, было асим-
птотически устойчивым, достаточно, чтобы существовала общая фун-
кция Ляпунова квадратичного вида V0 (x) = xTH0x, т.е. существовала
симметричная, положительно определенная матрица H0, при которой
матрицы Ci = −ATi H0 −H0Ai, i ∈ I, Gk = H0 −DT

kH0Dk, k ∈ K были по-
ложительно определенными. Причем (если первой подсистемой является
дифференциальная), для момента времени 0 < t ≤ tk оценка сходимости
имеет следующий вид

|x (t)| ≤ φ (H0) |x (0)| e−γ(H0)t[1− γ (H0)]
n/2 ,

где n — число переключений.
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Анотацiя. У роботi розглядаються питання дослiдження стiй-
костi розв’язкiв динамiчних систем з перемиканнями. Отрима-
нi достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку
систем с перемиканнями, що складаються з лiнiйних диференцi-
альних та рiзницевих пiдсистем. Показано, що для асимптотичної
стiйкостi достатньо iснування спiльної квадратичної функцiї Ля-
пунова.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, рiзницевi рiвняння,
динамiчнi системи, система з перемиканнями, функцiя Ляпунова.
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