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1 Âñòóï

Íåõàé ξ1, ξ2, . . . � öå íåçàëåæíi êîïi¨ íåâiä'¹ìíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (Sk)k∈N0
, äå N0 := N ∪ {0}, âèïàäêîâå áëóêàííÿ, ùî

ïî÷èíà¹òüñÿ â íóëi çi ñòðèáêàìè ξk, òîáòî S0 := 0 òà Sk := ξ1 + . . . + ξk

äëÿ k ∈ N. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ N(t) :=
∑

n≥1 1{Sn≤t}, t ≥ 0 íàçèâà¹òüñÿ

ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè S1, S2, . . . ¹ çàëåæíèìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (S∗k)k∈N

íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N S∗n ìà¹ òàêèé

æå ðîçïîäië, ùî i Sn. Ïîêëàäåìî

N ∗(t) :=
∑
n≥1

1{S∗n≤t} (1)

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîðiâíÿííÿ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñiâ N(t)t≥0 òà

N ∗(t)t≥0, çîêðåìà, áóäå äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi äèñïåðñié

öèõ ïðîöåñiâ òà çíàéäåíî àñèìïòîòèêó âèðàçó
∏

k≥1 P(S∗k > t).
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2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0

EN ∗(t) = EN(t) <∞. (2)

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé ξ1 ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì
λ > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0

V arN(t) = λt. (3)

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé ξ1 ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ > 0.
Òîäi

V arN ∗(t) ∼
√
λt

π
(4)

ïðè t→∞.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ξ1 ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ > 0.
Òîäi

− log
∏
k≥1

P(S∗k > t) ∼ λ2t2

4
(5)

ïðè t→∞.

Òåîðåìà 2.5. Ïðèïóñòèìî, ùî∫ 1

0
−y log P(ξ > 1/y)dy <∞. (6)

Òîäi

lim
t→∞

− log
∏

k≥1 P(S∗k > t)

t2
=

∫ 1/µ

0
yI(1/y)dy <∞, (7)

äå µ = Eξ <∞, à I - öå ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà ðîçïîäiëó ξ, òîáòî

I(x) := sup
s∈J

(sx− logE exp(sξ)) (8)

äëÿ x > 0 òà J := {s ≥ 0 : E exp(sξ) <∞}.
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3 Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Ëåìà 3.1, ùî íàâåäåíà íèæ÷å, ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 2.5.

Ëåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî Eξ < ∞ i ðîçïîäië ξ íàëåæèòü îáëàñòi
ïðèòÿãàííÿ α-ñòiéêîãî ðîçïîäiëó, α ∈ (1, 2]. Òîäi

− log
∏

n≥|t/µb+1

P {Sn > t} = O(t), t→∞

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïðîñòîòè ïðåäñòàâëåííÿ ìè îïóñêà¹ìî öiëi ÷àñòèíè i ïè-
øåìî, íàïðèêëàä, t/µ çàìiñòü bt/µc. Öå íå âïëèâà¹ íà àñèìïòîòèêó.

Çà ïðèïóùåííÿì, limt→∞ P
{
St/µ > t

}
= P {Xα > 0} =: cα > 0, äå Xα

öå âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç α-ñòàáiëüíèì ðîçïîäiëîì. Îòæå, äëÿ âåëèêèõ
tP
{
St/µ > t

}
≥ cα/2 i ïiñëÿ öüîãî

2t/µ∏
n=t/µ+1

P {Sn > t} ≥
2t/µ∏

n=t/µ+1

P
{
St/µ > t

}
≥ (cα/2)t/µ (9)

Öå äîâîäèòü − log
∏2t/µ

n=t/µ+1 P {Sn > t} = O(t) ïðè t → ∞. Äàëi, äëÿ
âåëèêèõ tP {Sn ≤ t} ≤ 1 − cα/2 äëÿ âñiõ n ≥ 2t/µ. Âèêîðèñòîâóþ÷è
− log(1− x) ≤ aαx äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1− cα/2] ìè îòðèìó¹ìî

− log
∏

n≥2t/µ

P {Sn > t} ≤ aα
∑

n≥2t/µ

P {Sn ≤ t} ≤ aα
∑

n≥2t/µ

P {Sn ≤ µn/2}

(10)
Îñêiëüêè limu→0+ u

−1(− logE exp(−uξ)) = µ, ìè îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ òà-
êå u0 > 0, ùî c := µ/2 + u−10 logE exp (−u0ξ) ∈ (−∞, 0). Öå äà¹ çà
äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ìàðêîâà íàñòóïó íåðiâíiñòü:∑
n≥2t/µ

P {Sn ≤ µn/2} ≤
∑

n≥2t/µ

E exp (−u0Sn) exp (u0µn/2) =

∑
n≥2t/µ

exp(cn) = o(1), t→∞ (11)

Òàêèì ÷èíîì, − log
∏

n≥2t/µ P {Sn > t} = o(1) as t → ∞, ùî çàêií÷ó¹
äîâåäåííÿ.
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4 Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.1

Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 çàïèøåìî íàñòóïíå:

EN ∗(t) = E
∑
n≥1

1{S∗n≤t} =
∑
n≥1

E1{S∗n≤t} =
∑
n≥1

P(S∗n ≤ t) =∑
n≥1

P(Sn ≤ t) =
∑
n≥1

E1{Sn≤t} = E
∑
n≥1

1{Sn≤t} = EN(t) (12)

Ïîçíà÷èìî ν(t) = inf{k ∈ N : Sk > t}, òîäi, î÷åâèäíî, ùî ν(t) = N(t)+1.
Ôóíêöiÿ U(t) = Eν(t) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ i âiäîìî, ùî
âîíà ¹ ñêií÷åííîþ, òîìó EN(t) = Eν(t)−1 = U(t)−1 <∞, ùî çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ.
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5 Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.2

Äîâåäåìî, ùî N(t) - öå ïðîöåñ Ïóàñîíà. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ t >
s ≥ 0:

N(t)−N(s) =
∑
n≥1

1{Sn≤t}−
∑
n≥1

1{Sn≤s} =
∑
n≥1

1{s<Sn≤t}, (13)

à âåëè÷èíà
∑

n≥1 1{s<Sn≤t} ìà¹ ðîçïîäië Ïóàñîíà ç ïàðàìåòðîì λ(t − s).
Òàêîæ ïðèðîñòè ïðîöåñó N(t) ¹ íåçàëåæíèìè i êîæíà îêðåìà ðåàëiçàöiÿ
ïðîöåñó Nt(ω) ¹ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà i ìà¹ ñêií÷åííi ëiâi ãðàíèöi, çâiäñè
N(t) ¹ ïðîöåñîì Ïóàñîíà. Çâiäñè V arN(t) = λt, ùî i âèìàãàëîñü äîâåñòè.
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6 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3

Îñêiëüêè ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ, a Sn = ξ1 +
· · ·+ ξn, òî Sn ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè n òà λ, çâiäñè:

P(S∗n > t) = P(Sn > t) =
n−1∑
k=0

1

k!
e−λt(λt)k. (14)

Îñêiëüêè
∑

k≥0
(λt)k

k! = eλt, òî
∑

k≥0
1
k!e
−λt(λt)k = 1, òîìó

P(S∗n ≤ t) = 1− P (S∗n > t) =
∑
k≥n

1

k!
e−λt(λt)k. (15)

îñêiëüêè S∗n íåçàëåæíi, òî i 1{S∗n≤t} íåçàëåæíi, òîìó:

V arN ∗(t) =
∑
n≥1

V ar 1{S∗n≤t} =
∑
n≥1

P(S∗n > t)P(S∗n ≤ t) =

∑
n≥1

(
∑
i≥n

1

i!
e−λt(λt)i)(

∑
j<n

1

j!
e−λt(λt)j) =

∑
n≥1

∑
i≥n

∑
j<n

1

i!
e−λt(λt)i

1

j!
e−λt(λt)j =

∑
j≥0

∑
i>j

(i−j) 1

i!
e−λt(λt)i

1

j!
e−λt(λt)j = λt

∑
j≥0

∑
i>j

1

(i− 1)!
e−λt(λt)i−1

1

j!
e−λt(λt)j−

λt
∑
j≥1

∑
i>j

1

i!
e−λt(λt)i

1

(j − 1)!
e−λt(λt)j−1 = λt

∑
j≥0

∑
i≥j

1

i!
e−λt(λt)i

1

j!
e−λt(λt)j−

λt
∑
j≥0

∑
i≥j+2

1

i!
e−λt(λt)i

1

j!
e−λt(λt)j = λt

∑
j≥0

1

j!
e−λt(λt)j

1

j!
e−λt(λt)j+

λt
∑
j≥0

1

(j + 1)!
e−λt(λt)j+1 1

j!
e−λt(λt)j =

λte−2λt(
∑
j≥0

1

j!
(λt)j

1

j!
(λt)j +

∑
j≥0

1

(j + 1)!
e−λt(λt)j+1 1

j!
(λt)j). (16)

Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Áåññåëÿ 1-ãî ðîäó: Iv(x) =
∑

k≥0
1

k!(k+v)!(
x
2)2k+v,

òîäi:
V arN ∗(t) = λte−2λt(I0(2λt) + I1(2λt)). (17)
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Îñêiëüêè äëÿ v ∈ N0 limr→∞ e
−rIv(r)

√
2πr = 1, òîäi

λte−2λtI0(2λt) ∼ λte−2λt
e2λt√
4πλt

=
1

2

√
λt

π
(18)

λte−2λtI1(2λt) ∼ λte−2λt
e2λt√
4πλt

=
1

2

√
λt

π
(19)

i, äîäàþ÷è äâà îñòàííi âèðàçè, îòðèìó¹ìî, ùî V arN ∗(t) ∼
√

λt
π

ïðè t→∞, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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7 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4

Îñêiëüêè ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ, a Sn = ξ1 +
· · ·+ξn, òî Sn ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà ç ïàðàìåòðàìè n òà λ. Òâiðíà ôóíêöiÿ
ìîìåíòiâ âiä S∗n iñíó¹ äëÿ θ < λ i çà îöiíêîþ ×åðíîâà:

P(S∗n > t) ≤ e−θtE[eθS
∗
n] = e−θt(1− θ

λ
)−n (20)

Ôóíêöiÿ â ïðàâié ÷àñòèíi äîñÿãà¹ ìiíiìóìó ïðè θ = λ − n
t äëÿ n < λt,

òîìó P[S∗n > t] ≤ en−λt( nλt)
−k. Òàêèì ÷èíîì (òóò i íàäàëi ââàæà¹ìî λt

öiëèì, öå ìàëî íà ùî âïëèâà¹)

∏
k≥1

P(S∗k > t) ≤
λt∏
k=1

P(S∗k > t) ≤
λt∏
k=1

ek−λt−k log(
k
λt ) =

e−
λ2t2

4 −
λt
2 −λ

2t2(
∫ 1

0 x log(x)dx)+O(t log(
√
t)) = e−

λ2t2

4 (1+o(1)). (21)

Òåïåð çàïèøåìî àíàëîãi÷íó îöiíêó äëÿ íèæíüî¨ ìåæi.

P[S∗n > t] =
1

Γ(n)
γ(n, λt) = e−λt

∑
i≥0

(λt)i

(i+ n)!
= e−λt

∑
i≥n

(λt)i

i!
, (22)

à îñêiëüêè
∑

i≥0 (λt)ii! = eλt, òîäi P(S∗n > t) = e−λt
∑

i<n
(λt)i

i! ≥ e−λt (λt)
n−1

(n−1)! .
Âèêîðèñòà¹ìî öþ íåðiâíiñòü äëÿ n ≤ λt:∏
n≤λt

P[S∗n > t] ≥
∏
n≤λt

e−λt
(λt)n−1

(t− 1)!
= exp{−λ2t2+

∑
n<λt

n log(λt)−log(n!)} =

= exp{−λ2t2 +
∑
n<λt

n log(λt)−
∑
n<λt

(λt− n) log(λn)} =

exp{−λ2t2 +
∑
n<λt

(λt− n) log(λt)−
∑
n<λt

(λt− n) log(λn)} =

exp{−λ2t2 +
∑
n<λt

(λt− n) log(
n

λt
)} =

exp{−λ2t2 − λ2t2
∫ 1

0
(1− x) log(x)dx+O(t log(

√
t))}, (23)
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çâiäñè ∏
n≤λt

P[S∗n > t] ≥ e−
λ2t2

4 +O(t log(
√
t)). (24)

îñêiëüêè P[S∗λt > t] = e−λt
∑

i≥λt
(λt)i

i! = P(Poisson(λt) > λt)→ 1
2 ïðè t→

∞, çâiäñè iñíó¹ äîñòàòíüî âåëèêå t, ùî äëÿ áóäü-êîãî n > λt âèêîíó¹òüñÿ
P[S∗n > t] ≥ 1

4 . Òîäi, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t, îòðèìó¹ìî:

2λt∏
n=λt+1

P[S∗n > t] ≥ e−λt log(4). (25)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t, ç éìîâiðíiñòþ ïðèíàéìíi
1
2 , ïîäiÿ {S

∗
n > t, äëÿ êîæíîãî n > 2λt} òðàïëÿ¹òüñÿ. Ùîá öå äîâåñòè,

çãàäà¹ìî ïðèíöèï âåëèêèõ âiäõèëåíü (îöiíêó Êðàìåðà) äëÿ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, ùî ìàþòü ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ, îòðèìó¹ìî,
ùî:

P[S∗n <
k

2
] ≤ e−ck, (26)

äå êîíñòàíòà c íå çàëåæèòü âiä k. Òîäi äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t∑
n>2λt P[S∗n < t] < 1

2 , çâiäñè∏
n>2λt

P[S∗n > t] ≥ 1

2
. (27)

Îá'¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè (24), (25) i (27), îòðèìó¹ìî, ùî∏
n≥1

P[S∗n > t] ≥ e−
λ2t2

4 +O(t log(
√
t)), (28)

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

10



8 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5

Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè, Eξ2 <∞. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçïîäië ξ íàëå-
æèòü äî íàáëèæåííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Îòæå, çà ëåìîþ 3.1 äîñòà-
òíüî äîñëiäèòè àñèìïòîòèêó äîáóòêó

∏|t/µ|
n=1 P {Sn > t}. Äëÿ äîâiëüíîãî

a ∈ (0, 1/µ) i t > 1/a,

− t2 log

t/µ∏
n=1

P {Sn > t} = t2
∫ t/µ

1
− log P

{
S|y} > t

}
dy =∫ 1/µ

1/t

−x log P
{
S|tx| > t

}
tx

dx =

∫ a

1/t
. . .+

∫ 1/µ

a
· · · (29)

Çà òåîðåìîþ Êðàìåðà (äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìó I.4 ó [1]) äëÿ êîæíîãî
x ∈ [a, 1/µ],

lim
t→∞

− log P
{
S|tx| > t

}
tx

= I(1/x) (30)

Êðiì òîãî, çáiæíiñòü ¹ ðiâíîìiðíîþ x ∈ [a, 1/µ], îñêiëüêè x 7→ I(1/x) íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ ( I ¹ îïóêëîþ) i äëÿ êîæíîãî t, ôóíêöiÿ− log P

{
S|txc > t

}
/(tx)

íå çðîñòà¹. Îòæå,

lim
t→∞

∫ 1/µ

a

−x log P
{
S|tx} > t

}
tx

dx =

∫ 1/µ

a
xI(1/x)dx. (31)

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî lima→0+ lim supt→∞
∫ a
1/t

− log P{S|tx|>t}
t dx = 0. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è

P {Sn > t} ≥ P
{

min
1≤k≤n

ξk > t/n

}
= (P{ξ > t/n})n, t ≥ 0, n ∈ N (32)

i íåõòóþ÷è äëÿ ñïðîùåííÿ öiëèìè ÷àñòèíàìè, ÿêi ìè îòðèìó¹ìî∫ a

1/t

− log P
{
S|tx| > t

}
t

dx ≤
∫ a

0
−x log P{ξ > 1/x}dx. (33)

Ïðè a→ 0+, iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ äî 0 çà ïðèïóùåííÿì.
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9 Âèñíîâîê

Ó öié äèïëîìíié ðîáîòi ìè ïîðiâíÿëè âëàñòèâîñòi ïðîöåñiâ N(t)t≥0
òà N ∗(t)t≥0, çîêðåìà, äîñëiäèëè àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi äèñïåðñié öèõ
ïðîöåñiâ òà çíàéøëè àñèìïòîòèêó âèðàçó

∏
k≥1 P(S∗k > t).
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