
Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 519.21

Т.О. Драбик 1, студ.
О.В. Iванов 2,д.ф.-м.н., проф.

Асимптотична нормальнiсть оцiнки
найменших квадратiв у
тригонометричнiй регресiї з сильно
залежним шумом

1,2 Нацiональний технiчний унiверситет
України ”Київський полiтехнiчний iнститут
iменi Iгоря Сiкорського”, 03056, Київ-56, просп.
Перемоги, 37
e-mail: 1 drabyk.tetyana@gmail.com,
2 alexntuu@gmail.com

T.O. Drabyk 1, stud.
O.V. Ivanov 2, Dr. Sci., Prof.

Asymptotic normality of the least squares
estimate in trigonometric regression with
strongly dependent noise

1,2 National Technical University of Ukraine
”Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”, 03056,
Kyiv, 37 Peremogy avenue
e-mail: 1 drabyk.tetyana@gmail.com,
2 alexntuu@gmail.com

У роботi вивчаються асимптотичнi властивостi оцiнки найменших квадратiв параметрiв
тригонометричної моделi регресiї з сильно залежним шумом. Мета роботи полягає в отри-
маннi вимог до функцiї регресiї та часового ряду, що моделює випадковий шум, за яких оцiнка
найменших квадратiв параметрiв функцiї регресiї є асимптотично нормальною.

Ключовi слова: тригонометрична модель регресiї, функцiя регресiї, випадковий шум, локаль-
не перетворення гауссiвського стацiонарного часового ряду, оцiнка найменших квадратiв, син-
гулярна спектральна щiльнiсть, спектральна мiра функцiї регресiї, 𝜇-припустимiсть, розклади
за полiномом Чебишова-Ермiта, ранг Ермiта, асимптотична нормальнiсть.

The least squares estimator asymptotic properties of the parameters of trigonometric regression
model with strongly dependent noise are studied. The goal of the work lies in obtaining the requirements
to regression function and time series that simulates the random noise under which the least squares
estimator of regression model parameters are asymptotically normal. Trigonometric regression model
with discrete observation time and open convex parametric set is research object. Asymptotic normality
of trigonometric regression model parameters the least squares estimator is research subject. For obtai-
ning the thesis results complicated concepts of time series theory and time series statistics have been
used, namely: local transformation of Gaussian stationary time series, stationary time series with si-
ngular spectral density, spectral measure of regression function, admissibility of singular spectral density
of stationary time series in relation to this measure, expansions by Chebyshev-Hermite polynomials of
the transformed Gaussian time series values and it’s covariances, central limit theorem for weighted
vector sums of the values of such a local transformation and Brouwer fixed point theorem.

Key words: trigonometric regression model, regression function, random noise, local transformati-
on of Gaussian stationary time series, the least squares estimator, singular spectral density, spectral
measure of regression function, 𝜇-admissibility, expansions by Chebyshev-Hermite polynomials, Hermite
rank, asymptotic normality.
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Вступ

У роботi розглядається нелiнiйна модель
регресiї з дискретним часом спостереження,
яка є складною в тому сенсi, що випадковий
шум є локальним нелiнiйним перетворенням га-
уссiвського часового ряду з сингулярною спе-
ктральною щiльнiстю (с.щ.).

Серед рiзноманiтних проблем нелiнiйного
регресiйного аналiзу варто звернути увагу на
задачу оцiнювання амплiтуд та кутових частот,

взагалi кажучи, суми гармонiчних коливань,
що маскується адитивним випадковим шумом.
Таку модель регресiї називають тригонометри-
чною, а описану задачу – задачею про виявле-
ння прихованих перiодичностей.

Асимптотичну поведiнку оцiнок наймен-
ших квадратiв (о.н.к.) параметрiв тригономе-
тричної моделi регресiї у 50-х роках минулого
столiття вивчав П. Уiтл [1], а пiзнiше цю задачу
розв’язували А.М. Уолкер [2], Е.Дж. Хеннан [3],
А.Я. Дороговцев [4], О.В. Iванов [5] та iн. в
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моделях iз дискретним та неперервним часом
за рiзними припущеннями вiдносно випадково-
го шуму. Паралельно рiзнi узагальнення триго-
нометричної моделi регресiї розглядали
А.Я. Дороговцев та П.С. Кнопов [6].

В роботi дослiджується асимптотична нор-
мальнiсть о.н.к. параметрiв тригонометричної
моделi регресiї з дискретним часом та шумом,
що є нелiнiйним локальним перетворенням га-
уссiвського стацiонарного часового ряду з син-
гулярним спектром. Тут ми спираємось на ста-
ттю О. В. Iванова, Н.Н. Леоненка, М.Д. Руїз-
Медини, Б.М. Жураковського [7]. На вiдмiну
вiд вказаної статтi, у якiй доведення асимпто-
тичної нормальностi о.н.к. параметрiв тригоно-
метричної моделi здiйснюється iз застосуван-
ням дiаграмної формули, ми користуємось те-
оремою про асимптотичну нормальнiсть деякої
зваженої векторної суми значень шуму, яку до-
ведено в статтi О. В. Iванова, Н.Н. Леоненка,
М.Д. Руїз-Медини, I.М. Савич [8].

1 Постановка задачi та допомiжнi резуль-
тати

Припустимо, що випадковi процеси, якi
розглядаються в подальшому текстi, задано на
ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ ,P).

Розглянемо модель регресiї

𝑋𝑡 = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , (1.1)

де 𝑔 : N × Θ𝛾 → R – неперервна функцiя при
кожному 𝑡 ∈ N на Θ𝛾 =

⋃︀
‖𝑎‖≤1

(Θ + 𝛾𝑎),

𝛾 > 0 – деяке число, Θ ∈ R𝑞 – вiдкрита множи-
на, що мiстить монотонно неспадну послiдов-
нiсть вiдкритих опуклих множин {Θ𝑇 , 𝑇 ≥ 1}
таких, що

∞⋃︀
𝑡=1

Θ𝑇 = Θ. Iстинне значення параме-

тра 𝜃0 ∈ Θ𝑇 для достатньо великих 𝑇 (будемо
писати 𝑇 > 𝑇0).

Вiдносно шуму 𝜀 припустимо, що
A1. 𝜀𝑡 = 𝐺(𝜉𝑡), 𝑡 ∈ Z, де 𝐺(𝑥), 𝑥 ∈ R, – бореле-
ва функцiя, причому E𝜀0 = 0, E𝜀40 <∞.
A2. 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z, є гауссiвським стацiонарним часо-
вим рядом, E𝜉0 = 0, iз коварiацiйною функцiєю

𝐵(𝑡) =

𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡), 𝑟 ≥ 0, 𝑡 ∈ Z, (1.2)

𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡) =
cosκ𝑗𝑡

(1 + 𝑡2)𝛼𝑗/2
, 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), (1.3)

0 ≤ κ0 < κ1 < ... < κ𝑟 < 𝜋,
𝑟∑︀
𝑗=0

𝐴𝑗 = 1, 𝐴𝑗 > 0.

Нехай 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, – неперервний в сере-
дньому квадратичному стацiонарний випадко-
вий процес з нульовим середнiм та коварiацiй-
ною функцiєю

𝐵(𝑡) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡), 𝑟 ≥ 0, 𝑡 ∈ R, (1.4)

де 𝐴𝑗 > 0, 𝑗 = 0, 𝑟,
𝑟∑︀
𝑗=0

𝐴𝑗 = 1,

𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡) =
cosκ𝑗𝑡

(1 + 𝑡2)𝛼𝑗/2
, 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), (1.5)

0 ≤ κ0 < κ1 < ... < κ𝑟 < 𝜋.
С.щ. 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ R, процесу 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, має

вигляд

𝑓(𝜆) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ R, (1.6)

де для 𝑗 = 0, 𝑟, 𝜆 ∈ R,

𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆) =
𝑐1(𝛼𝑗)

2

(︁
𝐾𝛼𝑗−1

2

(|𝜆+ κ𝑗 |) |𝜆+κ𝑗 |
𝛼𝑗−1

2 +

+𝐾𝛼𝑗−1

2

(|𝜆− κ𝑗 |) |𝜆− κ𝑗 |
𝛼𝑗−1

2

)︁
, (1.7)

𝑐1(𝛼) =
2(1−𝛼)/2
√
𝜋Γ
(︀
𝛼
2

)︀ , 𝐾𝜈(𝑧) =
1

2

∞∫︁
0

𝑠𝜈−1×

× exp

{︂
−1

2

(︂
𝑠+

1

𝑠

)︂
𝑧

}︂
𝑑𝑠, 𝑧 ≥ 0, 𝜈 ∈ R.

Функцiя 𝐾𝜈(𝑧), 𝑧 ≥ 0, називається модифiко-
ваною функцiєю Бесселя 2-го роду порядку 𝜈,
або функцiєю Макдональда [9]. Вiдмiтимо, що
𝐾−𝜈(𝑧) = 𝐾𝜈(𝑧) i при 𝑧 → 0

𝐾𝜈(𝑧) v Γ(𝜈)2𝜈−1𝑧−𝜈 , 𝜈 > 0.

В околах точок 𝜆 = ±κ𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑟,

𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆) =
𝑐2(𝛼𝑗)

2

[︁
|𝜆+κ𝑗 |𝛼𝑗−1

(︀
1−ℎ𝑗(|𝜆+κ𝑗 |)

)︀
+

+|𝜆− κ𝑗 |𝛼𝑗−1
(︀
1 − ℎ𝑗(|𝜆− κ𝑗 |)

)︀]︁
, (1.8)

де 𝑐2(𝜆) =
(︀
2Γ(𝛼) cos 𝛼𝜋2

)︀−1
,

ℎ𝑗
(︀
|𝜆|
)︀

=
Γ
(︁
𝛼𝑗+1
2

)︁
Γ
(︁
3−𝛼𝑗

2

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝜆
2

⃒⃒⃒⃒1−𝛼𝑗

+

+
Γ
(︁
𝛼𝑗+1
2

)︁
4Γ
(︁
3+𝛼𝑗

2

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝜆
2

⃒⃒⃒⃒2
+ 𝑜
(︀
|𝜆|2
)︀
, 𝜆→ 0, 𝑗 = 0, 𝑟.
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Отже, с.щ. (1.6) має 2𝑟 + 2 точки сингулярно-
стi, якщо κ0 ̸= 0, та 2𝑟+1 точку сингулярностi,
якщо κ0 = 0. Процес 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, є процесом з
сильною залежнiстю, якщо κ0 = 0.

Коварiацiйна функцiя 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, стацiо-
нарного часового ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z, з умови A2
має спектральне представлення

𝐵(𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑓(𝜆) 𝑑𝜆, 𝑡 ∈ Z, (1.9)

тобто 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z – послiдовнiсть коефiцiєнтiв
Фур’є с.щ.

𝑓(𝜆) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.10)

Зауважимо, що с.щ. (1.10) та с.щ. (1.6), що
вiдповiдає неперервному аналогу (1.4) коварiа-
цiйної функцiї 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, пов’язанi мiж собою
спiввiдношенням [10]

𝑓(𝜆) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑓(𝜆+ 2𝜋𝑘), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.11)

Оскiльки функцiя Макдональда має власти-
вiсть

𝐾𝜈(𝑧) v

√︂
𝜋

2𝑧
𝑒−𝑧

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑧

)︂)︂
,

𝑧 → +∞, 𝜈 ≥ 0, (1.12)

то ряд (1.11) збiгається, i функцiю 𝑓(𝜆) озна-
чено коректно. До того ж можна сказати, що
функцiя 𝑓(𝜆) має, як i функцiя 𝑓(𝜆), тi ж самi
сингулярностi в точках 𝜆 = ±κ𝑗 ∈ (−𝜋, 𝜋),
𝑗 = 0, 𝑟.

Припустимо, що функцiї 𝑔(𝑡, ·) неперервно
диференцiйовнi на Θ𝛾 , 𝑡 ≥ 1. Позначимо

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃) =
𝜕

𝜕𝜃𝑖
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞.

Розглянемо вектор-градiєнт
∇𝑔(𝑡, 𝜃) =

(︀
𝑔1(𝑡, 𝜃), ..., 𝑔𝑞(𝑡, 𝜃)

)︀*, функцiї регресiї
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ𝛾 , 𝑡 ∈ N.

Нехай ℬ – 𝜎-алгебра борелевих пiдмно-
жин iнтервалу [−𝜋, 𝜋]. Введемо матричну мi-
ру 𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ𝛾 на

(︀
[−𝜋, 𝜋],ℬ

)︀
з матрицею

щiльностi(︁
𝜇𝑘𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)

)︁𝑞
𝑘,𝑙=1

=
(︁
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)×

×
(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒
𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆
)︁−1/2)︁𝑞

𝑘,𝑙=1
,

(1.13)

𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑘(𝑡, 𝜃), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑘 = 1, 𝑞.

Вiдмiтимо, що 𝑑2𝑘𝑇 (𝜃) =

= (2𝜋)−1
𝜋∫︀

−𝜋

⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒2
𝑑𝜆 =

𝑇∑︀
𝑡=1

𝑔2𝑘(𝑡, 𝜃), 𝑘 = 1, 𝑞.

B1. Послiдовнiсть мiр 𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) слабко збiга-
ється до додатно визначеної матричної мiри
𝜇(𝑑𝜆, 𝜃):

𝜇𝑇 =⇒ 𝜇, 𝑇 → ∞. (1.14)

Умова B1 вказує, що елементи 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃)
матрицi 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) є комплекснi заряди обмеженої
варiацiї, а матрицi 𝜇(𝐵, 𝜃), 𝐵 ∈ ℬ, невiд’ємно
визначенi, причому 𝜇

(︀
[−𝜋, 𝜋], 𝜃

)︀
– додатно ви-

значена матриця. До того ж, для будь-якої не-
перервної та обмеженої функцiї
𝑎(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋],

𝜋∫︁
−𝜋

𝑎(𝜆)𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) −→
𝜋∫︁

−𝜋

𝑎(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃), 𝑇 → ∞.

(1.15)

Означення 1. Мiра 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) називається спе-
ктральною мiрою функцiї регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃) [11,12]
(точнiше, її вектор-градiєнта ∇𝑔(𝑡, 𝜃) [13]).

За умов lim
𝑇→∞

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) = ∞,

max
1≤𝑡≤𝑇

|𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)| = 𝑜(𝑑𝑖𝑇 (𝜃)) при 𝑇 → ∞, 𝑖 = 1, 𝑞,

компоненти 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃) мiри 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) можна ви-
значити iз спiввiдношень [12]

𝑅𝑘𝑙(ℎ) = lim
𝑇→∞

𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)×

×
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑘(𝑡+ ℎ, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃) =

=

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆ℎ 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃), 𝑘, 𝑙 = 1, 𝑞, (1.16)

якi виконуються при кожному ℎ ∈ Z.
Введемо матрицю

𝐽𝑇 (𝜃) =
(︁
𝐽𝑘𝑙,𝑇 (𝜃)

)︁𝑁
𝑘,𝑙=1

=

=

(︃
𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑘(𝑡, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

)︃𝑞
𝑘,𝑙=1

.

(1.17)
Тодi з (1.13) при 𝑎(𝜆) = 1, 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋],

𝐽𝑇 (𝜃) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) −→
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−→
𝜋∫︁

−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) = 𝜇
(︀
[−𝜋, 𝜋], 𝜃

)︀
= 𝐽(𝜃), 𝑇 → ∞,

(1.18)
причому матриця 𝐽(𝜃) додатно визначена за
означенням спектральної мiри 𝜇. Звiдси, i ма-
трицi Λ𝑇 (𝜃) = 𝐽−1

𝑇 (𝜃) додатно визначенi для
𝑇 > 𝑇0. До того ж, lim

𝑇→∞
Λ𝑇 (𝜃) = Λ(𝜃) = 𝐽−1(𝜃)

також додатно визначена матриця.
Зауважимо, що коли 𝑎(𝜆) втрачає властиво-

стi неперервностi та обмеженостi, спiввiдноше-
ння (1.15) може в деяких випадках також вико-
нуватись. Для цього дамо вiдповiдне означення
для с.щ. стацiонарного часового ряду
𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋].

Означення 2. С.щ. 𝑓 називається 𝜇-
припустимою [12], якщо вона iнтегрована
за мiрою 𝜇, тобто всi елементи матрицi
𝜋∫︀

−𝜋
𝑓(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) скiнченнi, та для 𝑎 = 𝑓 ви-

конується (1.15).

Далi будемо розглядати властивiсть 𝜇-
припустимостi с.щ. 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], яку зада-
но формулою (1.11). Введемо множину iндексiв
𝐼 = {−𝑟, 𝑟 } i для визначеностi нехай 𝜒0 = 0.
Покладемо 𝜆−𝑙 = −𝜆𝑙, 𝜆𝑙 = 𝜒𝑙, 𝑙 = 1, 𝑟,
𝜆0 = 𝜒0 = 0. Спираючись на формули (1.7),
(1.8) та (1.11), можна стверджувати iснування
такого достатньо великого числа 𝑐0 > 0, що
для всiх 𝑐 ≥ 𝑐0 знайдуться околи 𝑉𝑙(𝑐) точок
𝜆𝑙, 𝑙 ∈ 𝐼, для яких

{𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋] : 𝑓(𝜆) > 𝑐} ⊂
⋃︁
𝑙∈𝐼

𝑉𝑙(𝑐), (1.19)

причому 𝑉𝑙(𝑐) у (1.19) не перетинаються та мiри
Лебега 𝑚

(︀
𝑉𝑙(𝑐)

)︀
↓ 0 при 𝑐→ ∞, 𝑙 ∈ 𝐼.

B2. Для 𝑇 > 𝑇0

𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃0) max

𝜆∈𝑉𝑙(𝑐0)

⃒⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒
< ℎ𝑙𝑘(𝜃

0) <∞,

𝑙 ∈ 𝐼, 𝑘 = 1, 𝑞. (1.20)

Наступне твердження є варiантом загаль-
ної теореми роботи [7] для дискретного часу
спостережень та с.щ. (1.11).

Теорема 1. Нехай виконуютья умови A2, B1,
B2 та с.щ. 𝑓 iнтегрована за мiрою 𝜇. Тодi 𝑓 є
𝜇-припустимою функцiєю.

Далi ми побачимо, що теорема 1 потрi-
бна для доведення асимптотичної нормальностi
о.н.к.

Нехай деяка функцiя
𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥), 𝜙(𝑥) = (2𝜋)−1/2𝑒−𝑥

2/2 –
стандартна гауссiвська щiльнiсть. Тодi її можна
розкласти в цьому гiльбертовому просторi в ряд
Фур’є за полiномами Чебишова-Ермiта

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛
(︁√

2𝜋𝜙(𝑥)
)︁−1

×

× 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛

(︁√
2𝜋𝜙(𝑥)

)︁
, 𝑛 ≥ 0,

що утворюють повну ортогональну систему в
L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥):

𝑊 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑊 )

𝑛!
𝐻𝑛(𝑥),

𝐶𝑛(𝑊 ) =

∞∫︁
−∞

𝑊 (𝑥)𝐻𝑛(𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑛 ≥ 0.

(1.21)
У сформулюванiй нижче теоремi 2 будемо

вважати, що

𝐶0 =
∞∫︀

−∞
𝑊 (𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = E𝑊 (𝜀0) = 0.

Означення 3. Функцiя 𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
має ранг Ермiта 𝑚 (𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚), якщо або
𝐶1(𝑊 ) ̸= 0 та 𝑚 = 1, або для деякого 𝑚 ≥ 2

𝐶1(𝑊 ) = ... = 𝐶𝑚−1(𝑊 ) = 0, 𝐶𝑚(𝑊 ) ̸= 0.
(1.22)

У сформульованiй нижче ЦГТ використано
поняття ермiтового рангу функцiї для деякої
векторної суми випадкових величин та с.щ.,
що вiдповiдають стацiонарним часовим рядам
iз коварiацiйними функцiями 𝐵𝑠(𝑡), 𝑠 ∈ N, де
𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, – коварiацiйна функцiя часового
ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z.

Коварiацiйнiй функцiї 𝐵𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑠 ≥ 2,
де 𝐵(𝑡) – коварiацiйна функцiя (1.4), вiдповiдає
𝑠-та згортка

𝑓*𝑠(𝜆) =

∫︁
R𝑠−1

𝑓(𝜆− 𝜆2 − ...− 𝜆𝑠)×

×
𝑠∏︁
𝑖=2

𝑓(𝜆𝑖) 𝑑𝜆2...𝑑𝜆𝑠, 𝜆 ∈ R, (1.23)

с.щ. (1.6)-(1.8), стацiонарного випадкового про-
цесу 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, який було розглянуто вище.
Тодi за формулою (1.11) коварiацiйнiй функцiї
𝐵𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ Z, вiдповiдає с.щ.

𝑓 (𝑠)(𝜆) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑓*𝑠(𝜆+2𝜋𝑘), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑠 ≥ 2.

(1.24)
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Будемо вважати за означенням, що
𝑓*1(𝜆) = 𝑓(𝜆) та 𝑓 (1)(𝜆) = 𝑓(𝜆), до того ж,
сформулюємо для функцiї 𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
наступну альтернативу.
A3. Або (i)𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 1, 𝛼 > 1

2 ,
або (ii)𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚, 𝑚𝛼 > 1, де

𝛼 = min
0≤𝑙≤𝑟

𝛼𝑙, (1.25)

𝛼𝑙 – параметри коварiацiйної функцiї (1.3) ста-
цiонарного часового ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z.

Нехай для функцiї 𝑊 виконується умова
(i). При виконаннi умови (ii) подальшi мiрку-
вання аналогiчнi. Звiдси коварiацiйна функцiя
𝐵(𝑡),
𝑡 ∈ R, за формулами (1.4), (1.5) iнтегрована з
квадратом на R i згортка

𝑓*2(𝜆) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜆𝑡𝐵2(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜆 ∈ R, (1.26)

є обмеженою та неперервною функцiєю. До то-
го ж, для будь-якого 𝑠 ≥ 2

𝑓*𝑠(𝜆) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜆𝑡𝐵𝑠(𝑡) 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐵𝑠−2(0)

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐵2(𝑡) 𝑑𝑡 <∞, (1.27)

i всi згортки 𝑓*𝑠 неперервнi та обмеженi однi-
єю константою, враховуючи наше припущення
𝐵(0) = 1.

Також зауважимо, що з рiвностi

𝐵𝑠(𝑡) =

(︃
𝑠∑︁
𝑙=0

𝐴𝑙𝐵𝛼𝑙,κ𝑙
(𝑡)

)︃𝑠
, 𝑡 ∈ R, 𝑠 ≥ 2,

(1.28)
пiсля пiдведення правої частини в 𝑠-й степiнь
видно, що с.щ. 𝑓*𝑠(𝜆) є лiнiйною комбiнацiєю
функцiй Макдональда порядкiв 𝜈 > 1, для яких
справедлива асимптотична формула (1.12). Та-
ким чином, ряд (1.24) збiгається рiвномiрно за
𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋].

Сформулюємо теорему про асимптотичну
нормальнiсть зваженої векторної суми значень
нелiнiйного перетворення гауссiвської стацiо-
нарної випадкової послiдовностi з сингулярним
спектром, яку доведено в роботi [14]. Нам зна-
добиться додаткова умова
B3. Для 𝑇 > 𝑇0,

𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃0) max

𝑡=1,𝑇
|𝑔𝑖(𝑡, 𝜃0)| ≤ 𝑘𝑖(0) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞.

(1.29)

Теорема 2. Нехай виконуютья умови A1, A2,
B1-B3 та одна з наступних умов для функцiї
𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥):
(i) 𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 1, 𝛼 > 1

2 та с.щ. 𝑓 часового
ряду 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ Z, є 𝜇-припустимою;
(ii) 𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚 та 𝑚𝛼 > 1, де 𝛼 задана
формулою (1.25). Тодi випадковий вектор

𝜁𝑇 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑊 (𝜉𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0),

∇𝑔(𝑡, 𝜃0) =
(︀
𝑔1(𝑡, 𝜃

0), ..., 𝑔𝑞(𝑡, 𝜃
0)
)︀*

(1.30)

асимптотично нормальний 𝑁(0, 𝜎) при
𝑁 → ∞, де

𝜎 = 2𝜋
∞∑︁
𝑠=𝑚

𝐶2
𝑠 (𝑊 )

𝑠!

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 (𝑠)(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0). (1.31)

Як було вказано у вступi, нас особливо цi-
кавить тригонометрична функцiя регресiї

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︀
𝐴0
𝑘 cos𝜙0

𝑘𝑡+𝐵0
𝑘 sin𝜙0

𝑘𝑡
)︀
, (1.32)

𝜃0 = (𝜃01, 𝜃
0
2, 𝜃

0
3, ..., 𝜃

0
3𝑁−2, 𝜃

0
3𝑁−1, 𝜃

0
3𝑁 ) =

= (𝐴0
1, 𝐵

0
1 , 𝜙

0
1, ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜙

0
𝑁 ),

(𝐶0
𝑘)2 = (𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)2 > 0, 𝑘 = 1, 𝑁 . Розмi-
стимо частоти 𝜙0 = (𝜙0

1, ..., 𝜙
0
𝑁 ) у порядку зро-

стання. Розглянемо монотонно неспадну сiм’ю
вiдкритих множин

Φ𝑇 ⊂ Φ(𝜙,𝜙), 𝑇 > 𝑇0 > 0,

Φ(𝜙,𝜙) = {𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑁 ) ∈ R𝑁 :

0 ≤ 𝜙 < 𝜙1 < ... < 𝜙𝑁 < 𝜙 < 𝜋},

стосовно яких припустимо, що вони мiстять
iстинне значення параметра 𝜙0 та задовольня-
ють умовам

lim
𝑇→∞

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

𝑇 (𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = +∞, (1.33)

lim
𝑇→∞

inf
𝜙∈Φ𝑇

𝑇𝜙1 = +∞. (1.34)

Умови (1.33) та (1.34) – це умови розрiзнен-
ня параметрiв тригонометричної моделi регресiї
(1.1) та (1.32).

Позначимо

𝑄𝑇 (𝜃) = 𝑇−1
𝑇∑︁
𝑡=1

[︀
𝑋(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝜃)

]︀2
.
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Означення 4. Будемо називати о.н.к. пара-
метра 𝜃0 у сенсi Уолкера [15] такий випадковий
вектор 𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜙1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜙𝑁𝑇 ),
що мiнiмiзує функцiонал 𝑄𝑇 (𝜃) на параметри-
чнiй множинi Θ𝑇 ⊂ R3𝑁 , в якiй амплiтуди
𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , можуть набувати будь-якi
значення, а кутовi частоти 𝜙 ∈ Φ𝑐

𝑇 , де Φ𝑐
𝑇 –

замикання множини Φ𝑇 .

Коли 𝜙 > 0, умова (1.34) виконується.
Якщо 𝜙 = 0 та Φ𝑇 ⊂ Φ(0, 𝜙), то для виконання
(1.33), (1.34) можемо взяти, наприклад, пара-
метричнi множини Φ𝑇 , для яких

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

(𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = 𝑇−1/2, inf
𝜙∈Φ𝑇

𝜙1 = 𝑇−1/2.

Неважко перевiрити, що тригонометрична
функцiя регресiї задовольняє умовам B2 та B3,
щодо умови B1 див. роздiл 4.

2 Теорема редукцiї

В цьому роздiлi для загальної моделi регре-
сiї (1.1) ми доводимо теорему редукцiї, яка до-
зволяє замiнити вивчення асимптотичного роз-
подiлу о.н.к. в нелiнiйнiй моделi вивченням
асимптотичного розподiлу о.н.к. у деякiй допо-
мiжнiй лiнiйнiй моделi. Таким чином, вказана
теорема редукцiї, фактично, є теоремою лiнеа-
ризацiї.

Означення 5. О.н.к. невiдомого параметра
𝜃0 = (𝜃01, ..., 𝜃

0
𝑞) ∈ Θ𝑇 , 𝑇 > 𝑇0, отриманої

за спостереженнями 𝑋𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , у моделi
спостережень (1.1) називається будь-який ве-
ктор 𝜃𝑇 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑞) ∈ Θ𝑐

𝑇 , де Θ𝑐
𝑇 – замикання

множини Θ𝑇 , для якого

𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) = min
𝜃∈Θ𝑐

𝑇

𝑄𝑇 (𝜃). (2.1)

Означення 5 узагальнює означення 4 о.н.к.
в сенсi Уолкера для тригонометричної функцiї
регресiї (1.32). Iснування хоча б одного озна-
ченого вище випадкового вектора випливає iз
теореми (3.10), стор. 270, роботи I. Пфанца-
гля [16], якщо min

𝜃∈Θ𝑐
𝑇

𝑄𝑇 (𝜃) досягається для ко-

жного 𝜔 ∈ Ω.
Зробимо наступнi припущення. Нехай фун-

кцiя регресiї 𝑔(𝑡, ·) ∈ C2(Θ𝛾), 𝑡 ∈ N, та
lim𝑇→∞𝑇

−1𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) > 0, 𝜃 ∈ Θ, 𝑖 = 1, 𝑞.
Позначимо

𝑑2𝑇 (𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑2𝑖𝑇 (𝜃))𝑞𝑖=1,

𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃) =
𝜕2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑙
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞, (2.2)

𝑑2𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔2𝑖𝑙(𝑡, 𝜃), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (2.3)

Введемо нормовану о.н.к.

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0). (2.4)

Виконаємо замiну змiнних
𝑢 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃 − 𝜃0), 𝜃 ∈ Θ𝑐

𝑇 , яка вiдповiдає нор-
муванню (2.4) у функцiї регресiї та її похiдних,
i запишемо для 𝑢 ∈ 𝑈𝑇 (𝜃0) = 𝑑𝑇 (𝜃0)(Θ𝑐

𝑇 − 𝜃0)

ℎ(𝑡, 𝑢) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑢),

𝐻(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ(𝑡, 𝑢1) − ℎ(𝑡, 𝑢2),

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖 = 1, 𝑞,

𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ𝑖(𝑡, 𝑢1) − ℎ𝑖(𝑡, 𝑢2),

ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Будемо також використовувати позначення

𝑉 (𝑅) = {𝑢 ∈ R𝑞 : ‖𝑢‖ < 𝑅}.

Припустимо, що для 𝑅 ≥ 0 i 𝑇 > 𝑇0(𝑅)
виконується наступна умова на зростання похi-
дних 1-го та 2-го порядкiв функцiї регресiї.

B4. (i) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)∩𝑈𝑇 (𝜃0)

|ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖(𝑅) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞; (2.5)

(ii) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)∩𝑈𝑇 (𝜃0)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑅) · 𝑇−1/2, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞; (2.6)

(iii)
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
≤ 𝑘𝑖𝑙 · 𝑇−1/2,

𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (2.7)

В умовi В4 припускається, що констан-
ти 𝑘𝑖, 𝑘𝑖𝑙, 𝑘𝑖𝑙, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞, можуть залежати вiд
iстинного значення параметра 𝜃0 ∈ Θ. Заува-
жимо також, що при 𝑅 = 0 умова B4(i) пере-
творюється на умову B3 роздiлу 1.

Введемо вектори

Ψ𝑇 (𝑢) =
(︁

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢)

)︁𝑞
𝑖=1
,

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
,

𝑖 = 1, 𝑞, (2.8)
29
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та
𝐿𝑇 (𝑢) =

(︁
𝐿𝑖𝑇 (𝑢)

)︁𝑞
𝑖=1
,

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝜀𝑡 −

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
,

𝑖 = 1, 𝑞. (2.9)

Нормована о.н.к. 𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 −𝜃0) задо-
вольняє систему нормальних рiвнянь

Ψ𝑇 (𝑢) = 0. (2.10)

Вектор 𝐿𝑇 (𝑢) вiдповiдає допомiжнiй лiнiйнiй
регресiйнiй моделi

𝑍(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)𝛽𝑖 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , (2.11)

i система нормальних рiвнянь

𝐿𝑇 (𝑢) = 0 (2.12)

задає нормовану о.н.к. 𝑢̃𝑇 параметра 𝛽 ∈ R𝑞,
якщо ми покладемо

𝑢̃𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝛽𝑇 − 𝛽), (2.13)

де 𝛽𝑇 – звичайна о.н.к. параметра 𝛽 моделi
(2.11).

Теорема 3. Якщо виконуються умови A1,
A2, а також умова B4, то для довiльних
𝑅 > 0, 𝑟 > 0

P{ max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟} → 0, 𝑇 → ∞.

(2.14)

Доведення. Для довiльного 𝑖 = 1, 𝑞

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
−

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙 =

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

]︃
=

= 𝑠1(𝑢) + 𝑠2(𝑢) + 𝑠3(𝑢). (2.15)

Для фiксованого 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) маємо

E𝑠21(𝑢) = E

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃2

=

=

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
· 𝐻𝑖(𝑠;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
E𝜀𝑡𝜀𝑠 ≤

≤ max
𝑡=1,𝑇

𝐻2
𝑖 (𝑡;𝑢, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| . (2.16)

Використовуючи формулу скiнченних приро-
стiв та умову В4, отримуємо

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅), 𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

|𝑢𝑙| =

=

𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅), 𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
|𝑢𝑙| ≤

≤ 𝑅

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
𝑇−1. (2.17)

Тодi

E𝑠21(𝑢) ≤ 𝑅2

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃2

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| .

Доведемо, що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| → 0, 𝑇 → ∞. (2.18)

За умов A1, A2

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ E𝐺2(𝜉0)|𝐵(𝑡− 𝑠)|, (2.19)

тобто для доведення (2.18) достатньо довести,
що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| → 0, 𝑇 → ∞.

Нехай виконується умова A2, тодi

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| =

= 𝑇−2
𝑇−1∑︁

𝑡=−(𝑇−1)

(𝑇 − |𝑡|)|𝐵(𝑡)| ≤
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≤ 𝑇−1
𝑇−1∑︁

𝑡=−(𝑇−1)

|𝐵(𝑡)| =

= 𝑇−1𝐵(0) + 2𝑇−1
𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)|.

Якщо 𝛼 = min
0≤𝑗≤𝑟

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), то при 𝑡 ≥ 1

|𝐵(𝑡)| ≤ 𝑡−𝛼;

𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)| ≤
𝑇−1∑︁
𝑡=1

𝑡−𝛼 ≤
𝑇∫︁
0

𝑡−𝛼𝑑𝑡 =
𝑇 1−𝛼

1 − 𝛼
,

тобто

𝑇−1 + 2𝑇−1
𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)| = 𝑂(𝑇−𝛼).

Тодi отримуємо, що 𝑠1(𝑢)
𝑃−→ 0 при 𝑇 → ∞

поточково для 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅). З iншого боку,

P

{︂
max

‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ
|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| > 𝑟

}︂
≤

≤ 𝑟−1E max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀
𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑟−1 max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

E |𝜀0|𝑇.

(2.20)
Використовуючи умову B4, маємо

max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ ℎ

[︃
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅),𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

]︃
≤

≤ ℎ

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅) · 𝑘𝑖𝑙
)︃
𝑇−1. (2.21)

Iз (2.21) випливає нерiвнiсть

P

{︂
max

‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ
|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| > 𝑟

}︂
≤ 𝑘1𝑟

−1ℎ,

(2.22)
де

𝑘1 =

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
E |𝜀0| .

Позначимо 𝑁ℎ скiнченну ℎ-сiтку кулi
𝑉 𝑐(𝑅). Тодi

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠1(𝑢)| ≤

≤ max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| + max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝑠1(𝑢)|.

(2.23)
З (2.20), (2.21) маємо для будь-якого 𝑟 > 0

P

{︂
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

}︂
≤

≤ 2𝑘1𝑟
−1ℎ+ P

{︂
max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

2

}︂
. (2.24)

Для 𝜀 > 0 задамо ℎ = 𝜀𝑟
4𝑘1

. Тодi для 𝑇 > 𝑇0
завдяки поточковiй збiжностi 𝑠1(𝑢) до нуля за
ймовiрнiстю,

P

{︃
max

𝑢∈𝑁 𝜀𝑟
4𝑘1

|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

2

}︃
≤ 𝜀

2
,

i, таким чином,

P

{︂
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

}︂
≤ 𝜀.

Отже, 𝑠1(𝑢) збiгається рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)
до нуля за ймовiрнiстю.

За умови B4 отримуємо

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻(𝑡; 0, 𝑢)| =

= max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑅

[︃
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅),𝑡=1,𝑇

𝑞∑︁
𝑖=1

(︂
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︂2
]︃1/2

≤

≤ ‖𝑘(𝑅)‖ ·𝑅 · 𝑇−1/2, (2.25)

де 𝑘(𝑅) =
(︀
𝑘1(𝑅), ..., 𝑘𝑞(𝑅)

)︀
. Тодi, за допомогою

(2.17) та (2.25), можемо записати

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠2(𝑢)| =

= max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝐻(𝑡; 0, 𝑢)

𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇−1/2 ·𝑅2 · ‖𝑘(𝑅)‖ ·

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
,

а, отже, 𝑠2(𝑢) рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) при
𝑇 → ∞ збiгається до 0.

Зауважимо, що 𝑠3(𝑢) можна переписати у
виглядi

𝑠3(𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢)+

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

]︃
=
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= −1

2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙𝑢𝑗 =

= −1

2

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

(︃
ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢

*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃
𝑢𝑙𝑢𝑗 ,

𝑢*𝑡 ∈ 𝑉 (𝑅).

Тодi за умови B4

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠3(𝑢)| ≤ 𝑇

2
· 𝑘𝑖(𝑅)×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

𝑘𝑙𝑗(𝑅)𝑘𝑙𝑗 |𝑢𝑙||𝑢𝑗 |

⎞⎠𝑇−3/2 ≤

≤ 𝑞𝑘𝑖(𝑅)

2
max

1≤𝑙,𝑗≤𝑞

[︁
𝑘𝑙𝑗(𝑅)𝑘𝑙𝑗

]︁
𝑅2𝑇−1/2.

Отже, 𝑠3(𝑢) рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) при
𝑇 → ∞ збiгається до 0. �
Зауваження 1. Твердження теореми 3 є вiр-
ним для о.н.к. 𝜃𝑇 iз означення 4, так як триго-
нометрична фiнкцiї регресiї задовольняє умовi
B4.

3 Асимптотична єдинiсть оцiнки наймен-
ших квадраiв

В даному роздiлi буде доведено, що з ймо-
вiрнiстю, яка прямує до 1 при 𝑇 → ∞, нор-
мована о.н.к. 𝑢̂𝑇 з (2.4), де о.н.к. 𝜃𝑇 задано
означенням 5, є єдиним розвязком системи рiв-
нянь (2.10). Цей факт використаємо у роздi-
лi 4 при доведеннi асимптотичної нормальностi
о.н.к. 𝜃𝑇 .

Запишемо

𝐽𝑇 (𝜃) =
(︁
𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

)︁𝑞
𝑖,𝑙=1

,

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) = 𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃), (3.1)

𝜆min(𝐴)(𝜆max(𝐴)) – найменше (найбiльше) вла-
сне число додатно визначеної матрицi 𝐴.
B5. Для деякого 𝜆* > 0 при 𝑇 > 𝑇0

𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) ≥ 𝜆*. (3.2)

Розглянемо нормовану о.н.к.

𝑤̂𝑇 = 𝑇−1/2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0), (3.3)

якiй вiдповiдає замiна змiнних
𝑤 = 𝑇−1/2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃 − 𝜃0) у функцiї регресiї та її
похiдних.

Введемо позначення

𝑓(𝑡, 𝑤) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Також використаємо наступнi позначення

𝐹 (𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓(𝑡, 𝑤1) − 𝑓(𝑡, 𝑤2),

𝐹𝑖(𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤1) − 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤2),

𝐹𝑖𝑙(𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤1) − 𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤2),

Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 2
𝑖𝑙(𝑡;𝑤, 0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Введемо умову
B6. Для деякого 𝑟0 > 0

(i) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖(𝑟0) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞; (3.4)

(ii) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑇−1/2, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞; (3.5)

(iii) max
𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

𝑇Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑2𝑙𝑇 (𝜃0)
‖𝑤‖−2 ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (3.6)

Звернемо увагу на те, що нерiвностi (3.4) та
(3.5) є модифiкацiями нерiвнестей (2.5) та (2.6)
з умови B4, вiдповiдно.

Розглянемо функцiонал

(2𝑇 )−1
𝑇∑︁
𝑡=1

[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]2 =

=
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤) (3.7)

i введемо вектор

ℳ𝑇 (𝑤) =
(︀
ℳ𝑖

𝑇 (𝑤)
)︀𝑞
𝑖=1

=

=

(︃
𝜕

𝜕𝑤𝑖

(︃
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤)

)︃)︃𝑞
𝑖=1

=

=

(︃
𝑇−1/2

𝑇∑︁
𝑡=1

[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]
−𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

.

Тодi нормована о.н.к. 𝑤̂𝑇 задовольняє систему
рiвнянь

ℳ𝑇 (𝑤) = 0. (3.8)
32



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Варто зауважити, що якщо нормована
о.н.к. 𝑤̂𝑇 є єдиним розв’язком системи рiвнянь
(3.8), тодi 𝑢̂𝑇 є єдиним розв’язком системи рiв-
нянь (2.10).

Ми будемо вимагати, що нормована о.н.к.
𝑤̂𝑇 є слабко консистентною, тобто виконується
умова
C. Для будь-якого 𝑟 > 0 P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} → 0,
𝑇 → ∞.

Достатнi умови слабкої консистентностi
для тригонометричної моделi з неперервним ча-
сом спостереження мiстяться в роботi [7].

Теорема 4. Нехай виконуються умови A1,
A2 та B4(iii), B5, B6, C. Тодi нормована
о.н.к. 𝑤̂𝑇 з ймовiрнiстю, що прямує до 1 при
𝑇 → ∞, є єдиним розв’язком системи рiвнянь
(3.8).

Доведення. Розглянемо загальний елемент
матрицi Гессе функцiонала (3.7)
ℋ𝑇 =

(︀
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤)

)︀𝑞
𝑖,𝑙=1

:

ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) =

𝜕2

𝜕𝑤𝑖𝜕𝑤𝑙

(︃
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤)

)︃
=

= 𝑇−1
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]

−𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇+

+
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇

)︃
=

=
𝑇∑︁
𝑡=1

[︀
𝐹 (𝑡; 0, 𝑤) + 𝜀𝑡

]︀ −𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 (𝑡;𝑤, 0)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
−

−
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0) + 𝑓𝑖(𝑡, 0))×
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

×(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0) + 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤)+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))𝑓𝑖(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑖(𝑡, 0)𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤) + 𝑞3(𝑤) + 𝑞4(𝑤)+

+𝑞5(𝑤) + 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (3.9)

Використовуючи нерiвнiсть (її доведення
наведено у [17], стор.103)⃒⃒

𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))
⃒⃒
≤

≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒
, (3.10)

отримуємо

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒
≤

5∑︁
𝑚=1

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

|𝑞𝑚(𝑤)|.

(3.11)
Застосовуючи умови теореми, одержуємо

для ‖𝑤‖ ≤ 𝑟0

|𝑞1(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 (𝑡;𝑤, 0)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑡;𝑤, 0)

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇
|𝐹 (𝑡;𝑤, 0)| ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇
|𝑓(𝑡, 𝑤) − 𝑓(𝑡, 0)| =

= 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑇 1/2

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑓𝑙(𝑡, 𝑤
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇 1/2×

×

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑡=1,𝑇

(︂
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤

*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂2
)︃1/2

‖𝑤‖ ≤

≤ ‖𝑘(𝑟0)‖ · 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑙 · ‖𝑤‖, (3.12)

𝑘(𝑟0) =
(︁
𝑘1(𝑟0), ..., 𝑘𝑞(𝑟0)

)︁
, ‖𝑤*

𝑡 ‖ ≤ ‖𝑤‖,
𝑡 = 1, 𝑇 .
Далi розглянемо

|𝑞2(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐹𝑖𝑙(𝑡, 𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
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≤ |𝑞6(𝑤)| + |𝑞7(𝑤)|. (3.13)

Iз умови B6(iii) отримуємо

|𝑞6(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐹𝑖𝑙(𝑡, 𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2(︂
𝑇

Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑2𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂1/2

≤

≤

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2

𝑘
1/2
𝑖𝑙 (𝑟0)‖𝑤‖. (3.14)

Тепер маємо (︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2

=

=

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝜀2𝑡 − E𝜀20

)︀
+ E𝜀20

)︃1/2

=

=
(︀
𝜉𝑇 + E𝜀20

)︀1/2
,

E𝜉2𝑇 = 𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

(︁
E𝜀2𝑡 𝜀

2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2)︁
.

Доведемо, що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 →

(︀
E𝜀20

)︀2
, 𝑇 → ∞. (3.15)

За умови A1 функцiю 𝐺2(𝑥) можна розкласти
в ряд в гiльбертовому просторi L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
за полiномами Чебишова-Ермiта:

𝐺2(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘(𝐺
2)

𝑘!
𝐻𝑘(𝑥),

𝐶𝑘(𝐺
2) =

∞∫︁
−∞

𝐺2(𝑥)𝐻𝑘(𝑥)𝜑(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘 ≥ 0.

Таким чином,

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2
=

=

∞∑︁
𝑘=0

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠) −

(︀
E𝜀20

)︀2
=

=

∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠) ≤

≤ |𝐵(𝑡− 𝑠)|
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
. (3.16)

Оскiльки
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
= E𝐺4(𝜉(0)) −

(︀
E𝐺2(𝜉(0))

)︀2
=

= D𝐺2(𝜉(0)) <∞, (3.17)

то iз (3.16), (3.17) та (2.18), маємо при 𝑇 → ∞

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2 ≤
≤ D𝐺2(𝜉(0))𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| → 0,

як було доведено у розiдiлi 2. Введемо наступне
позначення

𝜉𝑇 = 𝑜(1)𝑝 (1)
𝑃−→ 0, 𝑇 → ∞. (3.18)

Далi, опираючись на умови B6, отримуємо

E|𝑞7(𝑤)|2 = E

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤

≤
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠|
(︂

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂2

≤

≤
(︁
𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑙

)︁2
· 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)|, (3.19)

звiдси,

|𝑞7(𝑤)| = 𝑜(2)𝑝 (1)
𝑃−→ 0, 𝑇 → ∞. (3.20)

Продовжимо далi оцiнювати доданки суми
(3.9). Отримуємо

|𝑞3(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))×
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

×(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 2
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑠=1

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
1𝑡)|

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
×

× max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑙𝑠(𝑡, 𝑤*
2𝑡)|

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑠𝑇 (𝜃0)
· |𝑤𝑗 | · |𝑤𝑠| ≤

≤ 𝑇 2
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑠=1

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
1𝑡)|

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
×

× max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑙𝑠(𝑡, 𝑤*
2𝑡)|

𝑑𝑙𝑠,𝑇 (𝜃0)
·

𝑑𝑙𝑠,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑠𝑇 (𝜃0)
|𝑤𝑗 | · |𝑤𝑠| ≤

≤

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑗

)︁2⎞⎠1/2

×
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×

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0) · 𝑘𝑙𝑠

)︁2)︃1/2

‖𝑤‖2, (3.21)

‖𝑤*
1𝑡‖, ‖𝑤*

2𝑡‖ ≤ ‖𝑤‖, 𝑡 = 1, 𝑇 .
Аналогiчно з умов B4 та B6 випливає, що

|𝑞4(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 3/2
𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑤𝑗 | max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
𝑇 )|

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)
×

×
𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
· |𝑓𝑙(𝑡, 0)|
𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑙(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖. (3.22)

Таким же чином для |𝑞5(𝑤)| отримуємо

|𝑞5(𝑤)| ≤ 𝑘𝑖(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0)𝑘

𝑙𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖.

(3.23)
Звiдси, враховуючи (3.10)-(3.23), бачимо,

що ⃒⃒
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))

⃒⃒
≤

≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

(︃
‖𝑘(𝑟0)‖𝑘𝑖𝑙𝑘𝑖𝑙‖𝑤‖+

+
(︁
𝑜(1)𝑝 (1) + E𝜀20

)︁1/2 (︁
𝑘𝑖𝑙
)︁1/2

‖𝑤‖ + 𝑜(2)𝑝 (1)+

+

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

×

×

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0)𝑘

𝑙𝑠
)︁2)︃1/2

‖𝑤‖2+

+𝑘𝑙(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖+

+𝑘𝑖(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0)𝑘

𝑙𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖

)︃
. (3.24)

Пiдставляючи в (3.24) нормовану о.н.к. 𝑤̂𝑇 ,
та беручи до уваги, що для 𝑇 > 𝑇0 за умови
B5 𝐽𝑇 (𝜃0) – додатно визначена матриця з мiнi-
мальним власним числом 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) ≥ 𝜆*,
для деякого 𝑟 > 0 розглянемо подiю

Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3 =

=
{︁ ⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
≤ 𝑟,

⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
≤ 𝑟, ‖𝑤̂𝑇 ‖ ≤ 𝑟

}︁
⊂

⊂
{︁⃒⃒⃒
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))

⃒⃒⃒
≤ 𝜆*

2

}︁
=

=
{︁
𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2
≤ 𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≤

≤ 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) +
𝜆*
2

}︁
⊂

⊂
{︁
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2

}︁
⊂

⊂
{︂
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆*

2

}︂
. (3.25)

Тепер, отримуємо

P
{︀

Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3

}︀
≤

≤ P
{︀

Γ1

}︀
+ P

{︀
Γ2

}︀
+ P

{︀
Γ3

}︀
=

= P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+

+P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+ P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} .

Для довiльного 𝜀 > 0 для 𝑇 > 𝑇0

P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
, та P

{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
.

В такому разi, якщо для 𝑇 > 𝑇0
P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} ≤ 𝜀

3 за умови C, то

P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+ P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+

+P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} ≤ 𝜀,

а, значить, для 𝑇 > 𝑇0

P {Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3} > 1 − 𝜀. (3.26)

Таким чином, нормована о.н.к. 𝑤̂𝑇 з ймо-
вiрнiстю, що прямує до 1 при 𝑇 → ∞, є єди-
ним розв’язком системи рiвнянь (3.8), тому що
матриця ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 ) є додатно визначеною, i фун-
кцiонал (3.7) має єдиний екстремум (мiнiмум)
в точцi 𝑤̂𝑇 . �
Зауваження 2. Оскiльки
− 1
𝑇 1/2 Ψ(𝑢̂𝑇 ) = 𝑀𝑇 (𝑤̂𝑇 ) = 0, де 𝑤̂𝑇 = 𝑇−1/2𝑢̂𝑇 ,

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0), то iз єдиностi оцiнки 𝑤̂𝑇 в
кулi 𝑉 (𝑟) з великою ймовiрнiстю при 𝑇 > 𝑇0
для деякого 𝑟 > 0 випливає єдинiсть оцiнки
𝑢̂𝑇 з такою ж ймовiрнiстю для 𝑇 > 𝑇0 в кулi
𝑉 (𝑇 1/2𝑟).

Вiдмiтимо, що умови доведеної теореми ви-
конано для тригонометричної функцiї регресiї,
тобто для неї є вiрним висновок теореми 4.
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4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки
найменших квадраiв параметрiв суми
гармонiчних коливань

В даному роздiлi доведемо теорему про
асимптотичну нормальнiсть о.н.к. 𝜃𝑇 , яку за-
дано означенням 5, параметра нелiнiйної моде-
лi регресiї (1.1) i застосуємо її для одержання
асимптотичної нормальностi о.н.к. 𝜃𝑇 з означе-
ння 4 параметрiв суми гармонiчних коливань
(1.32).

Теорема 5. Нехай виконуються умови A1,
A2, A3 для 𝑊 = 𝐺, B1, B2, B4-B6, C, та
𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], iнтегровна за мiрою 𝜇 у ви-
падку 𝑚 = 1. Тодi розподiл випадкового вектора
𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) при 𝑇 → ∞ збiгається до
гауссiвського розподiлу 𝑁(0,Γ), де

Γ = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)

𝑛!

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠−1

×

×
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓 (𝑛)(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠−1

. (4.1)

Доведення. Пiсля використання (2.8), (2.9) та
позначень роздiлу 1 отримуємо, що

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝐺(𝜉𝑡)−

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
= 0,

або
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
=

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
· 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
· 𝑢𝑙 =

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)𝑢𝑙, 𝑖 = 1, 𝑞.

Таким чином, отримали систему рiвнянь вiдно-
сно 𝑢:

𝐽𝑇 (𝜃0)𝑢 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0).

В наслiдок цього, маємо

𝑢̃𝑇 =
(︀
𝑢̃1 · · · 𝑢̃𝑞

)︀*
=

= Λ𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)𝑑
−1
𝑇 (𝜃0)∇𝑔(𝑡, 𝜃0) = Λ𝑇 (𝜃0)𝜁𝑇 ,

(4.2)

де Λ𝑇 (𝜃0) = 𝐽−1
𝑇 (𝜃0).

Далi, взявши до уваги теорему 2, отриму-
ємо, що випадковий вектор 𝑢̃𝑇 є асимптотично
нормальним 𝑁(0,Γ) при 𝑇 → ∞, де 𝜎 задана
формулою (4.1). Зауважимо, що коварiацiйна
матриця вектора 𝑢̃𝑇 , має вигляд

Γ𝑇 = Λ𝑇 (𝜃0)𝜎2𝑇Λ𝑇 (𝜃0), (4.3)

де 𝜎2𝑇 – коварiацiйна матриця вектора 𝜁𝑇 . При
𝑇 → ∞

Γ𝑇 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)

𝑛!

(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
)︁−1

×

×
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓 (𝑛)(𝜆)𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
)︁−1

→ Γ.

(4.4)
Далi потрiбно довести, що функцiя розпо-

дiлу 𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) випадкового вектору
𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) збiгається при 𝑇 → ∞ до
гауссiвської функцiї розподiлу
Φ0,Γ(𝑦) = Φ0,Γ(П(𝑦)),
П(𝑦) = (−∞, 𝑦1) × ...× (−∞, 𝑦𝑞), 𝑦 ∈ R𝑞.

Для довiльного 𝑟 > 0, покажемо, що

∆𝑇 (𝑟) = P {‖𝑢̂𝑇 − 𝑢̃𝑇 ‖ > 𝑟} → 0, 𝑇 → ∞.
(4.5)

Введемо подiю 𝐴𝑇 = {𝑢̃𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅 − 𝑟)}, де
𝑅 таке, що для 𝑇 > 𝑇0, в наслiдок асимптоти-
чної нормальностi 𝑢̃𝑇 , виконується P{𝐴𝑇 } ≤ 𝜀

3 ,
де 𝜀 > 0 – фiксоване достатньо мале число.

Також задамо подiю

𝐵𝑇 =
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤ 𝑟
}︁
.

З теореми 3 (редукцiї) випливає, що для 𝑇 > 𝑇0

P
{︀
𝐵𝑇

}︀
= P

{︁
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
‖Λ𝑇 (𝜃0)×

× (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ > 𝑟
}︁
≤

≤ P
{︁
𝜆max(Λ𝑇 (𝜃0))×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟
}︁

=

= P

{︃
1

𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))
×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟

}︃
≤

≤ P
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ ≥ 𝜆*𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
.

36



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Крiм того, розглянемо подiю 𝐶𝑇 , яка поля-
гає в тому, що о.н.к. 𝑢̂𝑇 є єдиним розв’язком
системи рiвнянь (2.7), до того ж, для 𝑇 > 𝑇0
P{𝐶𝑇 } ≤ 𝜀

3 за теоремою 4. Таким чином, для
𝑇 > 𝑇0

P {𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 } ≥ 1 − 𝜀. (4.6)

Далi маємо

Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢) =

= Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

−

−Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

=

= 𝑢̃𝑇 − Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙 · 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

= 𝑢̃𝑇 − 𝑢.

Якщо подiя 𝐴𝑇 ∩ 𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 вiдбулася, то для
𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)

‖𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢)‖ =

= ‖𝑢+Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))+Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢)‖ =

= ‖𝑢+ 𝑢̃− 𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤

≤ ‖𝑢̃‖ + ‖Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤

≤ 𝑅− 𝑟 + 𝑟 = 𝑅,

тобто 𝐺𝑇 (𝑢) = 𝑢 + Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢) – неперервне
вiдображення 𝑉 𝑐(𝑅) в 𝑉 𝑐(𝑅).

Для доведення (4.5) застосуємо теорему
Брауера про нерухому точку [18], сформульо-
вану в наступнiй формi.

Теорема (Брауера). Нехай 𝐹 неперервне вiд-
ображення 𝑉 𝑐(𝑅) в себе. Тодi iснує 𝑥0 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)
таке, що 𝐹 (𝑥0) = 𝑥0.

Застосуємо дану теорему до 𝐹𝑇 (𝑢), тодi
отримуємо, що iснує точка 𝑢0𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) така,
що 𝐹𝑇 (𝑢0𝑇 ) = 𝑢0𝑇 , або, в наслiдок того, що
Λ𝑇 (𝜃0) – невироджена, Ψ𝑇 (𝑢0𝑇 ) = 0. Оскiльки
подiя 𝐶𝑇 виконується, то єдиним розв’язком си-
стеми рiвнянь Ψ𝑇 (𝑢) = 0 в кулi 𝑉 𝑐(𝑅) є нормо-
вана о.н.к. 𝑢̂𝑇 , тобто
{𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 } ⊂ {𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} i
P {𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ≥ 1 − 𝜀. Зауважимо, що з (4.6)
випливає

1 − 𝜀 ≤ P {{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩𝐵𝑇 } =

= P
{︁
{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩

{︁
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
‖Λ𝑇 (𝜃0)×

×
(︁

Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)
)︁
‖ ≤ 𝑟

}︁}︁
≤

≤ P
{︁
‖Λ𝑇 (𝜃0)

(︁
Ψ𝑇 (𝑢̂𝑇 ) − 𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 )

)︁
‖ ≤ 𝑟

}︁
=

= P
{︁
‖Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 )‖ ≤ 𝑟

}︁
=

= P {‖𝑢̃𝑇 − 𝑢̂𝑇 ‖ ≤ 𝑟} . (4.7)

Тодi з (4.7) випливає (4.5).
Нехай для 𝐴 ∈ B𝑞 ( B𝑞 – 𝜎-алгебра бореле-

вих пiдмножин R𝑞) та 𝜀 > 0

𝐴𝜀 =

{︂
𝑥 ∈ R𝑞 : inf

𝑦∈𝐴
‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀

}︂
,

𝐴−𝜀 = R𝑞 ∖ (R𝑞 ∖𝐴)𝜀.

Враховуючи (4.5), одержуємо для функцiї роз-
подiлу

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) = P {𝑢̂𝑇 ∈ П(𝑦)} , 𝑦 ∈ R𝑞,

та для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑞 i довiльного 𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≥ P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀} − ∆𝑇 (𝜀), (4.8)

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤ P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} + ∆𝑇 (𝜀). (4.9)

Ранiше було доведено, що для довiльних
𝑦 ∈ R𝑞, 𝜀 > 0⃒⃒

P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)±𝜀} − Φ0,Γ(П(𝑦)±𝜀)
⃒⃒
→ 0,

𝑇 → ∞. (4.10)

Нехай 𝜙(𝑦, 𝜃0) – гауссiвська щiльнiсть, що
вiдповiдає функцiї розподiлу Φ0,Γ(𝑦). Через те,
що 𝜆min(Γ) = 𝜆 > 0, 𝜆max(Γ) = 𝜆 <∞, маємо

𝜙(𝑦, 𝜃0) ≤ (2𝜋𝜆)−𝑞/2 exp

{︂
−‖𝑦‖2

2𝜆

}︂
= 𝜈 (‖𝑦‖) .

Тепер до 𝜈 (‖𝑦‖) застосуємо наступну теоре-
му [19].

Теорема. Нехай 𝜈 – невiд’ємна диференцiйов-
на функцiя на [0,∞) така, що

(1) 𝑏 =

+∞∫︁
0

|𝜈 ′(𝜆)|𝜆𝑞−1 𝑑𝜆 <∞;

(2) lim
𝜆→∞

𝜈(𝜆) = 0.

Тодi для довiльної опуклої множини 𝐶 ∈ B𝑞

та для довiльних 𝜀, 𝛿 > 0 має мiсце нерiвнiсть∫︁
𝐶𝜀∖𝐶−𝛿

𝜈 (‖𝜆‖) 𝑑𝜆 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
(𝜀+ 𝛿).
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Пiсля застосування даної теореми до
𝜈 (‖𝑦‖), для будь-якого 𝜓 ̸= 0 отримуємо⃒⃒

Φ0,Γ(П(𝑦)) − Φ0,Γ(П(𝑦)𝜓)
⃒⃒

=

=

∫︁
П
𝜙(𝑦, 𝜃0) 𝑑𝑦 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
|𝜓|, (4.11)

де П =

{︂
П(𝑦)𝜓 ∖ П𝑐(𝑦), якщо 𝜓 > 0,
П(𝑦) ∖ П(𝑦)𝜓, якщо 𝜓 < 0.

Для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑞 та для довiльного
𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦)

⃒⃒
≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(П(𝑦)𝜀)

⃒⃒
+

+
⃒⃒
Φ0,Γ(П(𝑦)𝜀) − Φ0,Γ(𝑦)

⃒⃒
; (4.12)

Φ0,Γ(𝑦) −𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀} + Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
Φ0,Γ(𝑦) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀}

⃒⃒
≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
Φ0,Γ(П(𝑦)−𝜀) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀}

⃒⃒
+

+ |Φ0,Γ(𝑦) − Φ0,Γ(П(𝑦)−𝜀)| . (4.13)

Таким чином, зi спiввiдношень (4.6)-(4.13),
отримуємо

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) → Φ0,Γ(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑞, 𝑇 → ∞. �

Нехай 𝑔(𝑡, 𝜃0) має вигляд (1.32), тодi во-
на має блочно-дiагональну спектральну мiру
𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) (див., наприклад, [5]) з блоками⎛⎝ 𝛿𝑘 𝑖𝜌𝑘 𝛽𝑘

−𝑖𝜌𝑘 𝛿𝑘 𝛾𝑘
𝛽𝑘 𝛾𝑘 𝛿𝑘

⎞⎠ , (4.14)

де

𝛽𝑘 =

√
3

2

(︀
𝐶0
𝑘

)︀−1(︀
𝐵0
𝑘𝛿𝑘 + 𝑖𝐴0

𝑘𝜌𝑘
)︀
,

𝛾𝑘 =

√
3

2

(︀
𝐶0
𝑘

)︀−1(︀−𝐴0
𝑘𝛿𝑘 + 𝑖𝐵0

𝑘𝜌𝑘
)︀
, (4.15)

мiра 𝛿𝑘 = 𝛿𝑘(𝑑𝜆) та заряд 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘(𝑑𝜆) зосере-
дженi у точках ±𝜙0

𝑘, причому

𝛿𝑘
(︀
{±𝜙0

𝑘}
)︀

=
1

2
, 𝜌𝑘

(︀
{±𝜙0

𝑘}
)︀

= ±1

2
, 𝑘 = 1, 𝑁.

Це означає, що умову B1 для тригономе-
тричної функцiї регресiї (1.32) виконано.

За тотожнiстю Планшереля

𝜇𝑇 (R, 𝜃0) =

∞∫︁
−∞

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0) =

=

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝜇𝑗𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃0) 𝑑𝜆

⎞⎠𝑞

𝑗,𝑙=1

=

=

(︃ ∞∫︁
−∞

𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃0)

(︃ ∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒
𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆×

×
∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒
𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆
)︁−1/2

𝑑𝜆

)︃𝑞
𝑗,𝑙=1

=

=

(︃
𝑑−1
𝑗𝑇 (𝜃0)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑗(𝑡, 𝜃
0)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃

0)

)︃𝑞
𝑗,𝑙=1

=

=
(︁
𝐽𝑗𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︁𝑞
𝑗,𝑙=1

.

Таким чином, за умови B1

∞∫︁
−∞

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0) =
(︁
𝐽𝑗𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︁𝑞
𝑗,𝑙=1

= 𝐽𝑇 (𝜃0),

i коли 𝑇 → ∞, то 𝐽𝑇 (𝜃0) → 𝐽(𝜃0), де 𝐽(𝜃0)
деяка додатно визначена матриця, для якої
𝜆min(𝐽(𝜃0)) ≥ 𝜆̃* > 0, i

𝐽(𝜃0) =

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝜇𝑗𝑙(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠𝑞

𝑗,𝑙=1

=

∞∫︁
−∞

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0).

(4.16)
Для тригонометричної функцiї регресiї (1.32)
матрицю 𝐽(𝜃0) задано виразом (3.30).

Варто зауважити, що для тригонометри-
чної моделi регресiї (1.1), (1.32), використову-
ючи (4.14), (4.15), отримуємо, що матриця 𝜎 з
теореми 2 роздiлу 1 є блочно-дiагональною з
блоками 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , вигляду

𝜎𝑘 = 2𝜋
∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0

√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1 −
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦ > 0. (4.17)

Тепер можна сформулювати
Наслiдок 3. За умов A1, A2, A3 при 𝑊 = 𝐺,
справедливе твердження теореми 2 з блочно-
дiагональною матрицею 𝜎 з блоками
𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , вигляду (4.17).

Враховуючи формули (4.1), (4.14)-(4.17),
можна побачити, що для тригонометричної
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функцiї регресiї Γ є блочно-дiагональною ма-
трицею з блоками

Γ𝑘 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0

√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1 −
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦
−1

,

𝑘 = 1, 𝑁. (4.18)

Також варто зауважити, що як показано у
роздiлi 2, для тригонометричної функцiї регре-
сiї (1.32) вiрнi наступнi спiввiдношення

𝑑3𝑘−2,𝑇 (𝜃0) ∼ 2−1/2𝑇 1/2,

𝑑3𝑘−1,𝑇 (𝜃0) ∼ 2−1/2𝑇 1/2,

𝑑3𝑘,𝑇 (𝜃0) ∼ 6−1/2𝐶0
𝑘𝑇

3/2, 𝑘 = 1, 𝑁. (4.19)

Далi перейдемо вiд нормованої о.н.к.
𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) до нормованої о.н.к.(︁

𝑇 1/2
(︀
𝐴1𝑇 −𝐴0

1

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵1𝑇 −𝐵0

1

)︀
,

𝑇 3/2
(︀
𝜙1𝑇 − 𝜙0

1

)︀
, ... ,

𝑇 1/2
(︀
𝐴𝑁𝑇 −𝐴0

𝑁

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁

)︀
,

𝑇 3/2
(︀
𝜙𝑁𝑇 − 𝜙0

𝑁

)︀ )︁
(4.20)

i введемо блочно-дiагональну матрицю 𝑍 з бло-
ками

𝑍𝑘 =

⎡⎣2−1/2 0 0

0 2−1/2 0

0 0 6−1/2𝐶0
𝑘

⎤⎦ , 𝑘 = 1, 𝑁.

(4.21)

В такому разi вектор (4.20) асимптотично нор-
мальний 𝑁(0, Γ̃), де блочно-дiагональна матри-
ця Γ̃, мiстить блоки

2𝜋
∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣𝑍𝑘
⎡⎢⎢⎢⎣

1 0
√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1
−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦𝑍𝑘
⎤⎥⎥⎥⎦
−1

=

= 4𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎣ 1 0
𝐵0

𝑘
2

0 1
−𝐴0

𝑘
2

𝐵0
𝑘
2

−𝐴0
𝑘

2
𝐶0

𝑘
2

3

⎤⎥⎥⎦
−1

, 𝑘 = 1, 𝑁. (4.22)

Пiсля обернення цих матриць отримуємо
наступний результат, враховуючи, що всi умо-
ви, якi накладались на функцiю регресiї в те-
оремi 2 (роздiл 1) справедливi для тригономе-
тричної функцiї регресiї також. Зокрема, вико-
нання умови B2 (𝜇-припустимостi с.щ. 𝑓(𝜆),
𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]) для тригонометричної функцiї ре-
гресiї (1.32) доведено в роботi О.В. Iванова,
I.М. Савич [20].

Розглянемо множини Φ =
{︀
𝜙0
1, 𝜙

0
2, ... , 𝜙

0
𝑁

}︀
та 𝐾 = {κ0,κ1,κ2, ... ,κ𝑟}. Тодi умова B2 вико-
нується, якщо

Φ ∩𝐾 = ∅. (4.23)

Теорема 6. Якщо для тригонометричної мо-
делi регресiї (1.1), (1.32) виконано умови A1,
A2, A3 при 𝑊 = 𝐺, (4.23), то нормована
о.н.к. (4.20) асимптотично нормальна 𝑁(0, Γ̃),
iз блочно-дiагональною матрицею

Γ̃ = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁

Γ̃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁
)︁

(4.24)

з блоками

Γ̃𝑘 =
4𝜋

(𝐶0
𝑘)2

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
𝑀𝑘, (4.25)

𝑀𝑘 =

⎡⎢⎣𝐴0
𝑘
2

+ 4𝐵0
𝑘
2 −3𝐴0

𝑘𝐵
0
𝑘 −6𝐵0

𝑘

−3𝐴0
𝑘𝐵

0
𝑘 4𝐴0

𝑘
2

+𝐵0
𝑘
2

6𝐴0
𝑘

−6𝐵0
𝑘 6𝐴0

𝑘 12

⎤⎥⎦ ,
𝑘 = 1, 𝑁.

Висновки

У роботi отримано асимптотичну нормаль-
нiсть о.н.к. параметрiв тригонометричної моде-
лi регресiї з дискретним часом та шумом, що
є нелiнiйним локальним перетворенням гауссiв-
ського стацiонарного часового ряду з сингуляр-
ним спектром. Одержано достатнi умови асим-
птотичної єдиностi за ймовiрнiстю о.н.к. пара-
метрiв нелiнiйної моделi регресiї, що охоплює
випадок тригонометричної регресiї. З викори-
станням теореми Брауера про нерухому точку
отримано достатнi умови асимптотичної нор-
мальностi о.н.к. параметрiв загальної нелiнiй-
ної моделi регресiї та розглянуто їх застосуван-
ня до тригонометричної моделi регресiї.

39



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Природним напрямком продовження дослi-
джень є апроксимацiя з достатньою точнiстю
громiздкої коварiацiйної матрицi граничного
гауссiвського розподiлу о.н.к., щоб наблизити
отриманi результати до практичних застосу-
вань. Крiм цього, бажано знайти iншi прикла-

ди несумовних коварiацiйних функцiй та сингу-
лярних спектральних щiльностей стацiонарних
часових рядiв для збiльшення кiлькостi матема-
тичних моделей спостережень, аналогiчних ви-
вченiй у роботi.
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