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Abstract. We present a general method for analysis of convoluti-
onal layers under geometric transformations of the input that are li-
near with respect to pixel values. We also describe the algorithm for
finding all possible types of behaviours of the output of convolutional
layers under geometric transformations of the input. We also present
a general method for construction of convolutional architectures with
desired behaviour under geometric transformations of the input.
Keywords: convolutional neural network, invariance of CNN, equai-
variance of CNN, steerable convolutional kernels, induced linear ope-
rators, invariant subspaces.

Анотацiя. В статтi запропоновано загальний метод для аналiзу
згорткових шарiв пiд дiєю геометричних перетворень входу, якi
можна лiнiйно параметризувати вiдносно значень пiкселiв зобра-
ження. Запропоновано метод для знаходження всiх можливих
типiв поведiнки виходу згорткових шарiв пiд дiєю перетворень
входу, та вiдповiдних параметризацiй ядер, а також загальний
метод для побудови згорткових нейронних мереж з бажаною по-
ведiнкою виходу вiд дiєю даних геометричних перетворень входу.
Ключовi слова: згорткова нейронна мережа, iнварiантнiсть
згорткових нейронних мереж, еквiварiантнiсть згорткової мере-
жi, керованi ядра згорток, звуження лiнiйних операторiв, iнварi-
антнi пiдпростори.
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Вступ
Питання побудови згорткових нейронних мереж з заданою поведiнкою

при геометричних перетвореннях входу вважається одним з таких, що до-
зволить значно покращити ефективнiсть моделей на тестових даних [3].

Один пiдходiв — Spatial Transformer Networks [4]. Автори пропонують
використати додаткову згорткову нейронну мережу, яка за заданим вхi-
дним зображенням оцiнить параметри афiнного перетворення, яке потiм
застосовується до вхiдного зображення, i подається на вхiд другiй згортко-
вiй нейроннiй мережi, яка проводить класифiкацiю. Цей пiдхiд змiг показав
кращi результати за звичайнi CNN на декiлькох датасетах: Distorted Mnist,
SVHN та CIFAR-10.

В роботi [5] автори пропонують повертати фiльтри згорток для того щоб
детектувати певнi паттерни на зображеннi пiд будь-яким кутом. Автори
використали згорткову мережу з одним згортковим шаром, який складався
з набору фiльтрiв, кожен з яких був циклiчно повернутий. Автори показали
покращення результатiв класифiкацiї текстур, особливо у випадку малої
навчальної вибiрки.

Архiтектура згорткової мережi Scattering network [6] використовує вейв-
лет перетворення, нелiнiйностi та усереднення по групi для отримання iн-
варiантних ознак. Мережi такого типу були узагальненi для використання
на групi змiщень, поворотiв та масштабування, та застосовуються для роз-
пiзнавання об’єктiв та текстур.

Багато робiт присвячено задачi обчислення еквiварiантних репрезента-
цiй вхiдних даних (без учителя), зокрема, можна видiлити перетворюючi
автоенкодери [7], еквiварiантнi машини Больцмана [8, 9] та еквiварiатнi
фiльтри на сферичних групах [10].

В [11] було показано, що у випадку звичайна згорткова мережа трену-
ється на достатньо великiй репрезентативнiй вибiрцi, такiй як ImageNet,
результуючi репрезентацiї є еквiварiантними до симетричних вiдображень,
масштабування та поворотiв.

В роботi [12] пропонується приблизно еквiварiантна згорткова архiтекту-
ра, що використовує розрiдженi багатовимiрнi ознаки для обробки багато-
вимiрних груп перетворень.

Робота [13] є першою, в якiй авторам вдалося вбудувати додатковi iнва-
рiантностi до геометричних перетворень в структуру згорткової нейронної
мережi. Автори показали, що стандартна CNN може бути узагальнена щоб
бути еквiварiантною (чи iнварiантною) до наборiв геометричних перетво-
рень, що утворюють групи: змiщення, повороти, симетричнi вiдображення,
та їх комбiнацiї.

В роботi [14] автори, дослiдили групу перетворень p4m, щоб розробити
мережi, iнварiантнi до поворотiв та симетричних вiдображень, якi були б
ще бiльш ефективними. Автори показали, що кожне кероване представле-
ння є композицiєю низьковимiрних простих ознак (feature types), кожна з
яких може бути керована незалежно вiд iнших. Аналогiчно до G-згорток,
керованi згортки можуть бути використанi замiсть звичайних згорток в
згорткових нейронних мережах. Експерименти показують, що такий тип
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мережi дозволяє зменшити кiлькiсть параметрiв, та покращити генералi-
зацiю на тестовiй вибiрцi.

Груповi та керованi мережi також були узагальненi для 3D випадку по
вiдношенню до групи обертань сфери [15].

Робота [16] розвиває загальну теорiю еквiварiантних згорткових нейрон-
них мереж по вiдношенню до групових перетворень, та покриває декiлька
попередньо розроблених методiв.

Ще один пiдхiд для досягнення iнварiантностi — це капсульнi мережi [17,
18], що комбiнують в собi декiлька iдей. По-перше, кожному вектору ознак
вiдповiдає вектор орiєнтацiї, довжина якого вiдповiдає степенi наявностi
ознаки в данiй позицiї. Вектор орiєнтацiї може вiдображати напрямок, вiд-
носний зсув чи iншi геометричнi властивостi певної ознаки на об’єктi. Про-
стi об’єкти (такi як вiдрiзки) комбiнуються в бiльш складнi (такi як кути)
за допомогою процедури dynamic routing: вектори простих ознак ”вiддають
голоси” за конфiгурацiї складнiших векторiв ознак, я якщо їх ”голос” узго-
джується з загальною конфiгурацiєю, їх внесок пiдсилюється. Приблизна
еквiварiнтнiсть репрезентацiй випливає з факту, що все залежить вiд вiд-
носних конфiгурацiй векторiв ознак, наприклад, якщо два простiшi ознаки
будуть повернутi на певний кут, тодi орiєнтацiя ознаки, що стоїть вище в
iєрархiї, також буде повернута таким же чином.

В данiй статтi буде описаний загальний алгоритм для створення згор-
ткових нейронних мереж, вихiд яких змiнюється певним наперед заданим
чином пiд час перетворення вхiдних зображень певними геометричними пе-
ретвореннями. Наприклад, виходом нейронної мережi може бути векторне
поле, для якого ми можемо гарантувати, що вектори будуть повертатись
при поворотi зображення приблизно на такий же кут, як i саме зображення
(i точно на такий же кут при поворотi на кратнi π/2). Таким чином, опи-
саний механiзм, зокрема, дозволить будувати мережi, що апроксимують
векторнi поля, що еквiварiантнi до змiщень та поворотiв вхiдного зобра-
ження, що може бути корисним, наприклад, при апроксимацiї векторного
поля змiщень об’єктiв на сусiднiх кадрах вiдеопотоку. Iнше застосування -
мережа, виходом якої є єдиний вектор, еквiварiантний до поворотiв, що до-
зволяє тренувати мережу, що знаходить кутову орiєнтацiю об’єкта. Якщо
об’єкт на зображеннi є симетричним вiдносно певної точки (наприклад,
лiнiя пiд певним кутом), то для нього не можна визначити векторну орi-
єнтацiю (в межах [0, 2π)), але можна знайти його кутову орiєнтацiю, яка
змiнюється в межах [0, π). Буде наведений метод побудови мережi, вихiд
якої змiнюється таким чином, що з нього можна отримати кутову орiєнта-
цiю об’єкта в межах [0, π), що вiдповiдним чином змiнюється при поворотi
зображення.

Ми наведемо алгоритм, який дозволяє знаходити всi можливi типи по-
ведiнки виходiв згорткової нейронної мережi для заданої групи перетво-
рень вхiдного зображення. Для кожного такого типу поведiнки ми змо-
жемо отримувати параметризацiю ядер, згортки з якими поводять себе
таким наперед заданими чином, i спосiб знаходження похiдних по вiдно-
шенню до параметрiв, що потрiбно для навчання мережi. Даний метод є
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достатньо загальним, i може бути застосований i у бiльш загальних ви-
падках, якщо мережа тренується, наприклад, на зображеннях на сферах,
на графах певної структури, та необхiдно гарантувати певнi властивостi
поведiнки її виходу при змiнi її входу певними перетвореннями.

1. Оператор Собеля

Для iлюстрацiї ефекту, якого ми нагамаємось досягнути, розглянемо ди-
ференцiйний оператор Собеля [1, 2], що складається з двох згорток з ядра-
ми 3× 3, та є дискретною апроксимацiєю градiєнта функцiї в точцi.

Нехай I — вхiдне зображення, аGx, Gy — зображення, що мiстять похiднi
I по x та y. Тодi

∇x =

−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1

 , ∇y =

 1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1

 , (1)

Gx = ∇x ∗ I,Gy = ∇y ∗ I
(в класичному варiантi ∇y має протилежнi знаки, ми змiнили їх, щоб опе-
рувати у правостороннiй координатнiй системi).

Дослiдимо, як поводять себе величини Gx, Gy, якщо вхiдне зображен-
ня повертається на величину, кратну π/2 або симетрично вiдображається
вiдносно вертикальної осi. Оскiльки пара величин Gx, Gy є апроксимацiєю
вектора градiєнта, який еквiварiантний до поворотiв та симетричних вiд-
ображень функцiї, то ми очiкуємо, що i його апроксимацiя також проявляє
такi властивостi. Щоб перевiрити це, розглянемо 8-елементну групу пере-
творень зображення, що складається з комбiнацiй 4 поворотiв на π/2 та 2
симетричних вiдображень навколо вертикальної осi. Позначимо операцiю
повороту зображення на π/2 за годинниковою стрiлкою через r, операцiю
горизонтального симетричного вiдображення через f , операцiю тотожного
перетворення через e. Операцiї r та f задовольняють таким властивостям:

– r4 = e,
– f2 = e,
– fr = r3f ,
– fr2 = r2f ,
– fr3 = rf .

Комбiнуючи операцiї повороту r та симетричного вiдображення f , отри-
маємо 8-елементну групу перетворень, яка iзоморфна дiедральнiй групi D4

— групi симетрiй квадрата.
Тепер, використовуючи перетворення цiєї групи, побудуємо таблицю 1

як змiнюються величини Gx, Gy, якщо вхiдне зображення перетворюється
вiдповiдно до перетворень групи.

Таким чином, як i очiкувалось, величини Gx, Gy поводять себе як вектор
пiд поворотами та симетричними вiдображеннями. Отже, згортки тензора
з ядрами ∇x,∇y можна використовувати, щоб отримувати вектор, що по-
вертається та вiдображається разом з вхiдним тензором. Для бiльш ефе-
ктивного використання оператора Собеля в нейроннiй мережi, доцiльним
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Табл. 1. Поведiнка оператора Собеля пiд дiєю поворо-
тiв та вiдображень.

e r r2 r3 f fr fr2 fr3

Gx Gy −Gx −Gy −Gx −Gy Gx Gy
Gy −Gx −Gy Gx Gy −Gx −Gy Gx

є його параметризацiя коефiцiєнтами, якi б навчались пiд час тренуван-
ня, iз збереженням властивостей, описаних в таблицi 1. Найбiльш загальна
форма пари згорток, яка поводить себе так само як оператор Собеля пiд
перетвореннями вищеописаної групи, є такою:

gx =

−a 0 a
−b 0 b
−a 0 a

 , gy =

 a b a
0 0 −0
−a −b −a

 .
Бачимо, що структура ядер gx, gy аналогiчна структурi диференцiйних

операторiв Собеля (1). Зокрема, при пiдстановцi a = 1, b = 2 отримаємо
оператор Собеля.

Отже ми отримали параметризацiю пари ядер згортки, яка поводить
себе як вектор при поворотах та симетричних вiдображеннях зображен-
ня. Отримана параметризацiя є лiнiйною, а отже диференцiйовною, що
дозволить шукати похiдну функцiю похибки по змiнним параметризацiї, i
проводити навчання мережi по вiдношенню до цих параметрiв.

2. Знаходження всiх можливих типiв перетворень для
заданого оператора

Ранiше було розглянуто узагальнення оператора Собеля, яке поводить
себе певним наперед заданим чином (як вектор) при поворотах i симе-
тричних вiдображеннях вхiдного зображення. Знайдемо всi можливi типи
поведiнки виходiв шарiв пiд дiєю лiнiйного перетворення вхiдного зобра-
ження та параметризацiї операторiв, що задають такi виходи.

Позначимо через x ∈ Rn патч зображення k × k, розгорнутий у вектор
довжиною n = k2, через A ∈ Rn×n — матрицю лiнiйного оператора, що
дiє на x (це може бути оператор симетричного вiдображення, повороту на
π/2, чи довiльнi оператори, що лiнiйно дiють на значення пiкселiв). Тодi
необхiдно знайти такi вектори s1 . . . sm ∈ Rn (ядра згорток), що згортки з
лiнiйно перетвореним зображенням є певною лiнiйною комбiнацiєю згорток
початкового зображення. Тобто, iснують такi коефiцiєнти λ11, λ12 . . . λmm,
що 

sT1 Ax = λ11s
T
1 x+ . . . λ1ms

T
mx,

. . .

sTmAx = λm1s
T
1 x+ . . . λmms

T
mx.

(2)
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Введемо такi позначення:

Λ =

λ11 . . . λ1m

. . . . . . . . .
λm1 . . . λmm

 , Λ ∈ Rm×m,

S =

sT1. . .
sTm

 , S ∈ Rm×n.

Записуючи систему рiвнянь (2) у матричнiй формi, отримаємо:

SAx = ΛSx. (3)

Оскiльки рiвнiсть (3) має виконуватись для всiх x, отримаємо:

SA = ΛS. (4)

Будемо також вимагати щоб рядки матрицi S були лiнiйно незалежними.
Дiйсно, якщо деякий фiльтр згортки можна виразити через iншi, тодi i ре-
зультат згортки з даним фiльтром можна виразити через iншi результати
згортки таким же чином, незалежно вiд вхiдного зображення. В згортко-
вiй нейроннiй мережi цього ефекту можна добитись введенням додаткового
згорткового шару з ядром 1×1. Крiм того, без введення такого обмеження
множина матриць Λ, для яких iснує нетривiальний розв’язок рiвностi (4)
стає занадто широкою, i перестає вiдображати реальну структуру опера-
тора A.

Означення 1. Нехай A ∈ Rn×n — лiнiйний оператор. Назвемо матрицю
Λ ∈ Rm×m лiвою приведеною матрицею оператора A, якщо iснує S ∈ Rm×n,
rank(S) = m, така що виконується рiвнiсть (4).

Означення 2. Матрицю Λ ∈ Rm×m назвемо правою приведеною матрицею
оператора A ∈ Rn×n, якщо iснує S ∈ Rn×m, rank(S) = m така що

AS = SΛ.

Встановимо зв’язок мiж правими i лiвими приведеними матрицями опе-
ратора.

Лема 1. Λ — лiва (права) приведена матриця A тодi й лише тодi коли
ΛT — права (лiва) приведена AT .

Лема 2. Якщо A — невироджена, тодi всi її приведенi матрицi невиро-
дженi. Λ — лiва (права) приведена матриця A тодi й лише тодi коли Λ−1

— лiва (права) приведена A−1.

Лема 3. Якщо Λ — права (лiва) приведена матриця, тодi ΛT — також
права (лiва) приведенi матрицi.

Лема 4. Множина лiвих (правих) приведених матриць дорiвнює множи-
нi правих (лiвих) приведених матриць.
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Табл. 2. Зв’язок мiж лiвими та правими приведеними
матрицями та параметризацiями ядер.

Лiвi приведенi Правi приведенi
A {(Λ, Sl)} {(Λ, Sr)}
AT {(ΛT , STr )} {(ΛT , STl )}
A−1 {(Λ−1, Sl)} {(Λ−1, Sr)}(
AT
)−1

{((
ΛT
)−1

, STr

)} {((
ΛT
)−1

, STl

)}

Пiдведемо пiдсумок застосування лем 1-4 до довiльного оператора у ви-
глядi таблицi. В кожнiй клiтинi показана множина пар — приведена ма-
триця та деяка матриця S ранку m, що задовольняє вiдповiднiй рiвностi.

Таблиця 2, наведена вище, може бути використана для того, щоб зве-
сти знаходження лiвих приведених матриць та параметризацiй просторiв
розв’язкiв S до знаходження правих приведених матриць та вiдповiдних
параметризацiй через вiдповiдне перетворення. У випадку, якщо оператор
A, який дослiджується, задовольняє однiй з умов: A = AT (симетричнiсть),
A = A−1, A−1 = AT (ортогональнiсть), тодi процес знаходження вiдпо-
вiдних величин не вимагає введення в розгляд додаткового оператора. У
випадках, що розглядатимуться далi в роздiлi, це може бути використано,
оскiльки оператор симетричного вiдображення - симетричний, а оператор
повороту на π/2 — ортогональний.

Рiвнiсть (4) вимагає знаходження лiвих приведених матриць та їх пара-
метризацiй, в той же час поняття правої приведеної матрицi нам видається
бiльш вiдповiдним наступним крокам та загальноприйнятим позначенням
в лiнiйнiй алгебрi, тому надалi будуть розглядатись властивостi та алго-
ритм знаходження саме правих приведених матриць. Надалi пiд термiном
приведена матриця розумiтитемо саме праву приведену матрицю.

Нехай ΛA = {Λ ∈ Rm×m|∃S ∈ Rm×n, rank(S) = m : AS = SΛ} — множи-
на правих приведених матриць для оператора A, SA,Λ = {S|AS = SΛ} —
множина розв’язкiв (4) для фiксованої приведеної матрицi Λ та оператора
A.

Наведемо деякi властивостi приведених матриць.

Лема 5. Для фiксованої приведеної матрицi Λ множина SA,Λ, утворює
лiнiйний пiдпростiр, а отже, може бути лiнiйно параметризована.

Лема 6. Для кожної матрицi S ∈ SA,Λ, лiнiйна оболонка її стовпцiв є
лiнiйно iнварiантним пiдпростором вiдносно оператора A.

Лема 7. Якщо Λ — це приведена матриця, тодi для довiльної невиродже-
ної матрицi G ∈ Rm×m матриця G−1ΛG також є приведеною.

Лема 8. Нехай A ∈ Rn×n — лiнiйний оператор. Тодi для довiльної невиро-
дженої матрицi G ∈ Rn×n множини приведених матриць A та GAG−1

спiвпадають.
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З леми 7 та факту що вiдношення подiбностi мiж операторами є вiдно-
шенням еквiвалентностi, випливає, що множину лiвих приведених матриць
можна розбити на класи еквiвалентностi.

Теорема 1. Множина лiвих приведених матриць спiвпадає з множиною
усiх можливих звужень оператора A на лiнiйно iнварiантнi пiдпростори.

Зауважимо, що хоча множини звужень оператора та лiвих приведених
матриць спiвпадають, взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж приведеними
матрицями та iнварiантними пiдпросторами побудувати не можна: кожнiй
такiй матрицi може вiдповiдати декiлька рiзних iнварiантних пiдпросторiв.
Проте, виконується така лема.

Лема 9. Кожному лiнiйно iнварiантному пiдпростору вiдповiдає рiвно
один клас еквiвалентностi приведених матриць.

Таким чином, щоб отримати керований набiр згорток необхiдно знайти
лiнiйну параметризацiю множини розв’язкiв (4) для фiксованої матрицi Λ.
Пiсля того як вiдповiдну параметризацiю знайдено, оптимальнi параметри
можуть бути знайденi пiд час тренування нейронної мережi.

Доведемо деякi додатковi властивостi множини лiвих приведених ма-
триць.

Оскiльки накладена умова rank(S) = m (лiнiйна незалежнiсть стовпцiв
S), отримуємо обмеження на можливi розмiрностi приведених матриць:
1 <= m <= n.

Лема 10. Множина лiвих приведених матриць розмiром m = 1 спiвпадає
з множиною власних чисел оператора A, а множини вiдповiдних розв’яз-
кiв SA,Λ спiвпадають з вiдповiдними власними пiдпросторами оператора.

Таким чином, поняття лiвої приведеної матрицi є узагальненням поняття
власного числа, а вiдповiднi їм матрицi SA,Λ — узагальненнями власних
векторiв.

Лема 11. Множина лiвих приведених матриць для m = n спiвпадає з
множиною матриць, подiбних до A.

Розглянемо деякi методи для знаходження всiх приведених матриць опе-
ратора A. Знаходження таких матриць дозволить проаналiзувати поведiн-
ку оператора в рiзних його iнварiантних пiдпросторах, а також знаходити
параметризованi згортки, якi видiляють ознаки, що поводять себе деяким
наперед заданим чином пiд дiєю оператора на зображення. Буде показано,
що деякi з цих ознак мають геометричну iнтерпретацiю в термiнах елемен-
тiв зображення, якi вони можуть детектувати.

Для побудови загальної множини приведених матриць для заданого опе-
ратора доведемо ще декiлька допомiжних лем.

Лема 12. Λ — приведена матриця оператора A тодi i лише тодi, коли
iснує невироджена матриця G, така що

G−1AG =

(
Λ P
0 Q

)
.
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Лема 13. Нехай Λ — приведена матриця оператора A. Тодi її характе-
ристичний полiном є дiльником характеристичного полiнома A, а її мi-
нiмальний полiном є дiльником мiнiмального полiнома A.

Лема 14. Нехай Λ ∈ Rm×m — приведена матриця оператора A ∈ Rn×n.
Тодi для довiльного полiнома p виконується: Null (p(Λ)) ≤ Null(p(A)),
rank(p(Λ)) ≤ rank(p(A)).

Лема 15. Нехай Λ ∈ Rm×m — приведена матриця оператора A ∈ Rn×n.
Тодi для довiльного полiнома p та довiльного натурального числа i ∈ N
виконується:

Null
(
pi+1(Λ)

)
−Null

(
pi(Λ)

)
≤ Null

(
pi+1(A)

)
−Null

(
pi(A)

)
Лема 16. Нехай MA(λ) = pn1

1 (λ)pn2
2 (λ) . . . pnk

k (λ) — мiнiмальний полiном
оператора A та його розклад на степенi лiнiйних та квадратичних мно-
жникiв. Нехай pi(λ) = λ − λi — деякий лiнiйний дiльник мiнiмального
полiнома, що входить зi степiнню ni. Тодi для кожного k = 1 . . . ni жор-
данова клiтина розмiром k × k

Jk(λi) =


λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λi 1
0 0 0 . . . λi

 (5)

є приведеною матрицею.
Нехай pi(λ) = λ2− 2aiλ+ (a2

i + b2i ) — незвiдний квадратичний полiном з
комплексними коренями ai±bii, що входить в розклад зi степiнню ni. Тодi
для кожного k = 1 . . . ni матриця розмiром 2k × 2k

Jk(ai, bi) =



ai bi 1 0 0 0 . . . 0
−bi ai 0 1 0 0 . . . 0
0 0 ai bi 1 0 . . . 0
0 0 −bi ai 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 0 ai bi
0 0 . . . . . . 0 0 −bi ai


(6)

є приведеною.

Таким чином, якщо жорданова форма матрицi мiстить жордановий блок
розмiру k, тодi йому може вiдповiдати блок розмiром 0, 1, . . . , k у жорда-
новiй формi приведеної матрицi. Розглядаючи прямi суми таких блокiв,
отримуватимемо рiзнi жордановi форми приведених матриць. Покажемо,
що всi отриманi таким чином жордановi форми приведених матриць дiйсно
покривають всi можливi жордановi форми приведених матриць.

Теорема 2. Нехай A : Rn → Rn — заданий лiнiйний оператор, Λ ∈ Rm×m

— деяка матриця. Нехай для кожного дiйсного власного числа λ та розмi-
ру k оператор A має в жордановiй формi nk(λ) жорданових блокiв Jk(λ)
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(розмiром k× k), а оператор Λ — ck(λ) жорданових блокiв. Нехай nk(a, b)
— це кiлькiсть жорданових блокiв Jk(ai, bi) оператора A для кожної па-
ри комплексних власних чисел a ± bi, ck(a, b) — кiлькiсть таких блокiв у
жордановiй формi Λ.

Нехай KA(λ) — максимальний розмiр жорданового блоку оператора A з
дiйсним власним значенням λ, KA(a, b) - половина максимального розмiру
жорданового блоку оператора A для пари комплексних власних чисел a±bi,
KΛ(λ),KΛ(a, b) — вiдповiднi значення для Λ. Якщо λ чи a±bi не є власними
числами оператора, тодi вiдповiднi значення вважаємо нулями.

Λ — є правою приведеною матрицею A тодi й лише тодi, якщо викону-
ються умови:

1) Множина власних чисел (дiйсних i пар комплексних) Λ є пiдмножи-
ною власних чисел A.

2) Для довiльного λ — дiйсного власного числа A:

KΛ(λ) ≤ KA(λ),
c1(λ) + · · ·+ cKA(λ)(λ) ≤ n1(λ) + · · ·+ nKA(λ)(λ),

c2(λ) + · · ·+ cKA(λ)(λ) ≤ n2(λ) + · · ·+ nKA(λ)(λ),

. . .

cKA(λ)(λ) ≤ nKA(λ)(λ).

3) Для довiльної пари комплексних власних чисел a± bi оператора A:

KΛ(a, b) ≤ KA(a, b),
c1(a, b) + · · ·+ cKA(a,b)(a, b) ≤ n1(a, b) + · · ·+ nKA(a,b)(a, b),

c2(a, b) + · · ·+ cKA(a,b)(a, b) ≤ n2(a, b) + · · ·+ nKA(a,b)(a, b),

. . .

cKA(a,b)(a, b) ≤ nKA(a,b)(a, b).

Отже, теорема 2 для заданого оператора описує повну множину його
приведених матриць за допомогою опису множини можливих жорданових
форм приведених матриць та леми 7. Таким чином, отримано опис усiх
класiв еквiвалентностi приведених матриць для заданого оператора. Про-
те, кiлькiсть таких класiв еквiвалентностi є достатньо великою i швидко
зростає з розмiрнiстю оператора. Проте, наступна лема показує, що немає
необхiдностi розглядати всi можливi класи еквiвалентностi — достатньо
дослiдити певний набiр базових матриць.

Лема 17. Нехай Λ =


Λ1 0 . . . 0
0 Λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 Λk

 ∈ Rm×m — приведена матриця

оператора A, що є прямою сумою матриць Λ1 ∈ Rm1×m1 . . .Λk ∈ Rmk×mk ,
m1 + . . .mk = m. Тодi Λj , j = 1 . . . k — приведенi матрицi оператора A, а
множина розв’язкiв SA,Λ є прямою сумою множин розв’язкiв SA,Λ1 , SA,Λk

.
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Таким чином, лема 17 зводить знаходження параметризацiй S для при-
веденої матрицi, що є прямою сумою iнших матриць, до знаходження вiдпо-
вiдних параметризацiй для цiєї множини матриць. Оскiльки за теоремою 2
кожна приведена матриця має жорданову форму, яка складається з прямої
суми певних жорданових блокiв, з певними обмеженнями на їх кiлькiсть,
тому є сенс дослiджувати лише певний набiр базових приведених матриць
Λ та параметризацiї розв’язкiв SA,Λ, оскiльки для всiх iнших приведених
матриць вiдповiднi параметризацiї можна знайти за допомогою операцiй
прямої суми та змiни базису.

Для зручностi введення поняття базової матрицi вiд жорданової нор-
мальної форми перейдемо до фробенiусової нормальної форми. Це дозво-
лить унiфiкувати два випадки: жордановi клiтини, що вiдповiдають лiнiй-
ним та квадратичним множникам, будуть розглядатись в рамках однiєї
системи. Крiм того, це дозволить виписати явний вигляд параметризацiї
розв’язкiв SA,Λ.

Нагадаємо, що супутньою матрицею монома p(λ) = c0 + c1λ + · · · +
cn−1λ

n−1 + λn називають матрицю

C(p) =


0 0 . . . 0 −c0

1 0 . . . 0 −c1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 −cn−1

 . (7)

Використаємо такi факти:
- Жорданова клiтина вигляду (5) Jk(λi) подiбна супутнiй матрицi полi-

нома C(λ) = (λ− λi)k.
- Жорданова клiтина вигляду (6) Jk(ai, bi) подiбна супутнiй матрицi по-

лiнома C(λ) =
(
λ2 − 2aiλ+ (a2

i + b2i )
)k.

Виходячи з цього, введемо означення базової приведеної матрицi.

Означення 3. Нехай A ∈ Rn×n - лiнiйний оператор. Нехай MA(λ) =
pn1

1 (λ)pn2
2 (λ) . . . pnk

k (λ) - мiнiмальний полiном оператора A та його розклад
на степенi лiнiйних та квадратичних множникiв. Для кожного pi та кожно-
го 1 ≤ k ≤ nk матрицю C(pki ) назвемо базовою приведеною матрицею.

Лема 18. Кожна базова приведена матриця є приведеною матрицею.

Лема 19. Кожна приведена матриця подiбна прямiй сумi базових приве-
дених матриць.

Теорема 3. Нехай A ∈ Rn×n — лiнiйний оператор, pi — лiнiйний або
незвiдний квадратичний дiльник мiнiмального полiнома, що входить до
його розкладу зi степiнню ni, k — натуральне число, що не перевищує ni,
m = deg(pki ) (тобтоm може дорiвнювати k або 2k), pki (λ) = λm+a1λ

m−1+
· · ·+λm. Нехай V = Ker(pki (A)). Тодi Λ = C(pki ) ∈ Rm×m — базова незвiдна
матриця, а параметризацiя розв’язкiв рiвностi має вигляд

SA,Λ =
{[
v|Av| . . . |Am−1v

]
|v ∈ V

}
.
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Алгоритм знаходження базових приведених матриць оператора A та вiд-
повiдних параметризацiй SA,Λ.

1) Знайти факторизацiю мiнiмального полiнома оператора A: MA(λ) =
pn1

1 (λ)pn2
2 (λ) . . . pnk

k (λ) на степенi лiнiйних та незвiдних квадратичних мно-
жникiв.

2) Для кожного множника pi (що має степiнь ni) та кожної степенi 1 ≤
j ≤ ni базовою приведеною матрицею є C(pji ) (рiвнiсть (7)).

3) Для кожного полiнома pji та вiдповiдної базової приведеної матрицi Λ

знайти базис V ∈ Rn×k (базиснi вектори розташованi по стовпцям матрицi
V ) iнварiантного пiдпростору Ker(pji (A)) =

{
V α|α ∈ Rk

}
.

4) Тодi параметризацiя розв’язкiв SA,Λ така:

SA,Λ =
{[
V α|AV α| . . . |Ajni−1V α

]∣∣∣α ∈ Rk
}
.

Розглянемо природнє узагальнення мiркувань, наведених вище, для ви-
падку одночасного застосування декiлькох операторiв.

Означення 4. Нехай A1 . . . Al ∈ Rn× — набiр операторiв. Набiр матриць
Λ1 . . .Λl ∈ Rm×m назвемо приведеними, якщо iснує S ∈ Rn×m, така що
rank(S) = m та виконуються рiвностi:

A1S = SΛ1,

. . .

AkS = SΛk.

(8)

Лема 20. Нехай (Λ1 . . .Λl) — набiр приведених матриць деяких операто-
рiв. Тодi для довiльної невиродженої матрицi G ∈ Rm×m набiр матриць(
G−1Λ1G . . .G

−1ΛlG
)
є приведеним.

Задача пошуку всiх наборiв приведених матриць для довiльного набору
операторiв наразi не є вирiшеною. Проте, можна знайти деяку пiдмножину
приведених матриць та вiдповiдних параметризацiй використовуючи базо-
вi приведенi матрицi для кожного оператора A1 . . . Al ∈ Rn× окремо. Для
цього необхiдно розглянути всi можливi комбiнацiї приведених матриць
окремих операторiв (використовуючи операцiю прямої суми мiж базовими
матрицями одного оператора для узгодження розмiрiв матриць мiж рiзни-
ми операторами), та для кожної комбiнацiї знайти розв’язок системи (8)
для знаходження параметризацiй ядер.

3. Деякi частковi випадки

Проаналiзуємо деякi лiнiйнi оператори на зображеннях з точки зору опи-
саного вище пiдходу.

Припустимо ми використовуємо згорткову нейронну мережу з ядрами
згорток розмiром 3× 3 (найпоширенiший випадок на практицi). Розгляне-
мо оператор симетричного вiдображення зображення навколо вертикальної
осi As. Розглянемо дiю цього оператора на патч зображення розмiром 3×3.
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I =

I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33

 , AsI =

I13 I12 I11

I23 I22 I21

I33 I32 I31

 .
Якщо розглядати патч зображення I як вектор довжини 9, тодi на As

можна дивитись як на лiнiйний оператор As : R9 → R9.
Таким чином матриця лiнiйного оператора As має вигляд:

As =



0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0


.

Матриця As симетрична: ATs = As, отже, можемо шукати правi приденi
матрицi оператора.

Характеристичний полiном матрицi As:

χAs(λ) = −(λ− 1)6(λ+ 1)3.

Оскiльки A2
s = I9 (оскiльки подвiйне застосування оператора симетри-

чного вiдображення - це одиничний оператор), то мiнiмальний полiном опе-
ратора такий:

MAs(λ) = λ2 − 1 = (λ− 1)(λ+ 1).

Оскiльки мiнiмальний полiном мiстить лише лiнiйнi множники пiднесенi
до першого степеня, тому оператор дiагоналiзовний.

Власнi вектори для λ1 = −1:
v−1

1 =



−1
0
1
0
0
0
0
0
0


; v−1

2 =



0
0
0
−1
0
1
0
0
0


; v−1

3 =



0
0
0
0
0
0
−1
0
1




.
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Тодi множина розв’язкiв системи AS = SΛ для Λ = [−1] задається як
span(v−1

1 , v−1
2 , v−1

3 ). Таким чином, кожен розв’язок подається у виглядi

av−1
1 + bv−1

2 + cv−1
3 =



−a
0
a
−b
0
b
−c
0
c


.

Записуючи це знову як матрицю 3 × 3, отримаємо параметризацiю ядра
згортки: −a 0 a

−b 0 b
−c 0 c

 . (9)

Для власного числа λ = 1 власнi вектори такi:
v1

1 =



0
1
0
0
0
0
0
0
0


; v1

2 =



1
0
1
0
0
1
0
0
0


; v1

3 =



0
0
0
0
1
0
0
0
0


v1

4 =



0
0
0
0
1
0
1
0
0


; v1

5 =



0
0
0
0
0
0
0
1
0


v1

6 =



0
0
0
0
0
0
1
0
1




.

Аналогiчним чином отримуємо загальну параметризацiю ядра згортки
для λ = 1 у виглядi матрицi: d e d

f g f
h i h

 . (10)

Таким чином, для λ = 1 маємо 6-вимiрний, а для λ = −1 3-вимiрний
пiдпростiр ядер згортки.

Таким чином отримуємо двi базових приведених матрицi для операто-
ра симетричного вiдображення: Λ = [−1] та Λ = [1] яким вiдповiдають
вiдповiдно антисиметричне та симетричне ядра згорток.

Проаналiзуємо базовi приведенi матрицi оператора. Якщо Λ = [1] отри-
маємо, що величини, отриманi при застосуваннi вiдповiдного параметризо-
ваного ядра (10), яке є симетричним вiдносно вертикальної осi, не змiню-
ються при симетричному вiдображеннi зображення. Таким чином, ядра з
такою параметризацiєю можна застосовувати для знаходження величин на
зображеннi, якi повиннi бути iнварiантними при симетричних перетворен-
нях. Використовуючи параметризоване ядро (9) для λ = [−1] отримаємо
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величину, яка змiнює знак при симетричному вiдображеннi зображення.
Таким чином, такi величини можна використовувати для знаходження орi-
єнтацiї об’єктiв на зображеннi (визначення напрямку об’єкта — «влiво» чи
«вправо»).

Розглянемо аналогiчним чином оператор повороту AR на π/2 (за годин-
никовою стрiлкою), означеному на патчах зображень 3× 3.

I =

I11 I12 I13

I21 I22 I23

I31 I32 I33

 , AR(I) =

I31 I21 I11

I32 I22 I12

I33 I23 I13

 .
Знову представляючи зображення у виглядi вектора-стовпця, отримає-

мо, що матриця оператора AR має вигляд:

AR =



0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0


.

Оператор AR — ортогональний, тому шукаємо правi приведенi матрицi
та вiдповiднi параметризацiї, i потiм перетворимо їх за допомогою таблицi
2.

Характеристичний полiном:

χAR
(λ) = −(λ+ 1)2(λ− 1)3(λ2 + 1)2.

Мiнiмальний полiном:

MAR
(λ) = (λ− 1)(λ+ 1)(λ2 + 1) = λ4 − 1.

Це дiйсно мiнiмальний полiном, оскiльки, з одного боку, до нього входять
всi незвiднi множники характеристичного полiному в першiй степенi (отже,
не iснує полiнома меншого степеня, який занулює цю матрицю), а з iншого
боку A4

R = I9, оскiльки операцiя повороту на π/2 циклiчна з перiодом 4.
Власнi вектори для λ = −1:

v−1
1 =



0
1
0
−1
0
−1
0
1
0


; v−1

2 =



1
0
−1
0
0
0
−1
0
1




.

45



В. В. ДУДАР, В. В. СЕМЕНОВ

Параметризуючи власний пiдпростiр для λ = −1 (беручи лiнiйну комбi-
нацiю av−1

1 + bv−1
2 ) та записуючи результуючий вектор у виглядi матрицi,

отримаємо параметризоване ядро згортки: b a −b
−a 0 a
−b a b

 .
Власнi вектори для λ = 1:

v1
1 =



0
0
0
0
1
0
0
0
0


; v1

2 =



0
1
0
1
0
1
0
1
0


; v1

3 =



1
0
1
0
0
0
1
0
1




.

Параметризуючи власнi вектори з коефiцiєнтами c, d, e отримуємо пара-
метризоване ядро: e d e

d c d
e d e

 .
Розглянемо множник λ2 + 1 мiнiмального полiнома. Вiн вiдповiдає iнва-

рiантному пiдпростору, базис якого може бути знайдений як Ker(A2 + I).
Лiнiйний пiдпростiр Ker(A2 + I) є чотирьохвимiрним, i може бути пара-

метризованим як:  f g h
−i 0 i
−h −g −f

 . (11)

Тодi, застосовуючи оператор A до (11), отримаємо параметризацiю пари
ядер згорток:  f g h

−i 0 i
−h −g −f

 ,
−h i f
−g 0 g
−f −i h

 .
що вiдповiдають приведенiй матрицi Λ =

[
0 −1
1 0

]
.

Використовуючи таблицю 2 отримаємо, що для знаходження лiвої при-
веденої матрицi, необхiдно транспонувати i обернути Λ, i транспонувати
параметризацiю. Але Λ = (ΛT )−1, а транспонування S не змiнює пара-
метризацiї — лише представлення елементiв ядра згортки зi стовпцiв на
рядки.

Знайдемо ядра згорток, якi є керованими одночасно для оператора пово-
роту на π/2 та симетричного вiдображення. Зауважимо, що комбiнацiя цих
операторiв генерує групу перетворень D4. Щоб знайти базовi матрицi для
пари операторiв, необхiдно розглядати комбiнацiї базових матриць (Λ1,Λ2)
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для кожного з операторiв, i для кожної комбiнацiї шукати параметризацiю
ядер, якi поводять себе вiдповiдно до Λ1 пiд дiєю першого оператора та
вiдповiдно до Λ2 пiд дiєю другого оператора. В таблицi 3 для кожної па-
ри базових матриць наведенi вiдповiднi параметризацiї ядер. Зауважимо,
що оскiльки обидва оператори є ортогональними, ми знову шукаємо правi
приведенi матрицi для обох операторiв.

Табл. 3. Базовi приведенi матрицi операторiв повороту
та симетричного вiдображення.

Λsym Λrot Параметризацiї ядер

[1] [1]

a b a
b c b
a b a


[−1] [1]

0 0 0
0 0 0
0 0 0


[1] [−1]

 0 a 0
−a 0 −a
0 a 0


[−1] [−1]

 a 0 −a
0 0 0
−a 0 a


[
1 0
0 1

] [
0 −1
1 0

] 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
0 0 0

0 0 0
0 0 0


[
−1 0
0 1

] [
0 −1
1 0

] −a 0 a
−b 0 b
−a 0 a

 ,
−a −b −a

0 0 0
a b a


[
1 0
0 −1

] [
0 −1
1 0

]  a b a
0 0 0
−a −b −a

 ,
−a 0 a
−b 0 b
−a −0 a


[
−1 0
0 −1

] [
0 −1
1 0

] 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
0 0 0

0 0 0
0 0 0



4. Висновки: побудова згорткових архiтектур з бажаною
поведiнкою виходу

Вищеописанi методи дозволяють будувати архiтектури згорткових ней-
ронних мереж, що змiнюються вiдповiдно до заданих перетворень пiд дiєю
геометричних перетворень входу. Для цього необхiдно побудувати мере-
жу як суперпозицiю двох мереж. Перша мережа — це group convolutional
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neural network вiдповiдно до необхiдної гупи перетворень (наприклад, 4-
елементної групи поворотiв на pi/2 чи 8-елементної групи поворотiв та си-
метричних вiдображень), виходом якої є тензор, що еквiварiантно змiнює-
ться вiдносно перетворень входу. Друга частина мережi - це набiр згорток,
параметризованих вiдповiдно до бажаної поведiнки виходу (приклади та-
ких парметризацiй наведенi в Таблицi 3). Виходом суперпозицiї пiдмережi
та вiдповiдним чином параметризованого шару згортки є тензор, кожен
елемент якого змiнюється вiдповiдно до бажаної поведiнки.

Вищеописаний метод є достатньо загальним, та може бути застосованим
для геометричних перетворень, якi є лiнiйними вiдносно значень пiкселiв,
а бажана поведiнка виходу нейронної мережi описується приведеною ма-
трицею оператора геометричного перетворення входу.
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ПОСТРОЕНИЕ АРХИТЕКТУР НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ С
ЖЕЛАЕМЫМ ПОВЕДЕНИЕМ ПОД ДЕЙСТВИЕМ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ВХОДА
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Аннотация. В работе предложен общий метод для анализа свер-
точных слоев под действием геометрических преобразований вхо-
да, которые можно линейно параметризовать относительно зна-
чений пикселей изображения. Предложен метод для нахождения
всех возможных типов поведения выхода сверточных слоев под
действием преобразований входа, и соответственных параметри-
заций ядер, а также общий метод для построения сверточных
нейронных сетей с желаемым поведением выхода под действием
геометрических преобразований входа.
Ключевые слова: сверточная нейронная сеть, инвариантность
сверточных нейронных сетей, эквивариантность сверточной се-
ти, управляемые ядра сверток, сужения линейных операторов,
инвариантные подпространства.
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