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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В сучасних задачах природознавства часто дово-

диться дослiджувати асимптотичну поведiнку розв’язкiв рiзних класiв ди-

ференцiальних рiвнянь. Найбiльш складними в теорiї стiйкостi є критичнi

випадки. Для їх дослiдження О.М. Ляпунов запропонував принцип зведе-

ння, що дозволяє понизити розмiрнiсть системи диференцiальних рiвнянь i

спростити дослiдження. Пiзнiше дослiдженням критичних випадкiв у теорiї

стiйкостi займалися I.Г. Малкiн, Г.В. Каменков, В.I. Зубов та багато iнших.

Ефективним методом дослiдження систем диференцiальних рiвнянь є ме-

тод iнтегральних многовидiв. Цей метод для систем в стандартнiй формi був

запропонований М.М. Боголюбовим. Надалi метод iнтегральних многовидiв

для звичайних диференцiальних рiвнянь розвивали представники Київської

школи з нелiнiйної механiки: Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко, М.О.

Перестюк, О.Б. Ликова, В.I. Фодчук, Д.I. Мартинюк та iншi, а також С.

Смейл, А. Халанай, Дж. Хейл та iншi. Використання iнтегральних многови-

дiв дозволило розширити застосування принципу зведення [98].

Iншою важливою задачею є дослiдження структурної стiйкостi системи.

Теорема Гробмана-Хартмана встановлює структурну стiйкiсть сiдла. При ма-

лому збуреннi структурно стiйкої системи одержимо систему, топологiчно

еквiвалентну початковiй.

Використовуючи принцип зведення [98], можна показати, що в критичному

випадку система диференцiальних рiвнянь топологiчно еквiвалентна бiльш
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простiй системi рiвнянь, побудованiй за допомогою iнтегральних многовидiв.

Задача дослiдження стiйкостi у критичних випадках тiсно зв’язана iз за-

дачею дослiдження бiфуркацiї стану рiвноваги при змiнi параметрiв системи.

В багатьох прикладних задачах зустрiчається бiфуркацiя народження циклу.

Стiйкий цикл може виникати iз асимптотично стiйкого стану рiвноваги, якщо

при змiнi параметрiв системи пара коренiв характеристичного рiвняння про-

ходить через уявну вiсь у праву пiвплощину. Для систем диференцiальних

рiвнянь з перiодичною правою частиною в нерезонансному випадку вiдбува-

ється бiфуркацiя народження тора.

При дослiдженнi багатьох задач механiки, бiологiї, математичної економi-

ки, теорiї керування, радiофiзики необхiдно враховувати ефект пiслядiї. Про-

цеси з пiслядiєю описуються диференцiально- функцiональними рiвняннями.

Починаючи з 50-их рокiв диференцiально-функцiональними рiвняннями за-

ймалися багато вiдомих математикiв: А.Д. Мишкiс, Є.М. Райт, М.М. Красов-

ський, Р. Беллман, Л.Е. Ельсгольц, А. Халанай, Дж. Хейл та iншi. Важливий

внесок у розвиток рiзних роздiлiв теорiї диференцiально-функцiональних рiв-

нянь зробили Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко, О.М. Шарковський,

М.В. Азбелєв, Я.Й. Бiгун, О.А. Бойчук, Ю.С. Колєсов, В.Б. Колмановський,

Я. Курцвейль, Д.I. Мартинюк, Г.П. Пелюх, В.П. Рубаник, В.Ю. Слюсарчук,

Ю.В. Теплiнський, В.I. Ткаченко, С.I. Трофiмчук, В.I. Фодчук, Д.Я. Хусаї-

нов, Є.Ф. Царков, I.М. Черевко, С.Н. Шиманов та iншi.

Для диференцiальних рiвнянь з аргументом, що вiдхиляється, багато

праць присвячено розвитку теорiї стiйкостi та асимптотичних методiв нелi-

нiйної механiки. При цьому часто використовується запропонована М.М. Кра-

совським iнтерпретацiя розв’язку диференцiально-функцiонального рiвняння

як iнтегральної лiнiї в нескiнченновимiрному просторi R×C. Використовуючи

цю iнтерпретацiю, С.Н. Шиманов та Дж. Хейл запропонували метод розще-
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плення квазiлiнiйного диференцiально-функцiонального рiвняння на систему

двох рiвнянь.

Багато прикладних задач приводять до сингулярно збурених диференцi-

альних рiвнянь. Фундаментальнi результати для таких рiвнянь були одержанi

А.М. Тихоновим. Дальший розвиток вони одержали в працях А.О. Дороднi-

цина, М.Й. Вiшiка i Л.А. Люстерника, Є.Ф. Мiщенка i М.Х. Розова, А.Б. Ва-

сильєвої i В.Ф. Бутузова. Вiдзначимо також дослiдження важливих класiв

сингулярно збурених задач Ю.С. Колєсовим, В.В. Стригiним i В.А. Соболє-

вим, В.О. Плотнiковим, О.А. Бойчуком, В.Г. Самойленком, В.П. Яковцем та

iншими.

На такi задачi були поширенi асимптотичнi методи, методи примежових

функцiй та малого параметра. Проте для сингулярно збурених задач доцiльно

використовувати не тiльки асимптотичнi, але й геометричнi методи аналiзу,

якi дозволяють якiсно дослiдити поведiнку як окремих розв’язкiв, так i цiлих

їх множин.

Одним iз найефективнiших методiв дослiдження регулярно i сингулярно

збурених задач високої розмiрностi є метод iнтегральних многовидiв. Для

дослiдження сингулярно збурених задач метод iнтегральних многовидiв за-

стосовувався в працях К.В. Задираки, В.I. Фодчука i Я.С. Барiса, В.В. Стри-

гiна i В.А. Соболєва, Д. Хенрi, Н. Фенiчела, К. Кноблоха, К. Сакамото та

iнших. Стiйкi iнтегральнi многовиди сингулярно збурених диференцiальних

рiвнянь iз запiзненням вивчались у працях А. Халаная, Ю.О. Митрополь-

ського i В.I. Фодчука.

Для дослiдження стiйкостi лiнiйних систем на многовидi застосовується

метод усереднення, а для нелiнiйних систем – метод нормальних форм [4].

Метод iнтегральних многовидiв застосовується у теорiї бiфуркацiй нелiнiй-

них систем iз запiзненням. Цей метод дозволяє звести дослiдження бiфуркацiї
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стану рiвноваги складних систем до дослiдження бiфуркацiї стану рiвнова-

ги системи звичайних диференцiальних рiвнянь, що значно спрощує задачу.

Для систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь можуть iснувати iнварiан-

тнi множини складної структури. Першим складну динамiку для задачi трьох

тiл небесної механiки дослiджував А. Пуанкаре [100]. Складна динамiка ди-

феоморфiзмiв простору Rn випливає з iснування гомоклiнiчних (гетероклi-

нiчних) точок. Такi дифеоморфiзми дослiджував Дж. Бiркгоф, а пiзнiше С.

Смейл та iншi математики [91]. При певних умовах iз iснування гомоклiнiчної

точки випливає iснування пiдкови Смейла та iнварiантної множини, яка має

структуру множини Кантора. У випадку системи диференцiальних рiвнянь

з перiодичною правою частиною встановлено простий критерiй iснування го-

моклiнiчних точок – критерiй Мельникова [78].

Найпростiший клас динамiчних систем – одновимiрнi динамiчнi системи

[140]. Теорiя рацiональних вiдображень комплексної площини в себе була роз-

роблена французькими математиками Г. Жулiа i П. Фату майже сто рокiв

назад. Протягом останнiх десятилiть теорiя динамiчних систем iнтенсивно

розвивалася i збагатилася результатами багатьох вiдомих математикiв.

Параболiчнi функцiонально-диференцiальнi рiвняння з перетворенням

просторових змiнних було запропоновано С.О. Ахмановим, М.А. Воронцовим

i В.Ю. Iвановим як математичну модель для вивчення динамiки структур в

оптичних резонаторах з двовимiрним зворотним зв’язком. Задача про бiфур-

кацiї перiодичних за часом розв’язкiв вивчалася в роботах С.О. Кащенка,

О.В. Разгулiна та iнших.

Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними можуть виникати

складнi просторовi структури. У системах нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь

дослiджено iснування злiченного числа циклiв, а у системах параболiчних

рiвнянь з малою дифузiєю – iснування як завгодно великої кiлькостi циклiв
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(феномен буферностi). Динамiка таких процесiв дослiджувалася у роботах

А.Ю. Колєсова, Ю.С. Колєсова, Є.Ф. Мiщенка, М.Х. Розова, В.А. Садов-

нiчого, А.М. Самойленка, Є.П. Бєлана та iнших. Такi математичнi моделi

описують складнi фiзичнi явища.

Отже, для регулярно та сингулярно збурених диференцiально-

функцiональних рiвнянь були дослiдженi тiльки окремi задачi, пов’язанi

iз застосуванням методу iнтегральних многовидiв. Цим задачам та iншим

питанням, що пов’язанi iз методом iнтегральних многовидiв та дослiдженням

асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiзних класiв регулярно i сингулярно

збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь, рiзницевих рiвнянь та

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними присвячена ця дисерта-

цiйна робота.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-

слiдження дисертацiйної роботи розпочатi в рамках держбюджетних науко-

вих тем кафедри iнтегральних та диференцiальних рiвнянь Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка №11БФ038-01 ”Розроблення

нових математичних методiв моделювання, аналiзу та побудова керувань для

нелiнiйних еволюцiйних систем зi складною динамiкою” (номер державної ре-

єстрацiї 011U006677), №06БФ038-01 ”Якiснi та аналiтичнi методи дослiдження

i моделювання нелiнiйних систем та фiзико-механiчних систем iз складною

динамiкою” (номер державної реєстрацiї 0106U005863) i були продовженi в

рамках науково-дослiдних робiт ”Якiсне дослiдження та математичне мо-

делювання процесiв, що описуються диференцiальними та диференцiально-

функцiональними рiвняннями” (номер державної реєстрацiї 0106U008365),

”Методи аналiзу диференцiально-функцiональних i еволюцiйних рiвнянь та

математичне моделювання процесiв з пiслядiєю та випадковостями” (номер

державної реєстрацiї 0111U000181), якi виконувалися в Чернiвецькому нацiо-
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нальному унiверситетi iменi Юрiя Федьковича.

Мета i задачi дослiджень. Об’єктом дослiдження є регулярно та син-

гулярно збуренi диференцiально-функцiональнi рiвняння. Метою дослiджень

даної роботи є розвиток методу iнтегральних многовидiв та асимптотичних

методiв для параболiчних i гiперболiчних рiвнянь з перетвореним аргумен-

том та диференцiально-рiзницевих рiвнянь, дослiдження на основi зазначених

методiв змiстовних бiфуркацiйних задач.

Предмет дослiдження – iнтегральнi многовиди як апарат якiсного, бiфур-

кацiйного аналiзу.

У данiй роботi застосовуються методи функцiонального аналiзу, теорiї ди-

намiчних систем, якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь, теорiї стiйкостi, те-

орiї бiфуркацiй, асимптотичнi методи нелiнiйної механiки, метод усереднення

та iншi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати дисертацiї

є новими. Основнi результати дисертацiї полягають в наступному:

– для диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального типу, iмпуль-

сних диференцiально-функцiональних рiвнянь та рiзницевих рiвнянь доведе-

но iснування iнтегральних многовидiв та дослiджено їх властивостi;

– для вказаних рiвнянь доведено принцип зведення для дослiдження стiй-

костi розв’язкiв у критичному випадку, згiдно з яким стiйкiсть нульового

розв’язку рiвняння рiвносильна стiйкостi нульового розв’язку рiвняння на

многовидi;

– запропоновано метод побудови функцiї, що задає центральний многовид,

який полягає у знаходженнi асимптотичного розкладу в степеневий ряд за

координатами;

– обґрунтовано алгоритм дослiдження стiйкостi нульового розв’язку у кри-

тичному випадку, який включає в себе наближену побудову рiвняння на мно-
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говидi; для дослiдження стiйкостi розв’язку лiнiйного рiвняння на многовидi

запропоновано метод усереднення, а для нелiнiйного рiвняння на многовидi

– метод нормальних форм;

– доведена динамiчна еквiвалентнiсть системи диференцiально-

функцiональних рiвнянь та деякої бiльш простої системи рiвнянь;

– побудована замiна, яка розщеплює систему лiнiйних диференцiально-

функцiональних рiвнянь нейтрального типу на два незалежних рiвняння; та-

ка ж замiна побудована для лiнiйних сингулярно збурених систем нейтраль-

ного типу та лiнiйних iмпульсних сингулярно збурених систем iз запiзненням;

– розв’язана задача квазiоптимальної стабiлiзацiї лiнiйної керованої син-

гулярно збуреної системи iз запiзненням;

– для сингулярно збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь

одержано зображення iнтегрального многовиду, дослiджена бiфуркацiя iн-

варiантного тора iз стану рiвноваги та субфуркацiя перiодичних розв’язкiв;

– показано, що при певних припущеннях на праву частину сингулярно

збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь з перiодичними коефi-

цiєнтами вiдображення Пуанкаре має трансверсальну гомоклiнiчну точку;

– метод усереднення застосовано до дослiдження перiодичних розв’язкiв

консервативної системи з малим запiзненням;

– дослiджено полiномiальнi i рацiональнi вiдображення, еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i такi, що мають iнварiантну мiру;

– доведено iснування iнтегральних многовидiв для нелiнiйної параболiчної

системи з перетвореним аргументом та дослiджено бiфуркацiю стану рiвно-

ваги;

– доведено iснування iнтегральних многовидiв сингулярно збуреної пара-

болiчної системи з перетвореним аргументом та дослiджено бiфуркацiю iнва-

рiантного тора iз стану рiвноваги;
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– доведено iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв гiперболi-

чної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку з перiодичною умо-

вою;

– вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль квазiлiнiйного рiв-

няння Кортевега - де Фрiза з перетвореним аргументом;

– дослiджено бiфуркацiю циклiв автономних параболiчних систем з малою

дифузiєю, одержано умови iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння

спiнового горiння;

– доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної си-

стеми диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та малою дифузiєю, дослiдже-

но стiйкiсть бiжучих хвиль для таких систем;

– крайовi задачi для гiперболiчних систем диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку зводяться до рiзницевих та диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь;

– використовуючи групу Вейля, дано означення узагальнених полiно-

мiв Чебишова багатьох змiнних. Для побудови цих полiномiв одержана ре-

курентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв;

– показано, що узагальненi полiноми Чебишова задовольняють диферен-

цiальнi рiвняння з частинними похiдними другого порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають в основному теоретичний характер. Вони є ваго-

мим внеском у методику дослiдження регулярно i сингулярно збурених

диференцiально-функцiональних рiвнянь i можуть бути використанi при ви-

вченнi багатьох прикладних задач механiки, теорiї керування, бiологiї, еколо-

гiї, економiки та iнших областей, математичними моделями яких є розглянутi

в роботi диференцiально-функцiональнi рiвняння. Одержанi результати мо-
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жуть також використовуватись при подальшому дослiдженнi якiсних власти-

востей та наближенiй побудовi розв’язкiв диференцiально-функцiональних

рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Усi науковi результати, включенi в ди-

сертацiю, отриманi автором особисто. Вiдзначимо внесок автора у спiльних

публiкацiях: У працi [58] автору належать теорема 1 та леми 1, 2, 3, а по-

будова областi стiйкостi була здiйснена автором ранiше iншим методом. У

працi [125] автору належить останнiй роздiл. У спiльнiй роботi з науковим

консультантом [97] Перестюку М.О. належить постановка задачi, визначення

загальної схеми дослiджень та обговорення одержаних результатiв.

Апробацiя результатiв дослiджень. Результати дисертацiйної робо-

ти доповiдались на: республiканськiй конференцiї ”Дифференциальные и

интегральные уравнения и их приложения” (Одеса, 1987 р.), регiональнiй

конференцiї ”Функционально-дифференциальные уравнения и их приложе-

ния” (Махачкала, 1988 р.), Всесоюзнiй конференцiї ”Нелинейные пробле-

мы дифференциальных уравнений и математической физики” (Тернопiль,

1989 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Нелинейные проблемы дифференциаль-

ных уравнений и математической физики — Вторые Боголюбовские чте-

ния” (Київ, 1992 р.), Мiжнароднiй математичнiй школi ”Теория функций.

Дифференциальные уравнения в математическом моделировании” (Воронеж,

1993 р.), Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, присвяченiй пам’ятi Ган-

са Гана (Чернiвцi, 1994, 2004, 2014 р.р.), Всеукраїнськiй конференцiї ”Новi

пiдходи до розв’язання диференцiальних рiвнянь” (Дрогобич, 1994), Респу-

блiканськiй конференцiї ”Моделирование и исследование устойчивости си-

стем” (Київ, 1992, 1993, 1994, 1995, 1996 р.р.), Всеукраїнськiй конферен-

цiї ”Диференцiально-функцiональнi рiвняння та їх застосування” (Чернiвцi,

1996 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Асимптотичнi та якiснi методи в теорiї
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нелiнiйних коливань. Третi Боголюбовськi читання” (Київ, 1997 р.), Мiж-

народнiй математичнiй школi ”Singularly Perturbed Systems and Applicati-

ons” (Берлiн, 1997 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Nonlinear Partial Differenti-

al Equations” (Kiev, 1997 р., Lviv, 1999 р., Kiev, 2001 р.), Мiжнароднiй кон-

ференцiї ”Dynamical system modelling and stability investigation” (Київ, 1997,

1999, 2001, 2003, 2005, 2007, 2011, 2013, 2015 р.р.), Мiжнароднiй науковiй кон-

ференцiї ”Сучаснi проблеми математики” (Чернiвцi, 1998), IV, V, VII i IX

Кримськiй мiжнароднiй математичнiй школi ”Метод функций Ляпунова и

его приложения” (Сiмферополь, 1998, 2000, 2004, 2008 р.р.), Мiжнароднiй

конференцiї ”Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння” (Одеса, 2000 р.), VIII

Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка М. Кравчука (Київ, 2000 р.),

Мiжнароднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння i нелiнiйнi коливання”

(Чернiвцi, 2001 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Шостi Боголюбовськi читан-

ня” (Чернiвцi, 2003 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Modern problems and new

trends in probability theory” (Чернiвцi, 2005 р.), Мiжнароднiй конференцiї

”Диференцiальнi рiвняння та їх застосування” (Чернiвцi, 2006 р.), Мiжна-

роднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосу-

вання” (Мелiтополь, 2008 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Проблеми стiйкостi

та оптимiзацiї динамiчних систем детермiнованої та стохастичної структу-

ри” (Чернiвцi, 2010 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвнян-

ня та їх застосування” (Київ, 2011 р.), Всеукраїнськiй конференцiї ”Дифе-

ренцiальнi рiвняння та їх застосування в прикладнiй математицi” (Чернiвцi,

2012 р.), Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю Стефана Бана-

ха (Львiв, 2012 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння та

їх застосування” (Ужгород, 2012 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Боголюбов-

ськi читання DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх засто-

сування” (Севастополь, 2013 р.), Мiжнароднiй конференцiї ”Динамические
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системы: устойчивость, управление, оптимизация” (Мiнськ, 2013 р.), Мiжна-

роднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика,

теорiя функцiй та математичнi методи механiки” (Київ, 2014 р.), Науковiй

конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження К.М. Фiшмана та

М.К. Фаге (Чернiвцi, 2015 р.), Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Дифе-

ренцiальнi рiвняння та їх застосування” (Ужгород, 2016 р.), Мiжнароднiй

конференцiї ”Differential Equations ICL 110” (Lviv, 2016 р.), Мiжнароднiй на-

уковiй конференцiї ”Диференцiально-функцiональнi рiвняння та їх застосу-

вання” (Чернiвцi, 2016 р.), науковому семiнарi вiддiлу диференцiальних рiв-

нянь та теорiї коливань Iнституту математики НАН України, наукових се-

мiнарах факультету математики та iнформатики i кафедри математичного

моделювання Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федько-

вича, наукових семiнарах кафедри iнтегральних та диференцiальних рiвнянь

механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi у

тридцяти двох працях [36 – 58], [97], [125], [161, 162], [236 – 240], з них 15 —

в наукових перiодичних журналах, 15 — у збiрниках наукових праць Iнсти-

туту математики НАН України, Чернiвецького нацiонального унiверситету

iменi Юрiя Федьковича та iнших унiверситетiв. Крiм того, деякi результа-

ти опублiкованi в матерiалах та тезах доповiдей мiжнародних конференцiй,

колоквiумiв та шкiл [174 – 235].

Об’єм та структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi

вступу, восьми роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який мi-

стить 240 найменувань. Повний обсяг роботи становить 308 сторiнок, а основ-

ний змiст викладено на 283 сторiнках.

У вступi проаналiзовано сучасний стан дослiджень з теорiї регулярно i
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сингулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь та методу iн-

тегральних многовидiв. Обгрунтовано актуальнiсть розглянутих у дисерта-

цiйнiй роботi задач, вказано наукову новизну та практичне значення роботи.

Зазначено особистий внесок здобувача, вказано, де вiдбувалась апробацiя ре-

зультатiв роботи та публiкацiї автора.

У першому роздiлi дисертацiї зроблено огляд праць за тематикою дисер-

тацiйної роботи та наведено питання, якi залишились невирiшеними.

У другому роздiлi роботи висвiтлено основнi результати дисертацiї.

Третiй роздiл присвячений питанням iснування iнтегральних многови-

дiв i встановленню принципу зведення для дослiдження стiйкостi розв’яз-

кiв диференцiально-функцiональних рiвнянь у критичному випадку. Пiдроз-

дiл 3.1 присвячений побудовi областi стiйкостi для лiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь з багатьма запiзненнями. Тут доведена теорема про обмеже-

нiсть областi стiйкостi. Спочатку одержано обмеження областi стiйкостi, а

потiм для побудови використано метод D-розбиттiв. У пiдроздiлi 3.2 дове-

дено iснування iнтегральних множин та встановлено принцип зведення для

iмпульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь. У пiдроздiлi 3.3 анало-

гiчнi результати одержано для рiзницевих рiвнянь. Пiдроздiл 3.4 присвячений

питанням iснування iнтегральних многовидiв та дослiдженню їх властиво-

стей для рiвнянь нейтрального типу. У наступному пiдроздiлi запропоновано

метод побудови iнтегрального многовиду у виглядi розкладу в степеневий

ряд. Тут розглянуто питання про можливiсть обмежитися першими набли-

женнями для дослiдження стiйкостi у критичному випадку. У останньому

пiдроздiлi третього роздiлу друге наближення в методi усереднення застосо-

вано до дослiдження стiйкостi системи слабкозв’язаних осциляторiв iз запi-

зненням. Одержано достатню умову стiйкостi (нестiйкостi) лiнiйної системи

диференцiально-рiзницевих рiвнянь.
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У роздiлi 4 дослiджено динамiчну еквiвалентнiсть диференцiально-

функцiональних рiвнянь i побудовано замiну, яка зводить систему до про-

стiшого вигляду. У пiдроздiлi 4.1 доведено iснування iнтегральних многови-

дiв, якщо права частина системи диференцiально-функцiональних рiвнянь

задовольняє iнтегральну умову Лiпшиця. Показано, що вихiдну систему за

допомогою гомеоморфної замiни можна звести до простiшого вигляду. У пiд-

роздiлi 4.2 побудовано iнтегральнi многовиди i здiйснено розщеплення ре-

гулярно збуреної системи лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь

нейтрального типу. У пiдроздiлi 4.3 доведено iснування iнтегральних мно-

говидiв i здiйснено розщеплення лiнiйних сингулярно збурених систем ней-

трального типу. У пiдроздiлi 4.4 доведено iснування iнтегральних многови-

дiв i показано, що систему iмпульсних сингулярно збурених рiвнянь можна

розщепити на двi незалежнi пiдсистеми. В останньому пiдроздiлi четверто-

го роздiлу одержано зображення iнтегральних многовидiв системи лiнiйних

керованих сингулярно збурених рiвнянь iз запiзненням. Розв’язок задачi ква-

зiоптимальної стабiлiзацiї шукається у виглядi асимптотичного розкладу за

степенями малого параметра.

Роздiл 5 присвячено застосуванню методу iнтегральних многовидiв у те-

орiї бiфуркацiй нелiнiйних систем iз запiзненням. У пiдроздiлi 5.1 одеpжано

зображення iнтегрального многовиду лiнiйної сингулярно збуреної системи

диференцiально-рiзницевих рiвнянь з пеpiодичною пpавою частиною, дослi-

джена бiфуркацiя iнварiантного тора iз стану рiвноваги та субфуркацiя пе-

рiодичних розв’язкiв. У пiдроздiлi 5.2 одеpжано зображення iнтегрального

многовиду сингулярно збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь

з пеpiодичною пpавою частиною. Показано, що пpи вiдповiдних умовах на

пpаву частину вiдображення Пуанкаре для збуреної системи має тpансве-

pсальну гомоклiнiчну точку. У пiдроздiлi 5.3 метод усереднення застосовано
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до дослiдження перiодичних розв’язкiв консервативної системи з малим запi-

зненням. У пiдроздiлi 5.4 дослiджено полiномiальнi i рацiональнi одновимiр-

нi вiдображення, еквiвалентнi кусково-лiнiйним i такi, що мають iнварiантну

мiру. Показано, що iнварiантнiй множинi деякого вiдображення вiдповiдає

множина цiлих p-адичних чисел.

У роздiлi 6 дослiджено бiфуркацiю стану рiвноваги диференцiальних рiв-

нянь з частинними похiдними. У пiдроздiлi 6.1 дослiджено умови iснування

та властивостi iнтегральних многовидiв нелiнiйної параболiчної системи з пе-

ретвореним аргументом та дослiджена бiфуркацiя тора iз стану рiвноваги. У

пiдроздiлi 6.2 доведено iснування iнтегральних многовидiв сингулярно збу-

реної системи нелiнiйних параболiчних рiвнянь з перетвореним аргументом.

Дослiджена бiфуpкацiя iнваpiантного тоpа iз стану piвноваги. У пiдроздiлi

6.3 доведено iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв гiперболiчної

системи диференцiальних рiвнянь першого порядку з перiодичною умовою.

Вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль квазiлiнiйного рiвняння

Кортевега – де Фрiза з перетвореним аргументом.

У роздiлi 7 дослiджено бiфуркацiю як завгодно великої кiлькостi циклiв

параболiчних систем iз малою дифузiєю. У пiдроздiлах 7.1 та 7.2 вивчено

питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння спiнового горiння. У

пiдроздiлi 7.2 доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної парабо-

лiчної системи диференцiальних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Вивчено

питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння Хатчiнсона. У пiдроз-

дiлi 7.3 доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної

системи двох диференцiальних рiвнянь iз аргументом, що запiзнюється, та

малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих

хвиль рiвняння спiнового горiння iз запiзненням. У пiдроздiлi 7.4 доведено

iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної системи диферен-
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цiальних рiвнянь iз запiзненням та малою дифузiєю на колi. Вивчено питання

iснування та стiйкостi бiжучих хвиль, одержано бiфуркацiйнi рiвняння.

Роздiл 8 присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв кра-

йових задач для систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

У пiдроздiлi 8.1 крайовi задачi для гiперболiчних систем диференцiальних

рiвнянь зводяться до рiзницевих та диференцiально-рiзницевих рiвнянь. У

пiдроздiлi 8.2, використовуючи групу Вейля, дано означення узагальнених

полiномiв Чебишова багатьох змiнних. Для побудови цих полiномiв одержана

рекурентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв. У пiдроздiлi 8.3 дослiдже-

но узагальненi полiноми Чебишова, побудованi за допомогою групи Вейля

системи коренiв i за схемами Динкiна типу An, Bn, Cn, Dn. Показано, що

узагальненi полiноми Чебишова задовольняють диференцiальнi рiвняння з

частинними похiдними другого порядку.

Автор висловлює щиру подяку науковому консультанту академiку НАН

України, доктору фiзико-математичних наук, професору Перестюку Мико-

лi Олексiйовичу за постановку розглянутих у дисертацiйнiй роботi задач та

постiйну увагу до роботи.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Принцип зведення в теорiї стiйкостi звичайних диференцiальних рiвнянь

запропонував О.М. Ляпунов [73]. Пiзнiше дослiдженням критичних випадкiв

у теорiї стiйкостi займалися I.Г. Малкiн, Г.В. Каменков, В.I. Зубов [74, 75] та

багато iнших.

Ефективним методом дослiдження систем диференцiальних рiвнянь є ме-

тод iнтегральних многовидiв. Основи цього методу для систем у стандартнiй

формi запропонував М.М. Боголюбов [13]. Надалi метод iнтегральних много-

видiв одержав широкий розвиток у працях представникiв Київської школи з

нелiнiйної механiки: Ю.О. Митропольського, А.М. Самойленка, М.О. Пере-

стюка, О.Б. Ликової, В.I. Фодчука, Д.I. Мартинюка, Я.С. Барiса та iнших [14

- 17, 28, 31, 72, 80, 81, 83, 98, 104, 107, 116, 158].

У працях В.О. Плiсса [98] для доведення принципу зведення використано

метод iнтегральних многовидiв. Й.З. Штокало [144] запропонував метод на-

ближеного перетворення лiнiйних систем iз квазiперiодичними коефiцiєнтами

до систем iз сталими коефiцiєнтами. Цей метод можна використати для до-

слiдження стiйкостi таких систем у критичних випадках. О.Б. Ликова i Я.С.

Барiс [72] розглянули наближенi методи побудови iнтегральних многовидiв i

дослiдження стiйкостi. У працях С.Н. Шиманова i В.П. Прокоп’єва [99, 142],

В.А. Вебера [20], Ю.С. Осiпова [95], Ю.С. Колєсова i В.В. Майорова [64] дослi-

дженi критичнi випадки в теорiї стiйкостi диференцiально-функцiональних

рiвнянь.

22
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Стiйкiсть та iнтегральнi многовиди для рiзницевих та iмпульсних рiвнянь

дослiджували Х.М. Гулов i М.О. Перестюк [27], I.Дж. Марданов i К.Г. Валєєв

[76], Д.I. Мартинюк [77], А.М. Самойленко, Д.I. Мартинюк, М.О. Перестюк

[105], А.М. Самойленко, М.О. Перестюк [106], В.Ю. Слюсарчук [115], В.I.

Ткаченко [118], О.С. Чернiкова [139], J.H. Shen, J. Yan [170, 171] та iншi.

Розвитку методу iнтегральних многовидiв та дослiдженню критичних ви-

падкiв у теорiї стiйкостi диференцiально-функцiональних рiвнянь присвячено

статтi автора [40, 49, 51, 54, 55, 56, 97, 125, 126].

На початку 60-х рокiв минулого столiття було доведено теорему Гробмана-

Хартмана про структурну стiйкiсть сiдла [131]. Узагальнення цiєї теореми

випливає iз принципу зведення В.О. Плiсса [98]. Еквiвалентностi нелiнiйних

та розщепленню лiнiйних неавтономних диференцiальних рiвнянь присвяче-

но працi М.М. Боголюбова, Ю.О. Митропольського, А.М. Самойленка, Д.I.

Мартинюка [16, 82, 83] та iнших.

Аналогiчнi задачi для диференцiально-функцiональних рiвнянь дослiдже-

но автором [43, 45, 46, 59, 125, 127].

Задачi керування для систем iз запiзненням розглядали Є.А. Андрєєва,

В.Б. Колмановський, Л.Є. Шайхет [3], В.Н. Афанасьєв, В.Б. Колмановський,

В.Р. Носов [5], Ю.С. Осiпов [93, 94], Р.Т. Янушевський [147] та iншi. Квазi-

оптимальну стабiлiзацiю лiнiйних сингулярно збурених систем iз запiзненням

дослiджено автором [53].

Бiфуркацiю циклiв автономних систем диференцiальних рiвнянь дослi-

джували В.I. Арнольд [4], Б. Хессард, Н. Казарiнов, I. Вен [136] та iншi. Умови

iснування перiодичних розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь одер-

жали А.М. Самойленко i М.I. Ронто [109]. Релаксацiйнi коливання сингулярно

збурених систем дослiджували Є.Ф. Мiщенко i М.Х. Розов [88]. Бiфуркацiю

стану рiвноваги систем диференцiальних рiвнянь з перiодичною правою ча-
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стиною розглядали В.I. Арнольд [4], Ю.М. Бiбiков [11, 12], В.С. Козякiн [62],

А.М. Самойленко [104] та iншi. Iнварiантнi тори дослiджували Ю.М. Бiбi-

ков [11, 12], А.М. Самойленко [104], А.М. Самойленко i I.В. Полеся [108] та

iншi. Iснування перiодичних, квазiперiодичних розв’язкiв та iнварiантних то-

рiв систем iз запiзненням дослiджували Ю.Ф. Долгiй i А.В. Захаров [29], I.I.

Клевчук i В.I. Фодчук [60], Ю.С. Колєсов i Д.I. Швiтра [65], Ю.О. Митро-

польський i Д.I. Мартинюк [81], Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко,

Д.I. Мартинюк [83], Ю.О. Митропольський, В.I. Фодчук, I.I. Клевчук [85],

В.П. Рубаник [103], В.I. Фодчук та iншi [125], А Халанай [130], Дж. Хейл

[132, 155], Б. Хессард, Н. Казарiнов, I. Вен [136] та iншi. Iснування гомо-

клiнiчних точок дифеоморфiзмiв та диференцiальних рiвнянь з перiодичною

правою частиною дослiджували В.К. Мельников [78], К.В. Аврамов [1], З.

Нитецкi [91], А.М. Самойленко, О.Я. Тимчишин, А.К. Прикарпатський [111],

M. Hirsch, S. Smale, R. Devaney [159], K.J. Palmer [165], В.Г. Гельфрейх, В.Ф.

Лазуткiн [23]. Динамiку одновимiрних вiдображень вiдрiзка в себе дослiджу-

вали А.Е. Єременко [30], М. Фейгенбаум [120], О.М. Шарковський та iншi

[140, 141], М.В. Якобсон [146], J.F. Ritt [167] та iншi.

Асимптотичнi методи до звичайних диференцiальних рiвнянь та диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними застосовував А. Найфе [90]. Бi-

фуркацiю циклiв i торiв для диференцiальних рiвнянь з частинними похi-

дними розглядали Д. Хенрi [133], Б. Хессард, Н. Казарiнов, I. Вен [136], J.

Wu [173]. Диференцiальнi рiвняння параболiчного типу з перетвореним ар-

гументом для моделювання нелiнiйних ефектiв у оптицi застосовували С.А.

Ахманов, М.А. Воронцов, В.Ю. Iванов [6]. Бiфуркацiю циклiв для таких рiв-

нянь дослiджували С.О. Кащенко [33] та А.В. Разгулiн [101]. Iнтегральнi та

iнерцiальнi многовиди для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

дослiджували Є.П. Бєлан, О.Б. Ликова [9], C. Foias, B. Nicolaenko, G.R. Sell,
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R. Temam [152]. Iснування та стiйкiсть багатьох циклiв та злiченного числа

циклiв для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними дослiджували

Є.П. Бєлан, А.М. Самойленко [10], А.Ю Колєсов [63], Є.Ф. Мiщенко, Ю.С. Ко-

лєсов, А.Ю. Колєсов, М.Х. Розов [86], Є.Ф. Мiщенко, В.А. Садовнiчiй, А.Ю.

Колєсов, М.Х. Розов [87] та iншi.

Зведення крайових задач для гiперболiчних диференцiальних рiвнянь з

частинними похiдними до рiзних класiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь

розглядали Дж. Хейл [132], О.М. Шарковський, Ю.Л. Майстренко, О.Ю. Ро-

маненко [141] та iншi. Комутуючi полiноми та рацiональнi функцiї дослiджу-

вали Жулiа, Фату, Рiтт [167], А.Е. Єременко [30]. Використовуючи групи Лi

[113], було побудовано i дослiджено узагальненi полiноми Чебишова вiд кiль-

кох змiнних у статтях А.П. Веселова [21, 22], M.E. Hoffman, W.D. Withers

[160, 172].



Роздiл 2

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ДИСЕРТАЦIЇ

У третьому роздiлi розглядаються диференцiально-функцiональнi рiвнян-

ня нейтрального типу

d

dt
[D(xt)−G(t, xt)] = L(xt) + F (t, xt), (2.1)

d

dt
[D(xt)] = L(xt), (2.2)

де xt – елемент простору C[−∆, 0], заданий функцiєю xt(θ) = x(t+ θ), −∆ ≤

θ ≤ 0; D : C[−∆, 0] → Rn; L : C[−∆, 0] → Rn; D i L – лiнiйнi неперервнi

оператори; G : R × C[−∆, 0] → Rn; F : R × C[−∆, 0] → Rn; оператори

G i F неперервнi вiдносно t, Оператор G(t, φ) неперервно диференцiйовний

вiдносно t i φ.

Нехай iснує стала ν > 0 така, що

G(t, 0) = 0, F (t, 0) = 0, |G(t, φ)−G(t, φ′)| ≤ ν|φ− φ′|,

|F (t, φ)− F (t, φ′)| ≤ p(t)|φ− φ′|, sup
t∈R

t+τ0∫
t

p(τ)dτ ≤ ντ0,

де τ0 > 0, t ∈ R, φ ∈ C[−∆, 0], φ′ ∈ C[−∆, 0].

Припустимо, що характеристичне рiвняння для лiнiйного рiвняння (2.2)

має m коренiв на уявнiй осi (iз врахуванням їх кратностi), а решта коре-

нiв лежать у пiвплощинi Reλ < −α < 0. Якщо виконуються цi умови, то

26
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при досить малiй сталiй Лiпшиця ν iснують iнтегральнi многовиди рiвняння

(2.1). Доведено принцип зведення, згiдно з яким стiйкiсть нульового розв’яз-

ку рiвняння (2.1) рiвносильна стiйкостi нульового розв’язку деякої системи

звичайних диференцiальних рiвнянь на многовидi.

Аналогiчнi результати одержано для рiзницевих та iмпульсних

диференцiально-функцiональних рiвнянь.

В останньому пiдроздiлi третього роздiлу розглядається система слабко-

зв’язаних осциляторiв iз запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (2.3)

де ε – малий додатний паpаметp, y = (y1, . . . , yq)
T , L – дiагональна матриця з

додатними рiзними дiагональними елементами, L = diag{λ1, . . . , λq}, λs > 0,

λk ̸= λs при k ̸= s, h > 0, P (t) – матриця з елементами

Pjs(t) =
n∑

m=1

(
bjsme

iamt + b̄jsme
−iamt

)
, bjsm ∈ C, am ≥ 0.

Для дослiдження стiйкостi системи (2.3) застосовано перше i друге наближе-

ння в методi усереднення. У нерезонансному випадку одержано явнi умови

стiйкостi i нестiйкостi, у якi входять коефiцiєнти системи (2.3).

У четвертому роздiлi розглядається лiнiйне диференцiально-

функцiональне рiвняння нейтрального типу

d

dt
[D(xt)− εG(t, xt)] = L(xt) + εF (t, xt), (2.4)

де ε – малий додатний паpаметp, xt – елемент простору C[−∆, 0], заданий

функцiєю xt(θ) = x(t+θ), −∆ ≤ θ ≤ 0; D: C[−∆, 0] → Rn; G: R×C[−∆, 0] →

Rn; L: C[−∆, 0] → Rn; F : R × C[−∆, 0] → Rn; оператори D, L, G, F лiнiйнi

неперервнi вiдносно xt; оператор F неперервний вiдносно t, а оператор G

неперервно диференцiйовний вiдносно t. При певних припущеннях вiдносно

коренiв характеристичного рiвняння для рiвняння (2.2) i досить малому ε
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iснують iнтегральнi многовиди рiвняння (2.4). Показано, що за допомогою

лiнiйної замiни систему (2.4) можна розщепити на два незалежнi рiвняння.

Аналогiчна замiна побудована для сингулярно збуреної системи нейтраль-

ного типу та лiнiйної iмпульсної сингулярно збуреної системи iз запiзненням.

Доведена динамiчна еквiвалентнiсть системи нелiнiйних диференцiально-

функцiональних рiвнянь i деякої простiшої системи рiвнянь, побудованої за

допомогою iнтегральних многовидiв. Розв’язана задача квазiоптимальної ста-

бiлiзацiї лiнiйних керованих сингулярно збурених систем iз запiзненням.

У п’ятому роздiлi розглядається система

dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (2.5)

де ε – малий додатний паpаметp, x ∈ Rm, y ∈ Rn.

Припустимо, що виконуються умови

1) Для всiх t ∈ R, x ∈ Rm рiвняння G(t, x, y, y) = 0 має iзольований

розв’язок y = φ(t, x), причому функцiя φ(t, x) та її похiднi за t i x до другого

порядку включно рiвномiрно неперервнi й обмеженi.

2) Функцiї f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) та їх частиннi

похiднi за t, x, y, z до другого порядку включно рiвномiрно неперервнi й

обмеженi при t ∈ R, x ∈ Rm, |y − φ(t, x)| ≤ ρ, |z − φ(t, x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(t, x, y, z) в точцi y = φ(t, x), z = φ(t, x) вiдносно

y, z, одержимо

G(t, x, φ(t, x) + y, φ(t, x) + z) = B1(t, x)y +B2(t, x)z +G1(t, x, y, z).

Нехай виконується умова:

3) всi коренi характеристичного рiвняння

det(B1(t, x) +B2(t, x) exp(−λ∆)− λE) = 0
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лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.

Теорема 2.1. Нехай для системи (2.5) виконуються умови 1 – 3. То-

дi iнтегральний многовид системи (2.5) можна зобразити у виглядi yt =

φ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2), де

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) +B2(t, x)]
−1
[
(E +∆B2(t, x))

(∂φ
∂t

+

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
+

+θ
[∂φ
∂t

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
, −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Це зображення iнтегрального многовиду застосовується до дослiдження

бiфуркацiї iнварiантного тора iз стану рiвноваги та субфуркацiї перiодичних

розв’язкiв. Показано, що пpи вiдповiдних умовах на пpаву частину вiдобра-

ження Пуанкаре для збуреної системи має тpансвеpсальну гомоклiнiчну то-

чку. Метод усереднення застосовано до дослiдження перiодичних розв’язкiв

консервативної системи з малим запiзненням. Дослiджено полiномiальнi i ра-

цiональнi одновимiрнi вiдображення, еквiвалентнi кусково-лiнiйним i такi, що

мають iнварiантну мiру. Дослiджено iнварiантнi множини одновимiрних вiд-

ображень.

У шостому роздiлi розглядається нелiнiйна параболiчна система з пере-

твореним аргументом

∂u

∂t
= D(t, ε)

∂2u

∂x2
+ A(t, ε)u+B(t, ε)u∆ + f(t, x, u, u∆, ε) (2.6)

i з перiодичною умовою u(t, x+ 2π) = u(t, x).

Тут ε – p-вимiрний параметр з малими додатними компонентами, u∆ =

u(t, x −∆), ∆ – зсув аргументу, матрицi D(t, ε), A(t, ε), B(t, ε) i функцiя f :

R2n+p+2 → Rn п’ять разiв неперервно диференцiйовнi за всiма аргументами i

2π-перiодичнi вiдносно t, x, f(t, x, u, v, ε) = O(|u|2+|v|2) при |u|+|v| → 0. При
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деяких умовах вiдносно правої частини системи (2.6) доведено iснування iн-

тегральних многовидiв, встановлено їх властивостi та дослiджена бiфуркацiя

тора iз стану рiвноваги. Аналогiчнi питання дослiдженi для сингулярно збу-

реної системи нелiнiйних параболiчних рiвнянь з перетвореним аргументом.

Доведено iснування злiченного числа циклiв гiперболiчної системи диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку та квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де

Фрiза з перетвореним аргументом.

У роздiлi 7 дослiджено бiфуркацiю як завгодно великої кiлькостi циклiв

параболiчних систем iз малою дифузiєю. Тут розглядається рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u, (2.7)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2.8)

де ε – малий додатний параметр.

Теорема 2.2. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при

0 < ε < ε0 задача (2.7), (2.8) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли

виконується умова

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2.

при всiх k ∈ Z\{0}.

Ця теорема застосовується до дослiдження умов iснування та стiйкостi

бiжучих хвиль рiвняння спiнового горiння iз запiзненням. Доведено iснуван-

ня перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної системи диференцiальних



31

рiвнянь iз малою дифузiєю на колi, одержано умови експоненцiальної орбi-

тальної стiйкостi циклiв. Аналогiчнi результати одержано для параболiчних

систем iз запiзненням та малою дифузiєю на колi.

У восьмому роздiлi розглядається система

∂ui
∂t

= ki(d, grad ui), (2.9)

де d = (d1, ..., dp)
T , grad ui = (∂ui/∂x1, ..., ∂ui/∂xp)

T , x = (x1, ..., xp)
T , i ∈

{1, ..., q}. Функцïı u1, ..., uq задовольняють граничнi умови

u1

∣∣∣
(c,x)=0

= u2

∣∣∣
(c,x)=0

= ... = uq

∣∣∣
(c,x)=0

, (2.10)

∂u1
∂t

∣∣∣
(c,x)=1

= f
(
u1

∣∣∣
(c,x)=1

, ..., uq

∣∣∣
(c,x)=1

)
, (2.11)

де c = (c1, ..., cp)
T . Припустимо, що kq > kq−1 > ... > k1 > 0, (c, d) > 0,

де (c, d)−скалярний добуток векторiв c, d. Тодi задача (2.9), (2.10), (2.11)

зводиться до диференцiально-рiзницевого рiвняння з багатьма запiзненнями.

Це дозволяє дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язкiв крайових задач.

Дослiджено узагальненi полiноми Чебишова. Для побудови цих полiномiв

одержана рекурентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення

еквiвалентнi кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв. Показано, що

узагальненi полiноми Чебишова задовольняють диференцiальнi рiвняння з

частинними похiдними другого порядку.



Роздiл 3

IНТЕГРАЛЬНI МНОГОВИДИ I ПРИНЦИП

ЗВЕДЕННЯ ДЛЯ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У даному роздiлi розглядаються квазiлiнiйнi диференцiально-

функцiональнi рiвняння. Доведено iснування iнтегральних многовидiв.

Встановлено принцип зведення, згiдно з яким дослiдження стiйкостi ну-

льового розв’язку диференцiально-функцiонального рiвняння у критичному

випадку зводиться до дослiдження стiйкостi нульового розв’язку вiдповiдної

системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Побудована область стiйкостi

для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з багатьма запiзненнями. Доведено

iснування iнтегральних множин та встановлено принцип зведення для

iмпульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь. Аналогiчнi результа-

ти одержано для рiзницевих рiвнянь. Дослiджено властивостi iнтегральних

многовидiв для рiвнянь нейтрального типу. Показано, що можна обмежитися

першими наближеннями iнтегрального многовиду для дослiдження стiйкостi

у критичному випадку. Друге наближення в методi усереднення застосо-

вано до дослiдження стiйкостi лiнiйної системи диференцiально-рiзницевих

рiвнянь.

32
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3.1. Побудова областей стiйкостi лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма за-

пiзненнями

Розглянемо рiвняння

dz

dt
= a1z(t− 1) + a2z(t− 2) + ...+ anz(t− n). (3.1)

Згiдно з [132, 145] для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (3.1) був

асимптотично стiйким, необхiдно i досить, щоб всi коренi характеристичного

рiвняння

λ = a1e
−λ + a2e

−2λ + ...+ ane
−nλ (3.2)

лежали в лiвiй пiвплощинi Re λ < 0.

Означення. Областю стiйкостi рiвняння (3.2) називається множина

точок (a1, ..., an) ∈ Rn, для яких всi коренi рiвняння (3.2) задовольняють

умову Re λ < 0.

Нехай L – проста неперервна крива, на якiй вказано напрямок руху. Че-

рез ∆Argz∈L f(z) позначимо змiну аргументу функцiї f(z) при русi вздовж

кривої L.

Лема 3.1. Нехай функцiї f(z) та g(z) аналiтичнi в комплекснiй площинi

i для точок z iз деякої простої неперервної кривої L виконуються нерiвностi

|g(z)| < |f(z)|. Тодi

∆Argz∈L(f(z) + g(z)) ≥ ∆Argz∈L f(z)− π. (3.3)

Доведення. Справджується рiвнiсть

∆Argz∈L(f(z) + g(z)) =

= ∆Argz∈L

[
f(z)

(
1 +

g(z)

f(z)

)]
= ∆Argz∈Lf(z) + ∆Argz∈L

(
1 +

g(z)

f(z)

)
.
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Оскiльки |g(z)/f(z)| < 1, то функцiя 1 + g(z)/f(z) вiдображає криву L у

внутрiшнiсть одиничного круга з центром в точцi z = 1. Тому образ кривої

L при вiдображеннi 1 + g(z)/f(z) може змiнити аргумент не бiльше, нiж на

π. Iз нерiвностi

∆Argz∈L(1 + g(z)/f(z)) ≥ −π

випливає нерiвнiсть (3.3). Лема 3.1 доведена.

Позначимо Q(z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z.

Лема 3.2. Нехай для всiх α ∈ [0; 1] iснує z таке, що |z| = e−α i викону-

ється нерiвнiсть |Q(z)| ≤ π + 1. Тодi знайдеться стала K > 0 така, що

|aj| ≤ K для всiх j ∈ {1, 2, ..., n}.

Доведення. Розкладемо полiном Q(z) на множники Q(z) = anz(z −

z1)...(z − zn−1). Тодi вiрна нерiвнiсть

|an||z||(|z| − |z1|)...(|z| − |zn−1|)| ≤ |Q(z)|. (3.4)

Розглянемо полiном Q1(x) = |an|x(x− |z1|)...(x− |zn−1|). Згiдно з умовою

леми, iз (3.4) випливає, що для всiх x ∈ [e−1; 1] виконується оцiнка |Q1(x)| ≤

π + 1.

Застосовуючи теорему Чебишова, одержимо, що iснує x ∈ [e−1; 1] таке, що

|Q1(x)| ≥ 2|an|
(
1− e−1

4

)n
.

Звiдси випливає, що

|an| ≤ ((π + 1)/2)

(
4e

e− 1

)n
.

Одержимо оцiнку для an−1. Оскiльки

|an−1z
n−1 + ...+ a1z| ≤ |anzn + ...+ a1z|+ |anzn| ≤ π + 1 +

π + 1

2

(
4e

e− 1

)n
,

то

|an−1| ≤
1

2

[
π + 1 +

π + 1

2

(
4e

e− 1

)n](
4e

e− 1

)n−1

.
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Аналогiчно можна одержати оцiнки для всiх коефiцiєнтiв. Лема 3.2 дове-

дена.

Теорема 3.1. Область стiйкостi рiвняння (3.2) обмежена.

Доведення. Позначимо P (λ) = λ − Q(e−λ). Тодi рiвняння (3.2) перепи-

шеться у виглядi P (λ) = 0. Застосуємо принцип аргументу до прямокутника

на рис. 1.

Рис. 1

Згiдно з принципом аргументу, число нулiв квазiполiнома P (λ) у прямо-

кутнику дорiвнює змiнi аргументу функцiї P (λ) при русi λ вздовж контура

ABCD.

Сторона AB прямокутника перетинає дiйсну вiсь у точцi x = α, 0 ≤ α ≤ 1.

Число α ми виберемо пiзнiше. Сторону CD виберемо досить далеко вiд уявної

осi. Тодi її образ при вiдображеннi P (λ) буде мiститися в правiй пiвплощинi.
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На вiдрiзку BC маємо

λ = −πi+ x, x ≥ α ≥ 0, P (λ) = −πi+ x−Q(−e−x).

Уявна частина функцiї P (λ) залишається сталою, а дiйсна частина прямує

до +∞ при x→ +∞. На вiдрiзку AD

λ = πi+ x, x ≥ α ≥ 0, P (λ) = πi+ x−Q(−e−x).

Тут знову уявна частина функцiї P (λ) буде сталою. В результатi сумарна

змiна аргументу функцiї P (λ) при русi вздовж вiдрiзкiв BC, CD i DA буде

додатною. Залишилось оцiнити змiну аргументу образу вiдрiзка AB. Як ми

побачимо, при досить великому max
1≤j≤n

|aj| визначальним на вiдрiзку AB для

приросту аргументу функцiї P (λ) буде вплив функцiї Q(e−λ).

Прирiст аргументу функцiї Q(e−λ) при русi по вiдрiзку AB дорiвнює при-

росту аргументу функцiї Q(z), коли z робить обхiд кола |z| = e−α проти

годинникової стрiлки. Згiдно з принципом аргументу

∆Arg|z|=e−αQ(z) = 2πN,

де N− число нулiв функцiї Q(z) в крузi |z| < e−α. Але в цьому крузi завжди

є нуль z = 0, тому N ≥ 1, отже

∆Argπ≥y≥−πQ(e
−(α+iy)) ≥ 2π.

Якщо виконуються умови леми 3.2, то коефiцiєнти полiнома Q(z) обмеже-

нi. У протилежному випадку, при досить великому max
1≤j≤n

|aj| знайдеться таке

α, 0 ≤ α ≤ 1, що

|Q(e−(α+iy)| ≥ π + 1 ≥ |α+ iy|, π ≥ y ≥ −π.

Використовуючи лему 3.1, оцiнимо змiну аргументу функцiї P (λ) при русi

вздовж вiдрiзка AB

∆Argπ≥y≥−π(α+ iy −Q(e−(α+iy))) ≥ 2π − π = π.
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Таким чином, при досить великому max
1≤j≤n

|aj| змiна аргументу функцiї P (λ)

при русi вздовж контура ABCD буде додатною. Отже, згiдно з принци-

пом аргументу, функцiя P (λ) матиме нуль в прямокутнику ABCD, а тодi

(a1, ..., an) не належить областi стiйкостi рiвняння (3.2).

Звiдси випливає обмеженiсть областi стiйкостi. Теорема доведена.

Лема 3.3. Якщо вектор (a1, a2, ..., an) належить областi стiйкостi рiв-

няння (3.2), то a1 + a2 + ...+ an < 0.

Доведення. Нехай a1 + a2 + ... + an ≥ 0. Тодi квазiмногочлен P (λ) =

λ− a1e
−λ − ...− ane

−nλ задовольняє умови

P (0) ≤ 0, lim
λ→+∞

P (λ) = +∞.

Значить, iснує число λ0, 0 ≤ λ0 <∞, таке, що P (λ0) = 0. Рiвняння (3.2) має

невiд’ємний дiйсний корiнь. Отже, вектор (a1, a2, ..., an) не належить областi

стiйкостi. Лема 3.3 доведена.

Застосуємо метод D− розбиттiв до рiвняння

λ = ae−mλ + be−nλ, (3.5)

де m та n – взаємно простi натуральнi числа, m < n. Квазiполiном має

нульовий корiнь, якщо a+ b = 0. Ця пряма i є однiєю з лiнiй, що утворюють

межу D− розбиття.

Нехай тепер рiвняння (3.5) має суто уявний корiнь iy, y ̸= 0:

a(cosmy − i sinmy) + b(cosny − i sinny) = iy.

Вiдокремлюючи дiйсну i уявну частини, одержимо систему

a cosmy + b cosny = 0, a sinmy + b sinny = −y. (3.6)

Розв’яжемо систему (3.6), якщо∣∣∣∣∣∣ cosmy cosny

sinmy sinny

∣∣∣∣∣∣ = sin(n−m)y ̸= 0.
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Рiвняння лiнiй D− розбиття в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y cosny

sin(n−m)y
, b = − y cosmy

sin(n−m)y
.

Цi лiнiї розбивають площину параметрiв (a, b) на нескiнченне число обла-

стей, всерединi кожної з яких рiвняння (3.5) має однакове число коренiв з

додатною дiйсною частиною.

Система (3.6) може бути сумiсною також у випадку, коли її головний ви-

значник sin(n − m)y = 0. Це можливо при y ̸= 0 тодi i тiльки тодi, коли

cosmy = cosny = 0 або my = π/2 + kπ, ny = π/2 + lπ, k ∈ Z, l ∈ Z. Такi

рiвностi виконуються тiльки у випадку, коли m та n непарнi. Якщо ж m та

n непарнi, то досить взяти k = (m − 1)/2, l = (n − 1)/2, y = π/2 i система

(3.6) визначатиме пряму лiнiю a sinmπ/2+ b sinnπ/2 = −π/2. Крiм цiєї пря-

мої iснуватиме ще злiченне число однаково вiддалених взаємно паралельних

прямих, якi є лiнiями D− розбиття. У цьому випадку лiнiями D− розбиття

будуть прямi, кут нахилу яких рiвний π/4 або −π/4. При непарних m та n

вiдбувається бiфуркацiя появи нових лiнiй D− розбиття.

У випадку, коли m = 1, n – непарне натуральне число (n > 1), область

стiйкостi обмежена
n+ 3

2
дугами лiнiй, серед яких двi дуги будуть вiдрiзками

прямих. Iншi дуги одержуються iз параметричного зображення

a =
y cosny

sin(n− 1)y
, b = − y cos y

sin(n− 1)y

при 0 < y <
π

2
.

Як приклад знайдемо область стiйкостi рiвняння

λ = ae−λ + be−3λ.

Щоб знайти оцiнки для коефiцiєнтiв a та b, використаємо методику до-

ведення теореми 1. Застосуємо принцип аргументу до прямокутника на рис.

1.
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Спочатку припустимо, що α = 0. Тодi при ||a| − |b|| ≥ π маємо |ae−iy +

be−3iy| ≥ π ≥ |iy|, тому змiна аргументу функцiї P (λ) = λ− ae−λ− be−3λ при

русi вздовж контура ABCD буде додатною. Отже, функцiя P (λ) буде мати

нуль у прямокутнику ABCD.

Застосовуючи цю ж методику до прямокутника ABCD при α = 1,

одержимо, що функцiя P (λ) буде мати нуль у цьому прямокутнику при

||a|e−1 − |b|e−3| ≥
√
π2 + 1.

Iз наших мiркувань випливає, що для точок (a, b) iз областi стiйкостi пра-

вильнi нерiвностi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−1 − |b|e−3| ≤
√
π2 + 1. (3.7)

Згiдно з лемою 3 область стiйкостi повинна задовольняти ще одну нерiв-

нiсть

a+ b < 0. (3.8)

Нерiвностi (3.7) i (3.8) визначають на площинi параметрiв a та b деякий обме-

жений многокутник.

Для знаходження областi стiйкостi застосуємо тепер метод D− розбиттiв.

Пряма a+ b = 0 є однiєю з лiнiй, що утворюють межу D− розбиття.

Якщо квазiполiном має суто уявний корiнь iy, то рiвняння меж D− роз-

биття в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y(4 cos2 y − 3)

2 sin y
, b = − y

2 sin y
. (3.9)

Побудуємо лiнiї, що вiдповiдають випадку cos y = cos 3y = 0. Цi рiвняння

мають сумiснi коренi y = π/2 + kπ, k ∈ Z. Тому лiнiями D−розбиття будуть

прямi a− b = (−1)k+1(π/2 + kπ).

Вiдзначимо, що лiнiї D−розбиття досить нанести в многокутнику, що

обмежує область стiйкостi. Неважко переконатися, що зв’язна область, обме-
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жена вiдрiзками прямих

b = −a, −π
4
≤ a ≤ 1

2
; b = a+

π

2
, −3

π

4
≤ a ≤ −π

4

та дугою лiнiї (3.9) при 0 ≤ y ≤ π

2
є областю стiйкостi. Область стiйкостi

рiвняння (3.5), у якому m = 1, а n = 3, n = 4, n = 5, вiдповiдно, – це

заштрихована частина площини, зображена на рис. 2, 3, 4. Область стiйкостi

рiвняння (3.5), у якому m = 1, n = 2 зображена у пiдроздiлi 8.1.

Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4

3.2. Iнтегральнi множини та принцип зведення для iм-

пульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь

Для звичайних диференцiальних рiвнянь питання iснування i стiйкостi iн-

тегральних множин в критичному випадку розглядалися в працях [15, 98],

для диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю – в [106, 139], а для

диференцiально-функцiональних рiвнянь – в [132, 126]. У цьому пiдроздiлi

дослiджується стiйкiсть тривiального розв’язку неавтономної iмпульсної си-

стеми диференцiально-функцiональних рiвнянь в критичному випадку.
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Розглянемо систему

dx

dt
= L(xt) + f(t, xt, y),

dy

dt
= By + g(t, xt, y), t ̸= ti, (3.10)

∆x|t=ti = Ax+ Ii(xti, y), ∆y|t=ti = Ji(xti, y),

де t ∈ R, x ∈ Rq, y ∈ Rp, xt – елемент пpостоpу PC = PC([−τ, 0],Rq)={φ :

[−τ, 0] → Rq, φ(t) неперервна на [−τ, 0], за винятком скiнченного числа точок

t̃, в яких φ(t̃+) та φ(t̃−) iснують, причому φ(t̃−) = φ(t̃)}, заданий функцiєю

xt(θ) = x(t + θ), −τ ≤ θ ≤ 0; L(xt) – лiнiйний неперервний функцiонал,

заданий в PC; матриця E +A – невироджена; B – стала квадратна матриця

порядку p така, що

Reλj(B) = 0, j = 1, 2, ..., p. (3.11)

Через ti тут позначенi моменти часу iмпульсної дiї, занумерованi множиною

цiлих чисел Z, причому припускається, що iснує таке додатне число δ, при

якому

0 < δ < ti+1 − ti (3.12)

для всiх i ∈ Z. Для φ ∈ PC визначимо норму |φ| = sup−τ≤s≤0 |φ(s)|, а для

пари z = (φ, y), φ ∈ PC, y ∈ Rp, визначимо норму |z| = |φ|+ |y|.

Вiдносно функцiоналiв f(t, φ, y), g(t, φ, y), Ii(φ, y), Ji(φ, y) припускається,

що вони визначенi для всiх t ∈ R, φ ∈ PC, y ∈ Rp, неперервнi за всiма

змiнними i задовольняють умови

f(t, 0, 0) = g(t, 0, 0) = Ii(0, 0) = Ji(0, 0) = 0,

|f(t, φ, y)− f(t, φ′, y′)|+ |g(t, φ, y)− g(t, φ′, y′)|+ |Ii(φ, y)− Ii(φ
′, y′)|+

+|Ji(φ, y)− Ji(φ
′, y′)| ≤ ν(|φ− φ′|+ |y − y′|) (3.13)

при всiх t ∈ R, i ∈ Z, φ ∈ PC, φ′ ∈ PC, y ∈ Rp, y′ ∈ Rp.
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Припустимо, що

L(xt) = A0x(t)+
l∑

i=1

Aix(t− τi), f(t, xt, y) = f1(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

g(t, xt, y) = g1(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

Ii(xt, y) = I
(1)
i (x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

Ji(xt, y) = J
(1)
i (x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τl), y),

де 0 < τ1 < ... < τl = τ .

Права частина системи (3.10) на кожному скiнченному iнтервалi може ма-

ти не бiльше, нiж скiнченне число точок разриву першого роду (точок, в яких

t = ti або t − τk = ti, k = 1, ..., l, i ∈ Z). За допомогою методу крокiв можна

показати, що на кожному скiнченному вiдрiзку [σ, T ], σ < T , система (3.10)

з початковою функцiєю xσ = φ ∈ PC i початковим значенням y(σ) = y0

має єдиний розв’язок, який неперервний на [σ, T ] за винятком точок разриву

першого роду t = ti i неперервно диференцiйовний за винятком скiнченного

числа точок. В точках вигляду t = ti i t = ti + τk пiд dx/dt i dy/dt будемо

розумiти похiднi злiва.

Питанням iснування, єдиностi та стiйкостi розв’язку основної початкової

задачi для iмпульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь присвяченi

працi [170, 171] та iн.

Нехай T (t, s) – оператор зсуву за розв’язками лiнiйної системи

dx

dt
= L(xt), t ̸= ti, ∆x|t=ti = Ax. (3.14)

Рiвняння для x в системi (3.10) еквiвалентне рiвнянню

x(t) = x̄(t, xσ) +

t∫
σ

X(t, s)f(s, xs, y(s))ds+
∑
σ<ti<t

X(t, ti)Ii(xti, y(ti)),

де x̄(t, xσ) – розв’язок системи (3.14) з початковою функцiєю xσ, а X(t, s) –

фундаментальна матриця системи (3.14).
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Враховуючи, щоX(t, s) = 0 при s > t, а також спiввiдношенняX(t+θ, s) =

T (t, s)X0(θ), одержимо, що система (3.10) еквiвалентна системi

xt = T (t, σ)xσ +

t∫
σ

T (t, s)X0f(s, xs, y(s))ds+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Ii(xti, y(ti)),

dy

dt
= By + g(t, xt, y), t ̸= ti, ∆y|t=ti = Ji(xti, y), (3.15)

де X0(θ) = 0, −τ ≤ θ < 0, X0(0) = E.

Припустимо, що справджуються нерiвностi

|T (t, s)φ| ≤ K|φ|exp[−(α+ β)(t− s)],

|T (t, s)X0| ≤ Kexp[−(α+ β)(t− s)], (3.16)

де K > 0, t ≥ s, 0 < β < α, φ ∈ PC.

Згiдно з припущенням вiдносно власних значень матрицi B правильна та-

кож оцiнка

| exp(Bt)| ≤ K exp[(−α + β)t], t ≤ 0. (3.17)

Теорема 3.2. Нехай для системи (3.10) виконуються умови (3.11) –

(3.13), (3.16), (3.17). Тодi при досить малiй сталiй Лiпшиця ν система

(3.10) має iнтегральну множину

S− = {(t, φ, y) : t ∈ R, y ∈ Rp, φ = h(t, y), φ ∈ PC},

де функцiя h(t, y) задовольняє умови

h(t, 0) = 0, |h(t, y)− h(t, y′)| ≤ 0, 5|y − y′|. (3.18)

Для кожного розв’язку zt = (h(t, y(t)), y(t)) системи (3.10), що нале-

жить S−, справджується оцiнка

|zt| ≤ 2K|y(σ)|exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (3.19)
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Доведення. Поряд iз системою (3.15) розглянемо систему iнтегральних

рiвнянь

xt =

t∫
−∞

T (t, s)X0f(s, xs, y(s))ds+
∑
ti<t

T (t, ti)X0Ii(xti, y(ti)),

y(t) = eB(t−σ)c−
σ∫
t

eB(t−s)g(s, xs, y(s))ds−
∑
t<ti<σ

eB(t−ti)Ji(xti, y(ti)), (3.20)

t ≤ σ.

Будемо розв’язувати систему (3.20) методом послiдовних наближень, вва-

жаючи x(0)t = 0, y0(t) = 0,

x
(n+1)
t =

t∫
−∞

T (t, s)X0f(s, x
(n)
s , yn(s))ds+

∑
ti<t

T (t, ti)X0Ii(x
(n)
ti , yn(ti)),

yn+1(t) = eB(t−σ)c−
σ∫
t

eB(t−s)g(s, x(n)s , yn(s))ds−
∑
t<ti<σ

eB(t−ti)Ji(x
(n)
ti , yn(ti)),

n = 0, 1, ...

Iндукцiєю доведемо нерiвнiсть

|z(m)
t − z

(m−1)
t | ≤ K|c|(νγ)m−1exp[−α(t− σ)], (3.21)

де z(m)
t = (x

(m)
t , ym(t)), γ = 2K(1/β + 1/(1 − exp(−βδ))), m = 1, 2, ..., t ≤

σ. При m = 1 нерiвнiсть (3.21) випливає iз (3.17). Нехай нерiвнiсть (3.21)

справджується при m = n. Тодi, враховуючи (3.13), (3.16), (3.17), одержимо

|z(n+1)
t − z

(n)
t | = |x(n+1)

t −x
(n)
t |+ |yn+1(t)− yn(t)| ≤

t∫
−∞

Kexp[−(α+β)(t− s)]ν×

×|z(n)s − z(n−1)
s |ds+

σ∫
t

Kexp[(−α+ β)(t− s)]ν|z(n)s − z(n−1)
s |ds+
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+
∑
ti<t

Kexp[−(α + β)(t− ti)]ν|z(n)ti − z
(n−1)
ti |+

+
∑
t<ti<σ

Kexp[(−α + β)(t− ti)]ν|z(n)ti − z
(n−1)
ti | ≤ K|c|(νγ)nexp[−α(t− σ)],

звiдки випливає нерiвнiсть (3.21) при m = n+ 1. Отже, вона справджується

при всiх натуральних m.

Iз (3.21) випливає, що при νγ < 1 послiдовнiсть функцiй z
(n)
t збiгається

до деякої функцiї zt(σ, c), яка є розв’язком системи (3.20). Оскiльки всi фун-

кцiї x(n)t , n = 0, 1, 2, ..., належать простору PC, то i їх границя належить

PC. Вибираючи в системi (3.20) замiсть c iншу сталу c′, одержимо розв’я-

зок zt(σ, c
′). Аналогiчно нерiвностi (3.21) можна довести, що при νγ < 0, 5

правильна нерiвнiсть

|z(m)
t (σ, c)− z

(m)
t (σ, c′)| ≤ 2K|c− c′|exp[−α(t− σ)], m = 1, 2, ..., t ≤ σ.

Отже,

|zt(σ, c)− zt(σ, c
′)| ≤ 2K|c− c′|exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (3.22)

Будемо вважати в (3.20) t = σ i позначимо

h(σ, c) =

σ∫
−∞

T (σ, s)X0f(s, xs, y(s))ds+
∑
ti<σ

T (σ, ti)X0Ii(xti, y(ti)).

Доведемо оцiнку (3.18):

|h(σ, c)− h(σ, c′)| ≤
σ∫

−∞

Kexp[−(α+ β)(σ − s)]ν|zs(σ, c)− zs(σ, c
′)|ds+

+
∑
ti<σ

Kexp[−(α+ β)(σ − ti)]ν|zti(σ, c)− zti(σ, c
′)| ≤ γ1|c− c′|,

γ1 = 2K2ν(1/β + 1/(1− exp(−βδ))).

Оскiльки при досить малому ν маємо γ1 ≤ 0, 5, то звiдси випливає нерiв-

нiсть (3.18). Оцiнка (3.19) випливає iз (3.22), якщо вважати c′ = 0. Теорему

доведено.



48

Теорема 3.3. Нехай для системи (3.10) виконуються умови (3.11)-

(3.13), (3.16), (3.17). Тодi при досить малiй сталiй Лiпшиця ν система

(3.10) має iнтегральну множину

S+ = {(t, φ, y) : t ∈ R, φ ∈ PC, y = r(t, φ), y ∈ Rp},

де функцiя r(t, φ) задовольняє умови

r(t, 0) = 0, |r(t, φ)− r(t, φ′)| ≤ 0, 5|φ− φ′|.

Для кожного розв’язку zt = (xt, r(t, xt)) системи (3.10), що належить S+,

справджується оцiнка

|zt| ≤ 2K|xσ|exp[−α(t− σ)], t ≥ σ.

Теорема 3.3 доводиться аналогiчно теоремi 3.2.

Розглянемо тепер систему

dw

dt
= Bw + g(t, h(t, w), w), t ̸= ti,

∆w|t=ti = Ji(h(ti, w), w), (3.23)

яка описує поведiнку розв’язкiв системи (3.10) на iнтегральнiй множинi xt =

h(t, y).

Теорема 3.4. Нехай виконуються умови теорем 3.2 i 3.3. Якщо zt =

(xt, y(t)) (t ≥ σ) – довiльний розв’язок системи (3.10) з початковою фун-

кцiєю zσ при t = σ, то iснує розв’язок ξt = (h(t, w(t)), w(t)), що належить

S− i такий, що справджується оцiнка

|zt − ξt| ≤ 2K|xσ − h(σ,w(σ))|exp[−α(t− σ)], t ≥ σ. (3.24)

Доведення. Позначимо через w(t) розв’язок системи (3.23) з початковою

умовою w(σ) = a. Тодi ξt буде залежати вiд a i визначатися початковою
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функцiєю ξσ = (h(σ, a), a). Замiною змiнних vt = xt−h(t, w(t)), u(t) = y(t)−

w(t) систему (3.15) зведемо до вигляду

vt = T (t, σ)vσ +

t∫
σ

T (t, s)X0[f(s, ηs + ξs)− f(s, ξs)]ds+

+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0[Ii(ηti + ξti)− Ii(ξti)], (3.25)

du

dt
= Bu+ g(t, ηt + ξt)− g(t, ξt), t ̸= ti,

∆u|t=ti = Ji(ηti + ξti)− Ji(ξti),

де ηt = (vt, u(t)). Функцiї f(t, η+ξ)−f(t, ξ), g(t, η+ξ)−g(t, ξ), Ii(η+ξ)−Ii(ξ),

Ji(η + ξ)− Ji(ξ) задовольняють за змiнною η умову Лiпшиця з сталою ν.

Згiдно з теоремою 3.3 система (3.25) має iнтегральну множину S+, яку

можна зобразити у виглядi u = r(t, vt, a), де функцiя r задовольняє умови

r(t, 0, a) = 0, |r(t, ζ, a)− r(t, ζ ′, a)| ≤ 0, 5|ζ − ζ ′|. (3.26)

Для кожного розв’язку ηt = (vt, u(t)) системи (3.25) з початковими даними

vσ = ζ, u(σ) = r(σ, ζ, a), ζ ∈ PC правильна нерiвнiсть

|ηt| ≤ 2K|vσ|exp[−α(t− σ)], t ≥ σ.

Доведемо тепер iснування таких ζ i a, що для розв’язку zt = (xt, y(t))

системи (3.10) i розв’язку ηt = (vt, u(t)) системи (3.25) при всiх t ≥ σ викону-

ються рiвностi

u(t) = y(t)− w(t), vt = xt − h(t, w(t)), (3.27)

звiдки й буде випливати оцiнка (3.24).

Згiдно з теоремою єдиностi, якщо рiвностi (3.27) виконуються при t = σ,

то вони виконуються i при всiх t ≥ σ. При t = σ цi рiвностi мають вигляд

r(σ, ζ, a) = y(σ)− a, ζ = xσ − h(σ, a). (3.28)
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Будемо розглядати (3.28) як систему рiвнянь вiдносно ζ i a, маємо

a = y(σ)− r(σ, xσ − h(σ, a), a). (3.29)

Покажемо, що це рiвняння має розв’язок при довiльних y(σ) i xσ. Розгля-

немо вiдображення

q(a) = y(σ)− r(σ, xσ − h(σ, a), a).

Використовуючи властивостi (3.26) функцiї r, знаходимо оцiнку

|q(a)− y(σ)| ≤ 0, 5|xσ − h(σ, a)|,

звiдки

|q(a)− y(σ)| ≤ 0, 5|xσ − h(σ, y(σ))|+ 0, 5|h(σ, y(σ))− h(σ, a)|.

Враховуючи умову (3.18), одержимо

|q(a)− y(σ)| ≤ 0, 5|xσ − h(σ, y(σ))|+ 0, 25|y(σ)− a|.

Розглянемо в p – вимiрному просторi кулю H, що визначається нерiвнiстю

(вiдносно a)

|a− y(σ)| ≤ |xσ − h(σ, y(σ))|.

Iз нерiвностi

|q(a)− y(σ)| ≤ 0, 75|xσ − h(σ, y(σ))| (3.30)

випливає, що вiдображення q(a) переводить кулю H в себе, тому згiдно з

теоремою Брауера це вiдображення має нерухому точку a∗.

Отже, рiвняння (3.29) має розв’язок a = a∗, для якого згiдно з (3.30)

виконується оцiнка

|a∗ − y(σ)| ≤ 0, 75|xσ − h(σ, y(σ))|. (3.31)

Пiдставляючи розв’язок a∗ у друге рiвняння (3.28), переконуємося, що па-

ра a∗, ζ∗, де ζ∗ = xσ−h(σ, a∗), задовольняє систему (3.28). Теорему доведено.
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Теорема 3.5. Нехай виконуються умови теорем 3.2 i 3.3. Якщо нульовий

розв’язок системи (3.23) стiйкий, асимптотично стiйкий або нестiйкий,

то i нульовий розв’язок системи (3.10) вiдповiдно стiйкий, асимптотично

стiйкий або нестiйкий.

Доведення. Нехай нульовий розв’язок системи (3.23) стiйкий. Возьмемо

довiльне ε > 0. Згiдно з означенням стiйкостi знайдеться δ > 0 таке, що якщо

|a| < δ, то розв’язок w(t) системи (3.23) з початковою умовою w(σ) = a при

t ≥ σ задовольняє нерiвнiсть |w(t)| ≤ ε/(2K + 1, 5).

Розглянемо розв’язок zt = (xt, y(t)) системи (3.10) з початковою функцiєю

zσ = (xσ, y(σ)), що задовольняє оцiнку |xσ| + |y(σ)| < δ/2. Iз оцiнки (3.31)

випливає нерiвнiсть |a∗| < δ, а iз нерiвностi (3.24) випливає, що |zt| < ε. Це i

доводить стiйкiсть нульового розв’язку системи (3.10).

Завершується доведення теореми аналогiчно [126].

Нехай система (3.10) є лiнiйною, тобто функцiонали Ii(φ, y), Ji(φ, y),

f(t, φ, y), g(t, φ, y) лiнiйнi вiдносно φ, y. У цьому випадку функцiя h(t, w)

i функцiонал r(t, φ) також є лiнiйними.

Розглянемо систему

vt = T (t, σ)vσ +

t∫
σ

T (t, s)X0f(s, vs, r(s, vs))ds+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Ii(vti, r(ti, vti)),

dw

dt
= Bw + g(t, h(t, w), w), t ̸= ti, ∆w|t=ti = Ji(h(ti, w), w), (3.32)

де w ∈ Rp, vt ∈ PC.

Функцiя h(t, w) та функцiонал r(t, vt) задовольняють систему

h(t, w(t)) = T (t, σ)h(σ,w(σ)) +

t∫
σ

T (t, s)X0f(s, h(s, w(s)), w(s))ds+

+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Ii(h(ti, w(ti)), w(ti)),
dr(t, vt)

dt
= Br(t, vt)+ (3.33)
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+g(t, vt, r(t, vt)), t ̸= ti, ∆r(t, vt)|t=ti = Ji(vti, r(ti, vti)).

Додаючи рiвностi (3.32), (3.33) i виконуючи замiну

yt = vt + h(t, w), x = w + r(t, vt), (3.34)

одержимо систему (3.15).

Отже, правильне наступне твердження.

Теорема 3.6. За допомогою замiни (3.34) лiнiйна система (3.32) зводи-

ться до вигляду (3.15).

На пiдставi лiнiйностi h(t, w) i r(t, φ) система (3.34) однозначно розв’язна

вiдносно w та vt. Отже, визначаючи iз (3.34) w та vt, знаходимо замiну, яка

розщеплює лiнiйну систему (3.15) на двi незалежнi системи (3.32).

3.3. Дослiдження стiйкостi розв’язкiв рiзницевих рiв-

нянь у критичному випадку

Для звичайних диференцiальних рiвнянь питання iснування i стiйкостi iнте-

гральних множин у критичному випадку розглядалися, зокрема, у працях

[15, 98, 104], а для рiзницевих рiвнянь – в [77, 105, 27, 76]. У цьому пiдроздiлi

дослiджується стiйкiсть тривiального розв’язку нелiнiйної системи рiзнице-

вих рiвнянь у критичному випадку.

Розглянемо систему рiзницевих рiвнянь

yn+1 = Anyn + fn(yn, zn), zn+1 = Bnzn + gn(yn, zn), (3.35)

де n ∈ Z, yn ∈ Rν , zn ∈ Rm−ν, An – послiдовнiсть матриць розмiрностi ν × ν,

Bn – послiдовнiсть матриць розмiрностi (m− ν)× (m− ν), функцiї fn та gn

задовольняють умови

fn(0, 0) = gn(0, 0) = 0, ∥fn(y, z)− fn(y, z)∥ ≤ L(∥y − y∥+ ∥z − z∥),
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∥gn(y, z)− gn(y, z)∥ ≤ L(∥y − y∥+ ∥z − z∥) (3.36)

при всiх n ∈ Z, {y, y} ⊂ Rν, {z, z} ⊂ Rm−ν .

Поряд iз системою (3.35) розглянемо лiнiйнi системи

yn+1 = Anyn, zn+1 = Bnzn. (3.37)

Нехай матрицi Bn невиродженi при всiх n ∈ Z. Позначимо через

G+(n, s) та G−(n, s) фундаментальнi матрицi розв’язкiв систем (3.37), та-

кi, що G+(s, s) = E, G−(s, s) = E, де E – одиничнi матрицi вiдповiдних

розмiрностей. Нехай виконуються нерiвностi

∥G+(n, s)∥ ≤ Kρn−s, n ≥ s, (3.38)

∥G−(n, s)∥ ≤ Kγn−s, n ≤ s, (3.39)

де 0 < ρ < γ ≤ 1, K ≥ 1.

Позначимо через xn = (yn zn)
T розв’язок системи (3.35) i визначимо норму

∥xn∥ = ∥yn∥ + ∥zn∥, xn ∈ Rm. Також будемо позначати через xn(n0, xn0)

розв’язок системи (3.35) з початковими даними n = n0, xn = xn0.

Теорема 3.7. Нехай виконуються умови (3.36), (3.38), (3.39). Тодi при

L <
γ − ρ

8K2
(3.40)

iснує послiдовнiсть поверхонь

S+ = {(y, z) | z = hn(y), n ∈ Z, y ∈ Rν, z ∈ Rm−ν}, (3.41)

якi задовольняють умови hn(0) = 0, ∥hn(y)−hn(y)∥ ≤ 1

2
∥y−y∥ i для розв’яз-

ку системи (3.35) з початковими даними yn0, zn0, n0, якi задовольняють

рiвняння (3.41), виконується нерiвнiсть

∥xn∥ ≤ 2K∥yn0∥µn−n0,

де n ≥ n0, µ = (ρ+ γ)/2.
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Доведення. Поряд iз системою (3.35) розглянемо систему рiзницевих рiв-

нянь

yn = G+(n, n0)c+
n−1∑
s=n0

G+(n, s+ 1)fs(ys, zs),

zn = −
∞∑
s=n

G−(n, s+ 1)gs(ys, zs), (3.42)

де c – сталий ν-вимiрний вектор.

Систему (3.42) будемо розв’язувати методом послiдовних наближень. На-

ближення визначимо за допомогою таких формул:

x(0)n =

(
y
(0)
n

z
(0)
n

)
, x(k)n =

(
y
(k)
n

z
(k)
n

)
,

y(k)n = G+(n, n0)c+
n−1∑
s=n0

G+(n, s+ 1)fs(y
(k−1)
s , z(k−1)

s ), (3.43)

z(k)n = −
∞∑
s=n

G−(n, s+ 1)gs(y
(k−1)
s , z(k−1)

s ), k = 1, 2, . . . .

Покажемо, що при будь-якому c всi послiдовнi наближення визначенi i

задовольняють оцiнки

∥x(k)n ∥ ≤ 2K∥c∥µn−n0, n ≥ n0. (3.44)

Оцiнку (3.44) встановимо iндукцiєю. Нульове наближення, очевидно, за-

довольняє цю оцiнку. Нехай (k− 1)-е наближення задовольняє (3.44). Тодi iз

формул (3.43) i умов теореми випливає

∥y(k)n ∥ ≤ K∥c∥ρn−n0 +
n−1∑
n=n0

2K2L∥c∥ρn−s−1µs−n0,

∥z(k)n ∥ ≤
∞∑
s=n

2K2L∥c∥γn−s−1µs−n0.

Звiдси

∥y(k)n ∥ ≤ K∥c∥ρn−n0 + 2K2L∥c∥
µ− ρ

µn−n0, ∥z(k)n ∥ ≤ 2K2L∥c∥
γ − µ

µs−n0.
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Iз цих нерiвностей випливає, що якщо L < (γ− ρ)/(8K), µ = (ρ+ γ)/2, то

нерiвнiсть (3.44) виконується.

Покажемо, що x(k)n (c) задовольняє умову Лiпшиця

∥x(k)n (c)− x(k)n (c)∥ ≤ 2K∥c− c∥µn−n0 (3.45)

i при цьому

∥z(k)n (c)− z(k)n (c)∥ ≤ 2K2L

γ − µ
∥c− c∥µn−n0, n ≥ n0. (3.46)

Оцiнки (3.45) i (3.46) встановимо iндукцiєю. Нульове наближення задо-

вольняє цi оцiнки. Припустимо, що (k−1)-е наближення їх задовольняє, тодi

iз формули (3.43) одержимо нерiвностi

∥y(k)n (c)− y(k)n (c)∥ ≤ K∥c− c∥ρn−n0 +
n−1∑
s=n0

2K2L∥c− c∥ρn−s−1µs−n0,

∥z(k)n (c)− z(k)n (c)∥ ≤
∞∑
s=n

2K2L∥c− c∥γn−s−1µs−n0.

Звiдси, так само, як i ранiше, одержимо оцiнки (3.45) i (3.46).

Покажемо тепер, що для всiх k виконується нерiвнiсть

∥x(k)n (c)− x(k−1)
n (c)∥ ≤ K∥c∥

( 4KL
γ − ρ

)k−1

µn−n0, (3.47)

де µ = (ρ+ γ)/2, n ≥ n0.

При k = 1 ця нерiвнiсть, очевидно, виконується. Припустимо за iндукцiєю,

що (3.47) виконується. Оцiнимо рiзницю ∥x(k+1)
n − x

(k)
n ∥. Iз (3.43) знаходимо

∥y(k+1)
n − y(k)n ∥ ≤

n−1∑
s=n0

Kρn−s−1L∥x(k)s − x(k−1)
s ∥,

∥z(k+1)
n − z(k)n ∥ ≤

∞∑
s=n

Kγn−s−1L∥x(k)s − x(k−1)
s ∥.

Звiдси, згiдно з (3.47), одержимо

∥y(k+1)
n − y(k)n ∥ ≤ K∥c∥

( 4KL
γ − ρ

)k−1KL

µ− ρ
µn−n0,
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∥z(k+1)
n − z(k)n ∥ ≤ K∥c∥

( 4KL
γ − ρ

)k−1KL

γ − µ
µn−n0, n ≥ n0.

Звiдси знаходимо, що

∥x(k+1)
n − x(k)n ∥ ≤ K∥c∥

( 4KL
γ − ρ

)k
µn−n0, n ≥ n0.

Ми одержали нерiвнiсть вигляду (3.47), якщо замiнити k на k + 1. Отже,

нерiвнiсть (3.47) доведена.

Iз оцiнки (3.47) випливає, що якщо L <
γ − ρ

4K
, то послiдовнiсть x(k)n (n0, c)

збiгається рiвномiрно для всiх c та n ≥ n0. Позначимо

lim
k→∞

x(k)n (n0, c) = xn(n0, c), xn(n0, c) =

(
yn(n0, c)

zn(n0, c)

)
.

Iз нерiвностi (3.44) випливає нерiвнiсть

∥xn(n0, c)∥ ≤ 2K∥c∥µn−n0, n ≥ n0. (3.48)

Iз нерiвностей (3.45) i (3.46) випливають нерiвностi

∥xn(n0, c)− xn(n0, c)∥ ≤ 2K∥c− c∥µn−n0,

∥zn(n0, c)− zn(n0, c)∥ ≤ 2K2L

γ − µ
∥c− c∥µn−n0, n ≥ n0. (3.49)

Якщо перейти до границi у формулах (3.43), то переконаємося, що послi-

довнiсть xn(n0, c) є розв’язком системи рiвнянь (3.42) i системи (3.35).

Iз рiвностей (3.42) при n = n0 одержимо

yn0(n0, c) = c, zn0(n0, c) = −
∞∑
s=n0

G−(n0, s+ 1)gs(ys(n0, c), zs(n0, c)).

Нехай тепер zn0(n0, y) = hn0(y). Iз оцiнок (3.48) i (3.49) випливає, що фун-

кцiя hn(y) задовольняє твердження теореми. Iз умови (3.40) випливає оцiнка

∥hn(y)− hn(y)∥ ≤ 1

2
∥y − y∥. Теорема 3.7 доведена.

Теорема 3.8. Нехай виконуються умови (3.36), (3.38), (3.39), (3.40). То-

дi iснує послiдовнiсть поверхонь

S− = {(y, z) | y = Hn(z), n ∈ Z, z ∈ Rm−ν, y ∈ Rν},
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якi задовольняють умови

Hn(0) = 0, ∥Hn(z)−Hn(z)∥ ≤ 1

2
∥z − z∥ (3.50)

i для розв’язку системи (3.35) з початковими даними yn0, zn0, n0, якi задо-

вольняють рiвняння y = Hn(z), виконується нерiвнiсть

∥xn∥ ≤ 2K∥zn0∥µn−n0,

де n ≤ n0, µ =
ρ+ γ

2
.

Доведення теореми 3.8 можна провести тим же шляхом, що i доведення

теореми 3.7.

Перейдемо до встановлення принципу зведення для системи (3.35). Для

цього аналогiчно [98] використаємо побудованi поверхнi S−, S+ i доведемо,

що стiйкiсть системи (3.35) рiвносильна стiйкостi деякої системи меншої роз-

мiрностi.

Нехай n = p – деяке число (початковий момент). Будемо розглядати тепер

поверхнi S− при n ≥ p i покажемо, що поверхнi S− стiйкi в тому розумiннi,

що вони притягують до себе всi близькi розв’язки xn (n ≥ p).

Зауважимо, що поведiнка розв’язкiв системи (3.35) на iнтегральних по-

верхнях S− описується рiвнянням

wn+1 = Bnwn + gn(Hn(wn), wn). (3.51)

Вектор-функцiя gn(Hn(w), w) перетворюється в нуль при w = 0 i задо-

вольняє умову Лiпшиця вiдносно w.

Нехай

xp ∈ Rm, xp =

(
yp
zp

)
,

xn(p, xp) =

(
yn(p, xp)

zn(p, xp)

)
– розв’язок системи (3.35) з початковими даними n = p, xn = xp.
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Теорема 3.9. Нехай xn(p, xp) – довiльний розв’язок системи (3.35) з по-

чатковими даними n = p, xn = xp. При умовах теорем 3.7 та 3.8 iснує

розв’язок φn(p, α), α ∈ Rm−ν, системи (3.35), що належить S− i такий,

що вiрна оцiнка

∥xn − φn(p, α)∥ ≤ 2K∥yp −Hp(α)∥µn−p, n ≥ p, 0 < µ < 1. (3.52)

Доведення. Покажемо, що на S− iснує розв’язок, до якого xn(p, xp) пря-

мує при n → +∞. Позначимо через xn = φn(p, α), де α – сталий вектор,

α ∈ Rm−ν, розв’язок системи (3.35), що мiститься на S−. Позначимо

φn(p, α) =

(
ψn(p, α)

χn(p, α)

)
,

тодi розв’язок xn = φn(p, α) буде мати початковi данi χp(p, α) = α, ψp(p, α) =

Hp(α). Покажемо, що при фiксованому p кожному m-вимiрному вектору xp

вiдповiдає (m− ν)-вимiрний вектор α такий, що

∥xn(p, xp)− φn(p, α)∥ → 0 при n→ ∞. (3.53)

Зробимо в системi (3.35) замiну змiнних un = yn − ψn(p, α), vn = zn −

χn(p, α), тодi одержимо систему

un+1 = Aun + Un(un, vn, α), vn+1 = Bvn + Vn(un, vn, α), (3.54)

де

Un(un, vn, α) = fn(yn, zn)− fn(ψn, χn),

Vn(un, vn, α) = gn(yn, zn)− gn(ψn, χn).

Вектор-функцiї Un та Vn неперервнi за всiма своїми аргументами i задоволь-

няють умову Лiпшиця з константою L вiдносно un та vn. За теоремою 3.7

система (3.54) має iнтегральнi поверхнi S+ вигляду vn = hn(un, α), де вектор-

функцiя hn задовольняє такi умови:

hn(0, α) = 0, ∥hn(u, α)− hn(u, α)∥ ≤ 1

2
∥u− u∥. (3.55)
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Функцiя hn залежить вiд α неперервно. Кожний розв’язок un, vn системи

(3.54) з початковими даними n = p, un = up, vp = hp(up, α) задовольняє

нерiвностi

∥un∥+ ∥vn∥ ≤ 2K∥up∥µn−p, n ≥ p, 0 < µ < 1.

Покажемо, що iснують такi up i α, що для розв’язку xn(p, xp) системи

(3.35) i розв’язку un, vn системи, що лежить на послiдовностi поверхонь S+,

виконуються рiвностi

un = yn(p, xp)− ψn(p, α), vn = zn(p, xp)− χn(p, α), (3.56)

звiдки i буде випливати (3.53).

Якщо рiвностi (3.56) виконуються при n = p, то згiдно з теоремою єдиностi

вони справджуються i при всiх n ≥ p. При n = p (3.56) мають вигляд

up = yp −Hp(α), hp(up, α) = zp − α. (3.57)

Розглядаючи (3.57) як систему рiвнянь вiдносно up i α, одержимо

α = zp − hp(yp −Hp(α), α). (3.58)

Покажемо, що це рiвняння має розв’язок при довiльних yp та zp. Розгляне-

мо вiдображення G(α) = zp−hp(yp−Hp(α), α). Використовуючи властивостi

(3.55) функцiї hp, знаходимо оцiнку

∥G(α)− zp∥ ≤ 0, 5∥yp −Hp(α)∥,

звiдки

∥G(α)− zp∥ ≤ 0, 5∥yp −Hp(zp)∥+ 0, 5∥Hp(zp)−Hp(α)∥.

Функцiя Hp задовольняє умову Лiпшиця (3.50), тому iз останньої нерiвностi

випливає, що

∥G(α)− zp∥ ≤ 0, 5∥yp −Hp(zp)∥+ 0, 25∥α− zp∥.
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Розглянемо в (m − ν)-вимiрному просторi кулю M , що визначається не-

рiвнiстю (вiдносно α) ∥α− zp∥ ≤ ∥yp −Hp(zp)∥. Iз нерiвностi

∥G(α)− zp∥ ≤ 0, 75∥yp −Hp(zp)∥ (3.59)

випливає, що вiдображення G(α) переводить кулю M в себе, тому згiдно з

теоремою Брауера це вiдображення має нерухому точку α∗.

Отже, рiвняння (3.58) має розв’язок α = α∗, який згiдно з (3.59) задоволь-

няє оцiнку

∥α∗ − zp∥ ≤ 0, 75∥yp −Hp(zp)∥. (3.60)

Пiдставляючи розв’язок α∗ у перше рiвняння (3.57), знаходимо, що пара

α∗, u∗p, де u∗p = yp−Hp(α
∗), задовольняє систему (3.57). Теорема 3.9 доведена.

Теорема 3.10. Нехай виконуються умови теорем 3.7 та 3.8. Якщо ну-

льовий розв’язок системи (3.51) стiйкий, асимптотично стiйкий або не-

стiйкий, то i нульовий розв’язок системи (3.35) вiдповiдно стiйкий, асим-

птотично стiйкий або нестiйкий.

Доведення. Нехай нульовий розв’язок системи (3.51) стiйкий. Вiзьмемо

довiльне ε > 0. При вибраному ε згiдно з означенням стiйкостi знайдеться

таке δ > 0, що якщо ∥α∥ < δ, то розв’язок wn системи (3.51) з початковою

умовою wp = α при n ≥ p задовольняє нерiвнiсть

∥wn∥ <
ε

2K + 1, 5
. (3.61)

Розглянемо розв’язок xn = (yn zn)
T системи (3.35) з початковими даними

n = p, yn = yp, zn = zp, що задовольняють оцiнку ∥yp∥+∥zp∥ < δ/2. Iз оцiнки

(3.60) випливає нерiвнiсть ∥α∗∥ < δ, а iз нерiвностей (3.52) i (3.61) випливає,

що

∥xn∥ = ∥yn∥+ ∥zn∥ ≤ ∥φn(p, α)∥+ ∥xn − φn(p, α)∥ ≤

≤ ∥Hn(wn)∥+ ∥wn∥+ 2K∥yp −Hp(α)∥ < ε.
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Це i доводить стiйкiсть нульового розв’язку системи (3.35).

Якщо нульовий розв’язок системи (3.51) асимптотично стiйкий, то iз

оцiнки (3.52) випливає асимптотична стiйкiсть нульового розв’язку системи

(3.35).

Нарештi, якщо нульовий розв’язок системи (3.51) нестiйкий, то за означе-

нням i нульовий розв’язок системи (3.35) нестiйкий. Теорема 3.10 доведена.

Зауваження 1. Нехай система (3.35) є лiнiйною, тобто функцiї fn(y, z) та

gn(y, z) лiнiйнi вiдносно y, z. У цьому випадку функцiї hn(y) та Hn(z) також

будуть лiнiйними вiдносно y, z. Iз теореми 3.9 випливає iснування замiни

yn = un + Hn(wn), zn = wn + hn(un), яка розщеплює систему (3.35) на двi

незалежнi системи

un+1 = Anun + fn(un, hn(un)), wn+1 = Bnwn + gn(Hn(wn), wn).

Зауваження 2. Нехай матрицi An = A,Bn = B не залежать вiд n, всi вла-

снi значення матрицi B за модулем рiвнi одиницi, всi власнi значення матрицi

A за модулем меншi одиницi, а функцiї fn(y, z), gn(y, z) можна розкласти в

степеневi ряди з перiодичними коефiцiєнтами. Тодi функцiю Hn(z) також мо-

жна шукати у виглядi степеневого ряду i теорема 3.10 дозволяє обгрунтувати

алгоритм дослiдження стiйкостi у критичному випадку.

Зауваження 3. Теореми 3.7 та 3.8 можна узагальнити на випадок рiвнянь

у банаховому просторi, а теореми 3.9 та 3.10 – на випадок, коли yn належать

банаховому простору, а zn – скiнченновимiрному простору.

Як приклад розглянемо систему лiнiйних рiзницевих рiвнянь

un+1 = un + εa vn cosnh, vn+1 = εb un sinnh+ q vn, (3.62)

де ε – малий додатний параметр, |q| < 1, un ∈ R, vn ∈ R.

При ε = 0 система (3.62) розпадається на незалежнi рiвняння

un+1 = un, vn+1 = q vn. (3.63)
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Оскiльки розв’язки другого рiвняння системи (3.63) прямують до нуля при

n → ∞, то стiйкiсть розв’язкiв системи (3.62) рiвносильна стiйкостi розв’яз-

кiв рiвняння на поверхнi S−.

Будемо шукати рiвняння поверхнi S− у виглядi

vn = εKnun +O(ε2),

тодi

vn+1 = εKn+1un+1 +O(ε2).

Пiдставляючи значення vn та vn+1 у систему (3.62) i зрiвнюючи коефiцiєнти

при ε, одержимо

Kn+1un = bun sinnh+ qKnun,

звiдки

Kn+1 = qKn + b sinnh. (3.64)

Частинний розв’язок рiвняння (3.64) будемо шукати методом невизначе-

них коефiцiєнтiв

Kn = γ cosnh+ δ sinnh,

тодi

Kn+1 = γ cos(nh+ h) + δ sin(nh+ h).

Пiдставляючи вирази Kn та Kn+1 у рiвняння (3.64) i зрiвнюючи коефiцiєнти

при cosnh та sinnh, одержимо лiнiйну систему

γ cosh+ δ sinh = γq,

−γ sinh+ δ cosh = b+ δq

вiдносно γ та δ.

Розв’язок цiєї системи має вигляд

γ = −bK, δ = −bL,
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де

K =
sinh

1− 2q cosh+ q2
, L =

q − cosh

1− 2q cosh+ q2
.

Отже, рiвняння поверхнi S− має вигляд

vn = −εb(K cosnh+ L sinnh)un +O(ε2).

Звiдси одержуємо рiвняння на поверхнi S−

un+1 = un − ε2
ab

2
(K(1 + cos 2nh) + L sin 2nh)un +O(ε3). (3.65)

Iснує замiна змiнних un = zn + ε2znφ(n) з деякою перiодичною функцiєю

φ(n), яка перетворює рiвняння (3.65) в рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

zn+1 = zn + ε2C1zn +O(ε3).

Для функцiї φ(n) одержимо рiзницеве рiвняння

φ(n+ 1) + C1 = φ(n)− ab

2
(K(1 + cos 2nh) + L sin 2nh).

Iз цього рiвняння знаходимо C1 = −ab
2
K. Тому рiзницеве рiвняння iз сталими

коефiцiєнтами має вигляд

zn+1 = zn − ε2
ab

2
Kzn +O(ε3).

Отже, нульовий розв’язок системи (3.62) асимптотично стiйкий при abK > 0

тобто при ab sinh > 0 i нестiйкий при ab sinh < 0.

3.4. Iнтегральнi многовиди i принцип зведення для рiв-

нянь нейтрального типу

3.4.1. Перетворення вихiдної задачi

Для звичайних диференцiальних рiвнянь питання iснування i стiйкостi iн-

тегральних многовидiв розглядалися, зокрема, в працях [80, 98], а для
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диференцiально-функцiональних рiвнянь – в [126, 132, 154]. Принцип зведен-

ня для дослiдження стiйкостi автономних систем було розвинуто в [20, 75, 95,

99, 132, 142, 154, 156], причому доведення цього принципу для автономних

рiвнянь нейтрального типу в [154, 156] базується на вивченнi iнтегральних

многовидiв. У цьому пiдроздiлi дослiджується стiйкiсть тривiального розв’яз-

ку неавтономної системи рiвнянь нейтрального типу в критичному випадку.

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нормою |x| =
√
x21 + ...+ x2n, C =

= C[−∆, 0] – простiр неперервних на [−∆, 0] функцiй iз значеннями в Rn

i нормою |φ| = sup
−∆≤θ≤0

|φ(θ)|.

Розглянемо диференцiально-функцiональне рiвняння нейтрального типу

d

dt
[D(xt)−G(t, xt)] = L(xt) + F (t, xt), (3.66)

де xt – елемент простору C, заданий функцiєю xt(θ) = x(t+ θ), −∆ ≤ θ ≤ 0;

D : C → Rn; L : C → Rn; D i L – лiнiйнi неперервнi оператори; G : R× C →

Rn; F : R × C → Rn; оператори G i F неперервнi вiдносно t. Оператор

G(t, φ) неперервно диференцiйовний вiдносно t i φ. Згiдно з теоремою Рiсса

оператори D(φ) i L(φ) можна зобразити за допомогою iнтеграла Стiлтьєса:

D(φ) = φ(0)−
0∫

−∆

[dµ(θ)]φ(θ), L(φ) =

0∫
−∆

[dη(θ)]φ(θ),

де µ(θ), η(θ) – матрицi-функцiї обмеженої варiацiї.

Припустимо, що функцiя µ(θ) не мiстить сингулярної компоненти i повна

варiацiя V 0
−s[µ] → 0 при s→ 0. Нехай iснує стала ν > 0 така, що

G(t, 0) = 0, F (t, 0) = 0, |G(t, φ)−G(t, φ′)| ≤ ν|φ− φ′|,

|F (t, φ)− F (t, φ′)| ≤ p(t)|φ− φ′|, sup
t∈R

t+τ0∫
t

p(τ)dτ ≤ ντ0,

(3.67)

де τ0 > 0, t ∈ R, φ ∈ C, φ′ ∈ C.
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Поряд з (3.66) розглянемо лiнiйне рiвняння

d

dt
D(x̄t) = L(x̄t), (3.68)

позначимо через x̄t(φ) його розв’язок з початковою функцiєю φ ∈ C. Ви-

значимо оператор зсуву за розв’язками рiвняння (3.68) спiввiдношенням

T (t)φ = x̄t(φ). Сiм’я {T (t), t ≥ 0} утворює сильно неперервну пiвгрупу.

Твiрний оператор пiвгрупи є оператором диференцiювання Aφ(θ) = φ̇(θ),

−∆ ≤ θ ≤ 0, iз областю визначення

D(A) =

φ ∈ C : φ̇ ∈ C, φ̇(0) =
0∫

−∆

[dµ(θ)] φ̇(θ)+

0∫
−∆

[dη(θ)]φ(θ)

 .

Характеристичне рiвняння для рiвняння (3.68) набере вигляду

det Λ(λ) = 0, Λ(λ) = λ[E −
0∫

−∆

eλθdµ(θ)]−
0∫

−∆

eλθdη(θ). (3.69)

Позначимо

b = sup

Reλ : det

E −
0∫

−∆

eλθdµ(θ)

 = 0

 .

Нехай b < 0. Тодi в пiвплощинi Reλ ≥ −α = b/2 мiститься скiнченна кiль-

кiсть коренiв рiвняння (3.69). Припустимо, що рiвняння (3.69) має l коренiв

на уявнiй осi (iз врахуванням їх кратностi), а решта коренiв лежать у пiвпло-

щинi Reλ < −α − β1, де 0 < β1 < α. Позначимо через P власний пiдпростiр

в C, породжений розв’язками рiвняння (3.68), що вiдповiдають кореням на

уявнiй осi. Нехай Φ = Φ(θ) = (φ1(θ), ..., φl(θ)) – n× l – матриця, стовбцi якої

є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння (3.68), що належать P.

Спряжене до (3.68) рiвняння набере вигляду

d

ds

v(s)− 0∫
−∆

v(s− θ)dµ(θ)

 = −
0∫

−∆

v(s− θ)dη(θ). (3.70)
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Нехай φ ∈ C[−∆, 0], ψ ∈ C[0,∆], ψ̇ ∈ C[0,∆].

Розглянемо бiлiнiйний функцiонал [132, 154]

(ψ, φ) = ψ(0)D(φ) +

0∫
−∆

θ∫
0

ψ̇(ξ − θ)[dµ(θ)]φ(ξ)dξ−

−
0∫

−∆

θ∫
0

ψ(ξ − θ)[dη(θ)]φ(ξ)dξ.

Позначимо через P∗ пiдпростiр розв’язкiв рiвняння (3.70), спряжений до P,

а через Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆, – базис в P∗. Тодi матриця (Ψ,Φ) невироджена i

її можна вибрати одиничною. Кожний елемент xt ∈ C можна зобразити у

виглядi

xt = Φu(t) + wt, u(t) = (Ψ, xt), wt = xt − Φu(t), u(t) ∈ Rl, wt ∈ Q.

Рiвняння (3.66) еквiвалентне системi рiвнянь

d

dt
[u(t)−Ψ(0)G(t, xt)] = Bu(t) + Ψ(0)F (t, xt),

wt = T (t− σ)[wσ −XQ
0 G(σ, xσ)] +XQ

0 G(t, xt)+ (3.71)

+

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F (s, xs)ds−

t∫
σ

ds

[
T (t− s)XQ

0

]
G(s, xs),

де XQ
0 – проекцiя на пiдпростiр Q функцiї

X0(θ) = 0, −∆ ≤ θ < 0, X0(0) = E;

B – l × l – матриця, власнi значення якої збiгаються iз згаданими вище уяв-

ними коренями.

Правильнi нерiвностi [132, 154, 157]

|T (t)φ| ≤ K1 exp[−(α + β1)t]|φ|, φ ∈ Q,

|T (t)XQ
0 |+

1∫
0

|dsT (t− s)XQ
0 | ≤ K1 exp[−(α+ β1)t],

(3.72)
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де t ≥ 0, K1 > 0.

Згiдно з припущенням вiдносно власних значень матрицi B правильна та-

кож оцiнка

| exp(Bt)| ≤ K exp[(−α+ β)t], (3.73)

де t ≤ 0, K > 0, 0 < β < α.

3.4.2. Iснування iнтегральних многовидiв

Теорема 3.11. Нехай виконуються умови (3.67). Тодi знайдеться таке ν0 > 0,

що при ν < ν0 iснує функцiя h(t, u) ∈ Q, що визначена на R×Rl, задовольняє

умови

h(t, 0) = 0, |h(t, u)− h(t, u′)| ≤ 0, 5|u− u′|, (3.74)

i така, що множина

S− = {(t, φ) : t ∈ R, φ = Φu+ ζ, u ∈ Rl, ζ = h(t, u), ζ ∈ Q}

є iнтегральним многовидом рiвняння (3.66).

Для кожного розв’язку xt = Φu(t)+h(t, u(t)) рiвняння (3.66), що належить

S− , правильна оцiнка

|xt| ≤ 2K|Φ||u(σ)| exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (3.75)

Доведення. Поряд iз системою (3.71) розглянемо систему iнтегральних

рiвнянь

u(t) = eB(t−σ)[c−Ψ(0)G(σ, xσ)] + Ψ(0)G(t, xt)−

−
σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)F (s, xs)ds−B

σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)G(s, xs)ds, (3.76)

wt = XQ
0 G(t, xt) +

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s, xs)ds−

t∫
−∞

ds[T (t− s)XQ
0 ]G(s, xs),
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t ≤ σ.

Помноживши перше рiвняння системи (3.76) на Φ и додаючи цi рiвностi,

одержимо

xt = ΦeB(t−σ)[c−Ψ(0)G(σ, xσ)] +X0G(t, xt)+

+

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s, xs)ds−

t∫
−∞

ds[T (t− s)XQ
0 ]G(s, xs)− (3.77)

−Φ

σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)F (s, xs)ds− ΦB

σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)G(s, xs)ds.

Навпаки, iз рiвняння (3.77) можна одержати систему рiвнянь (3.76).

Iснування розв’язку рiвняння (3.77) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

x
(0)
t = 0, x

(n+1)
t = ΦeB(t−σ)[c−Ψ(0)G(σ, x(n)σ )] +X0G(t, x

(n)
t )−

−Φ

σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)F (s, x(n)s )ds− ΦB

σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)G(s, x(n)s )ds+ (3.78)

+

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s, x

(n)
s )ds−

t∫
−∞

ds[T (t− s)XQ
0 ]G(s, x

(n)
s ),

n = 0, 1, 2, ...

Iндукцiєю доведемо, що правильна нерiвнiсть

|x(m)
t − x

(m−1)
t | ≤ K|Φ|(νγ)m−1|c| exp[−α(t− σ)], (3.79)

де

γ = |Φ||Ψ(0)|K + 1 + |Φ||Ψ(0)|Kτ0/(1− exp(−βτ0)) + |Φ||Ψ(0)||B|K/β+

+K1τ0/(1− exp(−β1τ0)) +K1/(exp(β1)− 1), m = 1, 2, ..., t ≤ σ.

При m = 1 нерiвнiсть (3.79) випливає iз (3.73).
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Нехай нерiвнiсть (3.79) вiрна при m = n. Тодi, враховуючи (3.67), (3.72),

(3.73), одержимо

|x(n+1)
t − x

(n)
t | ≤ |eB(t−σ)||Φ||Ψ(0)|ν|x(n)σ − x(n−1)

σ |+ ν|x(n)t − x
(n−1)
t |+

+|Φ|
σ∫
t

|eB(t−s)||Ψ(0)|(p(s) + ν|B|)|x(n)s − x(n−1)
s |ds+

+

t∫
−∞

|T (t− s)XQ
0 |p(s)|x(n)s − x(n−1)

s |ds+
t∫

−∞

|dsT (t− s)XQ
0 |ν|x(n)s − x(n−1)

s | ≤

≤ K|Φ|(νγ)n|c| exp[−α(t− σ)].

Тому нерiвнiсть (3.79) правильна при m = n + 1, отже, вона вiрна при всiх

натуральних m.

Iз (3.79) випливає, що при νγ < 1 послiдовнiсть функцiй x(n)t збiгається до

деякої функцiї xt(σ, c), яка є розв’язком рiвняння (3.77). Вибираючи в рiв-

няннi (3.77) замiсть c iншу сталу c′, одержимо розв’язок xt(σ, c′). Аналогiчно

нерiвностi (3.79) можна довести, що при νγ < 0, 5 правильна нерiвнiсть

|x(m)
t (σ, c)− x

(m)
t (σ, c′)| ≤ 2K|Φ||c− c′| exp[−α(t− σ)],

m = 1, 2, ..., t ≤ σ.

Отже,

|xt(σ, c)− xt(σ, c
′)| ≤ 2K|Φ||c− c′| exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (3.80)

Пiдставляючи в (3.76) t = σ, позначимо

h(σ, c) = xσ(σ, c)− Φc = XQ
0 G(σ, xσ(σ, c)) +

σ∫
−∞

T (σ − s)XQ
0 F (s, xs(σ, c))ds−

−
σ∫

−∞

ds[T (σ − s)XQ
0 ]G(s, xs(σ, c)).
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Доведемо оцiнку (3.74):

|h(σ, c)− h(σ, c′)| ≤ |XQ
0 |ν|xσ(σ, c)− xσ(σ, c

′)|+

+

σ∫
−∞

K1e
−(α+β1)(σ−s)p(s)|xs(σ, c)− xs(σ, c

′)|ds+

+

σ∫
−∞

|dsT (σ − s)XQ
0 |ν|xs(σ, c)− xs(σ, c

′)| ≤ γ1|c− c′|,

γ1 = 2ν|XQ
0 |K|Φ|+ 2νK1K|Φ|τ0/(1− exp(−β1τ0)) + 2νK1K|Φ|/(exp(β1)− 1).

При досить малому ν маємо γ1 ≤ 0, 5, звiдки випливає нерiвнiсть (3.74).

Оцiнка (3.75) випливає iз (3.80), якщо пiдставити c′ = 0. Теорема доведена.

Теорема 3.12. Нехай виконуються умови (3.67). Тодi знайдеться таке

ν1 > 0, що при ν < ν1 iснує функцiя r(t, ζ) ∈ Rl, що визначена на R × Q,

задовольняє умови

r(t, 0) = 0, |r(t, ζ)− r(t, ζ ′)| ≤ 0, 5|ζ − ζ ′|

i така, що множина

S+ = {(t, φ) : t ∈ R, φ = Φu+ ζ, ζ ∈ Q, u = r(t, ζ), u ∈ Rl}

є iнтегральним многовидом рiвняння (3.66). Для кожного розв’язку xt =

Φr(t, wt) + wt рiвняння (3.66), що належить S+, правильна оцiнка

|xt| ≤ 2K1 exp[−α(t− σ)]|wσ|, t ≥ σ.

Теорема 3.12 доводиться аналогiчно теоремi 3.11.

3.4.3. Принцип зведення

Перейдемо до встановлення принципу зведення для диференцiально – фун-

кцiонального рiвняння (3.66). Для цього, аналогiчно [98], використаємо побу-
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дованi iнтегральнi многовиди i доведемо, що стiйкiсть рiвняння (3.66) рiвно-

сильна стiйкостi деякої скiнченновимiрної системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь.

Нехай t = σ – деяке число (початковий момент). Будемо розглядати те-

пер iнтегральний многовид S− при t ≥ σ i покажемо, що S− стiйкий в тому

розумiннi, що вiн притягує до себе всi близькi розв’язки xt (t ≥ σ) за експо-

ненцiальним законом.

Поведiнка розв’язкiв рiвняння (3.66) на iнтегральному многовидi S− опи-

сується рiвнянням

d

dt
[y −Ψ(0)G(t,Φy + h(t, y))] = By +Ψ(0)F (t,Φy + h(t, y)). (3.81)

Теорема 3.13. Нехай виконуються умови (3.67), де ν < min(ν0, ν1). Якщо

xt = Φu(t) + wt (t ≥ σ) – довiльний розв’язок рiвняння (3.66) з початковою

функцiєю xσ при t = σ, то iснує розв’язок ξt = Φy(t)+h(t, y(t)), що належить

S− i такий, що правильна оцiнка

|xt − ξt| ≤ 2K1|wσ − h(σ, y(σ))| exp[−α(t− σ)], t ≥ σ. (3.82)

Доведення. Позначимо через y(t) розв’язок рiвняння (3.81) з початковою

умовою y(σ) = a. Тодi ξt буде залежати вiд a i визначатися початковою

функцiєю ξσ = Φa + h(σ, a). Замiною змiнних z(t) = u(t) − y(t), vt = wt −

h(t, y(t)) систему (3.71) зведемо до вигляду

d

dt
[z(t)−Ψ(0)(G(t, ηt + ξt)−G(t, ξt))] =

= Bz(t) + Ψ(0)(F (t, ηt + ξt)− F (t, ξt)),

vt = T (t− σ)
[
vσ −XQ

0 G(σ, ησ + ξσ) +XQ
0 G(σ, ξσ)

]
+XQ

0 G(t, ηt + ξt)−

−XQ
0 G(t, ξt) +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 [F (s, ηs + ξs)− F (s, ξs)]ds− (3.83)
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−
t∫

σ

ds[T (t− s)XQ
0 ][G(s, ηs + ξs)−G(s, ξs)],

де ηt = Φz(t) + vt. Систему (3.83) можна також одержати iз рiвняння

d

dt
[D(ηt)−G(t, ηt + ξt) +G(t, ξt)] = L(ηt) + F (t, ηt + ξt)− F (t, ξt). (3.84)

Функцiї G(t, φ+ ζ)−G(t, ζ) и F (t, φ+ ζ)−F (t, ζ) задовольняють за змiнною

φ умову Лiпшиця iз сталою ν.

Згiдно з теоремою 3.12 рiвняння (3.84) має iнтегральний многовид

S+ = {(t, φ) : t ∈ R, φ = Φz + ζ, ζ ∈ Q, z = r(t, ζ, a), z ∈ Rl},

де функцiя r задовольняє умови

r(t, 0, a) = 0, |r(t, ζ, a)− r(t, ζ ′, a)| ≤ 0, 5|ζ − ζ ′|. (3.85)

Для кожного розв’язку ηt = Φz(t)+vt рiвняння (3.84) з початковими даними

vσ = ζ, ησ = Φr(σ, ζ, a) + ζ правильна нерiвнiсть

|ηt| ≤ 2K1 exp[−α(t− σ)]|vσ|, t ≥ σ.

Доведемо тепер iснування таких ζ i a, що для розв’язку xt =

= Φu(t) + wt рiвняння (3.66) i розв’язку ηt = Φz(t) + vt рiвняння (3.84) при

всiх t ≥ σ виконуються рiвностi

z(t) = u(t)− y(t), vt = wt − h(t, y(t)), (3.86)

звiдки й буде випливати оцiнка (3.82).

Згiдно з теоремою єдиностi розв’язкiв, якщо рiвностi (3.86) виконуються

при t = σ, то вони виконуються i при всiх t ≥ σ. При t = σ рiвностi (3.86)

наберуть вигляду

r(σ, ζ, a) = u(σ)− a, ζ = wσ − h(σ, a). (3.87)
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Будемо розглядати рiвностi (3.87) як систему рiвнянь вiдносно ζ i a. Пiд-

ставляючи в перше рiвняння (3.87) значення ζ iз другого рiвняння, одержимо

a = u(σ)− r(σ,wσ − h(σ, a), a). (3.88)

Покажемо, що це рiвняння має розв’язок при довiльних u(σ) и wσ. Роз-

глянемо вiдображення

q(a) = u(σ)− r(σ,wσ − h(σ, a), a).

Використовуючи властивостi (3.85) функцiї r, знаходимо оцiнку

|q(a)− u(σ)| ≤ 0, 5|wσ − h(σ, a)|,

звiдки

|q(a)− u(σ)| ≤ 0, 5|wσ − h(σ, u(σ))|+ 0, 5|h(σ, u(σ))− h(σ, a)|.

Враховуючи умову (3.73), одержимо

|q(a)− u(σ)| ≤ 0, 5|wσ − h(σ, u(σ))|+ 0, 25|u(σ)− a|.

Розглянемо в l – вимiрному просторi кулю H, що визначена нерiвнiстю

(вiдносно a )

|a− u(σ)| ≤ |wσ − h(σ, u(σ))|.

Iз нерiвностi

|q(a)− u(σ)| ≤ 0, 75|wσ − h(σ, u(σ))| (3.89)

випливає, що вiдображення q(a) переводить кулю H в себе, тому згiдно з

теоремою Брауера це вiдображення має нерухому точку a∗.

Отже, рiвняння (3.88) має розв’язок a = a∗, який згiдно з (3.89) задоволь-

няє оцiнку

|a∗ − u(σ)| ≤ 0, 75|wσ − h(σ, u(σ))|. (3.90)
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Пiдставляючи розв’язок a∗ у друге рiвняння (3.87), знаходимо, що пара

a∗, ζ∗, де ζ∗ = wσ − h(σ, a∗), задовольняє систему (3.87). Теорема доведена.

Теорема 3.14. Нехай виконуються умови (3.67), де ν < min(ν0, ν1). Якщо

нульовий розв’язок рiвняння (3.81) стiйкий, асимптотично стiйкий або нестiй-

кий, то i нульовий розв’язок рiвняння (3.66) вiдповiдно стiйкий, асимптотично

стiйкий або нестiйкий.

Доведення. Нехай нульовий розв’язок рiвняння (3.81) стiйкий. Вiзьмемо

довiльне додатне число ε. Згiдно з означенням стiйкостi знайдеться таке δ >

0, що якщо |a| < δ , то розв’язок y(t) рiвняння (3.81) з початковою умовою

y(σ) = a при t ≥ σ задовольняє нерiвнiсть

|y(t)| < ε/(2|Φ|+ 2K1 + 1). (3.91)

Розглянемо розв’язок xt = Φu(t) + wt рiвняння (3.66) з початковою фун-

кцiєю xσ = Φu(σ)+wσ , що задовольняє оцiнку |u(σ)|+ |wσ| < δ/2. Iз оцiнки

(3.90) випливає нерiвнiсть |a∗| < δ , а iз (3.82) i (3.91) випливає, що

|xt| ≤ |Φy(t) + h(t, y(t))|+ |xt − ξt| < ε.

Це i доводить стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння (3.66).

Якщо нульовий розв’язок рiвняння (3.81) асимптотично стiйкий, то iз

оцiнки (3.82) випливає асимптотична стiйкiсть нульового розв’язку рiвнян-

ня (3.66).

Нарештi, якщо нульовий розв’язок рiвняння (3.81) нестiйкий, то за озна-

ченням i нульовий розв’язок рiвняння (3.66) нестiйкий. Теорема доведена.
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3.5. Побудова iнтегральних многовидiв i дослiдження

стiйкостi розв’язкiв у критичному випадку

В багатьох випадках для застосування теореми 3.14 досить визначити фун-

кцiю h(σ, c) наближено. Нехай, наприклад,

hn(σ, c) = x(n+1)
σ (σ, c)− Φc, n = 0, 1, 2, ..., (3.92)

де x(n+1)
σ (σ, c) знаходиться за допомогою рекурентної формули (3.78). В час-

тковому випадку, нульове i перше наближення мають вигляд

h0(σ, c) = 0, h1(σ, c) =

σ∫
−∞

T (σ − s)XQ
0 F (s,Φe

B(s−σ)c)ds+

+

σ∫
−∞

T (σ − s)XQ
0

d

ds
G(s,ΦeB(s−σ)c)ds. (3.93)

Теорема 3.15. Нехай виконуються умови (3.67), причому νγ < 1,

γ = |Φ||Ψ(0)|K + 1 + |Φ||Ψ(0)|Kτ0/(1− exp(−βτ0)) + |Φ||Ψ(0)||B|K/β+

+K1τ0/(1− exp(−β1τ0)) +K1/(exp(β1)− 1).

Тодi виконується нерiвнiсть

|h(σ, c)− hn(σ, c)| ≤
K|Φ||c|
1− νγ

(νγ)n+1, n = 0, 1, 2, ... (3.94)

Доведення. Пiдставляючи в нерiвностi (3.79) t = σ, одержимо

|x(m)
σ − x(m−1)

σ | ≤ K|Φ||c|(νγ)m−1.

Сумуючи цi нерiвностi вiдносно m вiд n + 2 до ∞, одержимо оцiнку (3.94).

Теорема доведена.
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У теоремах 3.11 – 3.15 вимагається виконання умов Лiпшиця (3.67) для

{φ, φ′} ⊂ C. Якщо умови (3.67) виконуються лише для |φ| ≤ ρ, |φ′| ≤ ρ, то

визначимо новi функцiї

g(t, φ) =

 G(t, φ), |φ| ≤ ρ,

G(t, φρ/|φ|), ρ < |φ| <∞,

f(t, φ) =

 F (t, φ), |φ| ≤ ρ,

F (t, φρ/|φ|), ρ < |φ| <∞,

якi неперервнi вiдносно t i задовольняють умови (3.67). Замiсть рiвняння

(3.66) розглянемо рiвняння

d

dt
[D(xt)− g(t, xt)] = L(xt) + f(t, xt). (3.95)

Очевидно, що стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння (3.66) рiвносильна

стiйкостi нульового розв’язку рiвняння (3.95). До рiвняння (3.95) можна за-

стосувати теорему 3.14.

Нехай тепер функцiї F (t,Φy) , G(t,Φy) аналiтичнi вiдносно y в деякому

околi точки y = 0

F (t,Φy) =
∞∑

|α|=m

fα(t)y
α, G(t,Φy) =

∞∑
|α|=m

gα(t)y
α, (3.96)

де α = (α1, ..., αl), αj(j = 1, ..., l) – невiд’ємнi цiлi,

|α| = α1 + ...+ αl, yα = yα1

1 ...y
αl

l .

Припустимо, що fα(t), gα(t) – квазiперiодичнi вiдносно t вектор - функцiї,

причому

fα(t) =
∑
k

fαke
i(k,w)t, gα(t) =

∑
k

gαke
i(k,w)t, (3.97)

де w = (w1, ..., wp), k = (k1, ..., kp).
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Нехай власнi значення матрицi B мають простi елементарнi дiльники. Тодi

знаходження функцiї h1(σ, c) зводиться до обчислення iнтегралiв вигляду

σ∫
−∞

T (σ − s)XQ
0 e

iηseiµ(s−σ)ds = eiησ
0∫

−∞

T (−s)XQ
0 e

i(η+µ)sds.

Iнтеграл

z =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iδsds

згiдно iз (3.72) є збiжним, причому виконується рiвномiрна вiдносно δ оцiнка

|z| ≤ K1/(α + β1).

Теорема 3.16. При довiльних дiйсних δ функцiя z(θ), −∆ ≤ θ ≤ 0 ,

належить Q
∩
D(A) i виконується рiвнiсть

iδz − Az = XQ
0 . (3.98)

Доведення. Справдi,

(Ψ, z) =

0∫
−∞

(Ψ, T (−s)XQ
0 )e

iδsds = 0,

тому z ∈ Q. Згiдно з означенням твiрного оператора A пiвгрупи T (t) маємо

Aφ = lim
t→0

Atφ,

де At = (T (t)− I)/t. При t > 0 одержимо

Atz =
1

t

0∫
−∞

T (t− s)XQ
0 e

iδsds− 1

t

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iδsds =

=
eiδt − 1

t

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iδsds− eiδt

t

0∫
−t

T (−s)XQ
0 e

iδsds,

так що

Atz → iδz −XQ
0
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при t→ 0. Отже, z ∈ D(A) i Az = iδz−XQ
0 . Звiдси випливає рiвнiсть (3.98).

Теорема доведена.

Для знаходження z треба розв’язати вiдносно z рiвняння (3.98), яке рiв-

носильне системi

dz(θ)

dθ
− iδz(θ) = −XQ

0 (θ), −∆ ≤ θ < 0, (3.99)

0∫
−∆

[dµ(θ)]ż(θ) +

0∫
−∆

[dη(θ)]z(θ)− iδz(0) = −XQ
0 (0). (3.100)

Пiдставивши розв’язок рiвняння (3.99)

z(θ) = eiδθa−
θ∫

0

eiδ(θ−s)XQ
0 (s)ds, −∆ ≤ θ ≤ 0, (3.101)

для знаходження сталої a в (3.100), одержимо рiвняння

iδ

0∫
−∆

[dµ(θ)]eiδθa− iδ

0∫
−∆

[dµ(θ)]

θ∫
0

eiδ(θ−s)XQ
0 (s)ds−

0∫
−∆

[dµ(θ)]XQ
0 (θ)+

+

0∫
−∆

[dη(θ)]eiδθa−
0∫

−∆

[dη(θ)]

θ∫
0

eiδ(θ−s)XQ
0 (s)ds− iδa = −XQ

0 (0),

або

Λ(iδ)a =
(
e−iδ·I,XQ

0

)
. (3.102)

Якщо число iδ не є коренем характеристичного рiвняння, то матриця Λ(iδ)

має ненульовий визначник i вектор a знаходиться однозначно.

Нехай тепер число iδ є коренем характеристичного рiвняння. Оскiльки

повинна виконуватися умова (Ψ, z) = 0, то згiдно з (3.101) ми можемо допов-

нити рiвняння (3.102) рiвнянням

(
Ψ, eiδ·a

)
−

Ψ,

·∫
0

exp(iδ(· − s))XQ
0 (s)ds

 = 0. (3.103)
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Згiдно з теоремою 3.16 iснує розв’язок z ∈ Q
∩
D(A) рiвняння (3.98). Тому

iснує розв’язок системи рiвнянь (3.102), (3.103), i вiн буде єдиним тодi i тiльки

тодi, коли вiдповiдна однорiдна система

Λ(iδ)a = 0, (Ψ, exp(iδ·)a) = 0 (3.104)

має тiльки нульовий розв’язок. Нехай вектор a є розв’язком системи (3.104).

Iз першого рiвняння системи (3.104) випливає, що eiδθa буде розв’язком рiв-

няння (3.68), отже, правильне зображення

eiδθa = b1φ1(θ) + ...+ blφl(θ),

де φ1(θ), ..., φl(θ) – стовпцi матрицi Φ. Оскiльки (Ψ,Φ) = E, то, враховуючи

другу рiвнiсть системи (3.104), одержимо

0 = (Ψ, exp(iδ·)a) = col(b1, ..., bl).

Звiдси a = 0, отже, iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (3.102), (3.103).

Теорема 3.17. Нехай власнi значення матрицi B мають простi елементар-

нi дiльники. Припустимо, що при |u| ≤ ρ виконуються умови (3.67), а також

умови

|F (t,Φu)| ≤ p(t)|u|m, |G(t,Φu)| ≤M |u|m, m ≥ 2,

sup
t∈R

t+τ0∫
t

p(τ)dτ ≤Mτ0,

де τ0 > 0, t ∈ R, u ∈ Rl.

Тодi знайдеться стала M̄ > 0 така, що виконується нерiвнiсть

|h(σ, c)| ≤ M̄ |c|m, |c| ≤ ρ.

Доведення. Оскiльки власнi значення матрицi B мають простi елемен-

тарнi дiльники, то нерiвнiсть (3.73) можна переписати у виглядi | exp(Bt)| ≤

K, t ≤ 0.
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Використовуючи (3.78), одержимо оцiнку

|x(2)t − x
(1)
t | ≤ |Φ||Ψ(0)|MK|c|m +MKm|c|m+

+K|Φ||Ψ(0)|MKm|c|meα(σ−t)τ0/(1− exp(−ατ0))+

+K|Φ||B||Ψ(0)|MKm|c|meα(σ−t)/α +K1MKm|c|mτ0/(1− exp(−(α+ β1)τ0))+

(3.105)

+K1MKm|c|m/(eα+β1 − 1) ≤M1|c|meα(σ−t),

де

M1 = |Φ||Ψ(0)|MK + |Φ||Ψ(0)|MKm+1τ0/(1− exp(−ατ0))+

+|Φ||B||Ψ(0)|MKm+1/α+MKm +K1MKm/(eα+β1 − 1)+

+K1MKmτ0/(1− exp(−(α + β1)τ0)).

Iндукцiєю доведемо нерiвнiсть

|x(k)t − x
(k−1)
t | ≤M12

2−k|c|meα(σ−t), k = 2, 3, ..., t ≤ σ. (3.106)

При k = 2 нерiвнiсть (3.106) випливає iз (3.105).

Нехай нерiвнiсть (3.106) виконується при k = n. Тодi, враховуючи (3.67),

(3.72), одержимо

|x(n+1)
t − x

(n)
t | ≤ |Φ|K|Ψ(0)|ν|x(n)σ − x(n−1)

σ |+ ν|x(n)t − x
(n−1)
t |+ |Φ|×

×
σ∫
t

(p(s)+ν|B|)K|Ψ(0)||x(n)s −x(n−1)
s |ds+

t∫
−∞

K1e
(α+β1)(s−t)p(s)|x(n)s −x(n−1)

s |ds+

+

t∫
−∞

|dsT (t− s)XQ
0 |ν|x(n)s − x(n−1)

s | ≤ νM2M12
2−n|c|meα(σ−t),

де

M2 = |Φ|K|Ψ(0)|+ 1 + |Φ|K|Ψ(0)|τ0/(1− exp(−ατ0)) + |Φ||B|K|Ψ(0)|/α+

+K1/(exp(β1)− 1) +K1τ0/(1− exp(−β1τ0)).
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При досить малому ν виконується оцiнка νM2 < 0, 5, тому нерiвнiсть

(3.106) правильна при k = n+ 1, отже, вона виконується при k = 2, 3, ...

Пiдставляючи в нерiвностi (3.106) t = σ i сумуючи одержанi нерiвностi

вiдносно k вiд 2 до p, одержимо оцiнку

|x(p)σ − x(1)σ | ≤ 2M1|c|m.

Переходячи в останнiй нерiвностi до границi при p→ ∞, знаходимо

|h(σ, c)| = |xσ(σ, c)− Φc| ≤ 2M1|c|m.

Теорема доведена.

Теорема 3.18. Нехай власнi значення матрицi B мають простi елементар-

нi дiльники. Припустимо, що при |u| ≤ ρ виконуються умови (3.67), а також

умови

|F (t, x(2)t )− F (t, x
(1)
t )| ≤ p(t)|c|2m−1, sup

t∈R

t+τ0∫
t

p(τ)dτ ≤Mτ0, (3.107)

|G(t, x(2)t )−G(t, x
(1)
t )| ≤M |c|2m−1, m ≥ 2, |c| ≤ ρ,

де τ0 > 0, t ∈ R.

Тодi знайдеться стала M̄ > 0 така, що виконується оцiнка

|h(σ, c)− h1(σ, c)| ≤ M̄ |c|2m−1, |c| ≤ ρ.

Доведення. Враховуючи (3.107), одержимо нерiвнiсть

|x(3)t − x
(2)
t | ≤ |Φ|K|Ψ(0)||G(σ, x(2)σ )−G(σ, x(1)σ )|+ |G(t, x(2)t )−G(t, x

(1)
t )|+

+|Φ|
σ∫
t

K|Ψ(0)||F (s, x(2)s )− F (s, x(1)s )|ds+ |B||Φ|
σ∫
t

K|Ψ(0)||G(s, x(2)s )−

−G(s, x(1)s )|ds+
t∫

−∞

K1e
−(α+β1)(t−s)|F (s, x(2)s )− F (s, x(1)s )|ds+ (3.108)
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+

t∫
−∞

|dsT (t− s)XQ
0 ||G(s, x(2)s )−G(s, x(1)s )| ≤M1|c|2m−1eα(σ−t),

де

M1 = |Φ|K|Ψ(0)|M+|Φ|K|Ψ(0)|Mτ0/(1−exp(−ατ0))+|Φ|K|Ψ(0)|M |B|/α+M+

+K1Mτ0/(1− exp(−(α + β1)τ0)) +K1M/(exp(α+ β1)− 1).

Виконується нерiвнiсть

|x(k)t − x
(k−1)
t | ≤M12

3−k|c|2m−1eα(σ−t), k = 3, 4, ..., t ≤ σ. (3.109)

При k = 3 нерiвнiсть (3.109) випливає iз (3.108). Аналогiчно можна пере-

конатися, що нерiвнiсть (3.109) виконується при всiх k.

Якщо в (3.109) пiдставити t = σ i просумувати по k вiд 3 до p, то одержимо

оцiнку

|x(p)σ − x(2)σ | ≤ 2M1|c|2m−1.

Переходячи в цiй нерiвностi до границi при p→ ∞, знаходимо

|h(σ, c)− h1(σ, c)| = |xσ(σ, c)− x(2)σ | ≤ 2M1|c|2m−1.

Теорема доведена.

Теореми 3.15 – 3.18 дозволяють обґрунтувати алгоритм дослiдження стiй-

костi нульового розв’язку рiвняння (3.66) у критичному випадку.

Опишемо алгоритм дослiдження стiйкостi у випадку, коли функцiї

G(t,Φy), F (t,Φy) є перiодичними вiдносно t з перiодом ω i аналiтичними

вiдносно y в деякому околi точки y = 0. Нехай власнi значення λ1, . . . , λl

матрицi B мають простi елементарнi дiльники i виконуються спiввiдношення

±iω(m1λ1 +m2λ2 + . . .+mlλl − λk) ̸= 2π,

де k ∈ {1, . . . , l}; m1, . . . ,ml – невiд’ємнi цiлi числа, 2 ≤ m1 + . . .+ml ≤ 3.
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Згiдно з теоремою 3.17, якщо розклад функцiй G(t,Φy), F (t,Φy) в ряд

по y починається з членiв третього порядку, то i розклад функцiї h(t, y) по-

чинається з членiв третього порядку. Якщо, крiм того, задача про стiйкiсть

нульового розв’язку рiвняння

d

dt
[y −Ψ(0)G(t,Φy)] = By +Ψ(0)F (t,Φy) (3.110)

розв’язується за допомогою членiв третього порядку, то стiйкiсть нульового

розв’язку рiвняння (3.66) рiвносильна стiйкостi нульового розв’язку рiвняння

(3.110).

Нехай тепер розклад функцiй G(t,Φy), F (t,Φy) в ряд за степенями y почи-

нається з членiв другого порядку i задача про стiйкiсть нульового розв’язку

рiвняння

d

dt
[y −Ψ(0)G(t,Φy + h1(t, y))] = By +Ψ(0)F (t,Φy + h1(t, y)) (3.111)

розв’язується за допомогою членiв третього порядку. Згiдно з теоремою 3.18,

якщо нульовий розв’язок рiвняння (3.111) асимптотично стiйкий або нестiй-

кий, то i нульовий розв’язок рiвняння (3.66) асимптотично стiйкий або не-

стiйкий. У цьому випадку досить замiсть функцiї h1(t, y) пiдставити члени

другого порядку її розкладу в ряд за степенями y.

Як приклад розглянемо рiвняння Хатчiнсона

dN

dt
=
π

2
[1−N(t− 1)]N.

Зробивши замiну N = x+ 1, одержимо

dx

dt
= −π

2
x(t− 1)(1 + x). (3.112)

Дослiдимо стiйкiсть нульового розв’язку рiвняння (3.112). Розглянемо лi-

нiйне рiвняння
du

dt
= −π

2
u(t− 1). (3.113)
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Характеристичне рiвняння, що вiдповiдає рiвнянню (3.113), має два суто уяв-

них коренi λ = ±π
2
i, а iншi коренi мають вiд’ємнi дiйснi частини. Згiдно з

[132] визначимо

Φ(θ) = (cos
π

2
θ, sin

π

2
θ), Ψ(0) = 4α

 2

π

 , B =

 0 π/2

−π/2 0

 ,

де α =
1

π2 + 4
. Тодi рiвняння на многовидi набере вигляду

dy

dt
= By +Ψ(0)F (Φy + h(y)),

де

F (Φy + wt) = −π
2
[−y2 + w(t− 1)][y1 + w(t)].

Використовуючи (3.93), знайдемо перше наближення функцiї h(c). Зберi-

гаючи тiльки члени другого порядку, одержимо

h1(c) =
π

2

0∫
−∞

T (−s)XQ
0

(
c22 − c21

2
sin πs+ c1c2 cos πs

)
ds =

=
iπ

8
(c22 − c21)

[
(−iπ − A)−1XQ

0 − (iπ − A)−1XQ
0

]
+

+
π

4
c1c2

[
(−iπ − A)−1XQ

0 + (iπ − A)−1XQ
0

]
. (3.114)

Виконується рiвнiсть

(iω−A)−1XP
0 = Φ

 iω π/2

−π/2 iω

−1

Ψ(0) =
−8αΦ

3π2

 π2 + 4iω

2iωπ − 2π

 , (3.115)

де ω = ±π. Обчислимо φ = (iω−A)−1X0. Для цього треба розв’язати систему

iωφ(θ)− φ′(θ) = 0, −1 ≤ θ < 0,

iωφ(0) +
π

2
φ(−1) = 1.
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Розв’язок цiєї системи має вигляд

φ(θ) = exp(iωθ)/
(
iω +

π

2
exp(−iω)

)
. (3.116)

Враховуючи, що XQ
0 = X0 −XP

0 i пiдставляючи (3.115) i (3.116) в (3.114),

одержимо

h1(c)|θ=−1 = k(c22 − c21) + lc1c2, h1(c)|θ=0 = m(c22 − c21)− kc1c2,

де

k = 1/5− 4πα/3, l = 1/5 + 8α/3, m = 8α/3− 1/5.

Якщо в рiвняннi на многовидi вiдкинути члени четвертого i вищих поряд-

кiв, то одержимо рiвняння

dy

dt
= By + 2πα

[
y1y2 + ky31 − (m+ l)y21y2 − 2ky1y

2
2 +my32

] 2

π

 . (3.117)

Нульовий розв’язок рiвняння (3.117) асимптотично стiйкий [75], отже, нульо-

вий розв’язок рiвняння (3.112) також буде асимптотично стiйким.

3.6. Застосування методу усереднення до дослiдження

стiйкостi диференцiально-рiзницевих рiвнянь

Розглянемо систему

dx

dt
= εX(t, x, x(t−∆)), (3.118)

де ε – малий додатний параметр, x ∈ Rn, функцiя X(t, x, y) тричi неперервно

диференцiйовна за всiма змiнними.

Нехай

X(t, x, x) =
∑
ν

eiνtXν(x).
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Тодi усереднена система для (3.118) набуде вигляду

dx

dt
= εX0(x),

де X0(x) – середнє значення функцiї X(t, x, x) за змiнною t, X0(x) =

M{X(t, x, x)}. У статтi Хейла [153] доведено узагальнення другої теореми

Боголюбова про усереднення для системи вигляду (3.118). У цьому пiдроздi-

лi побудуємо друге наближення в методi усереднення i застосуємо його для

дослiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйної системи.

У системi (3.118) зробимо замiну x = ξ + εX̃(t, ξ), де

X̃(t, ξ) =
∑
ν ̸=0

eiνt

iν
Xν(ξ).

Враховуючи, що
∂X̃(t, x)

∂t
= X(t, x, x)−X0(x),

одержимо систему

dξ

dt
+ εX(t, ξ, ξ)− εX0(x) + ε

∂X̃(t, ξ)

∂ξ

dξ

dt
=

= εX(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))). (3.119)

Оскiльки згiдно з [153]

dξ

dt
= εX0(ξ) +O(ε2),

то

ξ(t−∆) = ξ(t)−∆
dξ

dt
+O(ε2) = ξ(t)− ε∆X0(ξ) +O(ε2).

Тому

X(t, ξ + εX̃(t, ξ), ξ(t−∆) + εX̃(t−∆, ξ(t−∆))) =

= X(t, ξ, ξ) + εY (t, ξ)X̃(t, ξ) + εZ(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] +O(ε2),

де

Y (t, ξ) =
∂X(t, x, ξ)

∂x
|x=ξ, Z(t, ξ) =

∂X(t, ξ, y)

∂y
|y=ξ.
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Отже, система (3.119) набере вигляду

dξ

dt
= εX0(ξ)− ε2

∂X̃(t, ξ)

∂ξ
X0(ξ) + ε2Y (t, ξ)X̃(t, ξ)+

+ε2Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)] +O(ε3). (3.120)

Система (3.120) – це система звичайних диференцiальних рiвнянь, права ча-

стина якої записана з точнiстю до O(ε3). Тому, згiдно з [15, 104], рiвняння

другого наближення в методi усереднення для системи (3.120) наберуть ви-

гляду

dξ

dt
= εX0(ξ) + ε2M{Y (t, ξ)X̃(t, ξ) + Z(t, ξ)[X̃(t−∆, ξ)−∆X0(ξ)]}.

Розглянемо систему слабкозв’язаних осциляторiв iз запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h) = 0, (3.121)

де ε – малий додатний паpаметp, y = (y1, . . . , yq)
T , L – дiагональна матриця

з додатними рiзними дiагональними елементами,

L = diag{λ1, . . . , λq}, λs > 0,

λk ̸= λs при k ̸= s, h > 0, P (t) – матриця з елементами

Pjs(t) =
n∑

m=1

(bjsme
iamt + b̄jsme

−iamt), bjsm ∈ C, am ≥ 0. (3.122)

Стiйкiсть розв’язкiв диференцiально-функцiональних рiвнянь у критично-

му випадку вивчалася у багатьох роботах (див., наприклад, [40, 127, 132]).

Далi використаємо методику з цих робiт i знайдемо умови стiйкостi системи

(3.121) в термiнах її коефiцiєнтiв.

Систему (3.121) перепишемо у виглядi

y′′j = −λ2jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h), j ∈ {1, . . . , q}.
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Позначимо zj = y′j/λj, тодi одержимо систему

y′j = λjzj, z′j = −λjyj −
ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h).

Перейдемо до комплексних змiнних uj = yj + izj, тодi

u′j = −iλjuj −
εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h) + ūs(t− h)).

Зробивши замiну uj = xj exp(−iλjt), одержимо систему в стандартнiй

формi

x′ = εF (t)x(t− h) + εG(t)x̄(t− h), (3.123)

де x = (x1, ..., xq)
T , F (t) та G(t) – матрицi з елементами

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλsh,

Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)te−iλsh (3.124)

вiдповiдно.

Пiдставляючи (3.122) у (3.124), одержимо

Fjs(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

(
bjsme

i(λj−λs+am)t + b̄jsme
i(λj−λs−am)t

)
,

Gjs(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

(
bjsme

i(λj+λs+am)t + b̄jsme
i(λj+λs−am)t

)
.

Позначимо cj = bjj1 + b̄jj1.

Теорема 3.19. Нехай a1 = 0, am > 0 при m ≥ 2 i вiдсутнiй резонанс,

тобто λj − λs + am ̸= 0 при |j − s|+ |m− 1| > 0, λj + λs − am ̸= 0 для всiх

j, s,m. Тодi нульовий розв’язок системи (3.121) асимптотично стiйкий,

якщо cj sin(λjh) < 0 при j ∈ {1, . . . , q}, i нестiйкий, якщо cj sin(λjh) ̸= 0 для

всiх j та iснує k, для якого ck sin(λkh) > 0.

Доведення. Стiйкiсть розв’язкiв системи (3.121) рiвносильна стiйкостi

розв’язкiв системи (3.123). Оскiльки середнє значення функцiї eiαt дорiвнює
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нулю при α ̸= 0, то при виконаннi умов теореми середнi значення всiх елемен-

тiв матрицi G(t) та всiх позадiагональних елементiв матрицi F (t) дорiвнюють

нулевi. Тому усереднена система для системи (3.123) матиме вигляд x′ = εAx,

де

A = diag{γ1, . . . , γq}, γj = −i exp(iλjh)cj/(2λj) =

= (cj sin(λjh)− icj cos(λjh))/(2λj), j ∈ {1, . . . , q}.

Iз теореми Хейла [153] випливає, що якщо нульовий розв’язок усередненої

системи асимптотично стiйкий (нестiйкий), то i нульовий розв’язок системи

(3.123) буде вiдповiдно асимптотично стiйким (нестiйким). Теорема доведена.

Нехай тепер am > 0 для всiх m. Тодi перше наближення в методi усере-

днення не дає вiдповiдi на питання про стiйкiсть.

Позначимо ds = Re{δs},

δs =

q∑
k=1

n∑
m=1

( bskmb̄ksm exp(i(2λs + am)h)

i(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
b̄skmbksm exp(i(2λs − am)h)

i(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

У випадку симетричної матрицi P (t) маємо bksm = bskm, отже,

ds =

q∑
k=1

n∑
m=1

|bskm|2
( sin((2λs + am)h)

(λk − λs − am)(λs + λk + am)
+

+
sin((2λs − am)h)

(λk − λs + am)(λs + λk − am)

)
.

Теорема 3.20. Нехай am > 0 для всiх m i вiдсутнiй резонанс, тобто

λj−λs+am−ak ̸= 0 при |j−s|+|m−k| > 0, λj+λs−am ̸= 0, λj−λs+am ̸= 0,

λj + λs + am − ak ̸= 0, λj + λs − am − ak ̸= 0, λj − λs + am + ak ̸= 0 для всiх

j, s,m, k. Тодi нульовий розв’язок системи (3.121) асимптотично стiйкий,

якщо ds > 0 при s ∈ {1, . . . , q} i нестiйкий, якщо ds ̸= 0 для всiх s та iснує

k, для якого dk < 0.
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Доведення. У системi (3.123) зробимо замiну

x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t) + εG̃(t)ξ̄(t),

де F̃ (t) та G̃(t) – матрицi з елементами

F̃js(t) = − i

2λj
eiλsh

n∑
m=1

( bjsm
i(λj − λs + am)

ei(λj−λs+am)t+

+
b̄jsm

i(λj − λs − am)
ei(λj−λs−am)t

)
,

G̃js(t) = − i

2λj
e−iλsh

n∑
m=1

( bjsm
i(λj + λs + am)

ei(λj+λs+am)t+

+
b̄jsm

i(λj + λs − am)
ei(λj+λs−am)t

)
.

Тодi

x(t− h) = ξ − hξ′ + εF̃ (t− h)ξ(t) + εG̃(t− h)ξ̄(t) +O(ε2) =

= ξ + εF̃ (t− h)ξ(t) + εG̃(t− h)ξ̄(t) +O(ε2),

оскiльки ξ′ = O(ε2).

Пiдставляючи в систему (3.123), одержимо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ + εG(t)ξ̄ + εG̃(t)ξ̄′ =

= εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄+

+εG(t)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ +O(ε3),

або

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h)ξ + ε2F (t)G̃(t− h)ξ̄ + ε2G(t) ¯̃F (t− h)ξ̄+

+ε2G(t) ¯̃G(t− h)ξ +O(ε3). (3.125)

У системi (3.125) можна ще раз застосувати метод усереднення [15, 153] i

одержати усереднену систему

ξ′ = ε2M{F (t)F̃ (t− h)}ξ + ε2M{F (t)G̃(t− h)}ξ̄+
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+ε2M{G(t) ¯̃F (t− h)}ξ̄ + ε2M{G(t) ¯̃G(t− h)}ξ.

Позначимо через fss(t) та gss(t) дiагональнi елементи матриць F (t)F̃ (t−h)

та G(t) ¯̃G(t− h) вiдповiдно i знайдемо їх середнi значення

M{fss(t)} =M{
q∑

k=1

Fsk(t)F̃ks(t−h)} =M{ i

2λs

q∑
k=1

eiλkh
n∑

m=1

(bskme
i(λs−λk+am)t+

+b̄skme
i(λs−λk−am)t)

i

2λk
eiλsh

n∑
m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
ei(λk−λs+am)(t−h)+

+
b̄ksm

i(λk − λs − am)
ei(λk−λs−am)(t−h))} =M{− 1

2λs
eiλsh

q∑
k=1

1

2λk
eiλkh

n∑
m=1

(bskme
iamt+

+b̄skme
−iamt)

n∑
m=1

(
bksm

i(λk − λs + am)
eiamtei(λs−λk−am)h +

b̄ksm
i(λk − λs − am)

e−iamt×

×ei(λs−λk+am)h)} = − 1

2λs

q∑
k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λk − λs − am)
ei(2λs+am)h+

+
b̄skmbksm

i(λk − λs + am)
ei(2λs−am)h),

M{gss(t)} =M{
q∑

k=1

Gsk(t)
¯̃Gks(t−h)} =M{ i

2λs

q∑
k=1

e−iλkh
n∑

m=1

(bskme
i(λs+λk+am)t+

+b̄skme
i(λs+λk−am)t)

i

2λk
eiλsh

n∑
m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−i(λs+λk+am)(t−h)+

+
bksm

i(λs + λk − am)
e−i(λs+λk−am)(t−h))} =

=M{− 1

2λs
eiλsh

q∑
k=1

1

2λk
e−iλkh

n∑
m=1

(bskme
iamt + b̄skme

−iamt)×

×
n∑

m=1

(
b̄ksm

i(λs + λk + am)
e−iamtei(λs+λk+am)h+

bksm
i(λs + λk − am)

eiamtei(λs+λk−am)h)} =

= − 1

2λs

q∑
k=1

1

2λk

n∑
m=1

(
bskmb̄ksm

i(λs + λk + am)
ei(2λs+am)h +

b̄skmbksm
i(λs + λk − am)

ei(2λs−am)h).
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Отже,

M{fss(t)}+M{gss(t)} = − δs
2λs

.

Якщо вiдсутнiй резонанс, то середнi значення всiх елементiв матриць

F (t)G̃(t − h), G(t) ¯̃F (t − h), а також всiх позадiагональних елементiв ма-

триць F (t)F̃ (t − h) та G(t) ¯̃G(t − h) дорiвнюють нулевi, отже за допомогою

лiнiйної замiни систему (3.125) можна звести до системи ξ′ = ε2Dξ + O(ε3),

де D = diag{−δ1/(2λ1), . . ., −δq/(2λq)}. Якщо ds = Re{δs} > 0 при

s ∈ {1, . . . , q}, то, згiдно з [153], нульовий розв’язок системи (3.122) асим-

птотично стiйкий, а якщо ds ̸= 0 при s ∈ {1, . . . , q}, але iснує k, для якого

dk < 0, то нульовий розв’язок системи (3.121) нестiйкий. Теорема доведена.

Зауваження. Твердження теорем 3.19 i 3.20 про нестiйкiсть правильнi

й без припущення про вiдмiннiсть вiд нуля величин cj sin(λjh) та ds. Це мо-

жна показати, виконавши в системi (3.125) лiнiйну замiну i використавши

схему доведення теореми про стiйкiсть за першим наближенням [24].

Розглянемо систему слабкозв’язаних осциляторiв iз змiнним запiзненням

y′′ + L2y + εP (t)y(t− h+ g(t)) = 0, (3.126)

де ε – малий додатний параметр,

y = (y1, . . . , yq)
T , L2 = diag{λ21, . . . , λ2q}, λs > 0, λk ̸= λs, k ̸= s,

h > 0, |g(t)| ≤ h; g(t) =
n∑

m=1

(
αme

iamt + αme
−iamt

)
,

am – дiйснi додатнi рiзнi числа, αm ∈ C; P (t) – матриця з елементами

Pjs(t) =
n∑

m=1

(
bjsme

iamt + bjsme
−iamt

)
, bjsm ∈ C. (3.127)

Вище дослiджено стiйкiсть системи (3.126), якщо g(t) ≡ 0.

Систему (3.126) перепишемо у виглядi

y′′j = −λ2jyj − ε

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h+ g(t)).
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Позначимо zj = y′j/λj, тодi одержимо систему

y′j = λjzj, z′j = −λjyj −
ε

λj

q∑
s=1

Pjs(t)ys(t− h+ g(t)).

Перейдемо до комплексних змiнних uj = yj + izj, тодi

u′j = −iλjuj −
εi

2λj

q∑
s=1

Pjs(t)(us(t− h+ g(t)) + us(t− h+ g(t))).

Зробивши замiну uj = xj exp(−iλjt), одержимо систему в стандартнiй

формi

x′ = εF (t)x(t− h+ g(t)) + εG(t)x(t− h+ g(t)), (3.128)

де x = (x1, . . . , xq)
T , F (t) та G(t) – матрицi з елементами

Fjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj−λs)teiλs(h−g(t)),

Gjs(t) = − i

2λj
Pjs(t)e

i(λj+λs)teiλs(g(t)−h), (3.129)

вiдповiдно.

Пiдставляючи (3.127) у (3.129), одержимо

Fjs(t) = − i

2λj
eiλs(h−g(t))

n∑
m=1

(
bjsme

i(λj−λs+am)t + bjsme
i(λj−λs−am)t

)
,

Gjs(t) = − i

2λj
eiλs(g(t)−h)

n∑
m=1

(
bjsme

i(λj+λs+am)t + bjsme
i(λj+λs−am)t

)
.

Якщо g(t) ̸= 0, то аналогiчно випадку g(t) ≡ 0 до системи (3.128) мо-

жна застосувати метод усереднення, але при цьому складнiше знаходяться

коефiцiєнти усередненої системи.

Розглянемо систему

x′ = εF (t)x(t− h+ g(t)), (3.130)

де ε – малий додатний параметр, x ∈ Rp, |g(t)| ≤ h,

F (t) =
n∑

m=1

(
Ame

ibmt + Ame
−ibmt

)
, g(t) =

n∑
m=1

(
αme

ibmt + αme
−ibmt

)
,
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bm – дiйснi додатнi рiзнi числа, αm ∈ C, Am – матрицi з комплексними еле-

ментами.

У системi (3.130) зробимо замiну

x(t) = ξ(t) + εF̃ (t)ξ(t),

де

F̃ (t) =
n∑

m=1

( 1

ibm
Ame

ibmt − 1

ibm
Ame

−ibmt
)
.

Тодi

x(t− h+ g(t)) = ξ + (g(t)− h)ξ′ + εF̃ (t− h+ g(t))ξ +O(ε2) =

= ξ + εF̃ (t− h+ g(t))ξ +O(ε2),

оскiльки ξ′ = O(ε2).

Пiдставляючи цей вираз у систему (3.130), одержимо

ξ′ + εF (t)ξ + εF̃ (t)ξ′ = εF (t)ξ + ε2F (t)F̃ (t− h+ g(t))ξ +O(ε3),

або

ξ′ = ε2F (t)F̃ (t− h+ g(t))ξ +O(ε3). (3.131)

У системi (3.131) можна ще раз застосувати метод усереднення [104] i одер-

жати усереднену систему ξ′ = ε2Bξ, де

B = lim
T→∞

1

T

T∫
0

F (t)F̃ (t− h+ g(t))dt.

Якщо g(t) ≡ 0, то

F (t)F̃ (t− h) =
n∑
k=1

n∑
m=1

(
Ake

ibkt + Ake
−ibkt

)
×

×
( 1

ibm
Ame

ibm(t−h) − 1

ibm
Ame

−ibm(t−h)
)
.



95

Тому в цьому випадку

B = −
n∑

m=1

1

bm
sin(bmh)

(
AmAm + AmAm

)
.

Теорема 3.21. Якщо всi власнi значення матрицi B мають вiд’ємнi

дiйснi частини, то система (3.130) асимптотично стiйка, а якщо iснує

власне значення матрицi B з додатною дiйсною частиною, то система

(3.130) нестiйка.

Доведення теореми випливає з теореми Хейла про усереднення [153]. Якщо

iснують власнi значення матрицi B з нульовою та додатною дiйсними части-

нами, то треба використати схему доведення теореми про стiйкiсть за першим

наближенням.

Як приклад розглянемо рiвняння

x′ = 2ε cos t x(t− h). (3.132)

Застосувавши схему доведення теореми 3.21, одержимо усереднене рiвняння

ξ′ = ε2Bξ, деB = −2 sinh. Отже, рiвняння (3.132) буде асимптотично стiйким

при sinh > 0 i нестiйким при sinh < 0.

3.7. Висновки

Третiй роздiл присвячений питанням iснування iнтегральних многовидiв

i встановленню принципу зведення для дослiдження стiйкостi рiзних класiв

диференцiально-функцiональних рiвнянь у критичному випадку.

1. Пiдроздiл 3.1 присвячений побудовi областi стiйкостi для лiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь з багатьма запiзненнями. Тут доведена теорема про

обмеженiсть областi стiйкостi. Спочатку одержано обмеження областi стiй-

костi, а потiм для побудови використано метод D-розбиттiв.
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2. У пiдроздiлi 3.2 доведено iснування iнтегральних множин та встановлено

принцип зведення для iмпульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь.

3. У пiдроздiлi 3.3 аналогiчнi результати одержано для рiзницевих рiвнянь.

4. Пiдроздiл 3.4 присвячений питанням iснування iнтегральних многовидiв

та дослiдженню їх властивостей для рiвнянь нейтрального типу.

5. У наступному пiдроздiлi запропоновано метод побудови iнтегрального

многовиду у виглядi розкладу в степеневий ряд. Тут розглянуто питання про

можливiсть обмежитися першими наближеннями для дослiдження стiйкостi

у критичному випадку.

6. У останньому пiдроздiлi третього роздiлу друге наближення в методi

усереднення застосовано до дослiдження стiйкостi системи слабкозв’язаних

осциляторiв iз запiзненням. Одержано достатню умову стiйкостi (нестiйкостi)

лiнiйної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

Цi результати одержанi автором роботи вперше.



Роздiл 4

ДОСЛIДЖЕННЯ ЗА ДОПОМОГОЮ

IНТЕГРАЛЬНИХ МНОГОВИДIВ ДИНАМIЧНОЇ

ЕКВIВАЛЕНТНОСТI

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У цьому роздiлi доведена динамiчна еквiвалентнiсть системи нелiнiйних

диференцiально-функцiональних рiвнянь i деякої простiшої системи рiвнянь,

побудованої за допомогою iнтегральних многовидiв. Побудована замiна, яка

розщеплює систему лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь ней-

трального типу. Аналогiчна замiна побудована для сингулярно збуреної си-

стеми нейтрального типу та лiнiйної iмпульсної сингулярно збуреної системи

iз запiзненням. Розв’язана задача квазiоптимальної стабiлiзацiї лiнiйних ке-

рованих сингулярно збурених систем iз запiзненням.

4.1. Iнтегральнi многовиди та динамiчна еквiвален-

тнiсть диференцiально-функцiональних рiвнянь

Нехай Rn — n-вимiрний простiр, C = C[−∆, 0] — простiр неперервних на

[−∆, 0] n-вимiрних вектор-функцiй. Через xt позначимо елемент простору C,

заданий при кожному фiксованому t функцiєю xt(θ) = x(t+ θ), −∆ ≤ θ ≤ 0.

97
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Розглянемо рiвняння

dx

dt
= f(xt) + F (t, xt), (4.1)

де x ∈ Rn; xt ∈ C, t ∈ R; f(xt) – лiнiйний неперервний оператор, заданий в

C; F (t, xt) – нелiнiйний оператор вiд xt iз значеннями в Rn.

Поряд з (4.1) розглянемо лiнiйне автономне диференцiально-

функцiональне рiвняння
du

dt
= f(ut). (4.2)

Наведемо деякi вiдомостi iз загальної теорiї таких рiвнянь [125, 126, 132].

Згiдно з теоремою Рiсса оператор f можна зобразити у виглядi iнтеграла

Стiлтьєса

f(ut) =

0∫
−∆

[dη(θ)]u(t+ θ),

де матриця η(θ) має обмежену варiацiю вiдносно θ. Позначимо через ut(φ)

розв’язок рiвняння (4.2) з початковою функцiєю φ ∈ C при t = 0. Визначимо

оператор зсуву за розв’язками рiвняння (4.2) спiввiдношенням T (t)φ = ut(φ).

Характеристичне рiвняння для рiвняння (4.2) має вигляд

detΛ(λ) = 0, Λ(λ) = λE −
0∫

−∆

exp(λθ)dη(θ). (4.3)

Припустимо, що рiвняння (4.3) має l коренiв на уявнiй осi i в правiй пiвплощи-

нi (з урахуванням їх кратностi), а решта коренiв лежать у лiвiй комплекснiй

пiвплощинi. Позначимо власний пiдпростiр в C, що вiдповiдає кореням на

уявнiй осi та в правiй пiвплощинi, через P, а доповнювальний до нього пiд-

простiр — через Q. Нехай Φ = Φ(θ), −∆ ≤ θ ≤ 0 – базис в P. Розглядаючи

спряжене до (4.2) рiвняння, можна аналогiчно визначити функцiю Ψ = Ψ(θ),

0 ≤ θ ≤ ∆. Тодi кожний елемент xt ∈ C єдиним способом можна зобразити у
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виглядi

xt = xPt + xQt = Φy(t) + zt, y ∈ Rl, zt ∈ Q, (4.4)

де xPt , xQt – проекцiї xt вiдповiдно на P i Q. Рiвняння (4.1) еквiвалентне системi

рiвнянь
dy

dt
= By +Ψ(0)F (t,Φy + zt),

zt = T (t− σ)zσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F (s,Φy(s) + zs)ds, (4.5)

де σ – довiльне дiйсне число (початковий момент для задачi Кошi); XQ
0 −

проекцiя на пiдпростiр Q функцiї X0(θ) = 0, −∆ ≤ θ < 0, X0(0) = E; B –

стала матриця, власнi значення якої збiгаються iз згаданими вище коренями

рiвняння (4.3) з невiд’ємними дiйсними частинами.

Коренi, що лежать у лiвiй пiвплощинi та коренi з невiд’ємними дiйсними

частинами можна, очевидно, роздiлити деякою прямою Reλ = −α, де α > 0.

Справджуються нерiвностi

|T (t)φP | ≤ K|φP | exp[(β − α)t], |T (t)XP
0 | ≤ K exp[(β − α)t], t ≤ 0,

|T (t)φQ| ≤ K|φQ| exp[−(β + α)t], |T (t)XQ
0 | ≤ K exp[−(β + α)t], t ≥ 0,

(4.6)

де K ≥ 1, α > β > 0, φ ∈ C, | · |− норма в C.

Поряд iз звичайною нормою |·| в Rl ми будемо використовувати далi також

норму |y|1 = |Φy|, y ∈ Rl.

Теорема 4.1. Нехай функцiя F неперервна за t i задовольняє умови

F (t, 0) = 0, |F (t, φ)− F (t, φ′)| ≤ p(t)|φ− φ′|,

sup
t∈R

t+τ0∫
t

p(τ)dτ ≤ ντ0, (4.7)
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де ν > 0, τ0 > 0, t ∈ R, φ ∈ C, φ′ ∈ C. Тодi при

ν <
1− exp(−βτ0)

4K2τ0
(4.8)

iснує функцiя g(t, y) ∈ Q, що визначена на R× Rl, задовольняє умови

g(t, 0) = 0, |g(t, y)− g(t, y′)| ≤ 0, 5|y − y′|1 (4.9)

i така, що множина

S− = {(t, φ)|t ∈ R, φ = Φy + ζ, y ∈ Rl, ζ = g(t, y), ζ ∈ Q}

є iнтегральним многовидом рiвняння (4.1).

Для кожного розв’язку xt = Φy(t)+ g(t, y(t)) рiвняння (4.1), що лежить

на S−, виконується оцiнка

|xt| ≤ 2K|y(σ)|1 exp(−α(t− σ)), t ≤ σ. (4.10)

Доведення. Поряд iз системою (4.5) розглянемо систему iнтегральних

рiвнянь

y(t) = eB(t−σ)c−
σ∫
t

eB(t−s)Ψ(0)F (s,Φy(s) + zs)ds,

zt =

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s,Φy(s) + zs)ds, (4.11)

звiдки одержимо

Φy(t) = T (t− σ)Φc−
σ∫
t

T (t− s)XP
0 F (s,Φy(s) + zs)ds,

zt =

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s,Φy(s) + zs)ds.

Додаючи цi рiвностi, з урахуванням (4.4) знаходимо

xt = T (t−σ)Φc−
σ∫
t

T (t− s)XP
0 F (s, xs)ds+

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s, xs)ds. (4.12)
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Навпаки, iз рiвняння (4.12) можна одержати систему рiвнянь (4.11).

Iснування розв’язку рiвняння (4.12) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень:

x
(0)
t = 0, x

(n+1)
t = T (t− σ)Φc−

σ∫
t

T (t− s)XP
0 F (s, x

(n)
s )ds+

+

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0 F (s, x

(n)
s )ds, n = 0, 1, 2, ...

Iндукцiєю доведемо, що справджується нерiвнiсть

|x(m)
t − x

(m−1)
t | ≤ K|c|1(νγ)m−1 exp[−α(t− σ)], (4.13)

де m = 1, 2, ..., t ≤ σ,

γ =
2Kτ0

1− exp(−βτ0)
.

При m = 1 нерiвнiсть (4.13) випливає iз (4.6).

Нехай нерiвнiсть (4.13) правильна при m = n. Тодi, враховуючи (4.6) та

(4.7), одержимо

|x(n+1)
t − x

(n)
t | ≤

σ∫
t

K exp[(β − α)(t− s)]p(s)|x(n)s − x(n−1)
s |ds+

+

t∫
−∞

K exp[−(β + α)(t− s)]p(s)|x(n)s − x(n−1)
s |ds ≤

≤ K|c|1(νγ)n exp[−α(t− σ)].

Отже, нерiвнiсть (4.13) правильна при m = n + 1, тому вона справджує-

ться при всiх натуральнихm. Послiдовнi наближення збiгаються до розв’язку

xt(σ, c) рiвняння (4.12) за умови νγ < 1.

Вибираючи в рiвностi (4.12) замiсть c iншу сталу c′, одержимо розв’язок

xt(σ, c
′). Аналогiчно нерiвностi (4.13) можна довести, що при νγ < 0, 5 справ-

джуються нерiвностi

|x(m)
t (σ, c)− x

(m)
t (σ, c′)| ≤ 2K|c− c′|1 exp[−α(t− σ)], m = 1, 2, ..., t ≤ σ.
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Отже,

|xt(σ, c)− xt(σ, c
′)| ≤ 2K|c− c′|1 exp[−α(t− σ)], t ≤ σ. (4.14)

Пiдставляючи в (4.11) t = σ, одержимо зображення iнтегрального много-

виду

y(σ) = c, g(σ, c) =

σ∫
−∞

T (σ − s)XQ
0 F (s, xs(σ, c))ds.

Доведемо оцiнку з (4.9). Маємо

|g(σ, c)− g(σ, c′)| ≤
σ∫

−∞

K exp[−(α+ β)(σ − s)]p(s)|xs(σ, c)− xs(σ, c
′)|ds ≤

≤ 2K2ντ0
1− exp(−βτ0)

|c− c′|1.

Якщо задовольняється умова (4.8), то виконується нерiвнiсть (4.9). Оцiнка

(4.10) випливає iз (4.14), якщо покласти c′ = 0. Теорема доведена.

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi iснує функцiя

r(t, ζ) ∈ Rl, що визначена на R×Q, задовольняє умови

r(t, 0) = 0, |r(t, ζ)− r(t, ζ ′)|1 ≤ 0, 5|ζ − ζ ′|

i така, що множина

S+ = {(t, φ)|t ∈ R, φ = Φy + ζ, ζ ∈ Q, y = r(t, ζ), y ∈ Rl}

є iнтегральним многовидом рiвняння (4.1). Для кожного розв’язку xt =

Φr(t,Wt) +Wt рiвняння (4.1), що лежить на S+, виконується оцiнка

|xt| ≤ 2K|Wσ| exp[−α(t− σ)], t ≥ σ.

Доведення теореми 4.2 можна провести тим самим шляхом, що й доведе-

ння теореми 4.1.
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Теорема 4.3. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi iснує гомео-

морфна замiна змiнних, яка зводить систему (4.5) до вигляду
du

dt
= Bu+Ψ(0)F (t,Φu+ g(t, u)),

vt = T (t− σ)vσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F1(s, u(s), vs)ds, (4.15)

де F1(t, u, v) — деяка неперервна за сукупнiстю аргументiв функцiя, що ви-

значається через функцiю F i задовольняє умови

F1(t, u, 0) = 0, |F1(t, u, v)− F1(t, u, v
′)| ≤ 2Kp(t)|v − v′|. (4.16)

Доведення. Позначимо через U(t, u) розв’язок першого рiвняння систе-

ми (4.15) з початковою умовою U(σ, u) = u. У системi (4.5) зробимо замiну

змiнних ξ = y − u, vt = zt − g(t, u), тодi

dξ

dt
= Bξ+F3(t, wt, Pt), vt = T (t−σ)vσ+

t∫
σ

T (t−s)XQ
0 F2(s, ws, Ps)ds, (4.17)

де

wt = Φξ(t) + vt, Pt = ΦU(t, u) + g(t, U(t, u)),

F2(t, φ, χ) = F (t, φ+ χ)− F (t, χ), F3(t, φ, χ) = Ψ(0)F2(t, φ, χ).

Розглянемо також систему iнтегральних рiвнянь

ξ(t) = −
∞∫
t

exp[B(t− s)]F3(s, ws, Ps)ds,

vt = T (t− σ)vσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, ws, Ps)ds. (4.18)

Домноживши першу рiвнiсть з системи (4.18) на Φ i додавши цi рiвностi,

одержимо

wt = T (t−σ)vσ+

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, ws, Ps)ds−

∞∫
t

T (t− s)XQ
0 F2(s, ws, Ps)ds.

(4.19)
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Навпаки, iз рiвняння (4.19) можна одержати систему рiвнянь (4.18).

Iснування розв’язку рiвняння (4.19) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень:

w
(0)
t = 0, w

(n+1)
t = T (t− σ)vσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, w

(n)
s , Ps)ds−

−
∞∫
t

T (t− s)XP
0 F2(s, w

(n)
s , Ps)ds, n = 0, 1, 2, ...

Iндукцiєю доведемо, що справджується нерiвнiсть

|w(m+1)
t − w

(m)
t | ≤ K21−m|vσ| exp[−α(t− σ)], (4.20)

де m = 1, 2, ..., t ≥ σ.

При m = 1 нерiвнiсть (4.20) випливає iз (4.6).

Нехай нерiвнiсть (4.20) справджується при m = n. Тодi, враховуючи (4.6)

i (4.7), одержимо

|w(n+1)
t − w

(n)
t | ≤

t∫
σ

|T (t− s)XQ
0 |p(s)|w(n)

s − w(n−1)
s |ds+

+

∞∫
t

|T (t− s)XP
0 |p(s)|w(n)

s − w(n−1)
s |ds ≤ µK21−n|vσ| exp[−α(t− σ)],

де µ = 2νKτ0/[1− exp(−βτ0]. Виберемо ν так, щоб виконувалась умова µ <

0, 5. Тодi нерiвнiсть (4.20) справджується приm = n+1, отже, вона правильна

при всiх натуральних m.

Iз (4.20) випливає, що послiдовнiсть {w(m)
t } збiгається рiвномiрно при 0 ≤

t < ∞ до функцiї wt = wt(u, vσ)− розв’язку рiвняння (4.19). Вибираючи в

рiвностi (4.19) замiсть vσ iншу сталу v′σ, одержимо розв’язок wt(u, v
′
σ). При

µ < 0, 5 справджується оцiнка

|wt(u, vσ)− wt(u, v
′
σ)| ≤ 2K|vσ − v′σ| exp[−α(t− σ)]. (4.21)
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Вважаючи в (4.18) t = σ, позначимо

j(σ, u, vσ) = −
∞∫
σ

exp[B(σ − s)]F3(s, ws(u, vσ), Ps)ds.

Функцiя j(σ, u, vσ) неперервна за сукупнiстю аргументiв як рiвномiрна гра-

ниця послiдовностi неперервних функцiй. Крiм того, функцiя j(σ, u, vσ) за-

довольняє умову j(σ, u, 0) = 0, а також умову Лiпшиця за третiм аргументом

|j(σ, u, vσ)− j(σ, u, v′σ)|1 ≤ 0, 5|vσ − v′σ|. (4.22)

Позначимо

V (t, u, vσ) = T (t− σ)vσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, ws(u, vσ), Ps)ds.

Функцiя ws(u, vσ) має пiвгрупову властивiсть: ws(U(t, u), V (t, u, vσ)) =

ws+t(u, vσ), тому

j(t, U(t, u), V (t, u, vσ)) = −
∞∫
t

exp[B(t− s)]F3(s, ws(u, vσ), Ps)ds.

Враховуючи (4.17), одержимо, що

(U(t, u) + j(t, U(t, u), V (t, u, vσ)), V (t, u, vσ) + g(t, U(t, u)))

буде розв’язком системи (4.5) з початковою умовою

(u+ j(σ, u, vσ), vσ + g(σ, u)).

Розглянемо вiдображення

Jσ(u, vσ) = (u+ j(σ, u, vσ), vσ + g(σ, u)).

Функцiя Jσ вiдображає розв’язок системи (4.15) в розв’язок системи (4.5),

якщо покласти

F1(σ, u, v) = F2(σ,wσ(u, v),Φu+ g(σ, u)), wσ(u, v) = v + Φj(σ, u, v).
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Тодi функцiя F1(σ, u, v) задовольняє умови (4.16).

Як доведено в [126], сюр’єктивнiсть вiдображення Jσ випливає iз теореми

Брауера.

Доведемо взаємну однозначнiсть вiдображення Jσ. Припустимо, що Jσ не

є однозначним, тобто iснують u1, u2, v1, v2, u1 ̸= u2, для яких

u1 + j(σ, u1, v1) = u2 + j(σ, u2, v2), v1 + g(σ, u1) = v2 + g(σ, u2).

Тодi

U(t, u1) + j(t, U(t, u1), V (t, u1, v1)) = U(t, u2) + j(t, U(t, u2), V (t, u2, v2)),

отже,

eαt[U(t, u1)− U(t, u2)] = eαt[j(t, U(t, u2), V (t, u2, v2))−

−j(t, U(t, u1), V (t, u1, v1))]. (4.23)

Згiдно з нерiвностями (4.21) та (4.22) права частина рiвностi (4.23) обмежена

при t ∈ [0,∞). Враховуючи (4.6) та (4.7), можна довести, що

|U(t, u1)− U(t, u2)|1 ≥ K−1|u1 − u2|1 exp[(β − α)(t− σ)− χ

t∫
σ

p(s)ds],

де t ≥ σ, χ = K(Φ + 0, 5). Отже, при νχ < β лiва частина рiвностi (4.23)

необмежена на пiвосi [0,∞)]. Суперечнiсть доводить, що наше припущення

неправильне. Тому u1 = u2, отже, v1 = v2.

Позначимо J1(u) = u+ j(t, u, v), де t та v фiксованi, i розглянемо обернене

вiдображення J−1
1 . Для доведення неперервностi J−1

1 розглянемо точку u ∈

Rl. Ïй вiдповiдає J−1
1 (u) ∈ Rl. Вiзьмемо замкнуту кулю Bl з центром у точцi

J−1
1 (u). Оскiльки Bl− компакт, то J1− гомеоморфiзм на Bl [34, c. 191], а це

значить, що J−1
1 неперервне в точцi u. Оскiльки u− довiльна точка Rl, то J−1

1

неперервне на Rl. Отже, вiдображення J−1 неперервне. Теорема доведена.



107

Зауваження 1. Якщо одну систему диференцiальних рiвнянь за допо-

могою гомеоморфної замiни можна звести до iншої, то такi системи на-

зиваються динамiчно еквiвалентними [59].

Зауваження 2. У цьому пiдроздiлi використовується методика з пpаць

[15, 59, 104, 125, 126], але на вiдмiну вiд [59, 126] на функцiю F накладаю-

ться бiльш загальнi умови.

4.2. Розщеплення лiнiйних диференцiально-

функцiональних рiвнянь нейтрального типу

Узагальнимо результати роботи [127] на випадок рiвнянь нейтрального типу.

Розглянемо лiнiйнi диференцiально-функцiональнi рiвняння нейтрального

типу
d

dt
[D(xt)− εG(t, xt)] = L(xt) + εF (t, xt), (4.24)

d

dt
[D(ut)] = L(ut), (4.25)

де xt – елемент простору C = C[−∆, 0], заданий функцiєю xt(θ) = x(t + θ),

−∆ ≤ θ ≤ 0; D: C → Rn; G: R × C → Rn; L: C → Rn; F : R × C → Rn;

оператори D, L, G, F лiнiйнi вiдносно xt; оператор F неперервний вiдносно

t, а оператор G неперервно диференцiйовний вiдносно t. Згiдно з теоремою

Рiсса оператор D(φ) можна зобразити за допомогою iнтеграла Стiльтьєса

D(φ) = φ(0)−
0∫

−∆

[dµ(θ)]φ(θ),

де µ(θ) – матриця-функцiя обмеженої варiацiї.

Припустимо, що функцiя µ(θ) не мiстить снгулярної компоненти i повна

варiацiя V 0
−s[µ] → 0 при s→ 0.
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Позначимо

b = sup

Reλ : det

E −
0∫

−∆

eλθdµ(θ)

 = 0

 .

Тодi в пiвплощинi Reλ > α > b мiститься скiнченне число (m) коренiв хара-

ктеристичного рiвняння, що вiдповiдає рiвнянню (4.25), а iншi коренi лежать

у пiвплощинi Reλ < α. Позначимо через P власний пiдпростiр в C, поро-

джений розв’язками рiвняння (4.25), що вiдповiдають кореням у пiвплощинi

Reλ > α. Розкладемо простiр C в пряму суму C = P ⊕ Q. Нехай Φ = Φ(θ)

– базис в P. Розглядаючи спряжене з (4.25) рiвняння, можна аналогiчно ви-

значити базис Ψ = Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆. Тодi кожний елемент xt ∈ C можна зо-

бразити у виглядi xt = Φy(t)+zt, де y(t) = (Ψ, xt), zt = xt−Φy(t), y(t) ∈ Rm,

zt ∈ Q, (Ψ, xt) – деякий бiлiнiйний функцiонал [132, 154].

Рiвняння (4.24) еквiвалентне системi рiвнянь

d

dt
[y − εΨ(0)G(t, xt)] = By + εΨ(0)F (t, xt),

zt = T (t− σ)zσ + ε

t∫
σ

T (t− s)XQ
0

[
F (s, xs) +

d

ds
G(s, xs)

]
ds, (4.26)

де T (t)φ = ut(φ), XQ
0 – проекцiя на пiдпростiр Q функцiї X0(θ) = 0,

−∆ ≤ θ < 0; X0(0) = E; B – стала матриця, власнi значення якої лежать у

пiвплощинi Reλ > α.

Виконуються нерiвностi [132, 154, 157]

|T (t)φ| ≤ K1 exp[(α− β1)t]|φ|, φ ∈ Q,

|T (t)XQ
0 |+

1∫
0

|dsT (t− s)XQ
0 | ≤ K1 exp[(α− β1)t], (4.27)

де t ≥ 0, K1 > 0.
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Згiдно з припущенням вiдносно власних значень матрицi B правильна та-

кож оцiнка

| exp(Bt)| ≤ K exp[(α + β)t],

де t ≤ 0, K > 0.

Нехай |G(t, φ)| ≤ ν|φ|, |F (t, φ)| ≤ ν|φ|, ν > 0. У статтi [40] доведено,

що при досить малому ε iснують iнтегральнi многовиди системи (4.26), якi

можна подати у виглядi zt = g(t, ε)y, y = r(t, zt, ε), причому правильнi оцiнки

|g(t, ε)| ≤ 0, 5, |r(t, φ, ε)| ≤ 0, 5|φ|.

Функцiю g(t, ε) можна зобразити у виглядi границi послiдовностi

gn(t, ε) = ε

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0

[
F (s, x(n)s (t)) +

d

ds
G(s, x(n)s (t))

]
ds,

де

x0s = 0, x(n)s = ΦeB(s−t) − εΦ

t∫
s

eB(s−τ)Ψ(0)
[
F (τ, x(n−1)

τ )+

+
d

dτ
G(τ, x(n−1)

τ )
]
dτ + ε

s∫
−∞

T (s− τ)XQ
0

[
F (τ, x(n−1)

τ )+

+
d

dτ
G(τ, x(n−1)

τ )
]
dτ, n = 1, 2, . . . .

Звiдси випливає, що функцiю gn(t, ε) можна подати у виглядi

gn(t, ε) = εh1(t) + ε2h2(t) + . . .+ εnhn(t),

де функцiї h1(t), h2(t), . . ., hn(t) виражаються через функцiї F та G. Напри-

клад,

h1(t) =

t∫
−∞

T (t− s)XQ
0

[
F
(
s,ΦeB(s−t)

)
+

d

ds
G
(
s,ΦeB(s−t)

)]
ds.

Iз теореми 5 роботи [40] випливає оцiнка

|g(t, ε)− gn(t, ε)| ≤ Lεn+1,
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де n = 0, 1, 2, . . .; L – деяка додатна стала, що не залежить вiд ε.

Нехай функцiї F (t, φ), G(t, φ) є квазiперiодичними вiдносно t i розклада-

ються в ряди

F (t, φ) =
∑
k

Fk(φ)e
i(k,w)t, G(t, φ) =

∑
k

Gk(φ)e
i(k,w)t,

де w = (w1, . . . , wj), k = (k1, . . . , kj), Fk(φ), Gk(φ) – лiнiйнi неперервнi фун-

кцiонали. Тодi визначення функцiї gn(t, ε) зводиться до обчислення iнтеграла

ξ =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

δsds,

де δ = i(k, w) + λ, λ – власне значення матрицi B.

Теорема 4.4. Функцiя ξ(θ), −∆ ≤ θ ≤ 0, належить Q ∩D(A) i викону-

ється рiвнiсть

δξ − Aξ = XQ
0 , (4.28)

де A – твiрний оператор пiвгрупи {T (t), t ≥ 0} з областю визначення D(A).

Доведення. Справдi,

(Ψ, ξ) =

0∫
−∞

(
Ψ, T (−s)XQ

0

)
eδsds = 0,

тому ξ ∈ Q. Згiдно з означенням твiрного оператора A пiвгрупи T (t) маємо

Aφ = lim
t→0

Atφ, де

At =
T (t)− I

t
.

При t > 0 одержимо

Atξ =
1

t

0∫
−∞

T (t− s)XQ
0 e

δsds− 1

t

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

δsds =

=
eδt − 1

t

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

δsds− eδt

t

0∫
−t

T (−s)XQ
0 e

δsds,
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так що Atξ → δξ −XQ
0 при t → 0. Отже, ξ ∈ D(A) та Aξ = δξ −XQ

0 . Звiдси

випливає рiвнiсть (4.28). Теорема доведена.

Можна показати, що розв’язування рiвняння (4.28) зводиться до розв’язу-

вання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Розглянемо систему

d

dt
[v − εΨ(0)G1(t, ε)v] = Bv + εΨ(0)F1(t, ε)v,

wt = T (t− σ)wσ + ε

t∫
σ

T (t− s)XQ
0

[
F2(s, ws, ε) +

d

ds
G2(s, ws, ε)

]
ds, (4.29)

де v ∈ Rm, wt ∈ Q,

G1(t, ε)v = G(t,Φv + g(t, ε)v), F1(t, ε)v = F (t,Φv + g(t, ε)v),

G2(t, wt, ε) = G(t,Φr(t, wt, ε) + wt), F2(t, wt, ε) = F (t,Φr(t, wt, ε) + wt).

Функцiї r(t, wt, ε), g(t, ε) задовольняють рiвняння

d

dt
[r(t, wt, ε)− εΨ(0)G2(t, wt, ε)] = Br(t, wt, ε)+

+εΨ(0)F2(t, wt, ε), g(t, ε)v(t) = T (t− σ)g(σ, ε)v(σ)+ (4.30)

+ε

t∫
σ

T (t− s)XQ
0

[
F1(s, ε)v(s) +

d

ds
(G1(s, ε)v(s))

]
ds.

Додаючи рiвностi (4.29), (4.30) i виконуючи замiну

y = v + r(t, wt, ε), zt = wt + g(t, ε)v, (4.31)

одержимо систему (4.26).

Отже, правильне наступне твердження.

Теорема 4.5. За допомогою замiни (4.31) система (4.29) зводиться до

вигляду (4.26).
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Згiдно з лiнiйнiстю r(t, φ, ε) вiдносно φ систему (4.31) можна однозначно

розв’язати вiдносно v i wt. Отже, визначаючи iз (4.31) v та wt, знаходимо

замiну, яка розщеплює систему (4.26) на два незалежних рiвняння (4.29).

Друге рiвняння системи (4.29) перепишемо у виглядi

wt = T (t− σ)
[
wσ − εXQ

0 G2(σ,wσ, ε)
]
+ εXQ

0 G(t, wt, ε)+

+ε

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, ws, ε)ds− ε

t∫
σ

ds

[
T (t− s)XQ

0

]
G(s, ws, ε).

Оцiнимо розв’язок цього рiвняння, використовуючи метод послiдовних на-

ближень

w
(0)
t = 0, w

(n+1)
t = T (t− σ)

[
c− εXQ

0 G2(σ, c, ε)
]
+ εXQ

0 G2(t, w
(n)
t , ε)+

+ε

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F2(s, w

(n)
s , ε)ds− ε

t∫
σ

ds

[
T (t− s)XQ

0

]
G2(s, w

(n)
s , ε),

де c = wσ, n = 0, 1, 2, . . .. Функцiї G2(t, φ, ε) та F2(t, φ, ε) задовольняють за

змiнною φ умову Лiпшиця iз сталою ν1 = ν(0, 5|Φ|+ 1). Iндукцiєю доведемо,

що правильна нерiвнiсть

|w(q)
t − w

(q−1)
t | ≤ K1(1 + ε|XQ

0 |ν1)(εγ)q−1|c| exp[α(t− σ)], (4.32)

де

γ = ν1

(
|XQ

0 |+
K1

β1
+

K1

exp(β1 − 1)

)
, q = 1, 2, . . . , t ≥ σ.

При q = 1 нерiвнiсть (4.32) випливає iз (4.27).

Нехай нерiвнiсть (4.32) вiрна при q = n. Тодi, враховуючи (4.27), одержимо

|w(n+1)
t − w

(n)
t | ≤ K1(1 + ε|XQ

0 |ν1)(εγ)n|c| exp[α(t− σ)].

Тому нерiвнiсть (4.32) правильна при q = n + 1, отже, вона вiрна при всiх

натуральних q.
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Якщо просумувати нерiвностi (4.32) вiдносно q, то при εγ < 0, 5 одержимо

оцiнку

|wt| ≤ 2K1(1 + ε|XQ
0 |ν1)|c| exp[α(t− σ)], t ≥ σ.

Аналогiчно, використовуючи нерiвнiсть Гронуолла-Беллмана, можна

одержати оцiнку

|v(t)| ≤M1|v(σ)| exp[(α+ β − εM)(t− σ)],

де

t ≤ σ, M =
K|Ψ(0)|ν2(1 + |B|)

1− ε|Ψ(0)|ν2
, M1 =

K(1 + ε|Ψ(0)|ν2)
1− ε|Ψ(0)|ν2

, ν2 = ν(|Φ|+ 0, 5).

Розглянемо тепер критичний випадок: характеристичне рiвняння, що вiд-

повiдає рiвнянню (4.25), має m коренiв на уявнiй осi (iз врахуванням їх кра-

тностi), а решта коренiв мають вiд’ємнi дiйснi частини.

У цьому випадку α < 0. Iз теореми 4.5 випливає, що якщо нульовий розв’я-

зок рiвняння

d

dt
[v − εΨ(0)G1(t, ε)v] = Bv + εΨ(0)F1(t, ε)v (4.33)

стiйкий, асимптотично стiйкий або нестiйкий, то i нульовий розв’язок рiвня-

ння (4.24) вiдповiдно стiйкий, асимптотично стiйкий або нестiйкий.

Для дослiдження стiйкостi рiвняння (4.33) можна розв’язати вiдносно v i

застосувати метод Штокало [144] або метод прискореної збiжностi [82]. Якщо

власнi значення матрицi B мають простi елементарнi дiльники, то в рiвняннi

(4.33) можна зробити замiну v = exp(Bt)u i одержати систему в стандар-

тнiй формi. Для дослiдження стiйкостi розв’язкiв такої системи в багатьох

випадках доцiльно застосовувати метод усереднення.

Зауваження 1. Теореми 4.4 i 4.5 дозволяють обґрунтувати алгоритм до-

слiдження стiйкостi розв’язкiв лiнiйних майже перiодичних рiвнянь з пiсля-

дiєю. Аналогiчний метод запропоновано в [64].
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4.3. Розщеплення лiнiйних сингулярно збурених систем

нейтрального типу

Розглянемо систему
dx(t)

dt
= A(t)x(t) + F (t, xt),

ε
d

dt
[C(t)x(t) +D(t, yt)] = B1(t)x(t) +G1(t, yt), (4.34)

де ε – малий додатний паpаметp, x – m-вимiрний вектор, y – n-вимiрний

вектор; yt(θ) = y(t + θ), −ε∆ ≤ θ ≤ 0; F (t, φ), G1(t, φ), D(t, φ) – лiнiйнi

неперервнi вiдносно φ оператори; матрицi A(t), B1(t) i оператори F (t, φ),

G1(t, φ), D(t, φ) неперервнi вiдносно t. Згiдно з теоремою Рiсса оператори

D(t, φ), G1(t, φ) можна зобразити за допомогою iнтеграла Стiльтьєса

D(t, φ) = φ(0)−
0∫

−∆

[dµ(t, θ)]φ(θ), G1(t, φ) =

0∫
−∆

[dη(t, θ)]φ(θ),

де µ(t, θ), η(t, θ) – матрицi-функцiї обмеженої варiацiї по θ.

Припустимо, що функцiя µ(t, θ) не мiстить сингулярної компоненти i повна

варiацiя вiдносно θ V 0
−s[µ] → 0 при s→ 0 рiвномiрно вiдносно t. Позначимо

b(t) = sup

Reλ(t) : det

E −
0∫

−∆

eλθdµ(t, θ)

 = 0

 .

Нехай b(t) < b0 < 0.

Припустимо, що виконуються наступнi умови:

1) норми матриць A, B1, C, D, C ′, B1 − εC ′ − εCA i операторiв F , G1, D,

∂D/∂t рiвномiрно обмеженi при t ∈ R деякою додатною сталою M ;

2) всi коренi характеристичного рiвняння

detΛ(λ) = 0, Λ(λ) = λ

E −
0∫

−∆

eλθdµ(t, θ)

−
0∫

−∆

eλθdη(t, θ),
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лежать у пiвплощинi Reλ(t) ≤ −2α < 0.

Шляхом диференцiювання другого рiвняння систему (4.34) перетворимо

до вигляду
dx(t)

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt),

ε
d

dt
D(t, yt) = B(t, ε)x(t) +G(t, yt, ε), (4.35)

де

B(t, ε) = B1(t)− εC ′(t)− εC(t)A(t), G(t, φ, ε) = G1(t, φ)− εC(t)F (t, φ).

Система (4.35) еквiвалентна такiй системi рiвнянь:
dx(t)

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt),

yt = T (t, σ)yσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0B(s, ε)x(s)ds, (4.36)

де X0(θ) = 0, −ε∆ ≤ θ < 0; X0(0) = E; T (t, s) – оператор зсуву за розв’язка-

ми рiвняння

ε
d

dt
D(t, yt) = G(t, yt, ε).

Лема 4.1. Нехай виконуються умови 1 та 2. Тодi для оператора T (t, s)

правильна оцiнка

|T (t, s)φ| ≤ K|φ| exp
[
−α
ε
(t− s)

]
, t ≥ s.

Доведення леми можна провести аналогiчно статтi [138].

Теорема 4.6. Нехай виконуються умови 1 та 2. Тодi можна вказати

таке ε0 > 0 що при 0 < ε < ε0 iснує iнтегральний многовид системи

(4.36), який можна зобразити у виглядi yt = P (t, ε)x, де P (t, ε): Rm → C –

рiвномiрно обмежений при t ∈ R оператор.

Доведення. Розглянемо систему iнтегральних рiвнянь

x(t) = H(t, σ)−
σ∫
t

H(t, s)F (s, ys)ds,
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yt =
1

ε

t∫
−∞

T (t, s)X0B(s, ε)x(s)ds, (4.37)

де H(t, s) – фундаментальна матриця рiвняння dx/dt = A(t)x.

Iснування розв’язку системи (4.37) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

y
(0)
t = 0, xn(t) = H(t, σ)−

σ∫
t

H(t, σ)F (s, y(n)s )dx,

y
(n+1)
t =

1

ε

t∫
−∞

T (t, s)X0B(s, ε)xn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . . .

Правильна нерiвнiсть

|H(t, s)| ≤ exp[−M(t− s)], t ≤ s.

Доведемо, що справджується оцiнка

|y(q)t − y
(q−1)
t | ≤ N

2q
exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
, (4.38)

де

q = 1, 2, . . . , N =
4KM

α
, ε < min

(
α

2M
,

α2

32KM 2

)
, t ≤ σ.

При q = 1 нерiвнiсть (4.38) виконується. Нехай нерiвнiсть (4.38) виконує-

ться при q = n. Тодi одержимо

|xn(t)− xn−1(t)| ≤
2MNε

2n(α− εM)
exp

[
α + εM

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|y(n+1)
t − y

(n)
t | ≤

t∫
−∞

exp
[α
ε
(s− t)

] 2KM 2N

(α− εM)2n
exp

[
α+ εM

2ε
(σ − s)

]
ds =

=
4εKM 2N

(α− εM)22n
exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
≤ 32KM 2εN

α22n+1
exp

[
α + εM

2ε
(σ − t)

]
.



117

Iз правильностi нерiвностi (4.38) при q = n випливає її вiрнiсть при q = n+1.

Отже, нерiвнiсть правильна при всiх натуральних q. Iз (4.38) випливає, що

послiдовнiсть (xn(t), y
(n)
t ) збiгається до деякої функцiї (x(t), yt), яка є розв’яз-

ком системи (4.37).

Пiдставляючи в (4.37) t = σ, одержимо зображення iнтегрального много-

виду

P (σ, ε) = yσ =
1

ε

σ∫
−∞

T (σ, s)X0B(s, ε)x(s)ds.

Якщо просумувати нерiвностi (4.38) вiдносно q i пiдставити t = σ, то одер-

жимо рiвномiрну оцiнку |P (σ, ε)| ≤ N .

Теорема 4.6 доведена.

Зауваження 1. Аналогiчно статтi [39] можна показати, що

lim
ε→0

P (t, ε) = G(t, E, 0)−1B(t, 0).

Теорема 4.7. Нехай виконуються умови 1 та 2. Тодi можна вказати

таке ε1 > 0, що при 0 < ε < ε1 iснує iнтегральний многовид системи (4.36),

який можна зобразити у виглядi x = Q(t, yt, ε), де Q(t, φ, ε) – лiнiйний

вiдносно φ оператор. Виконується нерiвнiсть

|Q(t, φ, ε)| ≤ εN |φ|,

де N > 0.

Доведення. Розглянемо систему iнтегральних рiвнянь

x(t) = −
∞∫
t

H(t, s)F (s, ys)ds,

yt = T (t, σ)φ+
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0B(s, ε)x(s)ds. (4.39)



118

Iснування розв’язку системи (4.39) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

x0(t) = 0, xn+1(t) = −
∞∫
t

H(t, s)F (s, y(n)s )ds,

y
(n)
t = T (t, σ)φ+

1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0B(s, ε)xn(s)ds.

Доведемо, що справджується оцiнка

|xq(t)− xq−1(t)| ≤
εN |φ|
2q

exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
, (4.40)

де

q = 1, 2, . . . , N =
4KM

α
, ε < min

(
α

2M
,

α2

32KM 2

)
, t ≥ σ.

При q = 1 нерiвнiсть (4.40) виконується.

Нехай нерiвнiсть (4.40) виконується при q = n. Тодi одержимо

|y(q)t − y
(q−1)
t | ≤ 2εKMN |φ|

(α− εM)2n
exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|xn+1(t)− xn(t)| ≤
∞∫
t

exp[M(s− t)]
2εKM 2N |φ|
(α− εM)2n

exp

[
α + εM

2ε
(σ − s)

]
ds =

=
4ε2KM 2N |φ|
(α− εM)22n

exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
≤ 32KM 2ε2N

α22n+1
exp

[
α+ εM

2ε
(σ − t)

]
.

Нерiвнiсть (4.40) правильна при q = n + 1, отже, вона вiрна при всiх

натуральних q. Iз (4.40) випливає, що послiдовнiсть (xn(t), y
(n)
t ) рiвномiрно

збiгається до функцiї (x(t), yt), яка є розв’язком системи (4.39).

Пiдставляючи в (4.39) t = σ, одержимо зображення iнтегрального много-

виду

Q(σ, φ, ε) = x(σ) = −
∞∫
σ

H(σ, s)F (s, ys)ds.
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Додаючи нерiвностi (4.40) i пiдставляючи t = σ, знаходимо |Q(σ, φ, ε)| ≤

εN |φ|.

Теорема 4.7 доведена.

Розглянемо систему

dv

dt
= A(t)v + F (t, P (t, ε)v),

wt = T (t, σ)wσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0B(s, ε)Q(s, ws, ε)ds. (4.41)

Функцiї Q(t, wt, ε), P (t, ε)v задовольняють рiвняння

dQ(t, wt, ε)

dt
= A(t)Q(t, wt, ε) + F (t, wt),

P (t, ε)v(t) = T (t, σ)P (σ, ε)v(σ) +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0B(s, ε)v(s)ds. (4.42)

В результатi замiни

x = v +Q(t, wt, ε), yt = wt + P (t, ε)v (4.43)

i додавання рiвностей (4.41), (4.42) одержимо систему (4.36).

Отже, правильне наступне твердження.

Теорема 4.8. За допомогою замiни (4.43) система (4.41) зводиться до

вигляду (4.36).

Для досить малого ε систему (4.43) можна розв’язати вiдносно v та wt i тим

самим визначити замiну, яка розщеплює систему (4.36) на два незалежних

рiвняння (4.41).

Iз другого рiвняння системи (4.41) знаходимо

|wt| ≤ K exp
[α
ε
(σ − t)

]
|wσ|+

t∫
σ

K exp
[α
ε
(s− t)

]
MN |ws|ds.
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Звiдси, згiдно з лемою Гронуолла-Беллмана, одержимо

|wt| ≤ K|wσ| exp
[(α
ε
−KMN

)
(σ − t)

]
, t ≥ σ

Тому стiйкiсть нульового розв’язку системи (4.34) рiвносильна стiйкостi ну-

льового розв’язку першого рiвняння системи (4.41).

4.4. Розщеплення лiнiйних iмпульсних сингулярно збу-

рених систем iз запiзненням

Розглянемо систему

dx

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt), ε

dy

dt
= D(t)x(t) +G(t, yt), t ̸= ti,

∆x|t=ti = Bix+ εHi(yti), ∆y|t=ti = Cix+Ni(yti), (4.44)

де ε – малий додатний параметр; x – m-вимiрний вектор, yt – елемент про-

стору PC = PC[−ετ, 0], заданий функцiєю yt(θ) = y(t + θ), −ετ ≤ θ ≤ 0 ;

PC[−ετ, 0] – простiр функцiй φ(t), неперервних на вiдрiзку [−ετ, 0] за виня-

тком скiнченного числа точок розриву першого роду, в яких φ(t) неперервна

злiва; F (t, φ), G(t, φ), Hi(φ), Ni(φ) – лiнiйнi вiдносно φ функцiонали; матри-

цi A(t), D(t) i функцiонали F (t, φ), G(t, φ) неперервнi вiдносно t; матрицi

E +Bi невиродженi; через ti , i ∈ Z, позначено моменти iмпульсної дiї.

Припустимо, що виконуються умови:

1) iснує додатне число δ, при якому 0 < δ < ti+1 − ti, i ∈ Z;

2) норми матрицьA(t),B(t), Ci, (E+Bi)
−1 та функцiоналiв F (t, φ),G(t, φ),

Hi(φ), Ni(φ) рiвномiрно обмеженi при t ∈ R, i ∈ Z деякою додатною сталою

M > 1;

3) для оператора T (t, s) зсуву за розв’язками системи

ε
dy

dt
= G(t, yt), t ̸= ti, ∆y|t=ti = Ni(yti)
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виконуються нерiвностi

|T (t, s)φ| ≤ K|φ| exp
[
−α
ε
(t− s)

]
, |T (t, s)X0| ≤ K exp

[
−α
ε
(t− s)

]
,

де K > 0, t ≥ s, α > 0, φ ∈ PC.

Система (4.44) еквiвалентна системi

dx

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt), t ̸= ti, ∆x|t=ti = Bix+ εHi(yti),

yt = T (t, σ)yσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)x(s)dx+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti), (4.45)

де X0(θ) = 0, −ετ ≤ θ < 0, X0(0) = E.

Теорема 4.9. Нехай вiдносно системи (4.44) виконуються умови 1 – 3.

Тодi можна вказати таке ε > 0, що при 0 < ε < ε0 iснує iнтегральний

многовид системи (4.45), який можна зобразити у виглядi yt = P (t, ε)x, де

P (t, ε): Rm → PC – рiвномiрно обмежений при t ∈ R оператор.

Доведення.

Розглянемо систему рiвнянь

x(t) = L(t, σ)−
σ∫
t

L(t, s)F (s, y − s)ds− ε
∑
t<ti<σ

L(t, ti)Hi(yti),

yt =
1

ε

t∫
−∞

T (t, s)X0D(s)x(s)ds+
∑

−∞<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti), (4.46)

де L(t, s) – фундаментальна матриця системи

dx

dt
= A(t)x, t ̸= ti, ∆x|t=ti = Bix.

Iснування розв’язку системи (4.46) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

y
(0)
t = 0, xn(t) = L(t, σ)−

σ∫
t

L(t, s)F (s, y(n)s )ds− ε
∑
t<ti<σ

L(t, ti)Hi(y
(n)
ti ),
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y
(n+1)
t =

1

ε

t∫
−∞

T (t, s)X0D(s)xn(s)ds+
∑

−∞<ti<t

T (t, ti)X0Cixn(ti), n = 0, 1, . . . .

Справджується нерiвнiсть

|L(t, s)| ≤ exp[γ(s− t)], γ =M +
lnM

δ
, t ≤ s.

Доведемо, що правильна оцiнка

|y(q)t − y
(q−1)
t | ≤ K1

2q
exp

[
α+ εγ

2ε
(σ − t)

]
, (4.47)

де

q = 1, 2, . . . , K1 =
4KM

α
+

2KM

1− exp(−γδ)
,

ε < min

(
α

2γ
,

1

2KM 2( 4α + 1
1−exp(−γδ/2))

)
.

При q = 1 нерiвнiсть (4.47) правильна.

Нехай нерiвнiсть (4.47) правильна при q = n. Тодi одержимо

|xn(t)− xn−1(t)| ≤
(
4εMK1

α2n
+

εMK1

2n(1− exp(−γδ2))

)
exp

[
α + εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|y(n+1)
t − y

(n)
t | ≤ 1

ε

t∫
−∞

K exp
[α
ε
(s− t)

]
M |xn(s)− xn−1(s)|ds+

+
∑

−∞<ti<t

L exp
[α
ε
(ti − t)

]
M |xn(ti)− xn−1(ti)| ≤

εKK1M
2

2n
(
4

α
+

+
1

1− exp(−γδ2)
)
2
exp

[
α + εγ

2ε
(σ − t)

]
≤ K1

2n+1
exp

[
α+ εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Iз правильностi нерiвностi (4.47) при q = n випливає її виконання при

q = n+ 1. Отже, нерiвнiсть справджується при всiх натуральних q. Iз (4.47)

випливає, що послiдовнiсть (xn(t), y
(n)
t ) збiгається до деякої функцiї (x(t), yt),

яка є розв’язком системи (4.46).
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Вважаючи в (4.46) t = σ, одержуємо зображення iнтегрального многовиду

P (σ, ε) = yσ =
1

ε

σ∫
−∞

T (σ, s)X0D(s)x(s)ds+
∑

−∞<ti<σ

T (σ, ti)X0Cix(ti).

Якщо просумувати нерiвностi (4.47) по всiх q i вважати t = σ, то одержимо

рiвномiрно оцiнку |P (σ, ε)| ≤ K1. Теорема 4.9 доведена.

Теорема 4.10. Нехай вiдносно системи (4.44) виконуються умови 1 – 3.

Тодi можна вказати таке ε1 > 0, що при 0 < ε < ε1 iснує iнтегральний

многовид системи (4.45), який можна зобразити у виглядi x = Q(t, yt, ε),

де Q(t, φ, ε) – лiнiйний вiдносно φ функцiонал. Справджується оцiнка

|Q(t, φ, ε)| ≤ εK1|φ|, K1 > 0.

Доведення. Розглянемо систему рiвнянь

x(t) = −
∞∫
t

L(t, s)F (s, ys)ds− ε
∑

t<ti<∞
L(t, ti)Hi(yti),

yt = T (t, σ)φ+
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)x(s)ds+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti). (4.48)

Iснування розв’язку системи (4.48) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

x0(t) = 0, xn+1(t) = −
∞∫
t

L(t, s)F (s, y(n)s )ds− ε
∑

t<ti<∞
L(t, ti)Hi(y

(n)
ti ),

y
(n)
t = T (t, σ)φ+

1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)xn(s)ds+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Cixn(ti).

Доведемо, що справджується оцiнка

|xq(t)− xq−1(t)| ≤
εK1|φ|

2q
exp

[
α+ εγ

2ε
(σ − t)

]
, (4.49)
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де

q = 1, 2, . . . , K1 =
4KM

α
+

2KM

1− exp(−γδ)
,

ε < min

(
α

2γ
,

1

2KM 2( 4α + 1
1−exp(−γδ2))

)
.

При q = 1 нерiвнiсть (4.49) правильна.

Нехай нерiвнiсть (4.49) правильна при q = n. Тодi одержимо

|y(n)t − y
(n−1)
t | ≤

(
4εKMK1|φ|

α2n
+

εKMK1|φ|
2n(1− exp(−γδ2))

)
exp

[
α+ εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|xn+1(t)− xn(t)| ≤
∞∫
t

exp[γ(s− t)]M |y(n)s − y(n−1)
s |ds+

+ε
∑

t<ti<∞
exp[γ(ti − t)]M |y(n)ti − y

(n−1)
ti | ≤ ε2KM 2K1|φ|

2n
×

×
(
4

ε
+

1

1− exp(−γδ2)

)2

exp

[
α + εγ

2ε
(σ − t)

]
≤

≤ εK1|φ|
2n+1

exp

[
α+ εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Нерiвнiсть (4.49) правильна при q = n+ 1, отже, вона правильна при всiх

натуральних q. Iз (4.49) випливає, що послiдовнiсть (xn(t), y
(n)
t ) рiвномiрно

збiгається до функцiї (x(t), yt), яка є розв’язком системи (4.48).

Вважаючи в (4.48) t = σ, одержуємо зображення iнтегрального многовиду

Q(σ, φ, ε) = x(σ) = −
∞∫
σ

L(σ, s)F (s, ys)ds− ε
∑

σ<ti<∞
L(σ, ti)Hi(yti).

Додаючи нерiвностi (4.49) i вважаючи t = σ, знаходимо |Q(σ, φ, ε)| ≤ εK1|φ|.

Теорема 4.10 доведена.

Розглянемо систему

dv

dt
= A(t)v + F (t, P (t, ε)v), t ̸= ti,
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∆v|t=ti = Biv + εHi(P (ti, ε)v),

wi = T (t, σ)wσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)Q(s, ws, ε)ds+ (4.50)

+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0CiQ(ti, wti, ε).

Функцiї Q(t, wt, ε), P (t, ε)v задовольняють рiвняння

dQ(t, wt, ε)v

dt
= A(t)Q(t, wt, ε)v + F (t, wt), t ̸= ti,

∆Q(t, wt, ε)|t=ti = BiQ(ti, wti, ε) + εHi(wti),

P (t, ε)v(t) = T (t, σ)P (σ, ε)v(σ)+

+
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)v(s)ds+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0Civ(ti). (4.51)

В результатi замiни

x = v +Q(t, wt, ε), yt = wt + P (t, ε)v (4.52)

i додавання рiвностей (4.50), (4.51) одержимо систему (4.45).

Отже, правильне таке твердження.

Теорема 4.11. За допомогою замiни (4.52) система (4.50) зводиться до

вигляду (4.45).

При досить малому ε систему (4.52) можна розв’язати вiдносно v та wt i

визначити замiну, яка розщеплює систему (4.45) на двi незалежнi пiдсистеми

(4.50).

Оцiнимо розв’язок останнього рiвняння системи (4.50), використовуючи

метод послiдовних наближень

w
(0)
t = 0, w

(n+1)
t = T (t, σ)φ+

1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)Q(s, w(n)
s , ε)ds+
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+
∑
σ<ti<t

T (t, ti)X0CiQ(ti, wti
(n), ε),

де φ = wσ, n = 0, 1, 2, . . .. Iндукцiєю можна довести, що правильна нерiвнiсть

|w(n+1)
t − w

(n)
t | ≤ K|φ|

2n
exp

[
(
α

ε
− χ)(σ − t)

]
, (4.53)

де

t ≥ σ, χ = 2MKK1, ε < min

(
ε0, ε1,

1− exp(−χδ)
4MKK1

)
.

Якщо просумувати нерiвностi (4.53) за n, то одержимо оцiнку

|w(t)| ≤ 2K|φ| exp
[
(
α

ε
− χ)(σ − t)

]
.

Тому стiйкiсть нульового розв’язку системи (4.44) при ε < α/χ рiвносиль-

на стiйкостi нульового розв’язку iмпульсної системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь
dv

dt
= A(t)v + F (t, P (t, ε)v), t ̸= ti,

∆v|t=ti = Biv + εHi(P (ti, ε)v).

Зауваження 1. Умова 3 накладає обмеження на коренi характеристично-

го рiвняння, що вiдповiдає системi ε
dy

dt
= G(t, yt).

Зауваження 2. У цьому пiдроздiлi розглядається узагальнення результа-

тiв статтi [127] та монографiї [106] на випадок лiнiйних iмпульсних сингулярно

збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь.

4.5. Квазiоптимальна стабiлiзацiя лiнiйних керованих

сингулярно збурених систем iз запiзненням

Розглянемо систему

dx

dt
= Lx(t) +My(t) +Ny(t− ε∆) + Au(t),
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ε
dy

dt
= By(t) + Cy(t− ε∆) +Dx(t), (4.54)

де ε — малий додатний параметр, ∆ > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rr, всi коренi

характеристичного рiвняння det(B+C exp(−λ∆)−λE) = 0 лежать в пiвпло-

щинi Reλ < 0. Керування u(t) повинно бути вибране так, щоб забезпечити

асимптотичну стiйкiсть розв’язкiв системи (4.54) i мiнiмiзувати функцiонал

J(u) =

∞∫
0

(x′(t)Qx(t) + u′(t)Fu(t))dt, (4.55)

де Q та F – додатно визначенi симетричнi матрицi, x(t) – розв’язок системи

(4.54) на многовидi yt = p(ε)x(t). Тут yt – елемент простору C = C[−ε∆, 0],

заданий функцiєю yt(θ) = y(t+ θ), −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Стабiлiзацiя керованих систем iз запiзненням розглядалася в [93, 94] та iн.

При цьому задача зводилася до стабiлiзацiї системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь. При квазiоптимальнiй стабiлiзацiї [5, c. 226] розв’язок шукається

у виглядi асимптотичного розкладу за степенями малого параметра. У цьому

пiдроздiлi використовується метод iнтегральних многовидiв для сингулярно

збурених систем iз запiзненням [43, 51, 85, 97, 127]. Знайдено зображення iн-

тегральних многовидiв i наближений розв’язок задачi квазiоптимальної ста-

бiлiзацiї.

Поряд iз системою (4.54) розглянемо систему

dx

dt
= Lx(t) +My(t) +Ny(t− ε∆) + Agx(t),

ε
dy

dt
= By(t) + Cy(t− ε∆) +Dx(t), (4.56)

де матрицю g розмiрностi r × n будемо вважати параметром. Система (4.56)

еквiвалентна такiй системi рiвнянь

dx

dt
= Lx(t) +My(t) +Ny(t− ε∆) + Agx(t),
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yt = T (t)y0 +

t∫
0

T (t− s)X0Dx(s)ds,

де X0(θ) = 0, −ε∆ ≤ θ < 0, X0(0) = E, E – одинична матриця; T (t) –

оператор зсуву за розв’язками рiвняння

ε
dy

dt
= By(t) + Cy(t− ε∆).

Для оператора T справджується оцiнка

|T (t)φ| ≤ K1|φ| exp
[
−αt
ε

]
,

де t ≥ 0, α > 0, K1 > 0, φ ∈ C, | · | – норма в просторi C.

Теорема 4.12. Нехай вiдносно системи (4.54) виконуються вищевказанi

умови. Тодi можна вказати таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 iснує iнте-

гральний многовид системи (4.56), що може бути зображений у виглядi

yt = p(ε, g)x, де p(ε, g): Rn → C – лiнiйний обмежений оператор.

Доведення. Розглянемо систему iнтегральних рiвнянь

x(t) = H(t)−
0∫
t

H(t− s)[My(s) +Ny(s− ε∆)]ds,

yt =
1

ε

t∫
−∞

T (t− s)X0Dx(s)ds, (4.57)

де H(t) – фундаментальна матриця рiвняння

dx

dt
= Lx+ Agx, H(t) = exp[(L+ Ag)t].

Iснування розв’язкiв системи (4.57) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

y
(0)
t = 0, xn(t) = H(t)−

0∫
t

H(t− s)[My(n)(s) +Ny(n)(s− ε∆)]ds,
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y
(n+1)
t =

1

ε

t∫
−∞

T (t− s)X0Dxn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . .

Виконується нерiвнiсть |H(t)| ≤ exp[−M1t], t ≤ 0, M1 > 0.

Доведемо, що справджується оцiнка

|y(q)t − y
(q−1)
t | ≤ N1

2q
exp

[
α + εM1

2ε
(−t)

]
, (4.58)

де

q = 1, 2, . . . , N1 =
4K1M1

α
, ε < min

( α

2M1
,

α2

32K1M 2
1

)
, t ≤ 0.

При q = 1 нерiвнiсть (4.58) справджується.

Нехай нерiвнiсть (4.58) справджується при q = n. Тодi одержимо

|xn(t)− xn−1(t)| ≤
2M1N1ε

2n(α− εM1)
exp

[
α+ εM1

2ε
(−t)

]
.

Звiдси знаходимо

|y(n+1)
t − y

(n)
t | ≤

t∫
−∞

exp
[α
ε
(s− t)

] 2K1M
2
1N1

(α− εM1)2n
exp

[
α+ εM1

2ε
(−s)

]
ds =

=
4εK1M

2
1N1

(α− εM1)22n
exp

[
α+ εM1

2ε
(−t)

]
≤ 32K1M

2
1 εN1

α2 · 2n+1
exp

[
α+ εM1

2ε
(−t)

]
.

Iз виконання нерiвностi (4.58) при q = n випливає виконання при q = n + 1.

Отже, нерiвнiсть справджується при всiх натуральних q. Iз (4.58) випли-

ває, що послiдовнiсть (xn(t), y
(n)
t ) збiгається до деякої функцiї (x(t), yt), яка

є розв’язком системи (4.57).

Пiдставляючи в (4.58) t = 0, одержимо зображення iнтегрального много-

виду

p(ε, g) = y0 =
1

ε

0∫
−∞

T (−s)X0Dx(s)ds.

Якщо просумувати нерiвностi (4.58) по q i пiдставити t = 0, то одержимо

оцiнку |p(ε, g)| ≤ N1.
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Теорема доведена.

Зауваження 1. Оператор p(ε, g) є неперервно диференцiйовним вiдносно

ε, g.

Диференцiйовнiсть вiдносно g випливає iз диференцiйовностi послiдовно-

стi (xn(t), y
(n)
t ).

Аналогiчно [51, 97] знайдемо наближене зображення оператора p(ε, g),

звiдки буде випливати диференцiйовнiсть вiдносно ε при ε = 0. Iнтеграль-

ний многовид системи (4.56) будемо шукати у виглядi

y(t) = (P0 + εQ)x(t) +O(ε2),

де P0 = −(B + C)−1D, а матрицю Q визначимо пiзнiше. Тодi

y(t+ θ) = P0x(t+ θ) + εQx(t) +O(ε2) = P0x(t) + θP0
dx

dt
+ εQx(t) +O(ε2) =

= P0x(t) + θΨx(t) + εQx(t) +O(ε2),

де Ψ = P0[L+ Ag + (M +N)P0]. Звiдси

y(t− ε∆) = (P0 − ε∆Ψ+ εQ)x(t) +O(ε2).

Тому

By(t) + Cy(t− ε∆) +Dx(t) = ε(BQ+ CQ−∆CΨ)x(t) +O(ε2).

Крiм того,
dy

dt
= P0

dx

dt
+O(ε) = Ψx(t) +O(ε).

Пiдставляючи знайденi вирази в систему (4.56) i зберiгаючи тiльки члени

порядку ε, одержимо

εΨx(t) = ε(BQ+ CQ−∆CΨ)x(t),

звiдки знаходимо

Q = (B + C)−1(E +∆C)Ψ.
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Отже, iнтегральний многовид системи (4.56) можна зобразити у виглядi

yt = p(ε, g)x, де

p(ε, g) = P0 + εQ+ θΨ+O(ε2), −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Аналогiчно [43, 127] можна вказати таке ε1 > 0, що при 0 < ε < ε1 iснує

iнтегральний многовид системи (4.56), що може бути зображений у виглядi

x = h(ε, g)yt, де h(ε, g): C → Rn – лiнiйний обмежений оператор.

Для оператора h(ε, g) справджується оцiнка |h(ε, g)| ≤ εγ, γ > 0, i можна

одержати зображення

h(ε, g)yt = ε(M +N)(B + C)−1y(t) + [M(B + C)−1C −N(B + C)−1B]×

×
0∫

−ε∆

y(t+ θ)dθ +O(ε2).

Для перевiрки досить продиференцiювати лiву i праву частину системи

(4.56) i вiдкинути доданки порядку O(ε). В результатi одержимо рiвнiсть

My(t) +Ny(t− ε∆) = (M +N)(B + C)−1(By(t) + Cy(t− ε∆))+

+[M(B + C)−1C −N(B + C)−1B](y(t)− y(t− ε∆)).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при y(t) та y(t − ε∆), переконуємося, що ми

одержали тотожнiсть.

Розглянемо задачу квазiоптимальної стабiлiзацiї системи (4.54). Пiдста-

вивши ε = 0, одержимо вироджену систему, iз якої знайдемо y(t) = −(B +

C)−1Dx(t). Тодi перше рiвняння системи (4.54) набуде вигляду

dx

dt
= [L+ (M +N)P0]x(t) + Au(t), (4.59)

де P0 = −(B + C)−1D. Нехай система (4.59) цiлком керована. Тодi iснує

розв’язок задачi (4.59), (4.55), причому u(t) = g0x(t), де g0 = −F−1A′K0,
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симетрична додатно визначена матриця K0 є розв’язком матричного алге-

браїчного рiвняння Рiккатi

KL0 + L′
0K −KRK +Q = 0, R = AF−1A′, L0 = L+ (M +N)P0.

Щоб одержати наступне наближення, побудуємо iнтегральний многовид

yt = p(ε, g0)x системи (4.56), в якiй g = g0. Пiдставивши в перше рiвняння

системи (4.54), одержимо

dx

dt
= L1(ε)x(t) + Au(t), (4.60)

де

L1(ε) = L0 + εG1, G1 =MQ+NQ−∆NΨ.

Розв’язуючи задачу (4.60), (4.55), одержимо

u(t) = g(ε)x(t), g(ε) = −F−1A′K(ε),

де симетрична додатно визначена матриця K(ε) є розв’язком матричного

алгебраїчного рiвняння Рiккатi

KL1(ε) + L′
1(ε)K −KRK +Q = 0. (4.61)

Розв’язок рiвняння (4.61) має вигляд K(ε) = K0+ εH+O(ε2), де матриця

H задовольняє рiвняння Ляпунова

H(L0 −RK0) + (L0 −RK0)
′H = −K0G1 −G′

1K0. (4.62)

Оскiльки матриця L0−RK0 стiйка, то iснує єдиний розв’язок рiвняння (4.62),

що має вигляд

H =

∞∫
0

exp[(L0 −RK0)
′t](K0G1 +G′

1K0) exp[(L0 −RK0)t]dt.

Аналогiчно можна знаходити вищi наближення. Нехай вiдоме наближення

матрицi g(ε) вигляду

g(ε) = g0 + εg1 + . . .+ εk−1gk−1 +O(εk), k = 2, 3, . . . .
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Тодi iнтегральний многовид системи (4.56), де g = g(ε), будемо шукати у

виглядi

y(t) = (P0 + εP1 + . . .+ εkPk)x(t) +O(εk+1).

Знаходження матрицi Pk зводиться до розв’язування рiвняння вигляду (B +

C)Pk = Ψk. Це дозволить знайти наступне наближення

K(ε) = K0 + εK1 + . . .+ εkKk +O(εk+1)

розв’язку матричного рiвняння Рiккатi. ЗнаходженняKk зводиться до розв’я-

зування рiвняння Ляпунова вигляду

Kk(L0 −RK0) + (L0 −RK0)
′Kk = Gk.

Звiдси знайдемо наступне наближення матрицi g(ε) = −F−1A′K(ε). Таким

методом можна шукати асимптотичнi наближення розв’язку.

Iснування розв’язку задачi квазiоптимальної стабiлiзацiї випливає iз тео-

реми про неявну функцiю [67, c. 492]. У нас p(ε, g(ε)) та K(ε) знаходяться як

неявнi функцiї вiд ε.

Позначимо ξ(ε) = p(ε)|θ=0, η(ε) = p(ε)|θ=−ε∆ i розглянемо систему

dv

dt
= (L+Mξ(ε) +Nη(ε) + Ag(ε))v,

ε
dw

dt
= Bw(t) + Cw(t− ε∆) +Dh(ε)wt. (4.63)

Аналогiчно [43, 127] можна показати, що система (4.63) за допомогою замiни

x = v + h(ε)wt, yt = wt + p(ε)v зводиться до вигляду (4.56), де g = g(ε).

Iз асимптотичної стiйкостi розв’язкiв системи (4.63) випливає асимптотична

стiйкiсть розв’язкiв системи (4.56), де g = g(ε).

Зауваження 2. У випадку N = C = 0 система (4.54) буде системою зви-

чайних диференцiальних рiвнянь. Тодi задача квазiоптимальної стабiлiзацiї

зводиться до розв’язування вiдносно матриць p, K системи рiвнянь

KL1 + L′
1K −KAF−1A′K +Q = 0, εp(L1 + Ag) = Bp+D,
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де L1 = L+Mp, g = −F−1A′K.

Зауваження 3. Для розв’язування матричних алгебраїчних рiвнянь Рiк-

катi та Ляпунова можна застосовувати метод Ньютона-Рафсона, метод ма-

тричної сигнум-функцiї або QR-алгоритм [5].

4.6. Висновки

У роздiлi 4 дослiджено динамiчну еквiвалентнiсть диференцiально-

функцiональних рiвнянь i побудовано замiну, яка зводить систему до про-

стiшого вигляду.

1. У пiдроздiлi 4.1 доведено iснування iнтегральних многовидiв, якщо пра-

ва частина системи диференцiально-функцiональних рiвнянь задовольняє iн-

тегральну умову Лiпшиця. Показано, що вихiдну систему за допомогою го-

меоморфної замiни можна звести до простiшого вигляду.

2. У пiдроздiлi 4.2 побудовано iнтегральнi многовиди i здiйснено розщепле-

ння регулярно збуреної системи лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь нейтрального типу.

3. У пiдроздiлi 4.3 доведено iснування iнтегральних многовидiв i здiйснено

розщеплення лiнiйних сингулярно збурених систем нейтрального типу.

4. У пiдроздiлi 4.4 доведено iснування iнтегральних многовидiв i показано,

що систему iмпульсних сингулярно збурених рiвнянь можна розщепити на двi

незалежнi пiдсистеми.

5. В останньому пiдроздiлi четвертого роздiлу одержано зображення iн-

тегральних многовидiв системи лiнiйних керованих сингулярно збурених рiв-

нянь iз запiзненням. Розв’язок задачi квазiоптимальної стабiлiзацiї шукається

у виглядi асимптотичного розкладу за степенями малого параметра.



Роздiл 5

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ IНТЕГРАЛЬНИХ

МНОГОВИДIВ У ТЕОРIЇ БIФУРКАЦIЙ

НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

У цьому роздiлi одеpжано зображення iнтегрального многовиду сингулярно

збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь, дослiджена бiфуркацiя

iнварiантного тора iз стану рiвноваги та субфуркацiя перiодичних розв’язкiв.

Показано, що пpи вiдповiдних умовах на пpаву частину вiдображення Пуан-

каре для збуреної системи має тpансвеpсальну гомоклiнiчну точку. Метод

усереднення застосовано до дослiдження перiодичних розв’язкiв консерва-

тивної системи з малим запiзненням. Дослiджено полiномiальнi i рацiональнi

одновимiрнi вiдображення, еквiвалентнi кусково-лiнiйним i такi, що мають iн-

варiантну мiру. Дослiджено iнварiантнi множини одновимiрних вiдображень.

5.1. Бiфуркацiя стану рiвноваги сингулярно збуреної

системи iз запiзненням

5.1.1. Перетворення вихiдної задачi

Нехай задана система сингулярно збурених диференцiально-рiзницевих

рiвнянь
dx

dt
= L(t)x(t) +M(t)y(t) +N(t)y(t− ε∆) + F (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

135
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ε
dy

dt
= B(t)y(t) + C(t)y(t− ε∆) +D(t)x(t) +G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (5.1)

де ε – малий додатний параметр; x ∈ Rm, y ∈ Rn; L(t), M(t), N(t), B(t),

C(t) i D(t) – двiчi неперервно диференцiйовнi перiодичнi матрицi перiоду

2π, а функцiї F i G мають перiод 2π вiдносно t i чотири рази неперервно

диференцiйовнi за всiма аргументами. Крiм того, в деякому околi початку

координат вiрна нерiвнiсть

|F (t, x, y, z)|+ |G(t, x, y, z)| ≤ K(|x|2 + |y|2 + |z|2), K > 0.

Припустимо, що виконується умова

1) всi коренi характеристичного рiвняння

det(B(t) + C(t) exp(−λ∆)− λE) = 0

лежать в пiвплощинi Reλ ≤ −2λ0 < 0.

Розглянемо рiвняння

(B(t) + C(t))y +D(t)x+G(t, x, y, y) = 0. (5.2)

За теоремою про неявну функцiю в деякому околi початку координат iснує

розв’язок y = ψ(t, x) рiвняння (5.2); функцiя ψ(t, x) двiчi неперервно дифе-

ренцiйовна вiдносно t i чотири рази неперервно диференцiйовна вiдносно x,

причому ψ(t, 0) = 0.

Згiдно з [85] при деякому ε0 > 0, 0 < ε < ε0, iснує iнтегральний многовид

системи (5.1), що може бути поданий у виглядi yt = ψ(t, x) + ξ(t, x, ε), де

ξ(t, x, 0) = ξ(t, 0, ε) = 0. Тут yt – елемент простору C = C[−ε∆, 0], заданий

функцiєю yt(θ) = y(t + θ), −ε∆ ≤ θ ≤ 0, функцiя ξ(t, x, ε) ∈ C неявно

залежить вiд аргументу θ. Позначимо

η(t, x, ε) = ψ(t, x) + ξ(t, x, ε)
∣∣∣
θ=0
, ζ(t, x, ε) = ψ(t, x) + ξ(t, x, ε)

∣∣∣
θ=−ε∆

.
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Тодi рiвняння на многовидi для системи (5.1) набуде вигляду

dχ

dt
= L(t)χ+M(t)η(t, χ, ε)+N(t)ζ(t, χ, ε)+F (t, χ, η(t, χ, ε), ζ(t, χ, ε)). (5.3)

При ε = 0 рiвняння (5.3) спiвпадає з рiвнянням

dx

dt
= L(t)x+ (M(t) +N(t))ψ(t, x) + F (t, x, ψ(t, x), ψ(t, x)). (5.4)

Для кожного розв’язку (x(t), y(t)) системи (5.1) iснує розв’язок χ(t) рiв-

няння (5.3) такий, що справедлива оцiнка

|x(t)− χ(t)|+ |yt − ψ(t, χ(t))− ξ(t, χ(t), ε)| ≤ K1 exp(−λ0t/(2ε)),

де t ≥ σ, K1 > 0.

В роботi [85] дослiджено бiфуркацiю стану рiвноваги автономної сингу-

лярно збуреної системи з малим сталим загаюванням. У даному пiдроздiлi

розглянуто сингулярно збурену систему типу (21) iз [85] у бiльш загально-

му випадку, коли права частина є 2π-перiодичною вiдносно t. Дослiджено

бiфуркацiю стану рiвноваги системи (5.1).

5.1.2. Побудова iнтегрального многовиду лiнiйної системи

З метою лiнеаризацiї рiвняння (5.3) побудуємо iнтегральний многовид лiнiй-

ної системи
dx

dt
= L(t)x(t) +M(t)y(t) +N(t)y(t− ε∆),

ε
dy

dt
= B(t)y(t) + C(t)y(t− ε∆) +D(t)x(t).

Ця система рiвносильна системi

dx

dt
= L(t)x(t) +M(t)y(t) +N(t)y(t− ε∆),

yt = T (t, σ)yσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)x(s)ds, (5.5)
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де X0(θ) = 0, −ε∆ ≤ θ < 0, X0(0) = E, E – одинична матриця; T (t, s) –

оператор зсуву за розв’язками рiвняння

ε
dy

dt
= B(t)y(t) + C(t)y(t− ε∆).

Оператор T (t, s) залежить вiд ε, причому iз леми А. Халаная [130] випливає

оцiнка

|T (t, s)φ| ≤ k1|φ| exp(−λ0(t− s)/ε), (5.6)

де φ ∈ C, t ≥ s.

Лема 5.1. Нехай виконується умова 1, а матрицi L(t), M(t), N(t), B(t),

C(t), D(t), їх першi та другi похiднi рiвномiрно обмеженi на всiй осi. Тодi

iнтегральний многовид системи (5.5) можна зобразити у виглядi

yt = h(t)x+ f(t, θ, ε)x+O(ε2),

де

h(t) = −[B(t) + C(t)]−1D(t),

f(t, θ, ε) = ε[B(t) + C(t)]−1[E +∆C(t)]φ(t) + θφ(t), −ε∆ ≤ θ ≤ 0,

φ(t) = h′(t) + h(t)L(t) + h(t)[M(t) +N(t)]h(t).

Доведення. Враховуючи, що T (t, s) = T (t, s+τ)T (s+τ, s), τ > 0, t > s+τ ,

одержуємо

d

ds
T (t, s)E = lim

τ→0
{[T (t, s+ τ)E − T (t, s)E]/τ} =

= T (t, s) lim
τ→0

{[E − T (s+ τ, s)E]/τ} = −T (t, s)X0[B(s) + C(s)]/ε.

У другому рiвняннi системи (5.5) зробимо замiну yt = zt + h(t)x, де h(t) =

−[B(t) + C(t)]−1D(t). В результатi одержимо рiвняння

zt + h(t)x(t) = T (t, σ)zσ + T (t, σ)h(σ)x(σ) +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)x(s)ds.
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Справджується рiвнiсть

1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0D(s)x(s)ds = −
t∫

σ

d

ds
[T (t, s)][B(s) + C(s)]−1D(s)x(s)ds =

= h(t)x(t)− T (t, σ)h(σ)x(σ) +

t∫
σ

T (t, s)
d

ds
[h(s)x(s)]ds.

Звiдси знаходимо

zt = T (t, σ)zσ +

t∫
σ

T (t, s)[h′(s)x(s) + h(s)x′(s)]ds.

Тому система (5.5) набуде вигляду

dx

dt
= L(t)x(t) + [M(t) +N(t)]h(t)x(t) +M(t)z(t) +N(t)z(t− ε∆),

zt = T (t, σ)zσ +

t∫
σ

T (t, s)[φ(s)x(s) + h(s)M(s)z(s)+ (5.7)

+h(s)N(s)z(s− ε∆)]ds,

де

φ(s) = h′(s) + h(s)L(s) + h(s)[M(s) +N(s)]h(s).

Знайдемо зображення iнтегрального многовиду системи (5.7) з точнiстю

до членiв порядку ε:

zt = g(t, ε)x, g(t, ε) =

t∫
−∞

T (t, s)φ(s)K(s, t)ds,

де g: R× [0, ε0] → C, K(s, t) – фундаментальна матриця системи

dx

dt
= L(t)x+ [M(t) +N(t)]h(t)x.

Покладемо

f(t, θ, ε) = ε[B(t) + C(t)]−1[E +∆C(t)]φ(t) + θφ(t).
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Тодi

d

ds
[T (t, s)]f(s, θ, ε) = lim

τ→0
{[T (t, s+ τ)f(s, θ, ε)− T (t, s)f(s, θ, ε)]/τ} =

= T (t, s) lim
τ→0

{[f(s, θ, ε)− T (s+ τ, s)f(s, θ, ε)]/τ} = T (t, s)φ(s).

Звiдси одержимо

g(t, ε) =

t∫
−∞

d

ds
[T (t, s)]f(s, θ, ε)K(s, t)ds = f(t, θ, ε)−

−
t∫

−∞

T (t, s)
{∂f(s, θ, ε)

∂s
K(s, t) + f(s, θ, ε)[L(s)+

+(M(s) +N(s))h(s)]K(s, t)
}
ds.

Оскiльки матрицi L(t), M(t), N(t), B(t), C(t), D(t), їх першi та другi

похiднi рiвномiрно обмеженi на всiй осi, то iз нерiвностi (5.6) випливає оцiнка

|g(t, ε)− f(t, θ, ε)| ≤ νε2, t ∈ R, ν > 0.

Отже, iнтегральний многовид системи (5.7) можна наближено подати у ви-

глядi zt = f(t, θ, ε)x. Тому iнтегральний многовид системи (5.5) можна зо-

бразити у виглядi

yt = h(t)x+ f(t, θ, ε)x+O(ε2).

Лема доведена.

5.1.3. Дослiдження бiфуркацiї стану рiвноваги

Рiвняння на многовидi системи (5.5) з точнiстю до членiв порядку ε набуде

вигляду

dx

dt
= L(t)x+ [M(t) +N(t)]h(t)x+ εM(t)[B(t) + C(t)]−1(E+
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+∆C(t))φ(t)x+ εN(t)[B(t) + C(t)]−1(E −∆B(t))φ(t)x. (5.8)

Рiвняння (5.8) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням з перiодичними кое-

фiцiєнтами. Нехай виконується умова

2) оператор монодромiї для рiвняння (5.8) має пару коренiв

exp[α(ε)± iβ(ε)], α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0,

а решта його коренiв розмiщенi всерединi кола |λ| ≤ exp(−2λ1) < 1.

Тодi згiдно з теоремою Флоке-Ляпунова iснує невироджена матриця

H(t, ε), H(t+ 2π, ε) = H(t, ε), така, що замiна

x = H(t, ε)[u, u, v]T (5.9)

зводить рiвняння (5.8) до вигляду

du

dt
= (α(ε) + iβ(ε))u,

du

dt
= (α(ε)− iβ(ε))u,

dv

dt
= A(ε)v,

причому всi власнi значення матрицi A(ε) лежать у пiвплощинi Reλ ≤

−2λ1 < 0.

Виконавши замiну (5.9) у рiвняннi (5.3), одержимо систему

du

dt
= (α(ε) + iβ(ε))u+ F1(t, u, u, v, ε) +O(ε2),

du

dt
= (α(ε)− iβ(ε))u+ F 1(t, u, u, v, ε) +O(ε2), (5.10)

dv

dt
= A(ε)v + F2(t, u, u, v, ε) +O(ε2),

де

|F1(t, u, u, v, ε)|+ |F2(t, u, u, v, ε)| ≤ k(|u|2 + |v|2).

Тодi згiдно з [15, 80, 98] iснує iнтегральний многовид системи (5.10), що

може бути поданий у виглядi v = S(t, u, u, ε). Поведiнка розв’язкiв системи

(5.10) на многовидi описується системою

dw

dt
= (α(ε) + iβ(ε))w + F1(t, w, w, S(t, w, w, ε), ε) +O(ε2),
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dw

dt
= (α(ε)− iβ(ε))w + F 1(t, w, w, S(t, w, w, ε), ε) +O(ε2). (5.11)

Для кожного розв’язку (u(t), u(t), v(t)) системи (5.10) iснує розв’язок

(w(t), w(t)) системи (5.11) такий, що справджується оцiнка [98, с. 55]

|u(t)− w(t)|+ |v(t)− S(t, w(t), w(t), ε)| ≤M1 exp(−λ1t), t ≥ σ.

Нехай вiдсутнiй сильний резонанс, тобто для всiх цiлих m1, m2, 0 < m2 <

5, виконується нерiвнiсть m2β(0)+m1 ̸= 0. Зауважимо, що умова вiдсутностi

сильного резонансу накладає обмеження тiльки на пару коренiв оператора

монодромiї рiвняння

dx

dt
= L(t)x+ [M(t) +N(t)]h(t)x,

що розмiщенi на одиничному колi. Перше рiвняння системи (5.11) перетво-

римо за допомогою пiдстановки

w = p+W2(t, p, p, ε) +W3(t, p, p, ε), (5.12)

де W2 i W3 – форми вiдповiдно другого i третього порядку з перiодичними

коефiцiєнтами.

Перетворення (5.12) можна пiдiбрати так, що рiвняння для p набуде ви-

гляду [11, с. 1542]

dp

dt
= (α(ε) + iβ(ε))p+ (γ(ε) + iδ(ε))p2p+ P (t, p, p, ε) +O(ε2),

де

P (t+ 2π, p, p, ε) = P (t, p, p, ε), P (t, p, p, ε) = O(|p|4)

при |p| → 0. Перейдемо до полярних координат, покладаючи p = r exp(iφ).

Тодi одержимо дiйсну систему

dφ

dt
= β(ε) + δ(ε)r2 + Φ(t, r, φ, ε) +O(ε2),
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dr

dt
= α(ε)r + γ(ε)r3 +R(t, r, φ, ε) +O(ε2), (5.13)

де

R(t, r, φ, ε) = O(|r|4), Φ(t, r, φ, ε) = O(|r|3)

при |r| → 0.

Оскiльки виконується умова 2, то при дослiдженнi на стiйкiсть нульового

розв’язку рiвняння (5.4) маємо критичний випадок. Нехай нульовий розв’язок

рiвняння (5.4) асимптотично стiйкий, причому питання про стiйкiсть вирiшу-

ється членами третього порядку, тобто γ(0) < 0.

Iз [11, 15, 108] випливає, що при досить малому ε система (5.13) має iнва-

рiантний тор

Sε = {(t, φ, r) : t ∈ R, φ ∈ R, r = ρ(t, φ, ε)}.

При цьому

ρ(t+ 2π, φ, ε) = ρ(t, φ, ε), ρ(t, φ+ 2π, ε) = ρ(t, φ, ε)

i справджується рiвнiсть

ρ(t, φ, ε) =
√
εN +O(ε), N = −α′(0)/γ(0).

Поведiнка розв’язкiв системи (5.13) на торi Sε описується рiвнянням

dχ

dt
= β(ε) + δ(ε)ρ2(t, χ, ε) + Φ(t, ρ(t, χ, ε), χ, ε) +O(ε2). (5.14)

Для кожного розв’язку (φ(t), r(t)) системи (5.13), що задовольняє умову

0 < r(σ) < r0, знайдеться розв’язок χ(t) рiвняння (5.14) такий, що виконує-

ться оцiнка

|φ(t)− χ(t)|+ |r(t)− ρ(t, χ(t), ε)| ≤M2 exp(−εn1t),

M2 > 0, n1 > 0, t ≥ σ.
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Тору Sε вiдповiдає iнварiантний тор системи (5.11), що може бути зображений

у виглядi

W (t, φ, ε) = ρ(t, φ, ε)eiφ +W2(t, ρ(t, φ, ε)e
iφ, ρ(t, φ, ε)e−iφ, ε)+

+W3(t, ρ(t, φ, ε)e
iφ, ρ(t, φ, ε)e−iφ, ε).

Iнварiантний тор системи (5.10) визначається функцiєю

V (t, φ, ε) = S(t,W (t, φ, ε),W (t, φ, ε), ε).

Звiдси одержимо зображення iнварiантного тора системи (5.1)

X(t, φ, ε) = H(t, ε)[W (t, φ, ε),W (t, φ, ε), V (t, φ, ε)]T ,

Y (t, φ, ε) = ψ(t,X(t, φ, ε)) + ξ(t,X(t, φ, ε), ε). (5.15)

Для кожного розв’язку (w(t), w(t)) системи (5.11), 0 < |w(σ)| < w1, iснує

розв’язок χ(t) рiвняння (5.14) такий, що справедлива оцiнка

|w(t)−W (t, χ(t), ε)| ≤M3 exp(−nεt), n > 0.

Звiдси одержуємо нерiвнiсть

|u(t)−W (t, χ(t), ε)|+ |v(t)− V (t, χ(t), ε)| ≤

≤M4 exp(−λ1t) +M5 exp(−nεt).

Тому iснують числа ε1 > 0, r2 > 0 такi, що при 0 < ε < ε1 для ко-

жного розв’язку (x(t), yt) системи (5.1) з початковим значенням (x(σ), yσ),

0 < |x(σ)| + |yσ| < r2, знайдеться розв’язок χ(t) рiвняння (5.14) такий, що

виконується оцiнка

|x(t)−X(t, χ(t), ε)|+ |yt − Y (t, χ(t), ε)| ≤

≤ K1 exp(−λ0t/(2ε)) +K2 exp(−λ1t) +K3 exp(−nεt), t ≥ σ. (5.16)
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Нехай ν(ε) – число обертання для рiвняння (5.14). Тодi згiдно з [15] маємо

зображення

ν(ε) = β(0) + εβ′(0)− εδ(0)α′(0)/γ(0) +O(ε3/2)

i розв’язок рiвняння (5.14) можна записати у виглядi

χ(t, ε) = ν(ε)t+ c+ f1(t, ν(ε)t+ c, ε),

де c – довiльна стала, а f1(t, φ, ε) – неперервна, перiодична вiдносно t та φ

функцiя з перiодом 2π. Розв’язок рiвняння (5.13), що лежить на торi, можна

подати у виглядi

r(t, ε) = ρ(t, χ(t, ε), ε) = Λ(t, ν(ε)t+ c, ε),

де Λ(t, φ, ε) – неперервна, перiодична вiдносно t, φ функцiя з перiодом 2π.

Отже, число обертання ν(ε) є власною частотою для розв’язкiв на торi. Якщо

власна частота ν(ε) iррацiональна, то кожний iз цих розв’язкiв є квазiперiо-

дичною функцiєю t з двома основними частотами 1 та ν(ε). Якщо число ν(ε)

рацiональне, то розв’язки, що лежать на торi Sε, є перiодичними з перiодом,

рiвним знаменнику нескоротного дробу ν(ε).

Нехай виконується умова

β′(0)− δ(0)α′(0)/γ(0) ̸= 0. (5.17)

Тодi при досить малих ε функцiя ν(ε) буде монотонно зростаючою або мо-

нотонно спадною. Тому ця функцiя набуває кожного значення з деякого вiд-

рiзка. Виберемо послiдовнiсть чисел εk, lim
k→∞

εk = 0, таку, що ν(εk) ̸= β(0)

i числа ν(εk) є рацiональними. Тодi lim
k→∞

ν(εk) = β(0) i знаменник Tk неско-

ротного дробу ν(εk) прямує до ∞ при k → ∞. Отже, iснує збiжна до нуля

послiдовнiсть εk така, що при ε = εk рiвняння на торi Sε, а отже, i рiвняння

(5.1) мають перiодичнi розв’язки, амплiтуди яких прямують до нуля, а най-

меншi перiоди Tk необмежено зростають при k → ∞. Таке явище називається
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субфуркацiєю перiодичних розв’язкiв, а значення ε = 0 – точкою субфуркацiї

[62].

Для квазiперiодичних розв’язкiв системи (5.1) на торi вiрне зображення

X(t, χ(t, ε), ε) = H(t, ε)[
√
εNeiν(ε)t,

√
εNe−iν(ε)t, 0]T +O(ε),

Y (t, χ(t, ε), ε) = h(t)X(t, χ(t, ε), ε) +O(ε).

Таким чином, справедливе наступне твердження.

Теорема 5.1. Нехай виконуються умови леми та умова 2, нульовий

розв’язок рiвняння (5.4) асимптотично стiйкий i вiдсутнiй сильний ре-

зонанс. Тодi iснує ε1 > 0 таке, що при 0 < ε < ε1 множина

{(t, ω, ζ) : t ∈ R, ω = X(t, φ, ε), ζ = Y (t, φ, ε), φ ∈ R},

де функцiї X(t, φ, ε), Y (t, φ, ε) визначенi рiвностями (5.15), є iнварiантним

тором системи (5.1). Крiм того, iснує r2 > 0 таке, що для кожного розв’яз-

ку (x(t), yt) системи (5.1), 0 < |x(σ)| + |yσ| < r2, знайдеться розв’язок χ(t)

рiвняння (5.14) такий, що вiрна оцiнка (5.16). Якщо виконується також

нерiвнiсть (5.17), то значення ε = 0 є точкою субфуркацiї перiодичних

розв’язкiв системи (5.1).

Зауваження. Лему 5.1 та теорему 5.1 можна узагальнити на випадок,

коли права частина системи (5.1) залежить вiд ε. При цьому iнтегральний

многовид лiнiйної системи можна будувати за такими ж формулами.

Як приклад розглянемо систему

d2x

dt2
+ F1(t, x, ε)

dx

dt
+ F2(t, x, ε)x+ F3(t, x, ε)y(t) + F4(t, x, ε)y(t− ε) = 0,

ε
dy

dt
= −2y(t) + y(t− ε) + x, (5.18)

де

Fk(t, x, ε) = ak(ε) + bk(ε)x
2 + ck(t, x, ε), ck(t, x, ε) = o(|x|2), k = 1, 4,
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ε > 0 i функцiї ck(t, x, ε) перiодичнi вiдносно t з перiодом 2π.

Рiвняння на многовидi буде рiвнянням Льєнара вигляду

d2x

dt2
+ (a(ε) + b(ε)x2 + c(t, x, ε))

dx

dt
+ (A(ε) +B(ε)x2 + C(t, x, ε))x = 0,

де

a(ε) = a1(ε)− 2εa3(0)− 3εa4(0) + o(ε), b(0) = b1(0),

A(ε) = a2(ε) + a3(ε) + a4(ε) + o(ε), B(0) = b2(0) + b3(0) + b4(0),

c(t, x, ε) = o(|x|2), C(t, x, ε) = o(|x|2).

Iз теореми 5.1 випливає, що за умов

a(0) = 0, A(0) > 0, A(0) ̸= (k/3)2, (k/4)2, k ∈ {1, 2, . . .},

a′(0) < 0, b(0) > 0

iснує стiйкий iнварiантний тор системи (5.18). Якщо виконується також умова

A′(0)b(0) ̸= 3B(0)a′(0), то значення ε = 0 є точкою субфуркацiї перiодичних

розв’язкiв системи (5.18).

5.2. Гомоклiнiчнi точки для сингулярно збуреної систе-

ми диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

Розглянемо систему

dx

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G1(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (5.19)

де ε – малий додатний паpаметp, x ∈ Rm, y ∈ Rn, функцïı h(t, x, y, z) та

P (t, x, y, z) перiодичнi вiдносно t з перiодом 2π.
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Припустимо, що виконуються умови

1) f(0, 0, 0) = G1(0, 0, 0) = 0.

2) Для всiх x ∈ Rm рiвняння G1(x, y, y) = 0 має iзольований розв’язок

y = φ(x), причому φ(0) = 0, а функцiя φ(x) та ı̈̈ı похiднi вiдносно x до

тpетього порядку включно рiвномiрно неперервнi i обмеженi.

3) Функцïı f(x, y, z), h(t, x, y, z), G1(x, y, z), P (t, x, y, z) та ı̈х частиннi по-

хiднi вiдносно t, x, y, z до третього порядку включно рiвномiрно неперервнi

i обмеженi при t ∈ R, x ∈ Rm, |y − φ(x)| ≤ ρ, |z − φ(x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G1(x, y, z) в точцi y = φ(x), z = φ(x) вiдносно y,

z, систему (5.19) можна записати у виглядi

dx

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= B1(x(t))y(t) +B2(x(t))y(t− ε∆) +G(x(t), y(t), y(t− ε∆))+

+εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

причому при досить малому ρ для |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ вiрна нерiвнiсть

|G(x, y+φ(x), z+φ(x))−G(x, φ(x), φ(x))| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0. (5.20)

Нехай виконується умова

4) Всi коренi характеристичного рiвняння

det(B1(x) +B2(x) exp(−λ∆)− λE) = 0

лежать в пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.

Система (5.19) еквiвалентна такiй системi рiвнянь:

dx

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

yt = T (t, σ)yσ +
1

ε

t∫
σ

T (t, s)X0[G(x(s), y(s), y(s− ε∆))+ (5.21)
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+εP (s, x(s), y(s), y(s− ε∆))]ds,

де yt−елемент пpостоpу C = C[−ε∆, 0], заданий функцiєю yt(θ) = y(t + θ),

−ε∆ ≤ θ ≤ 0; X0(θ) = 0, −ε∆ ≤ θ < 0, X0(0) = E, E− одинична матриця;

T (t, s)− оператор зсуву за розв’язками рiвняння

ε
dy

dt
= B1(x(t))y(t) +B2(x(t))y(t− ε∆).

Для регулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь iснува-

ння iнтегральних многовидiв доведено в [132], а для сингулярно збурених – в

[85] та iн. Згiдно з [85] пpи деякому ε0 > 0, 0 < ε < ε0, iснує iнтегpальний мно-

говид системи (5.19), що може бути поданий у виглядi yt = φ(x) + ξ(t, x, ε),

де ξ(t, x, 0) = 0. У пpацi [39] одеpжано зобpаження iнтегpального многовиду

лiнiйнӧı системи. У цьому пiдроздiлi одеpжано наближене зобpаження iнте-

гpального многовиду нелiнiйнӧı сингуляpно збуpенӧı системи. Це дає можли-

вiсть використати результати Мельникова [78] для рiвняння на многовидi i

дослiдити умови iснування гомоклiнiчних точок.

Теорема 5.2. Нехай для системи (5.19) виконуються умови 1 – 4. Тодi

iнтегральний многовид системи (5.19) можна зобразити у виглядi yt =

φ(x) + g(t, x, ε) +O(ε2), де

g(t, x, ε) = ε[B1(x) +B2(x)]
−1
[
(E +∆B2(x))

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))−

−P (t, x, φ(x), φ(x))
]
+ θ

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x)), −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Доведення. Систему (5.21) перепишемо у виглядi
dx

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),

dyt
dt

= A(t)yt+
1

ε
X0G(x(t), y(t), y(t−ε∆))+X0P (t, x(t), y(t), y(t−ε∆)), (5.22)

де A(t)− необмежений оператор, що задається рiвнiстю

A(t)ψ(θ) =

 dψ/dθ, −ε∆ ≤ θ < 0,

(B1(x(t))ψ(0) +B2(x(t))ψ(−ε∆))/ε, θ = 0.
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Зробивши в системi (5.22) замiну yt = φ(x) + zt, одержимо систему

dx

dt
= f(x, φ(x) + z, φ(x) + z∆) + εh(t, x, φ(x) + z, φ(x) + z∆),

∂φ

∂x
f(x, φ(x) + z, φ(x) + z∆) + ε

∂φ

∂x
h(t, x, φ(x) + z, φ(x) + z∆)+ (5.23)

+
dzt
dt

= A(t)φ(x) + A(t)zt +
1

ε
X0G(x, φ(x) + z, φ(x) + z∆)+

+X0P (t, x, φ(x) + z, φ(x) + z∆),

де z = z(t), z∆ = z(t− ε∆),
∂φ

∂x
− матриця Якобi з елементами

∂φi
∂xj

.

Оскiльки

A(t)φ(x) =
1

ε
X0B1(x)φ(x) +

1

ε
X0B2(x)φ(x) = −1

ε
X0G(x, φ(x), φ(x)),

то iз нерiвностi (5.20) випливає оцiнка∣∣∣A(t)φ(x) + 1

ε
X0G(x, φ(x) + z, φ(x) + z∆)

∣∣∣ ≤ K

ε
(|z|2 + |z∆|2).

Знайдемо зображення iнтегрального многовиду zt = g(t, x, ε)+O(ε2) систе-

ми (5.23) з точнiстю до членiв порядку ε. Тодi для функцïı g(t, x, ε) одержимо

рiвняння

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x)) = A(t)g(t, x, ε) +X0P (t, x, φ(x), φ(x)). (5.24)

В цьому рiвняннi збережено члени порядку O(1). Iз рiвняння (5.24) при

−ε∆ ≤ θ < 0 знаходимо

g(t, x, ε) = g(t, x, ε)|θ=0 + θ
∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x)).

При θ = 0 маємо

1

ε
B1(x)g(t, x, ε)|θ=0 +

1

ε
B2(x)g(t, x, ε)|θ=−ε∆ + P (t, x, φ(x), φ(x)) =

=
∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x)),
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або

[B1(x) +B2(x)]g(t, x, ε)|θ=0 = ε(E +∆B2(x))
∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))−

−εP (t, x, φ(x), φ(x)).

Звiдси знаходимо шуканий вираз

g(t, x, ε) = ε[B1(x) +B2(x)]
−1
[
(E +∆B2(x))

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))−

−P (t, x, φ(x), φ(x))
]
+ θ

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x)).

Тому iнтегральний многовид системи (5.19) можна зобразити у виглядi

yt = φ(x) + g(t, x, ε) +O(ε2).

Теорема доведена.

Позначимо

µ(t, x) =
1

ε
g(t, x, ε)

∣∣∣
θ=0

= [B1(x)+B2(x)]
−1
[
(E+∆B2(x))

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))−

−P (t, x, φ(x), φ(x))
]
, η(t, x) =

1

ε
g(t, x, ε)

∣∣∣
θ=−ε∆

= [B1(x) +B2(x)]
−1×

×
[
(E −∆B1(x))

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))− P (t, x, φ(x), φ(x))

]
.

Тодi piвняння на многовидi системи (5.19) набуде вигляду

dx

dt
= f(x, φ(x) + εµ(t, x), φ(x) + εη(t, x)) + εh(t, x, φ(x), φ(x)) +O(ε2).

Це piвняння можна записати у виглядi

dx

dt
= f(x, φ(x), φ(x)) + ε

[∂f
∂y
µ(t, x) +

∂f

∂z
η(t, x)+

+h(t, x, φ(x), φ(x))
]
+O(ε2),

або
dx

dt
= F (x) + εH(t, x) +O(ε2), (5.25)
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де

F (x) = f(x, φ(x), φ(x)), H(t, x) = fy(x, φ(x), φ(x))µ(t, x)+

+fz(x, φ(x), φ(x))η(t, x) + h(t, x, φ(x), φ(x)).

Для кожного pозв’язку (x(t), y(t)) системи (5.19) iснує pозв’язок χ(t) piв-

няння (5.25), такий, що вipна оцiнка

|x(t)− χ(t)|+ |yt − φ(χ(t))− ξ(t, χ(t), ε)| ≤ K1 exp(−α/(2ε)),

де t ≥ σ, K1 > 0.

Нехай виконуються умови

5) Матpиця Fx(0) не має власних чисел на уявнiй осi.

6) Система dx/dt = F (x) має обмежений pозв’язок x = ζ(t), пpичому

limt→−∞ ζ(t) = limt→+∞ ζ(t) = 0.

7) Piвняння в ваpiацiях
dx

dt
= Fx(ζ(t))x (5.26)

є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях (−∞, 0] та [0,∞).

8) Iснує t0 ∈ R таке, що ∆(t0) = 0, ∆′(t0) ̸= 0, де

∆(t0) =

∞∫
−∞

ψ∗(t)H(t+ t0, ζ(t))dt,

ψ(t) – обмежений на (−∞,∞) pозв’язок системи, спpяженӧı до (5.26).

Тодi згiдно з [78, 111, 165] iснує єдиний обмежений pозв’язок x(t, ε) системи

(5.25), такий, що |x(t, ε)− ζ(t)| ≤ Cε, C > 0, пpичому piвняння в ваpiацiях
dx

dt
= [Fx(x(t, ε)) + εHx(t, x(t, ε))]x

є експоненцiально дихотомiчним на (−∞,∞).

Позначимо чеpезQ(t) матpицю Грiна системи dx/dt = Fx(0)x i pозглянемо

iнтегpальне piвняння

x(t) =

∞∫
−∞

Q(t− s)[F (x(s))− Fx(0)x(s) + εH(s, x(s)) +O(ε2)]ds. (5.27)
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За допомогою методу послiдовних наближень можна показати, що piвняння

(5.27) має обмежений pозв’язок x̄(t, ε), який є пеpiодичним pозв’язком систе-

ми (5.25), пpичому sup−∞<t<∞ |x̄(t, ε)| → 0 пpи ε→ 0.

Кpiм того, виконуються piвностi

lim
t→+∞

|x(t, ε)− x̄(t, ε)| = lim
t→−∞

|x(t, ε)− x̄(t, ε)| = 0.

Замкнутiй сепаpатpисi x = ζ(t) сiдла системи dx/dt = F (x) вiдповiдає

замкнута сепаpатpиса x = ζ(t), yt = φ(ζ(t)) сiдла системи (5.19) пpи ε = 0.

Пеpiодичному pозв’язку x̄(t, ε) системи (5.25) вiдповiдає пеpiодичний pозв’я-

зок

x = x̄(t, ε), yt = ȳt(ε) ≡ φ(x̄(t, ε)) + g(t, x̄(t, ε), ε) +O(ε2)

системи (5.19). Обмеженому pозв’язку x(t, ε) системи (5.25), близькому до

ζ(t) вiдповiдає обмежений pозв’язок

x = x(t, ε), yt = yt(ε) ≡ φ(x(t, ε)) + g(t, x(t, ε), ε) +O(ε2)

системи (5.19), пpичому

|x(t, ε)− ζ(t)|+ |yt(ε)− φ(ζ(t))| ≤ |x(t, ε)− ζ(t)|+

+L|x(t, ε)− ζ(t)|+ εM +M1ε
2 ≤ [(1 + L)C +M ]ε+M1ε

2, (5.28)

lim
t→±∞

(|x(t, ε)− x̄(t, ε)|+ |yt(ε)− ȳt(ε)|) = 0,

де L – стала Лiпшиця для функцïı φ, M – стала, що обмежує звеpху функцiю∣∣∣[B1(x) +B2(x)]
−1
[
(E +∆B2(x))

∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))− P (t, x, φ(x), φ(x))

]∣∣∣+
+
∣∣∣∆∂φ

∂x
f(x, φ(x), φ(x))

∣∣∣.
Розглянемо вiдобpаження Пуанкаpе x → Φ(x) для системи (5.25), тобто

вiдобpаження, що ставить у вiдповiднiсть початковому значенню x ∈ Rm

пpи t = 0 pозв’язку системи (5.25) значення цього pозв’язку в момент t =
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2π. Згiдно з [165] iснує тpансвеpсальна гомоклiнiчна точка вiдобpаження Φ.

Тому згiдно з теоpемою Смейла-Бipкгофа [91, c. 143] iснує кантоpова множина

Λ ⊂ Rm, на якiй деяка iтеpацiя вiдобpаження Φ є iнваpiантною i топологiчно

спpяженою зсуву Беpнуллi над скiнченною множиною символiв.

Розглянемо множину

Λ1 = {(x, q)|x ∈ Λ, q = φ(x) + ξ(0, x, ε), q ∈ C}.

Ця множина є кантоpовою. На множинi Λ1 деяка iтеpацiя вiдобpаження Пу-

анкаpе для системи (5.19) є iнваpiантною i топологiчно спpяжена зсуву Бе-

pнуллi над скiнченною множиною символiв.

Отже, вipне наступне твеpдження.

Теоpема 5.3. Нехай виконуються умови 1 – 8. Тодi iснує замкнута се-

паpатpиса сiдла, пеpiодичний pозв’язок (x̄(t, ε), ȳt(ε)) i обмежений pозв’я-

зок (x(t, ε), yt(ε)) системи (5.19). Пpи цьому спpавджуються спiввiдноше-

ння (5.28). Iснує кантоpова множина Λ1 така, що на цiй множинi деяка

iтеpацiя вiдобpаження Пуанкаpе для системи (5.19) є iнваpiантною i то-

пологiчно спpяжена зсуву Беpнуллi над скiнченною множиною символiв.

Як приклад розглянемо систему

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= y(t− 0, 5ε)− x31 − εγx2 + εβ cosωt,

ε
dy

dt
= −2y(t) + y(t− 0, 5ε) + x1, (5.29)

де ε – малий додатний параметр. Згiдно з теоремою 5.2 iнтегральний мно-

говид системи (5.29) можна зобразити у виглядi yt = x1 − 1, 5 εx2 + θx2,

−0, 5 ε ≤ θ ≤ 0. Тому система рiвнянь на многовидi для системи (5.29) мати-

ме вигляд

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= x1 − x31 − ε(γ + 2)x2 + εβ cosωt+O(ε2).
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Сiдлова точка незбуреної системи розташована в початку координат, а рух

по петлi сепаратриси цiєї системи описується виразами

x1 =

√
2

ch(t+ θ)
, x2 = −

√
2 sh(t+ θ)

ch2(t+ θ)
.

Iнтеграли для функцiї Мельникова ∆(θ) можна обчислити явно
∞∫

−∞

x22dt =

∞∫
−∞

2 sh2 t

ch4t
=

4

3
,

∞∫
−∞

x2(t+ θ) cosωtdt = −
∞∫

−∞

√
2 sh(t+ θ)

ch2(t+ θ)
cosωtdt = −

√
2πω

ch(πω/2)
sinωθ,

отже,

∆(θ) = −4

3
(γ + 2)− β

√
2πω

ch(πω/2)
sinωθ.

При γ + 2 > 0 умова знакозмiнностi функцiї Мельникова та iснування гомо-

клiнiчних точок системи (5.29) набере вигляду

β

γ + 2
>

2
√
3 ch(πω/2)

3πω
.

Як приклад розглянемо систему

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= −y(t− 0, 5ε) + x21 − εγx2 + εβ cosωt,

ε
dy

dt
= −2y(t) + y(t− 0, 5ε) + x1, (5.30)

де ε – малий додатний параметр. Згiдно з теоремою 5.2 iнтегральний мно-

говид системи (5.30) можна зобразити у виглядi yt = x1 − 1, 5 εx2 + θx2,

−0, 5 ε ≤ θ ≤ 0. Тому система рiвнянь на многовидi для системи (5.30) мати-

ме вигляд

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= −x1 + x21 − ε(γ − 2)x2 + εβ cosωt+O(ε2).
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Сiдлова точка незбуреної системи розташована в точцi (0; 1), а рух по петлi

сепаратриси цiєї системи описується виразами

x1 =
ch(t+ θ)− 2

ch(t+ θ) + 1
, x2 =

3 sh(t+ θ)

(ch(t+ θ) + 1)2
.

Iнтеграли для функцiї Мельникова ∆(θ) можна обчислити явно
∞∫

−∞

x22dt =

∞∫
−∞

9 sh2 t

(ch(t) + 1)4
=

6

5
,

∞∫
−∞

x2(t+ θ) cosωtdt = −
∞∫

−∞

3 sh(t+ θ)

(ch(t+ θ) + 1)2
cosωtdt = − 6πω2

sh(πω)
sinωθ,

отже,

∆(θ) = −6

5
(γ − 2)− β

6πω

sh(πω)
sinωθ.

При γ − 2 > 0 умова знакозмiнностi функцiї Мельникова та iснування гомо-

клiнiчних точок системи (5.30) набере вигляду

β

γ − 2
>
π sh(πω)

5π2ω2
.

5.3. Застосування асимптотичних методiв до до-

слiдження перiодичних розв’язкiв диференцiально-

рiзницевих рiвнянь

5.3.1. Побудова iнтегрального многовиду сингулярно збуреної си-

стеми

Розглянемо систему

dx

dt
= f(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)),
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ε
dy

dt
= G(t, x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (t, x(t), y(t), y(t− ε∆)), (5.31)

де ε – малий додатний паpаметp, x ∈ Rm, y ∈ Rn.

Припустимо, що виконуються умови

1) Для всiх t ∈ R, x ∈ Rm рiвняння G(t, x, y, y) = 0 має iзольований

розв’язок y = φ(t, x), причому функцiя φ(t, x) та її похiднi за t i x до другого

порядку включно рiвномiрно неперервнi й обмеженi.

2) Функцiї f(t, x, y, z), h(t, x, y, z), G(t, x, y, z), P (t, x, y, z) та їх частиннi

похiднi за t, x, y, z до другого порядку включно рiвномiрно неперервнi й

обмеженi при t ∈ R, x ∈ Rm, |y − φ(t, x)| ≤ ρ, |z − φ(t, x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(t, x, y, z) в точцi y = φ(t, x), z = φ(t, x) вiдносно

y, z, одержимо

G(t, x, φ(t, x) + y, φ(t, x) + z) = B1(t, x)y +B2(t, x)z +G1(t, x, y, z),

причому при досить малому ρ для |y| ≤ ρ, |z| ≤ ρ правильна нерiвнiсть

|G1(t, x, y, z)| ≤ K(|y|2 + |z|2), K > 0.

Нехай виконується умова:

3) всi коренi характеристичного рiвняння

det(B1(t, x) +B2(t, x) exp(−λ∆)− λE) = 0

лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.

Для регулярно збурених диференцiально-функцiональних рiвнянь iснува-

ння iнтегральних многовидiв доведено в [132], а для сингулярно збурених – в

[85] та iн. Згiдно з [85], пpи деякому ε0 > 0, 0 < ε < ε0 iснує iнтегpальний мно-

говид системи (5.31), що може бути поданий у виглядi yt = φ(t, x)+ ξ(t, x, ε),

де ξ(t, x, 0) = 0. У пpацi [39] одеpжано зобpаження iнтегpального многовиду

лiнiйної системи. У цьому пiдроздiлi одеpжано наближене зобpаження iнте-

гpального многовиду нелiнiйної сингуляpно збуpеної системи бiльш загаль-

ного вигляду, нiж в [39, 50].
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Теорема 5.4. Нехай для системи (5.31) виконуються умови 1 – 3. Тодi

iнтегральний многовид системи (5.31) можна зобразити у виглядi yt =

φ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2), де

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) +B2(t, x)]
−1
[
(E +∆B2(t, x))

(∂φ
∂t

+

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
+

+θ

[
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
, −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Доведення. Iнтегральний многовид системи (5.31) будемо шукати у ви-

глядi y(t) = φ(t, x(t)) + εψ(t, x(t)) + O(ε2), де ψ(t, x) – функцiя, яку ми ви-

значимо пiзнiше. Тодi

y(t+ θ) = φ(t+ θ, x(t+ θ)) + εψ(t, x) +O(ε2) = φ

(
t+ θ, x+ θ

dx

dt

)
+

+εψ(t, x) +O(ε2) = φ(t, x) + θ
∂φ(t, x)

∂t
+ θ

∂φ(t, x)

∂x

dx

dt
+ εψ(t, x) +O(ε2) =

= φ(t, x) + θ
∂φ(t, x)

∂t
+ θ

∂φ(t, x)

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x)) + εψ(t, x) +O(ε2).

Звiдси

y(t− ε∆) = φ(t, x)− ε∆

[
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
+ εψ(t, x) +O(ε2).

Тому

G(t, x, y(t), y(t− ε∆)) = G(t, x, φ(t, x) + εψ(t, x), φ(t, x)− ε∆×

×
(
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x)) +

∂φ

∂t

)
+ εψ(t, x)) +O(ε2) = εB1(t, x)ψ(t, x)+

+εB2(t, x)ψ(t, x)− ε∆B2(t, x)

(
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
+O(ε2).

Крiм того

dy

dt
=
dφ(t, x)

dt
+O(ε) =

∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x)) +O(ε).
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Пiдставляючи знайденi вирази в систему (5.31) i зберiгаючи тiльки члени

порядку ε, одержимо

ε
∂φ

∂t
+ ε

∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x)) = εB1(t, x)ψ(t, x) + εB2(t, x)ψ(t, x)−

−ε∆B2(t, x)

(
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
+ εP (t, x, φ(t, x), φ(t, x)),

звiдки

[B1(t, x) +B2(t, x)]ψ(t, x) = (E +∆B2(t, x))×

×
(
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x)),

або

ψ(t, x) = (B1(t, x) +B2(t, x))
−1
[
(E +∆B2(t, x))×

×
(
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
.

Звiдси знаходимо шуканий вираз

g(t, x, ε) = ε[B1(t, x) +B2(t, x)]
−1
[
(E +∆B2(t, x))

(∂φ
∂t

+

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
+ θ
[∂φ
∂t

+

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
, −ε∆ ≤ θ ≤ 0.

Тому iнтегральний многовид системи (5.31) можна зобразити у виглядi

yt = φ(t, x) + g(t, x, ε) +O(ε2).

Теорема доведена.

Позначимо

η(t, x) =
1

ε
g(t, x, ε)|θ=−ε∆ = [B1(t, x) +B2(t, x)]

−1
[
(E −∆B1(t, x))

(∂φ
∂t

+

+
∂φ

∂x
f(t, x, φ(t, x), φ(t, x))

)
− P (t, x, φ(t, x), φ(t, x))

]
.

Тодi piвняння на многовидi системи (5.31) набуде вигляду
dx

dt
= f(t, x, φ(t, x)+εψ(t, x), φ(t, x)+εη(t, x))+εh(t, x, φ(t, x), φ(t, x))+O(ε2).



160

5.3.2. Перiодичнi коливання в автономних рiвняннях з малим за-

пiзненням

Розглянемо сингулярно збурену систему
dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εh(x(t), y(t), y(t− ε∆)),

ε
dy

dt
= G(x(t), y(t), y(t− ε∆)) + εP (x(t), y(t), y(t− ε∆)), (5.32)

де ε – малий додатний параметр, ∆ – фiксоване додатне число, x ∈ R, z ∈ R,

y ∈ Rn.

Нехай виконуються умови:

1) Для всiх x ∈ R рiвняння G(x, y, y) = 0 має iзольований розв’язок y =

φ(x), причому функцiя φ(x) та її похiднi за x до третього порядку включно

рiвномiрно неперервнi i обмеженi.

2) Функцiї f(x, y, z), h(x, y, z), G(x, y, z), P (x, y, z) i їх частиннi похiднi за

x, y, z до третього порядку включно рiвномiрно неперервнi i обмеженi при

x ∈ R, |y − φ(x)| ≤ ρ, |z − φ(x)| ≤ ρ.

Лiнеаризуючи функцiю G(x, y, z) в точцi y = φ(x), z = φ(x) вiдносно y, z,

одержимо

G(x, y + φ(x), z + φ(x)) = B1(x)y +B2(x)z +G1(x, y, z),

де G1(x, y, z) = O(|y|2 + |z|2) при |y|+ |z| → 0.

Нехай виконується умова:

3) всi коренi характеристичного рiвняння

det(B1(x) +B2(x) exp(−λ∆)− λE) = 0

лежать у пiвплощинi Reλ ≤ −2α < 0.

Тодi згiдно з теоремою 1 iнтегральний многовид системи (5.32) можна

зобразити у виглядi

yt = φ(x) + εΨ(x, z) + θz
dφ(x)

dx
+O(ε2), −ε∆ ≤ θ ≤ 0,
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де

Ψ(x, z) = (B1(x) +B2(x))
−1
[
z(E +∆B2(x))

dφ

dx
− P (x, φ(x), φ(x))

]
.

Позначимо η(x, z) = Ψ(x, z)−∆z
dφ

dx
. Тодi рiвняння на многовидi системи

(5.32) наберуть вигляду

dx

dt
= z,

dz

dt
= f(x, φ(x) + εΨ(x, z), φ(x) + εη(x, z))+

+εh(x, φ(x), φ(x)) +O(ε2). (5.33)

Пiдставляючи z = dx/dt у друге рiвняння системи (5.33), одержимо рiвняння

другого порядку

d2x

dt2
= f

(
x, φ(x) + εΨ

(
x,
dx

dt

)
, φ(x) + εη

(
x,
dx

dt

))
+

+εh(x, φ(x), φ(x)) +O(ε2). (5.34)

Рiвняння (5.34) зведемо до вигляду

d2x

dt2
+ q(x) = εQ

(
x,
dx

dt
, ε
)
, (5.35)

де

q(x) = −f(x, φ(x), φ(x)),

Q(x, y, ε) = Ψ(x, y)
∂f(x, y, φ(x))

∂y

∣∣∣
y=φ(x)

+ η(x, y)
∂f(x, φ(x), z)

∂z

∣∣∣
z=φ(x)

+

+h(x, φ(x), φ(x)) +O(ε).

Нехай рiвняння
d2x

dt2
+ q(x) = 0 (5.36)

має перiодичний розв’язок

x = z(ψ, a), z(ψ + 2π, a) = z(ψ, a), ψ = w(a)t+ φ, (5.37)

де стала a належить деякому iнтервалу, φ – довiльна стала,
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Дослiдженню рiвняння (5.35) присвячено працi М.М.Боголюбова,

Ю.О.Митропольського [79], I.Г.Малкiна [74], А.М.Самойленка [104] та

iн. У цьому пiдроздiлi за допомогою методу усереднення [79] встановлено

iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння (5.35). Цi результати застосо-

вано до рiвнянь iз запiзненням. Метод усереднення застосовано також до

дослiдження стiйкостi систем iз запiзненням.

Зробимо в рiвняннi (5.35) замiну

x = z(ψ, a),
dx

dt
= w(a)z′ψ(ψ, a). (5.38)

Врахувавши спiввiдношення w2(a)z′′ψ2 + q(z) = 0, рiвняння (5.35) зведемо до

стандартної форми
da

dt
=

ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ,

dψ

dt
= w(a)− ε

D(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
a,

де D(a) = −wz′az′′ψ2 + z′ψ(wz
′
ψ)

′
a.

Подiливши в цiй системi перше рiвняння на друге, отримаємо

da

dψ
=

ε

D(a)w(a)
Q(z, wz′ψ, ε)z

′
ψ +O(ε2). (5.39)

Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (5.39) усереднене рiвняння
da1
dψ

= εG(a1),

де

G(a) =
Φ(a)

D(a)w(a)
, Φ(a) =

1

2π

2π∫
0

Q(z(ψ, a), w(a)z′ψ(ψ, a), 0)z
′
ψ(ψ, a)dψ.

Теорема 5.5. Нехай для системи (5.32) виконуються умови 1 – 3. При-

пустимо, що рiвняння (5.36) має перiодичний розв’язок (5.37) для a, що

належать деякому околу значення ā. Якщо Φ(ā) = 0, D(ā) ̸= 0, w(ā) ̸= 0,

G′(ā) ̸= 0, то система (5.32) має цикл з перiодом, близьким до 2π/w(ā).

Цей цикл буде стiйким, якщо G′(ā) < 0 i нестiйким, якщо G′(ā) > 0.



163

Для доведення досить застосувати до рiвняння (5.39) другу теорему Бо-

голюбова про усереднення на нескiнченному iнтервалi [79].

Дослiдимо перiодичнi коливання в рiвняннi [29]

d2x(t)

dt2
+H(x(t), x(t− ε)) = 0, (5.40)

де ε – малий додатний параметр, функцiя H(x, y) тричi неперервно диферен-

цiйовна при x ∈ R, y ∈ R.

Позначимо

q(x) = H(x, x), g(x) =
∂H(x, y)

∂y

∣∣∣
y=x

.

Тодi

H(x(t), x(t− ε)) = H
(
x(t), x(t)− ε

dx(t)

dt
+

+O(ε2)
)
= q(x(t))− εg(x(t))

dx(t)

dt
+O(ε2).

Пiдставляючи в рiвняння (5.40), одержимо

d2x

dt2
+ q(x) = εg(x)

dx

dt
+O(ε2).

Це рiвняння з точнiстю до O(ε2) зводиться до вигляду (5.35), причому

Q(x, y, ε) = g(x)y + O(ε). Нехай рiвняння (5.36) має перiодичний розв’язок

(5.37) для a, що належать деякому околу значення ā . Зробивши в рiвняннi

(5.40) замiну (5.38), можна одержати рiвняння вигляду (5.39). Застосовую-

чи до цього рiвняння другу теорему Боголюбова про усереднення на нескiн-

ченному iнтервалi [79], одержимо, що при Φ1(ā) = 0, D(ā) ̸= 0, w(ā) ̸= 0,

G′
1(ā) ̸= 0 система (5.32) має цикл з перiодом, близьким до 2π/w(ā). Цей

цикл буде стiйким, якщо G′
1(ā) < 0 i нестiйким, якщо G′

1(ā) > 0. Тут позна-

чено

G1(a) =
Φ1(a)

D(a)
, Φ1(a) =

1

2π

2π∫
0

g(z(ψ, a))(z′ψ(ψ, a))
2dψ.
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Як приклад розглянемо рiвняння (5.40) з функцiєю

H(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 +my3 + δy − γx,

де a+ b+ c+m = 1, γ − δ = 1. Тодi рiвняння (5.40) зводиться до вигляду

d2x

dt2
+ x3 − x = εδ

dx

dt
+ εβx2

dx

dt
+O(ε2), (5.41)

де β = b+ 2c+ 3m. При ε = 0 це рiвняння має перiодичний розв’язок

x = z(ψ, k) =

√
2

2− k2
dn

Kψ

π
, ψ =

πt

K
√
2− k2

, w(k) =
π

K
√
2− k2

,

де k – модуль елiптичної функцiї, K – повний елiптичний iнтеграл.

Згiдно з аналогом теореми 5.5 умова iснування перiодичних розв’язкiв рiв-

няння (5.41) набуде вигляду

δF1(k) + βF2(k) = 0, (5.42)

де

F1(k) = 2(2− k2)−3/2

2K∫
0

(d′)2du, F2(k) = 4(2− k2)−5/2

2K∫
0

d2(d′)2du.

Тут позначено d = dn u. Для обчислення F1(k) використаємо рiвнiсть
2K∫
0

dn2u du = 2E, де E – повний елiптичний iнтеграл другого роду. Засто-

совуючи формули для похiдних функцiї d = dnu, одержуємо

(d2)′′ = 2(1− d2)(d2 + k2 − 1) + 2d2(2− 2d2 − k2).

Оскiльки
2K∫
0

(d2)′′ du = 0,

то
2K∫
0

d4 du =
4

3
E(2− k2)− 2

3
K(1− k2),
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отже,

F1(k) = 2(2− k2)−3/2

2K∫
0

(2d2 − d4 + k2 − 1− d2k2)du =

=
4

3
[(2− k2)E + 2(k2 − 1)K](2− k2)−3/2.

Оскiльки
2K∫
0

(d4)′′ du = 0, то, iнтегруючи рiвнiсть

(d4)′′ = 16(2− k2)d4 + 12(k2 − 1)d2 − 20d6

в межах вiд 0 до 2K, отримуємо

2K∫
0

d6dt =
1

15
[E(16k4 + 46− 46k2) + 8K(1− k2)(k2 − 2)],

звiдки

F2(k) =
8

15
[2(1− k2 + k4)E + (k2 − 2)(1− k2)K](2− k2)−5/2.

Iз рiвностi (5.42) знаходимо
β

δ
= −F1(k)

F2(k)
. При збiльшеннi модуля k вiд 0 до

1 функцiя
F1(k)

F2(k)
монотонно зростає, причому

lim
k→1−0

F1(k)

F2(k)
=

5

4
, lim

k→0+0

F1(k)

F2(k)
= 1.

Отже, якщо −5

4
<
β

δ
< −1, то при малих значеннях ε > 0 iснує перiодичний

розв’язок рiвняння (5.41) та вiдповiдного йому рiвняння (5.40). Внаслiдок

симетрiї рiвняння (5.41) iснує ще один перiодичний розв’язок з протилежним

знаком.
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5.4. Дослiдження рiзницевих рiвнянь з рацiональними

правими частинами

Розглянемо неперервне вiдображення y = f(x) вiдрiзка [a, b] в себе. За

допомогою цього вiдображення можна задати рiзницеве рiвняння xi+1 =

f(xi). Нерухомою точкою цього вiдображення називається таке число x0, що

f(x0) = x0. Точка x0 називається перiодичною перiоду m, якщо fm(x0) = x0,

f i(x0) ̸= x0 при 0 < i < m. Якщо точка x0 перiодична перiоду m, то кожна

iз точок xi = f i(x0), 1 ≤ i ≤ m − 1, також буде перiодичною i точки x0, x1,

. . ., xm−1 утворюють перiодичну траєкторiю або цикл перiоду m.

Розглянемо нелiнiйне вiдображення iз злiченним числом циклiв. Це вiд-

ображення будемо задавати за допомогою деякого полiнома Чебишова

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ [−1, 1].

Припустивши, що n ≥ 2, одержимо

T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x, T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, . . . .

Розглянемо функцiю H(x) = − cos
π(x+ 1)

2
. Ця функцiя гомеоморфно

вiдображає вiдрiзок [−1, 1] в себе. Обернене вiдображення має вигляд

H−1(y) = 1− 2

π
arccos y, y ∈ [−1; 1].

За допомогою гомеоморфiзму H побудуємо кусково-лiнiйне вiдображення

fn, еквiвалентне вiдображенню Tn

fn(x) = H−1(Tn(H(x))) = 1− 2

π
arccos cosn arccos

(
− cos

π(x+ 1)

2

)
.

Оскiльки arccos(−α) = π − arccosα, то

fn(x) = 1− 2

π
arccos cos

nπ(1− x)

2
.
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Якщо 1− 2

n
≤ x ≤ 1, то 0 ≤ nπ(1− x)

2
≤ π, тому

fn(x) = 1− 2

π
· nπ(1− x)

2
= n(x− 1) + 1.

Якщо 1− 4

n
≤ x ≤ 1− 2

n
, то π ≤ nπ(1− x)

2
≤ 2π.

Враховуючи, що cos(π + α) = − cosα , одержимо

cos
nπ(1− x)

2
= cos

(
π +

nπ(1− x− 2
n)

2

)
= − cos

nπ
(
1− x− 2

n

)
2

,

пiсля чого функцiя fn зведеться до вигляду

fn(x) = n(1− x)− 3.

Значення функцiї fn(x) будуть перiодично повторюватися на вiдрiзку

[−1, 1] з перiодом
4

n
. Отже, графiком функцiї fn(x) буде кусково-лiнiйне зуб-

чате вiдображення.

Оскiльки вiдображення Tn i fn спряженi, то спряженi (або еквiвалентнi) i

динамiчнi системи, породженi цими вiдображеннями.

Щоб дослiдити властивостi вiдображення Tn досить розглянути кусково-

лiнiйне вiдображення fn. При цьому вiдображення fn природно розглядати в

n-iчнiй системi числення, враховуючи спiввiдношення fmn (x) = fnm(x).

Спочатку знайдемо нерухомi точки вiдображення Tn iз рiвняння Tn(x) = x.

Останнє рiвняння перепишемо у виглядi

cos(n arccosx)− cos arccosx = 0.

Зобразивши рiзницю у виглядi добутку, одержимо

sin

(
n+ 1

2
arccosx

)
sin

(
n− 1

2
arccosx

)
= 0.

Спочатку розв’яжемо рiвняння

sin

(
n+ 1

2
arccosx

)
= 0. (5.43)
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Звiдси одержимо

n+ 1

2
arccosx = rπ, x = cos

2rπ

n+ 1
, r ∈ Z.

Але 0 ≤ arccosx ≤ π, тому r ∈
{
0, 1, 2, . . . ,

[
n+ 1

2

]}
.

Розв’яжемо рiвняння

sin

(
n− 1

2
arccosx

)
= 0. (5.44)

Звiдси знаходимо

n− 1

2
arccosx = lπ, x = cos

2lπ

n+ 1
, l ∈ Z.

Умова 0 ≤ 2lπ

n− 1
≤ π виконується, якщо l ∈

{
0, 1, . . .

[n
2
− 1
]}

. Значення

x = 1 задовольняє рiвняння (5.43) i (5.44), iншi розв’язки цих рiвнянь не

збiгаються.

Отже, ми знайшли n дiйсних коренiв рiвняння Tn(x) = x при n ≥ 2.

Розглянемо тепер рiзницеве рiвняння

xi+1 = Tn(xi). (5.45)

Ми визначили n нерухомих точок цього рiвняння. Перiодичнi точки перiоду

m знайдемо iз рiвняння

Tmn (x) = x. (5.46)

Враховуючи, що Tmn (x) = Tnm(x), останнє рiвняння перепишемо у виглядi

Tnm(x) = x. (5.47)

Рiвняння (5.47) має розв’язки

x = cos
2kπ

nm + 1
, k ∈

{
0, 1, . . . ,

[
nm + 1

2

]}
,

x = cos
2lπ

nm − 1
, l ∈

{
1, 2, . . . ,

[
nm

2
− 1

]}
.
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Всього рiвняння (5.47) має nm розв’язкiв, отже, рiвняння (5.46) теж має nm

розв’язкiв. Вiдмiтимо, що крiм перiодичних точок перiоду m рiвняння (5.46)

задовольняють також нерухомi точки рiвняння (5.45). Якщо число m не про-

сте i p – дiльник числа m, 1 < p < m, то розв’язками рiвняння (5.46) будуть

перiодичнi точки перiоду p. Але серед розв’язкiв рiвняння (5.46) завжди є

перiодичнi точки перiоду m.

Отже, вiдображення x → Tn(x) має злiченне число циклiв. Полiном n-го

степеня не може мати бiльше циклiв перiоду m, нiж полiном Tn(x). У цьому

унiкальнiсть полiномiв Чебишова.

Вiдображення x→ Tn(x) має iнварiантну мiру

µ(dx) = dH−1(x) =
2dx

π
√
1− x2

, (5.48)

абсолютно неперервну вiдносно мiри Лебега.

Це свiдчить про те, що система має властивостi випадкової величини.

Iмовiрнiсть знаходження траєкторiї вiдображення x → Tn(x) на iнтервалi

(α, β) ⊂ [−1; 1] дорiвнює

2

π

β∫
α

dx√
1− x2

=
2

π
(arccosα− arccos β) = H−1(β)−H−1(α).

У загальному випадку дослiдження полiномiальних вiдображень стано-

вить собою досить складну задачу. Тому далi будемо розглядати вiдображе-

ння

f(x) = λx(1− x). (5.49)

Для вiдображення (5.49) можна дослiдити бiфуркацiю циклiв при змiнi

параметра λ [140, 141].

Функцiя (5.49) вiдображає при 0 < λ ≤ 4 вiдрiзок [0, 1] в себе.

Якщо 0 < λ ≤ 1, то на вiдрiзку [0, 1] є тiльки одна нерухома точка x = 0

i вона притягуюча. При λ > 1 нерухома точка x = 0 стає вiдштовхуючою i
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появляється ще одна нерухома точка β1. Якщо 1 < λ ≤ 3, то точка β1 буде

притягуючою. При переходi параметра λ через значення λ = 3 вiдбувається

нова бiфуркацiя: нерухома точка x = β1 iз притягуючої перетворюється у

вiдштовхуючу i вiд неї народжується притягуючий цикл перiоду 2. При λ >

1 +
√
6 вiдбувається бiфуркацiя народження циклу перiоду 4 i т.д.

Згiдно з теоремою Шарковського [140, 141] про спiвiснування циклiв, якщо

неперервне вiдображення I → I має цикл перiоду m, то воно має цикли

кожного перiоду m′ такого, що m′ ▹m, де

1▹2▹22▹23▹ . . .▹22 ·5▹22 ·3▹ . . .▹2 ·5▹2 ·3▹ . . .▹9▹7▹5▹3. (5.50)

При збiльшеннi параметра λ у вiдображення (5.49) буде вiдбуватися бi-

фуркацiя циклiв згiдно з порядком (5.50), якщо не враховувати повторнi бi-

фуркацiї циклiв попереднiх перiодiв.

Вiдображенню (5.49) вiдповiдає рiзницеве рiвняння

yi+1 = λyi(1− yi). (5.51)

Зробивши у рiвняннi (5.51) лiнiйну замiну

yi =
xi
λ

+
1

2
,

одержимо рiвняння

xi+1 =
λ(λ− 2)

4
− x2i .

Позначивши 4a = λ(λ− 2), запишемо останнє рiвняння у виглядi

xi+1 = a− x2i . (5.52)

Вiдзначимо, що при λ = 4 (a = 2) вiдображення (5.49) еквiвалентне полiному

Чебишова T2(x) = 2x2 − 1. Крiм того, до вигляду (5.51) або (5.52) зводиться

рiвняння з довiльною квадратною нелiнiйнiстю в правiй частинi.



171

За допомогою громiздких обчислень можна знайти значення a =
7

4
, при

якому вiдбувається бiфуркацiя циклу перiоду 3. Перевiримо це. Позначимо

f(x) =
7

4
− x2, тодi для перiодичних точок перiоду 3 маємо рiвняння f 3(x)−

x = 0, або

x8 − 7x6 +
119

8
x4 − 147

16
x2 + x− 7

256
= 0.

Щоб виключити нерухомi точки, роздiлимо лiву частину останнього рiвняння

на x− f(x) = x2 + x− 7

4
. Тодi одержимо рiвняння

x6 − x5 − 17

4
x4 +

10

4
x3 +

79

16
x2 − 9

16
x+

1

64
= 0. (5.53)

Рiвняння (5.53) має кратнi коренi, тому зобразимо лiву частину цього рiв-

няння у виглядi (x3 + bx2 + cx+ d)2.

За допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв знаходимо b = −1

2
, c =

−9

4
, d =

1

8
. Отже, рiвняння (5.53) еквiвалентне рiвнянню

x3 − 1

2
x2 − 9

4
x+

1

8
= 0. (5.54)

Рiвняння (5.54) має коренi x1 ≈ 0, 0538, x2 ≈ 1, 747, x3 ≈ −1, 302, якi утво-

рюють цикл перiоду 3 вiдображення f(x). Позначимо через I0 вiдкритий iн-

тервал I0 = (−x1, x1). Легко переконатися (обчисленням на комп’ютерi або

безпосередньою перевiркою), що f 3I0 ⊂ I0, оскiльки f 3(0) ∈ I0. Точка x0 є

притягуючою нерухомою точкою вiдображення f 3 на iнтервалi I0. Для до-

вiльної точки x0 ∈ I0 виконується спiввiдношення

lim
n→∞

f 3n(x0) = x1.

Отже, ми маємо цикл iнтервалiв перiоду 3 з центральним iнтервалом I0. По-

значимо через I вiдрiзок I = [x,−x], де x < 0 – нерухома точка вiдображення

f . Множина
∞∪
i=0

f−iI0
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складається з тих i тiльки тих точок iнтервала I, якi притягуються циклом

перiоду 3. Оскiльки mes P = mesI [140], то цикл x1, x2, x3 притягує майже

всi точки iз I. Множина I\P гомеоморфна множинi Кантора.

Задача знаходження найпростiших вiдображень, еквiвалентних кусково-

лiнiйним вiдображенням, тiсно пов’язана з задачею побудови всiх пар кому-

туючих рацiональних функцiй, тобто функцiй f1, f2 таких, що f1◦f2 = f2◦f1.

Жюлiа i Фату довели, що комутуючими полiномами з точнiстю до лiнiйно-

го спряження будуть тiльки полiноми zn, Tn(x), −Tn(x). У першому випадку

множиною Жюлiа буде одиничне коло |z| = 1, у двох iнших – вiдрiзок [−1, 1].

Можна довести, що вiдображення x → −Tn(x) еквiвалентне кусково-

лiнiйному вiдображенню x → −fn(x) з гомеоморфiзмом H(x). При парному

n полiноми Tn(x) та −Tn(x) еквiвалентнi. Вiдображення x → −Tn(x) має iн-

варiантну мiру (5.48) i злiченне число циклiв, якi можна знайти наведеним

вище методом.

Рiттом [167] було показано, що комутуючi рацiональнi вiдображення f(x)

степеня, бiльшого за 1, якi не мають спiльної iтерацiї, задовольняють спiв-

вiдношення φ(αx+ β) = f(φ(x)), причому функцiя φ з точнiстю до дробово-

лiнiйного перетворення може мати вигляд

1)φ(x) = exp x; 2)φ(x) = cos x; 3)φ(x) = P (x, 1, τ); 4)φ(x) =

= P 2(x, 1, i); 5)φ(x) = P ′(x, 1, w); 6)φ(x) = (P ′)2(x, 1, w),

де P (x,w1, w2) – елiптична функцiя Вейєрштрасса з перiодами w1, w2; i =
√
−1, w = eπi/3, Im τ > 0.

Iнше доведення наведено в [30]. Кожному випадку вiдповiдають свої вiд-

ображення Λ(x) = αx + β. Наприклад, у випадку 1) маємо Λ(x) = nx, у

випадку 2) Λ(x) = nx, Λ(x) = nx +
1

2
, n ∈ Z, |n| > 1. У випадках 3) – 6)

множина Жюлiа збiгається iз C.
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Видiлимо деякi комутуючi рацiональнi функцiї, якi на вiдрiзку дiйсної осi

будуть еквiвалентними кусково-лiнiйним вiдображенням.

Визначимо функцiю g спiввiдношенням

P (nx, 1, τ) = g(P (x, 1, τ)), n ∈ Z, n ≥ 2.

Елiптичну функцiю Вейєрштрасса виразимо через елiптичний синус Якобi

[119]

P (x, 1, τ) = e3 +
λ2

sn2(λx)
,

тодi одержимо

e3 +
λ2

sn2(nλx)
= g

(
e3 +

λ2

sn2(λx)

)
.

Функцiя

f(x) = λ2
[
g

(
e3 +

λ2

x

)
− e3

]−1

еквiвалентна функцiї g(x) i задовольняє спiввiдношення sn2(nλx) =

f(sn2(λx)). Така функцiя f(x) не залежить вiд вибору сталої λ, тому ви-

беремо замiсть λ повний елiптичний iнтеграл

λ = K =

π/2∫
0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

,

тодi

sn2(nKx) = f(sn2(Kx)). (5.55)

Розглянемо так званий нормальний випадок, коли 0 < k < 1. Тодi функцiя

H(x) = sn2(Kx) гомеоморфно вiдображає вiдрiзок [0, 1] в себе. Обернена

функцiя має вигляд

H−1(x) =
1

K

arcsin
√
x∫

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

.

Використовуючи (5.55), побудуємо функцiю

r(x) = H−1(f(H((x))) = H−1
(
sn 2(nKx)

)
.
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Якщо 0 ≤ x ≤ 1

n
, то r(x) = nx. Якщо

1

n
≤ x ≤ 2

n
, то

r(x) = H−1(sn 2(nKx)) = H−1
(
sn 2
[
2K − nK

(2
n
− x
)])

=

= H−1
(
sn 2
(
nK
(2
n
− x
)))

= 2− nx.

Функцiя r(x) є перiодичною на вiдрiзку [0, 1] з перiодом
2

n
, тому графiком

функцiї r(x) буде кусково-лiнiйне зубчате вiдображення, еквiвалентне роз-

глянутому ранiше fn(x).

Вiдображення x→ f(x) має n нерухомих точок

x = sn 22mK

n+ 1
, m ∈

{
0, 1, . . . ,

[
n+ 1

2

]}
,

x = sn 2 2lK

n− 1
, l ∈

{
1, 2, . . . ,

[n
2
− 1
]}

,

якi належать вiдрiзку [0, 1]. Аналогiчно можна знайти перiодичнi точки цього

вiдображення. Вiдображення x → f(x) має абсолютно неперервну iнварiан-

тну мiру

µ(dx) = dH−1(x) =
dx

2K
√
x(1− x)(1− k2x)

.

Зауважимо, що аналiтичний вираз для функцiї f(x) можна одержати iз

теореми додавання. Так, при n = 2 знаходимо

f(x) =
4x(1− x)(1− k2x)

(1− k2x2)2
.

Аналогiчнi властивостi має вiдображення x→ 1− f(x).

Тепер визначимо функцiю g спiввiдношенням P 2(nx, 1, i) = g(P 2(x, 1, i)).

Функцiю P (x, 1, i) виразимо через елiптичний синус

P (x, 1, i) = −e1 +
2e1

sn 2
√
2e1x

.

Позначимо

H(x) =
e21

P 2(x, 1, i)
, f(x) =

e21
g(e21/x)

,
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тодi функцiя f(x) задовольняє спiввiдношення H(nx) = f(H(x)). Виберемо

2e1 = K2, де

K =

π/2∫
0

dψ√
1− 0, 5 sin2 ψ

.

Тодi функцiя H(x) гомеоморфно вiдображає вiдрiзок [0, 1] в себе. Фун-

кцiя f(x) еквiвалентна кусково-лiнiйному зубчатому вiдображенню r(x) =

H−1(f(H(x))).

За допомогою H(x) можна визначити цикли вiдображення x → f(x). Це

вiдображення має абсолютно неперервну iнварiантну мiру

µ(dx) = dH−1(x) =
dx

2
√
2Kx3/4

√
1− x

.

При n = 2 функцiя f(x) має вигляд

f(x) =
16x(x− 1)2

(x+ 1)4
.

Вiдображення (5.49) вiдноситься до класу унiмодальних вiдображень. Ви-

кладемо методи символiчної динамiки для таких вiдображень.

Нехай f : I → I – унiмодальне вiдображення, I = I1 ∪ I2, на iнтервалi

I1 функцiя f(x) монотонно зростає, на iнтервалi I2 – монотонно спадає, c –

точка екстремуму.

Визначимо адресу точки x ∈ I :

A(x) =


Is, x ∈ Is, x ̸= c,

c, x = c.

Маршрут – це послiдовнiсть адрес

Af(x) = (A(x), A(f(x)), A(f 2(x)), . . .) = (A0, A1, A2, . . .).

Операцiю зсуву σ на просторi одностороннiх послiдовностей (A0, A1, A2, . . .)

визначимо рiвнiстю

σ(A0, A1, A2, . . .) = (A1, A2, . . .).
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Вiдображення f i зсув σ зв’язанi рiвнiстю

σ(Af(x)) = Af(f(x)).

При побудовi символiчної динамiки корисно враховувати не тiльки адреси

A(fn(x)), але i змiну орiєнтацiї [140].

Поставимо у вiдповiднiсть iнтервалам Is знаки ε(I1) = +1, ε(I2) = −1,

ε(c) = 0. Разом з маршрутом Af(x) = (A0, A1, A2, . . .) розглянемо послiдов-

нiсть θf(x) = (θ0, θ1, θ2, . . .), де

θ0 = ε0, θ1 = ε0ε1, . . . , θn = ε0ε1 . . . εn, εi = ε(Ai).

Знак ε0ε1 . . . εn−1 вiдповiдає локальнiй поведiнцi fn в околi точки x, а саме

рiвний +1, −1, або 0, якщо fn вiдповiдно зростає, спадає, або має екстремум

в точцi x.

Можна довести, що вiдображення x→ θf(x) є монотонним.

Iз монотонностi випливає, що в кожнiй точцi x iснує границя справа θf(x+)

i злiва θf(x−).

Нехай σ – зсув на множинi Σ одностороннiх послiдовностей з алфа-

вiтом {−1, 1}. Для α = (α0, α1, α2, . . .) ∈ Σ i β0 ∈ {−1, 1} визначимо

β0α = (β0α0, β0α1, β0α2, . . .). Тодi σ(θf(x)) = θ0(x)θf(f(x)).

Позначимо

C =
∪
i≥0

f−i(c), Σ′ = θf(x)|x ∈ I\C.

Тодi множина Σ′ буде iнварiантною вiдносно перетворення σ′ :

(θ0, θ1, θ2, . . .) → θ0(θ1, θ2, . . .).

Дамо опис теорiї iнварiантiв перемiшування (теорiї нiдiнгiв [140]) у змiне-

нiй формi.

Для цього символам θi = +1 поставимо у вiдповiднiсть символи θi = 0, а

символам θi = −1 поставимо у вiдповiднiсть θi = 1. Тодi послiдовностi θf(x)
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буде вiдповiдати запис деякого числа у двiйковiй системi числення

x = θ02
−1 + θ12

−2 + θ22
−3 + . . . ,

а перетворенню σ′ буде вiдповiдати вiдображення

g(x) =


2x, x ∈

[
0,

1

2

]
,

2(1− 2x), x ∈
[
1

2
, 1

]
.

(5.56)

Вiдзначимо, що вiдображення g(x) еквiвалентне функцiї f2(x), а також дру-

гому полiному Чебишова T2(x).

Послiдовностi θf(c−) вiдповiдає деяке число ν ≤ 1

2
. Деякi значення θf(y)

є неприпустимими для функцiї f(y). Вiдповiдно, для функцiї g(x) будуть

неприпустимими значення x ∈ (ν, 1 − ν), а також всi значення x, такi, що

gn(x) ∈ (ν, 1− ν) при деякому n ≥ 0.

Позначимо

M =
∪
n≥0

g−n(ν, 1− ν),

тодi всi значення x ∈ [0, 1]\M є припустимими. Число ν також може набувати

не всiх значень.

Назвемо g – припустимим число ν, для якого при всiх n ≥ 0 виконується

нерiвнiсть ∣∣∣gn(x)− 1

2

∣∣∣ ≥ 1

2
− ν.

Зобразимо число x у двiйковiй системi числення x = 0, x1x2x3 . . ., де xi = 0

або 1 i перепишемо вiдображення (5.56) у виглядi

g(x) =


0, x2x3 . . . xi . . . , x1 = 0,

0, x̄2x̄3 . . . x̄i . . . , x1 = 1,

де x̄i = 1− xi.
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Структура множини припустимих послiдовностей (припустимих чисел) бу-

ла дослiджена Джонкером i Рендом [140].

Розглянемо рацiональне число β, 0 ≤ β ≤ 1

2
, яке у двiйковiй системi

числення

β(1) = 0, β1β2β3 . . . βmβ1β2β3 . . . βm . . .

має мiнiмальний перiод m i позначимо

β = 0, β1β2 . . . βmβ̄1β̄2 . . . β̄mβ1β2 . . . βmβ̄1β̄2 . . . β̄m . . . .

Число β будемо називати перiодичним перiоду m, число β(1) – антиперiоди-

чним перiоду m. При n > 1 визначимо iндуктивно число β(n) = (β(n−1))(1).

Його перiод рiвний m2n.

Кожне перiодичне число α є припустимим тодi i тiльки тодi, коли α(1)

припустиме. Якщо для деякого перiодичного α виконується нерiвнiсть α <

β < α(1), то β не є припустимим.

Нехай Π′ – множина всiх припустимих чисел, P ∈ Π′ – множина перiоди-

чних чисел, P ′ ∈ P – множина перiодичних чисел, що не є антиперiодичними.

Структура множини Π′ описується наступною теоремою.

Теорема 5.6 [140]. Кожне число ν ∈ Π′\P є граничним як для α > ν,

так i для α < ν; кожне число ν ∈ P ′ є граничним для α < ν i iзо-

льованим для α > ν; кожне ν ∈ P\P ′ iзольоване в Π′. При цьому ко-

жне антиперiодичне число є ν(k) для деякого ν ∈ P ′ i входить в групу

ν < ν(1) < ν(2) < . . . < ν(∞).

Позначимо через µ(k) припустиме число, що є мiнiмальним серед g-

припустимих перiодичних чисел перiоду k.

Виконуються нерiвностi

µ(1) < µ(2) < µ(4) < . . . µ(2n) < . . . < µ(2n · 7) < µ(2n · 5) <

< µ(2n · 3) < . . . < µ(2 · 7) < µ(2 · 5) < µ(2 · 3) < . . . <
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< µ(7) < µ(5) < µ(3). (5.57)

Випишемо числа µ(2n)

µ(1) = 0, 000 . . . , µ(2) = 0, 010101 . . . ,

µ(22) = 0, 011001100110 . . . , µ(2∞) = 0, 0110100110010110 . . . .

Визначимо вигляд чисел µ(2nk). Нехай k = 2i + 3, i ≥ 0. Тодi число

µ(2nk) утворюється перiодичним повторенням скiнченного ланцюжка α(2nk)

довжиною 2nk. При n = 0 маємо α(k) = α(2i+ 3) = (0110101 . . . 01), де пара

(01) повторюється i раз. При n ≥ 1 маємо α(2nk) = α(2n−1k) · (01), де права

частина означає ланцюжок, утворений iз ланцюжка α(2n−1k) замiною кожної

цифри 0 на 01, а цифри 1 на 10.

Згiдно з [140] унiмодальне вiдображення, порядок росту якого s(f) бiль-

ший 1, напiвспряжене з кусково-лiнiйним вiдображенням

Fs(x) =


sx, x ∈

[
0,

1

2

]
,

s− sx, x ∈
[
1

2
, 1

]
,

де 1 < s ≤ 2. Точнiше, iснує монотонне неперервне вiдображення λ: [0, 1] →

[0, 1] таке, що Fs(λ(x)) = λ(f(x)) для всiх x ∈ [0, 1].

Розглянемо диференцiйовне вiдображення f : [0, 1] → [0, 1] таке, що f(c) =

1. Тодi f буде еквiвалентним F2(x) або другому полiному Чебишова T2(x).

Нехай функцiя λ(x) диференцiйовна на iнтервалi (0, 1). Тодi для нерухомої

точки x0 ∈ (0, 1) функцiї f(x) виконується рiвнiсть f ′(x0) = −2. Аналогiчно,

якщо x0 – перiодична точка перiоду m, то диференцiюючи рiвнiсть

Fm
2 (λ(x)) = λ(fm(x))

в точцi x = x0, одержимо

f ′(x0)f
′(x1) . . . f

′(xm−1) = (−1)k2m, (5.58)
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де xi = f i(x0), i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}, k – кiлькiсть точок циклу, що належать

iнтервалу I2. Оскiльки перiодичнi точки такого вiдображення f(x) розмiщенi

на iнтервалi [0, 1] всюди щiльно, то рiвнiсть (5.58) накладає сильнi обмеження

на функцiю f(x).

Тому функцiя λ(x) така, що F2(λ(x)) = λ(f(x)) може бути недиференцi-

йовною в перiодичних точках. Внаслiдок цього ускладнюється побудова фун-

кцiї λ(x). Оскiльки функцiя λ(x) монотонна, то згiдно з теоремою Лебега

множина точок розриву її похiдної має нульову мiру Лебега [67].

Знайдемо значення s, при яких вiдбувається бiфуркацiя циклiв вiдобра-

ження Fs перiоду k у вiдповiдностi з порядком (5.57). Одна iз точок циклу

буде збiгатися з точкою x0 =
1

2
. Iтерацiї точки x0 будуть попадати на iн-

тервали
[
0,

1

2

]
i
[
1

2
, 1

]
у тому ж порядку, що й iтерацiї точки µ(k) пiд дiєю

вiдображення g.

Тому найменше значення s, при якому iснує цикл перiоду k = 2i + 3,

задовольняє рiвняння

s− s2 + s3 − s4 + . . .+ sk−4 − sk−3 + sk−1 − 1

2
sk − 1

2
= 0. (5.59)

Домноживши рiвняння (5.59) на 2 i роздiливши на 1− s, одержимо

sk−1 − sk−2 − sk−3 + sk−4 − sk−5 + . . .+ s− 1 = 0. (5.60)

Вiдзначимо, що знаки коефiцiєнтiв рiвняння (5.60) чергуються в тому ж по-

рядку, що й цифри 0 i 1 у запису ланцюжка α(k). Рiвняння (5.60) має єдиний

розв’язок на iнтервалi (1, 2).

Аналогiчно можна показати, що бiфуркацiя циклу перiоду m = 2k, k =

2i+ 3, вiдбувається при значеннi s = r, що задовольняє рiвняння

(r − 1)(r2k−2 − r2k−4 − r2k−6 + r2k−8 − r2k−10 + . . . r2 − 1) = 0. (5.61)

Зауважимо, що мiж розв’язком r ∈ (1, 2) рiвняння (5.61) i розв’язком s ∈

(1, 2) рiвняння (5.60) iснує простий зв’язок r =
√
s.
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Бiфуркацiя циклу перiоду m = 2nk, k = 2i+3, вiдбувається при s = r, що

задовольняє рiвняння

(r − 1)(r2 − 1) . . . (r2
n−1 − 1)(r2

n(k−1) − r2
n(k−2) − r2

n(k−3)+

+r2
n(k−4) − r2

n(k−5) + . . .+ r2
n − 1) = 0. (5.62)

При менших значеннях s вiдображення Fs не має циклiв перiоду m. Тут

зберiгається вiдповiднiсть мiж коефiцiєнтами рiвняння (5.62) i ланцюжком

α(2nk). Розв’язок r ∈ (1, 2) рiвняння (5.62) можна виразити через розв’язок

s ∈ (1, 2) рiвняння (5.60)

r = s2
−n

.

При

s = 22
−n

, n > 1,

вiдображення Fs має цикл iнтервалiв перiоду 2n−1.

Для вiдображення Fs, використовуючи методи символiчної динамiки, мо-

жна явно виписати всi цикли.

Вiдзначимо, що ν(Fs) набуває не всiх припустимих значень. Наприклад,

при всiх s маємо ν(Fs) ̸= ν(k), k = 1, 2, . . ., де ν(k) – антиперiодичне число для

деякого ν ∈ P ′. Для квадратного вiдображення (5.49) або вiдображення

f(x) = a− x2 (5.63)

ν(f) буде набувати всiх припустимих значень.

Становить iнтерес вивчення вiдображення (5.63) при a = a∗ = 1, 40155 . . ..

У цьому випадку вiдображення (5.63) має цикли перiодiв усiх степенiв двiйки

i не має циклiв iнших перiодiв. При збiльшеннi a до значення a∗ вiдбуваються

бiфуркацiї подвоєння, для яких справджується унiверсальнiсть Фейгенбаума

[120].
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При дослiдженнi унiмодальних вiдображень природним чином виникають

p-адичнi числа [61]. Наприклад, для вiдображення (5.63) при a = a∗ виника-

ють 2-адичнi числа. Дамо деякi означення p-адичних чисел.

Нехай p – деяке просте число. Для довiльного ненульового цiлого числа a

позначимо через ordpa кратнiсть входження p у розклад a на простi множни-

ки, тобто найбiльше цiле невiд’ємне число m, для якого a ≡ 0(mod pm). Для

довiльного рацiонального числа x =
a

b
позначимо

ordpx = ordpa− ordpb.

Визначимо на полi Q рацiональних чисел p-адичну норму

|x|p =


p−ordpx, x ̸= 0,

0, x = 0.

(5.64)

Норма (5.64) є неархiмедовою.

За допомогою норми (5.64) можна поповнити поле Q до поля Qp p-адичних

чисел, приєднавши до рацiональних чисел їх всеможливi границi за нормою

(5.64). Тодi кожне p-адичне число можна записати у виглядi

x = b−mp
−m + . . .+ b0 + b1p+ b2p

2 + . . . ,

де числа bk, k ∈ {−m,−m + 1, . . . , 0, 1, 2, . . .}, m ∈ Z, можуть набувати зна-

чень 0, 1, 2, . . ., p−1. Якщо b−m ̸= 0, то |x|p = pm. Нехай Zp = {a ∈ Qp | |a|p ≤

1}. Елементи b ∈ Zp називаються цiлими p-адичними числами i можуть бути

розкладенi в ряд

b = b0 + b1p+ b2p
2 + . . . . (5.65)

Над полем Qp природним чином визначаються математичнi операцiї. На-

приклад, при додаваннi двох цiлих p-адичних чисел вигляду (5.65) треба до-

дати їх i-тi розряди, а одиницю переповнення перенести в (i+ 1)-й розряд.
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Вiдображення (5.63) при a = a∗ набуде вигляду

f(x) = a∗ − x2. (5.66)

Позначимо k = 2n, xn = fk(0), n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Вiдображення (5.66) має цикл

iнтервалiв перiоду 2n, n ∈ {0, 1, 2, . . .} з центральним iнтервалом Ixn,xn+1
, де

Ix,y рiвний [x, y], якщо x < y i [y, x], якщо x > y. Наприклад, цикл iнтер-

валiв перiоду 1 {[f 2(0), f(0)]} складається з одного iнварiантного iнтервала.

Цикл iнтервалiв перiоду 2 {[f 2(0), f 4(0)], [f 3(0), f(0)]} складається з двох iн-

тервалiв, якi одержуються, якщо з iнтервала [f 2(0), f(0)] викинути iнтервал

(f 4(0), f 3(0)). Цикл iнтервалiв перiоду 4

{[f 8(0), f 4(0)], [f 5(0), f(0)], [f 2(0), f 6(0)], [f 3(0), f 7(0)]}

одержимо, якщо iз iнтервала [f 2(0), f 4(0)] викинути iнтервал (f 6(0), f 8(0)),

а iз iнтервала [f 3(0), f(0)] викинути iнтервал (f 7(0), f 5(0)). Цю процедуру

можна продовжувати до нескiнченностi. У границi одержимо деяку множину

Φ, гомеоморфну стандартнiй множинi Кантора. Ця множина Φ а також цикли

перiодiв 2n, n ∈ {0, 1, 2, . . .} є iнварiантними множинами вiдображення (5.66).

Кожному цiлому 2-адичному числу

k = k0 + 2k1 + 22k2 + . . . , (5.67)

де ki ∈ {0, 1}, можна поставити у вiдповiднiсть деякий елемент x ∈ Φ. Якщо

kn = 0 при n ≥ n0, то число k буде цiлим рацiональним числом i йому

вiдповiдає елемент fk(0) ∈ Φ. Якщо ряд (5.67) нескiнченний, то k можна

наблизити в 2-адичнiй нормi цiлими рацiональними числами mn = k0+2k1+

. . .+ 2nkn i вважати, що k вiдповiдає дiйсне число

x = lim
n→∞

fmn(0).

Остання границя iснує, причому x ∈ Φ. Вiдповiднiсть мiж цiлими 2-адичними

числами i x ∈ Φ є взаємно однозначною.
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Вiдображенню (5.66) на множинi Φ вiдповiдає вiдображення h(k) = k + 1

на множинi Z2 цiлих 2-адичних чисел. Вiдображення h є гомеоморфiзмом на

множинi Z2, обернене вiдображення має вигляд h−1(k) = k − 1.

Вiдповiднiсть мiж деякою iнварiантною множиною вiдображення (5.63) i

множиною Z2 можна одержати також i при iнших значеннях параметра a.

Розглянемо функцiональне рiвняння

f p(ax) = af(x), (5.68)

де x ∈ [−1, 1], f(0) = 1. В [120, 140] доведено iснування унiмодального, пар-

ного, аналiтичного на [−1, 1] розв’язку, причому a ∈ (−1, 0).

Встановимо деякi властивостi розв’язку f(x) рiвняння (5.68).

Лема 5.2. При всiх n ∈ N виконується рiвнiсть

f pn(0) = afn(0). (5.69)

Для доведення використаємо iндукцiю вiдносно n. Пiдставивши в (5.68)

x = 0 одержимо f p(0) = af(0) = a. Нехай рiвнiсть (5.69) виконується при n =

k. Тодi iз рiвняння (5.68) знаходимо f p(afk(0)) = afk+1(0) або f p(k+1)(0) =

afk+1(0). Лема доведена.

Якщо x0 ∈ (0, 1) – нерухома точка вiдображення x → f(x), то згiдно з

(5.68) одержимо f p(ax0) = af(x0) = ax0, а також

f p
n

(anx0) = anx0, n ≥ 1,

тобто anx0 є перiодичною точкою вiдображення x→ f(x) перiоду pn.

Зауважимо, що f 2(0) < 0. Справдi, якщо f 2(0) ≥ 0, то fk(0) ≥ 0 при всiх

k ≥ 1. Це суперечить нерiвностi f p(0) = a < 0.

Позначимо через Ix,y вiдрiзок [x, y], якщо x < y, або вiдрiзок [y, x], якщо

y < x. Доведемо, що функцiя f(x) має цикл iнтервалiв перiоду p з централь-

ним iнтервалом

J (p) = Ifpo ,f2p0 ,



185

де fk0 = fk(0). Справдi, f p0 = a < 0, f 2p0 = af 20 > 0, тому 0 ∈ J (p). Пiд дiєю

вiдображення f(x) центральний iнтервал J (p) буде послiдовно переходити в

iнтервали

If10 ,f
p+1
0
, . . . , Ifp−1

0 ,f2p−1
0

.

Аналогiчно можна показати, що iснує цикл iнтервалiв перiоду pn, n ≥ 1, з

центральним iнтервалом

J (pn) = Ifpn0 ,f2p
n

0
.

Позначимо через Apn об’єднання iнтервалiв, що належать циклу iнтервалiв

перiоду pn. Множина

Φ =
∩
n≥1

Apn

має структуру множини Кантора. На множинi Φ функцiя f(x) є взаємно

однозначною.

Теорема 5.7. Iснує гомеоморфiзм H: Zp → Φ. При цьому

H(b+ 1) = f(H(b)), H(b− 1) = f−1(H(b)), (5.70)

H(pb) = aH(b), (5.71)

де b ∈ Zp.

Доведення. Для цiлого рацiонального числа

k = k0 + k1p+ . . .+ knp
n, 0 ≤ ki ≤ p− 1, i ∈ {0, 1, . . . , n},

пiдставимо H(k) = fk(0) ∈ Φ. Нехай |r− k|p ≤ p−m, r ∈ N, тобто r = k+ pml,

де l ∈ N. Тодi одержимо f r(0) = fk(amf l(0)). Оскiльки lim
m→∞

amf l(0) = 0,

то вiдхилення |f r(0) − fk(0)| може бути зроблене як завгодно малим при

m → ∞. Якщо ряд (5.65) нескiнченний, то b можна наблизити в p-адичнiй

нормi цiлим рацiональним числом kn = b0 + b1p+ . . .+ bnp
n i вважати, що

H(b) = lim
n→∞

fkn(0).
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Рiвностi (5.70) для b ∈ N очевиднi, для b ∈ Zp випливають iз неперервностi.

Тотожнiсть (5.71) випливає iз леми i з неперервностi. Теорема доведена.

Нехай вiдображення g(x) еквiвалентне розв’язку f(x) рiвняння (5.68). Тодi

iнварiантнiй множинi вiдображення g(x) також вiдповiдає множина цiлих p-

адичних чисел. Наприклад, твердження теореми правильнi для вiдображення

x→ a−x2 при вiдповiдних значеннях параметра a. При цьому рiвнiсть (5.71)

виконується наближено.

5.5. Висновки

Роздiл 5 присвячено застосуванню методу iнтегральних многовидiв у теорiї

бiфуркацiй нелiнiйних систем iз запiзненням.

1. У пiдроздiлi 5.1 одеpжано зображення iнтегрального многовиду лiнiйної

сингулярно збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь з пеpiоди-

чною пpавою частиною, дослiджена бiфуркацiя iнварiантного тора iз стану

рiвноваги та субфуркацiя перiодичних розв’язкiв.

2. У пiдроздiлi 5.2 одеpжано зображення iнтегрального многовиду сингу-

лярно збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь з пеpiодичною

пpавою частиною. Показано, що пpи вiдповiдних умовах на пpаву частину

вiдображення Пуанкаре для збуреної системи має тpансвеpсальну гомоклiнi-

чну точку.

3. У пiдроздiлi 5.3 метод усереднення застосовано до дослiдження перiо-

дичних розв’язкiв консервативної системи з малим запiзненням.

4. У пiдроздiлi 5.4 дослiджено полiномiальнi i рацiональнi одновимiрнi вiд-

ображення, еквiвалентнi кусково-лiнiйним i такi, що мають iнварiантну мiру.

Показано, що iнварiантнiй множинi деякого вiдображення вiдповiдає множи-

на цiлих p-адичних чисел.



Роздiл 6

ДОСЛIДЖЕННЯ БIФУРКАЦIЇ СТАНУ РIВНОВАГИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ

У цьому роздiлi дослiджено умови iснування та властивостi iнтегральних

многовидiв нелiнiйної параболiчної системи з перетвореним аргументом та

дослiджена бiфуркацiя тора iз стану рiвноваги. Аналогiчнi задачi дослiдже-

нi для сингулярно збуреної системи нелiнiйних параболiчних рiвнянь з пе-

ретвореним аргументом. Доведено iснування злiченного числа перiодичних

розв’язкiв гiперболiчної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

з перiодичною умовою. Вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль

квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де Фрiза з перетвореним аргументом.

6.1. Бiфуркацiя стану рiвноваги в нелiнiйнiй параболi-

чнiй системi з перетвореним аргументом

6.1.1. Перетворення вихiдної задачi

Розглянемо нелiнiйну параболiчну систему з перетвореним аргументом

∂u

∂t
= D(t, ε)

∂2u

∂x2
+ A(t, ε)u+B(t, ε)u∆ + f(t, x, u, u∆, ε) (6.1)
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i з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (6.2)

Тут ε – p-вимiрний параметр з малими додатними компонентами, u∆ =

u(t, x − ∆), ∆ – зсув аргументу, матрицi D(t, ε), A(t, ε), B(t, ε) i функцiя

f : R2n+p+2 → Rn п’ять разiв неперервно диференцiйовнi за всiма аргумента-

ми i 2π-перiодичнi вiдносно t, x, f(t, x, u, v, ε) = O(|u|2+|v|2) при |u|+|v| → 0.

Тому функцiя f(t, x, u, v, ε) задовольняє умови

f(t, x, 0, 0, ε) = 0, |f(t, x, u, v, ε)− f(t, x, u′, v′, ε)| ≤ ν(|u− u′|2 + |v − v′|2)1/2,

|u| ≤ ρ, |u′| ≤ ρ, |v| ≤ ρ, |v′| ≤ ρ, (6.3)

де |u|2 = u21 + . . . + u2n, причому стала Лiпшиця ν може бути зроблена як

завгодно малою при зменшеннi ρ. Функцiю f(t, x, u, v, ε) можна довизначити

поза областю |u| ≤ ρ, |v| ≤ ρ так, щоб умова (6.3) виконувалася у всьому

просторi. Нехай матриця D(t, ε) додатно визначена.

Система (6.1) застосовується для моделювання нелiнiйних ефектiв у оптицi

[6]. Iнтегральнi многовиди i бiфуркацiя розв’язкiв параболiчних задач вивча-

лися в працях [9, 33, 101, 133, 136], причому в [33, 101] дослiджена бiфуркацiя

народження циклу автономного параболiчного рiвняння з перетвореним аргу-

ментом. Розглянемо параболiчну систему з перетвореним аргументом бiльш

загального вигляду, для якої за допомогою методу iнтегральних многовидiв

доведемо iснування iнварiантного тора.

Поряд з (6.1) розглянемо лiнiйну систему
∂u

∂t
= D(t, ε)

∂2u

∂x2
+ A(t, ε)u+B(t, ε)u∆. (6.4)

Розв’язок задачi (6.4), (6.2) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(−ikx), y−k(t) = yk(t). (6.5)
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Пiдставляючи (6.5) в (6.4) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(−ikx), одержимо

злiченну систему диференцiальних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk(t)

dt
= [−k2D(t, ε) +A(t, ε) +B(t, ε) exp(ik∆)]yk(t), k = 0,±1, . . . . (6.6)

Система (6.6) є системою лiнiйних диференцiальних рiвнянь з перiодичними

коефiцiєнтами. Згiдно з теоремою Флоке iснує невироджена матриця Hk(t, ε),

Hk(t+2π, ε) = Hk(t, ε), така, що замiна yk = Hk(t, ε)zk зводить систему (6.6)

до вигляду

dzk
dt

= Ck(ε)zk, C−k(ε) = Ck(ε), k = 0,±1, . . . .

Розв’язок задачi (6.1), (6.2) будемо шукати у виглядi ряду (6.5). Пiдстав-

ляючи (6.5) в (6.1) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(−ikx), k ∈ Z, одержимо

злiченну систему диференцiальних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dy

dt
=M(t, ε)y + F (t, y, ε), (6.7)

де y = (y0, y1, y−1, . . .)
T , M(t, ε) – нескiнченна блочно-дiагональна матриця з

блоками

Mk(t, ε) = −k2D(t, ε) + A(t, ε) +B(t, ε) exp(ik∆), k = 0,±1, . . . ,

F (t, y, ε) = (f0, f1, f−1, . . .)
T – нелiнiйна функцiя, причому fk є коефiцiєнтами

при exp(−ikx) розкладу функцiї f(t, x, u, u∆, ε) в ряд Фур’є.

Покажемо, що функцiя F (t, y, ε) задовольняє умову Лiпшиця. Введемо в

просторi послiдовностей норму |y| = (
∞∑

k=−∞

|yk|2)1/2.

Розглянемо iнший вектор z = (z0, z1, z−1, . . .)
T коефiцiєнтiв Фур’є

розв’язку v(t, x) рiвняння (6.1) i вiдповiдний йому вектор F (t, z, ε) =

(g0, g1, g−1, . . .)
T . Використовуючи рiвнiсть Парсеваля, одержимо

|F (t, y, ε)− F (t, z, ε)| = (
∞∑

k=−∞

|fk − gk|2)1/2 =
( 1

2π

2π∫
0

|f(t, x, u, u∆, ε)−
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−f(t, x, v, v∆, ε)|2dx
)1/2

≤ ν
( 1

2π

2π∫
0

(|u− v|2 + |u∆ − v∆|2)dx
)1/2

=

= ν(2
∞∑

k=−∞

|yk − zk|2)1/2 =
√
2ν|y − z|.

Отже, функцiя F задовольняє умову Лiпшиця зi сталою
√
2ν.

Використовуючи нерiвнiсть Важевського, оцiнимо розв’язок yk(t) системи

(6.6):

|yk(t)| ≤ |yk(t0)| exp
t∫

t0

Λk(t1)dt1, (6.8)

де Λk(t) – найбiльший характеристичний корiнь матрицi [Mk(t, ε) +

M ∗
k (t, ε)]/2.

Нехай для всiх x, що належать одиничнiй сферi |x| = 1, x ∈ Rn, виконую-

ться нерiвностi

(D(t, ε)x, x) ≥ µ > 0, (Ax+ ATx, x) ≤ 2a,

(B exp(ik∆)x+BT exp(−ik∆)x) ≤ 2b.

Тодi

Λk(t) =
1

2
max
|x|=1

(Mk(t, ε)x+M ∗
k (t, ε)x, x) ≤ −k2µ+ a+ b.

Звiдси випливає, що lim
k→∞

Λk(t) = −∞. Припустимо, що характеристичне рiв-

няння det(Ck(ε)−λE) = 0, k ∈ Z, має простi коренi αm(ε)±iβm(ε), αm(0) = 0,

βm(0) > 0, m ∈ {1, . . . , p}, а iншi коренi задовольняють умову |Reλ| > γ + δ,

γ > δ > 0. Умова αm(0) = 0 не має характеру виродження, оскiльки ε є

p-вимiрним параметром. Для всiх цiлих k, крiм скiнченної кiлькостi, вико-

нується нерiвнiсть k2 ≥ (γ + δ + a + b)/µ. Тодi −k2µ + a + b ≤ −(γ + δ),

Λk(t) ≤ −(γ + δ) i з нерiвностi (6.8) випливає оцiнка

|yk(t)| ≤ |yk(t0)| exp[−(γ + δ)(t− t0)], t ≥ t0. (6.9)
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Перепишемо систему (6.7) у виглядi

dY1
dt

= N1(t, ε)Y1 + F1(t, y, ε),
dY2
dt

= N2(t, ε) + F2(t, y, ε), (6.10)

де

y = (Y1, Y2)
T , Y1 = (y0, y1, y−1, . . . , yk0, y−k0)

T , Y2 = (yk0+1, y−k0−1, . . .)
T ,

N1(t, ε) = diag(M0,M1,M−1, . . . ,Mk0,M−k0), N2(t, ε) =

= diag(Mk0+1,M−k0−1, . . .), F1(t, y, ε) = (f0, f1, f−1, . . . , fk0, f−k0)
T ,

F2(t, y, ε) = (fk0+1, f−k0−1, . . .)
T , k0 = [

√
(γ + δ + a+ b)/µ].

Матрицю C(ε) = diag(C0, C1, C−1, . . . , Ck0, C−k0) зведемо до вигляду C(ε) =

T (ε)Γ(ε)T−1(ε), де

Γ(ε) = diag(A1(ε),Γ1(ε)), A1(ε) = diag(A3(ε), A4(ε)),

власнi значення матрицi A3(ε) задовольняють умову Reλ > γ + δ, A4(ε) –

дiагональна матриця з числами αm(ε)±iβm(ε) на дiагоналi, а власнi значення

матрицi Γ1(ε) задовольняють умову Reλ < −γ−δ. Таке перетворення можна

одержати шляхом зведення матрицi C(ε) до жорданової нормальної форми.

В системi (6.10) зробимо замiну Y1(t) = H(t, ε)T (ε)Y3(t), де

H(t, ε) = diag(H0, H1, H−1, . . . , Hk0, H−k0).

В результатi одержимо систему

dY3
dt

= Γ(ε)Y3 + T−1(ε)H−1(t, ε)F1(t, y, ε),

dY2
dt

= N2(t, ε)Y2 + F2(t, y, ε). (6.11)

Оскiльки матриця Γ(ε) є блочно-дiагональною, то систему (6.11) можна пе-

реписати у виглядi
dw1

dt
= A1(ε)w1 +G1(t, w, ε),
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dw2

dt
= A2(t, ε)w2 +G2(t, w, ε), (6.12)

де

A2(t, ε) = diag(Γ1(ε), N2(t, ε)), Y3 = (w1, Y4)
T , w2 = (Y4, Y2)

T , w1 ∈ Rl+2p,

w2 належить банаховому простору M.

В силу припущень вiдносно власних значень матрицi Γ1(ε) справджується

оцiнка

| exp[Γ1(ε)t]| ≤ N exp[−(γ + δ)t], t ≥ 0, N ≥ 1.

Тодi для фундаментальної матрицi L(t, s) системи dw2/dt = A2(t, ε)w2 iз

нерiвностi (6.9) випливає оцiнка

|L(t, s)| ≤ N exp[−(γ + δ)(t− s)], t ≥ s. (6.13)

Аналогiчно можна одержати оцiнку

| exp[A1(ε)t]| ≤ N exp[(δ − γ)t], t ≤ 0. (6.14)

Оскiльки вектор-функцiя F задовольняє умову Лiпшиця i F (t, 0, ε) = 0,

то

G1(t, 0, ε) = G2(t, 0, ε) = 0, (|G1(t, w, ε)−G1(t, v, ε)|2+

+|G2(t, w, ε)−G2(t, v, ε)|2)1/2 ≤ ν1|w − v|, (6.15)

де

ν1 =
√
2νmax{1, |T−1(ε)H−1(t, ε)|}max{1, |H(t, ε)T (ε)|}

6.1.2. Iснування та властивостi iнтегральних многовидiв

Теорема 6.1. Нехай виконуються умови (6.13) – (6.15). Тодi при

ν1 <
δ

N(1 + 2N)
(6.16)
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iснує функцiя w2 = h(t, w1, ε), що визначена на Rl+3p+1, задовольняє умови

h(t, 0, ε) = 0, |h(t, w1, ε)− h(t, w′
1, ε)| ≤

1

2
|w1 − w′

1| (6.17)

i така, що множина

S− = {(t, w1w2) |t ∈ R, w1 ∈ Rl+2p, w2 = h(t, w1, ε), w2 ∈ M}

є iнтегральним многовидом системи (6.12). Для кожного розв’язку w(t) =

(w1(t), h(t, w1(t), ε)) системи (6.12), що належить S−, справджується оцiн-

ка

|w(t)| ≤ 2N |w1(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≤ σ. (6.18)

Доведення. Поряд iз системою (6.12) розглянемо систему iнтегральних

рiвнянь

w1(t) = exp[A1(ε)(t− σ)]c1 −
σ∫
t

exp[A1(ε)(t− s)]G1(s, w(s), ε)ds,

w2(t) =

t∫
−∞

L(t, s)G2(s, w(s), ε)ds, (6.19)

звiдки

w(t) = H+(t− σ)c−
σ∫
t

H+(t− s)G(s, w(s), ε)ds+

+

t∫
−∞

H−(t, s)G(s, w(s), ε)ds, (6.20)

де

H+(t) = diag[exp[A1(ε)t], 0], c = [c1, 0]
T ,

H−(t, s) = diag[0, L(t, s)], G = [G1, G2]
T .
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Iснування розв’язку рiвняння (6.20) доведемо за допомогою методу послi-

довних наближень

w(0)(t) = 0, w(n+1)(t) = H+(t− σ)c−
σ∫
t

H+(t− s)G(s, w(n), ε)ds+

+

t∫
−∞

H−(t, s)G(s, w
(n)(s), ε)ds, n = 0, 1, 2, . . . . (6.21)

Iндукцiєю доведемо, що правильна нерiвнiсть

|w(m)(t)− w(m−1)(t)| ≤ N |c|(ν1K)m−1 exp[γ(σ − t)], (6.22)

де m = 1, 2, . . ., t ≤ σ, K = 2N/δ.

При m = 1 нерiвнiсть (6.22) випливає iз (6.14). Нехай нерiвнiсть (6.22)

справджується при m = n. Тодi, враховуючи (6.13) – (6.15), одержимо

|w(n+1)(t)− w(n)(t)| ≤
σ∫
t

N exp[(δ − γ)(t− s)]ν1|w(n)(s)− w(n−1)(s)|ds+

+

t∫
−∞

N exp[−(δ + γ)(t− s)]ν1|w(n)(s)− w(n−1)(s)|ds ≤

≤ N |c|(ν1K)n exp[γ(σ − t)].

Отже, нерiвнiсть (6.22) вiрна при m = n + 1, тому вона вiрна при всiх

натуральних m. Послiдовнi наближення збiгаються до розв’язку рiвняння

(6.20) за умови ν1K < 1.

Вибираючи в рiвностi (6.20) замiсть c iншу сталу c′, одержимо

w′(t) = H+(t− s)c′ −
σ∫
t

H+(t− s)G(s, w′(s), ε)ds+

+

t∫
−∞

H−(t, s)G(s, w
′(s), ε)ds.
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Використовуючи (6.13) i (6.14), оцiнимо рiзницю

|w(t)−w′(t)| ≤ N exp[(δ− γ)(t− σ)]|c− c′|+
σ∫
t

N exp[(δ− γ)(t− s)]ν1|w(s)−

−w′(s)|ds+
t∫

−∞

N exp[(δ + γ)(s− t)]ν1|w(s)− w′(s)|ds.

Пiдставимо x(t) = exp[γ(t− σ)]|w(t)− w′(t)|, тодi

x(t) ≤ N |c− c′| exp[δ(t− σ)] + ν1N

σ∫
−∞

exp[−δ|t− s|]x(s)ds,

звiдки згiдно з [28, с. 156] знаходимо

x(t) ≤ 2δN |c− c′|
δ +

√
δ2 − 2ν1δN

exp[
√
δ2 − 2ν1δN(t− σ)].

Враховуючи позначення для x(t), одержимо

|w(t)− w′(t)| ≤ 2δN |c− c′|
δ +

√
δ2 − 2ν1δN

exp[(−γ +
√
δ2 − 2ν1δN)(t− σ)]. (6.23)

Пiдставляючи в (6.19) t = σ, знаходимо зображення iнтегрального многовиду

w1(σ) = c1, h(σ, c1, ε) =

σ∫
−∞

L(σ, s)G2(s, w(s), ε)ds.

Доведемо оцiнку (6.17):

|h(σ, c1, ε)− h(σ, c′1, ε)| ≤
σ∫

−∞

N exp[(δ + γ)(s− σ)]ν1|w(s)− w′(s)|ds ≤

≤ 2ν1δN
2|c1 − c′1|

(δ +
√
δ2 − 2ν1δN)2

.

Виберемо ν1 iз умови
2ν1δN

2

(δ +
√
δ2 − 2ν1δN)2

≤ 1

2
.
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Для виконання цiєї нерiвностi досить, щоб виконувалася умова (6.16). Але

тодi виконується оцiнка (6.17). Оцiнка (6.18) випливає iз (6.23), якщо пiдста-

вити c′ = 0. Теорема доведена.

Теорема 6.2. Нехай виконуються умови (6.13) – (6.16). Тодi iснує фун-

кцiя w1 = g(t, w2, ε), що визначена на Rp+1×M, задовольняє умови g(t, 0, ε) =

0, |g(t, w, ε)− g(t, w′, ε)| ≤ |w − w′|/2, i така, що множина

S+ = {(t, w1, w2) |t ∈ R, w2 ∈ M, w1 = g(t, w2, ε), w1 ∈ Rl+2p}

є iнтегральним многовидом системи (6.12). Для кожного розв’язку w(t) =

(g(t, w2(t), ε), w2(t)) системи (6.12), що належить S+, справджується оцiн-

ка

|w(t)| ≤ 2N |w2(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 6.1.

Нехай t = σ – деяке число (початковий момент). Покажемо, що iнтеграль-

на множина S− стiйка в тому розумiннi, що вона притягує до себе всi близькi

розв’язки w(t), t ≥ σ, за експоненцiальним законом.

Зауважимо, що поведiнка розв’язкiв системи (6.12) на iнтегральному мно-

говидi S− описується рiвнянням

dv

dt
= A1(ε)v +G1(t, v, h(t, v, ε), ε). (6.24)

Теорема 6.3. Нехай w(t) = (w1(t), w2(t)) – довiльний розв’язок систе-

ми (6.12) з початковим значенням w(σ) при t = σ. За умови (6.16) iснує

розв’язок ξ(t) = (v(t), h(t, v(t), ε)), що належить S− i такий, що вiрна оцiн-

ка

|w(t)− ξ(t)| ≤ 2N |w2(σ)− h(σ, v(σ), ε)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ. (6.25)
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Доведення. Позначимо через v(t) розв’язок рiвняння (6.24) з початковою

умовою v(σ) = a. Тодi ξ(t) буде залежати вiд a i мати початкове значення

ξ(σ) = (a, h(σ, a, ε)). Виконуючи в системi (6.12) замiну змiнних

x(t) = w1(t)− v(t), y(t) = w2(t)− h(t, v(t), ε),

одержимо
dx

dt
= A1(ε)x+G1(t, η + ξ, ε)−G1(t, ξ, ε),

dy

dt
= A2(t, ε)y +G2(t, η + ξ, ε)−G2(t, ξ, ε), (6.26)

де η(t) = (x(t), y(t)). Функцiя G(t, η+ξ, ε)−G(t, ξ, ε) задовольняє за змiнною

η умову Лiпшиця iз сталою ν1.

Згiдно з теоремою 6.2 система (6.26) має iнтегральний многовид S+, який

можна зобразити у виглядi x = g(t, y, a, ε), де функцiя g задовольняє умову

g(t, 0, a, ε) = 0, |g(t, y, a, ε)− g(t, y′, a, ε)| ≤ 1

2
|y − y′|. (6.27)

Для кожного розв’язку η(t) = (x(t), y(t)) системи (6.26) з початковими

даними y(σ) = ζ, x(σ) = g(σ, ζ, a, ε), ζ ∈ M, вiрна нерiвнiсть

|η(t)| ≤ 2N |y(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ.

Покажемо тепер iснування таких ζ i a, що для розв’язку w(t) =

(w1(t), w2(t)) системи (6.12) i розв’язку η(t) = (x(t), y(t)) системи (6.26) при

всiх t ≥ σ виконуються рiвностi

x(t) = w1(t)− v(t), y(t) = w2(t)− h(t, v(t), ε), (6.28)

звiдки й буде випливати оцiнка (6.25).

Якщо рiвностi (6.28) виконуються при t = σ, то згiдно з теоремою єдиностi

вони виконуються i при всiх t ≥ σ. При t = σ (6.28) набувають вигляду

g(σ, ζ, a, ε) = w1(σ)− a, ζ = w2(σ)− h(σ, a, ε). (6.29)
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Розглядаючи (6.29) як систему рiвнянь вiдносно ζ i a, одержимо

a = w1(σ)− g(σ,w2(σ)− h(σ, a, ε), a, ε). (6.30)

Покажемо, що це рiвняння має розв’язок при довiльних w1(σ) та w2(σ).

Розглянемо вiдображення

H(a) = w1(σ)− g(σ,w2(σ)− h(σ, a, ε), a, ε).

Використовуючи властивостi (6.27) функцiї g, знаходимо оцiнку

|H(a)− w1(σ)| ≤ |w2(σ)− h(σ, a, ε)|/2,

звiдки

|H(a)− w1(σ)| ≤
1

2
|w2(σ)− h(σ,w1(σ), ε)|+

1

4
|a− w1(σ)|.

Розглянемо в (l+2p)-вимiрному просторi кулю H, що визначається нерiв-

нiстю (вiдносно a)

|a− w1(σ)| ≤ |w2(σ)− h(σ,w1(σ), ε)|.

Iз нерiвностi

|H(a)− w1(σ)| ≤
3

4
|w2(σ)− h(σ,w1(σ), ε)| (6.31)

випливає, що вiдображення H(a) переводить кулю H в себе, тому, згiдно з

теоремою Брауера, це вiдображення має нерухому точку a∗.

Отже, рiвняння (6.30) має розв’язок a = a∗, який згiдно з (6.31) задоволь-

няє оцiнку

|a∗ − w1(σ)| ≤
3

4
|w2(σ)− h(σ,w1(σ), ε)|.

Пiдставляючи розв’язок a∗ у друге рiвняння (6.29), знаходимо, що пара a∗,

ζ∗, де ζ∗ = w2(σ)− h(σ, a∗, ε), задовольняє систему (6.29). Теорема доведена.

Систему (6.24) перепишемо у виглядi

dw3

dt
= A2(ε)w3 +G3(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε),
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dw4

dt
= A4(ε)w4 +G4(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε), (6.32)

де v = (w3, w4), G1 = (G3, G4). Згiдно з припущеннями вiдносно власних

значень матриць A3(ε) та A4(ε) правильнi оцiнки

| exp[A3(ε)]t| ≤ N exp[(γ − δ)t], t ≥ 0,

| exp[A4(ε)]t| ≤ N exp[(γ + δ)t], t ≤ 0. (6.33)

За умови (6.16), згiдно з [98, с. 42], iснує iнтегральний многовид S+
1 системи

(6.32), який можна подати у виглядi w3 = r(t, w4, ε). При цьому функцiя

r(t, w, ε) задовольняє умови

r(t, 0, ε) = 0, |r(t, w, ε)− r(t, v, ε)| ≤ 1

2
|w − v|, w ∈ R2p, v ∈ R2p.

Звiдси випливає iснування центрального многовиду. Позначимо r1(t, w, ε) =

h(t, r(t, w, ε), w, ε).

Теорема 6.4. Нехай виконуються оцiнки (6.13) – (6.16), (6.33). Тодi iснує

центральний многовид

S = {(t, w3, w4, w2) |t ∈ R, w4 ∈ R2p, w3 = r(t, w4, ε), w3 ∈ Rl,

w2 = r1(t, w4, ε), w2 ∈ M}

системи (6.12).

Рiвняння на многовидi S має вигляд

dw4

dt
= A4(ε)w4 +G4(t, r(t, w4, ε), w4, r1(t, w4, ε), ε). (6.34)

У багатьох випадках для дослiдження бiфуркацiї тривiального розв’язку

рiвняння (6.34) досить визначити функцiї r(t, w, ε) та r1(t, w, ε) наближено.

Для цього знайдемо спочатку наближений вираз функцiї h(σ, c1, ε) за припу-

щення, що матриця A2(t, ε) = A2(ε) не залежить вiд t. Нехай, наприклад,

hn(σ, c1, ε) =

σ∫
−∞

exp[A2(ε)(σ − s)]G2(s, w
(n)(s), ε)ds,
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де w(n)(s) знаходиться за допомогою рекурентної формули (6.21). Наприклад,

нульове i перше наближення мають вигляд

h0(σ, c1, ε) = 0, h1(σ, c1, ε) =

σ∫
−∞

exp[A2(ε)(σ − s)]G2(s,H+(s− σ)c, ε)ds.

Звiдси знаходимо нульове i перше наближення функцiй r(σ,w, ε), r1(σ,w, ε):

r(0)(σ,w, ε) = 0, r
(0)
1 (σ,w, ε) = 0,

r(1)(σ,w, ε) = −
∞∫
σ

exp[A3(ε)(σ − s)]G3(s, 0, exp[A4(ε)(s− σ)]w, 0, ε)ds,

r
(1)
1 (σ,w, ε) =

σ∫
−∞

exp[A2(ε)(σ − s)]G2(s, 0, exp[A4(ε)(s− σ)]w, 0, ε)ds.

Нехай функцiї G2(t, 0, w, 0, ε) та G3(t, 0, w, 0, ε), w ∈ R2p, аналiтичнi вiдносно

w в деякому околi точки w = 0:

G2(t, 0, w, 0, ε) =
∞∑

|α|=q

gα(t)w
α, G3(t, 0, w, 0, ε) =

∞∑
|α|=q

fα(t)w
α,

де q ≥ 2, α = (α1, . . . , α2p), αj, j ∈ {1, . . . , 2p} – невiд’ємнi цiлi, |α| = α1 +

. . .+ α2p, wα = wα1

1 . . . w
α2p

2p .

Припустимо, що вiдомi розклади

fα(t) =
∞∑

k=−∞

fαke
ikt, gα(t) =

∞∑
k=−∞

gαke
ikt.

Тодi знаходження функцiй r(1)(σ,w, ε) та r(1)1 (σ,w, ε) зводиться до обчислення

iнтегралiв вигляду
∞∫
σ

exp[µ(ε)(σ − s)] exp[iks+ n(αm(ε)± iβm(ε))(s− σ)]ds,

σ∫
−∞

exp[λ(ε)(σ − s)] exp[iks+ n(αm(ε)± iβm(ε))(s− σ)]ds,
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де n ∈ N, m ∈ {1, . . . , p}, λ(ε) та µ(ε) – власнi значення матриць A2(ε) i A3(ε)

вiдповiдно.

Зауважимо, що для дослiдження умов бiфуркацiї досить обмежитися чле-

нами другого порядку в розкладi функцiй r(1)(σ,w, 0), r(1)1 (σ,w, 0) у ряд Тей-

лора. Тодi права частина системи (6.34) при ε = 0 буде вiдома з точнiстю до

членiв третього порядку.

6.1.3. Дослiдження бiфуркацiї стану рiвноваги

Систему (6.34) перепишемо у виглядi

dvk
dt

= [αk(ε) + iβk(ε)]vk + Vk(t, v, v, ε),

dvk
dt

= [αk(ε)− iβk(ε)]vk + V k(t, v, v, ε), (6.35)

де vk – комплексна змiнна, v = (v1, . . . , vp)
T , Vk(t + 2π, v, v, ε) = Vk(t, v, v, ε),

Vk(t, v, v, ε) = O(|v|2) при |v| → 0, k ∈ {1, . . . , p}.

Нехай виконується умова A:

n1β1(0) + . . .+ npβp(0) ̸= m при 0 < |n1|+ . . .+ |np| < 6,

де m, n1, . . ., np – цiлi.

Перетворимо систему (6.35) за допомогою пiдстановки

v = x+
4∑
i=2

Wi(t, x, x, ε), (6.36)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого, третього i четвертого порядку з

перiодичними коефiцiєнтами. Перетворення (6.36) можна пiдiбрати так, що

рiвняння для x та x набудуть вигляду [12, 108]

dxk
dt

= [αk(ε) + iβk(ε)]xk + xk

p∑
j=1

akj(ε)xjxj +Xk(t, x, x, ε),
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dxk
dt

= [αk(ε)− iβk(ε)]xk + xk

p∑
j=1

akj(ε)xjxj +Xk(t, x, x, ε),

де

Xk(t+ 2π, x, x, ε) = Xk(t, x, x, ε), Xk(t, x, x, ε) = O(|x|5)

при |x| → 0. Перейдемо до полярних координат, поклавши xk = rk exp(iφk),

xk = rk exp(−iφk). Тодi одержимо систему рiвнянь

drk
dt

= αk(ε)rk + rk

p∑
j=1

bkj(ε)r
2
j +Rk(t, r, φ, ε),

dφk
dt

= βk(ε) +

p∑
j=1

ckj(ε)r
2
j + r−1

k Φk(t, r, φ, ε),

де

bkj(ε) = Re akj(ε), ckj(ε) = Im akj(ε), Rk(t, r, φ, ε) = O(|r|5),

Φk(t, r, φ, ε) = O(|r|5) при |r| → 0.

Розглянемо бiфуркацiйне рiвняння B(ε)r2+α(ε) = 0, де B(ε) – матриця з

елементами bkj(ε), α(ε) та r2 – вектори з елементами αk(ε) та r2j вiдповiдно.

Позначимо через ρ(ε) = (ρ1, . . . , ρp) розв’язок рiвняння

B(0)r2 +
∂α

∂ε
(0)ε = 0

i розглянемо матрицю

Q(ε) = diag[ρ1, . . . , ρp]B(0)diag[ρ1, . . . , ρp].

Теорема 6.5. Нехай detB(0) ̸= 0, det
∂α

∂ε
(0) ̸= 0, всi елементи вектора

B−1(0)
∂α

∂ε
(0)ε вiд’ємнi, виконується умова A i матриця Q(ε) некритична.

Тодi iснує iнварiантний тор системи (6.1).

Твердження випливає з iснування iнварiантного тора системи (6.35).

Iнварiантний тор буде умовно стiйким. Нехай l = 0, виконуються умови

теореми 5 i всi власнi значення матрицi Q(ε) мають вiд’ємнi дiйснi частини.
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Тодi iнварiантний тор системи (6.35) буде стiйким, тому iз теореми 3 випливає

стiйкiсть iнварiантного тора системи (6.1).

Розв’язки на торi будуть квазiперiодичними, якщо |(m,β(0)) + q| >

γ|m|−p−1, β = (β1, . . . , βp), при деякому γ > 0, цiлому q i векторi m =

(m1, . . . ,mp) з цiлочисельними елементами [16, с. 47].

Зауваження 1. Крiм тора максимальної розмiрностi можуть iснувати

також тори менших розмiрностей, для яких rk = 0 при деяких k.

Зауваження 2. Результати цього пiдроздiлу можна узагальнити на си-

стеми вигляду

∂u

∂t
=

m∑
j=1

Dj(t, ε)
∂2u

∂x2j
+ A(t, ε)u+B(t, ε)u∆ + f(t, x, u, u∆, ε),

x = (x1, . . . , xm), ∆ = (∆1, . . . ,∆m), з перiодичними умовами u(t, x1, . . . , xj +

2π, . . . , xm) = u(t, x1, . . . , xm), j ∈ {1, . . . ,m}.

Як приклад розглянемо рiвняння [33]

τ
∂v

∂t
+ v = d

∂2v

∂x2
+K sin v(t, x−∆) (6.37)

з перiодичною умовою

v(t, x+ 2π) = v(t, x), (6.38)

де τ > 0, d > 0, K > 0. Дослiдимо бiфуркацiю нульового розв’язку рiвняння

(6.37). Розв’язок задачi (6.37), (6.38) будемо шукати у виглядi ряду (6.5).

Лiнеаризуючи рiвняння (6.37), одержимо рiвняння

τ
∂v

∂t
+ v = d

∂2v

∂x2
+Kv(t, x−∆). (6.39)

Характеристичне рiвняння задачi (6.39), (6.38) запишемо у виглядi

λτ + 1 +m2d−K exp(im∆) = 0, m ∈ Z. (6.40)

Позначимо через ε = −1 − n2d + K cos(n∆), n – фiксоване, n ∈ N, малий

додатний параметр. Нехай cos(n∆) > 0, sin(n∆) ̸= 0. Тодi рiвняння (6.40)
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має пару коренiв λ =
ε

τ
± i

K

τ
sin(n∆). Нехай всi iншi коренi рiвняння (6.40)

задовольняють умову |Reλ| > γ > 0. Тодi згiдно з теоремою 6.4 iснує цен-

тральний многовид рiвняння (6.37). Рiвняння на цьому многовидi з точнiстю

до членiв третього порядку має вигляд

τ
dy

dt
+ y = −dn2y +K exp(in∆)− K

8
y2y exp(in∆), (6.41)

де y = yn(t), та y = yn(t) виражаються через коефiцiєнти Фур’є ряду (6.5).

У рiвняннi (6.41) перейдемо до полярних координат замiною y = r exp(iφ).

Тодi одержимо дiйсну систему

τ
dr

dt
= εr − K

8
r3 cos(n∆),

τ
dφ

dt
= K sin(n∆)− K

8
r2 sin(n∆). (6.42)

Перше рiвняння системи (6.42) має стацiонарний розв’язок r =
√
εN , де

N =
√

8/(K cos(n∆)). Тодi

φ = ψ(t) = c+ tε
K

τ
sin(n∆)− t

ε

τ
tg(n∆),

де c – довiльна стала. Цьому розв’язку вiдповiдає перiодичний розв’язок y =
√
εN exp(iψ(t)) рiвняння (6.41) та перiодичний розв’язок v =

√
εN cos(ψ(t)−

nx) +O(ε) задачi (6.37), (6.38).

6.2. Бiфуркацiя стану рiвноваги сингулярно збуреної

параболiчної системи з перетвореним аргументом

Розглянемо систему нелiнiйних сингулярно збурених параболiчних рiвнянь з

перетвореним аргументом

L(ε)∂tu = D(t)∂2xu+ A(t)u+B(t)u∆ + f(t, x, u, u∆) (6.43)
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i з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (6.44)

Тут L(ε) = diag[Em, εEp],m + p = n, ε – малий додатний параметр,

u∆ = u(t, x − ∆), ∆ – зсув аргументу, матрицi D(t), A(t), B(t) i функцiя

f : R2n+2 → Rn п’ять раз неперервно диференцiйовнi за всiма аргументами

i 2π - перiодичнi вiдносно t, x, f(t, x, u, v) = O(|u|2 + |v|2) при |u| + |v| → 0.

Тому функцiя f(t, x, u, v) задовольняє умови

f(t, x, 0, 0) = 0, |f(t, x, u, v)− f(t, x, u′, v′)| ≤ ν
(
|u− u′|2 + |v − v′|2

)1/2
,

(6.45)

де

|u| ≤ ρ, |u′| ≤ ρ, |v| ≤ ρ, |v′| ≤ ρ, |u|2 = u11 + . . .+ u2n,

причому стала Лiпшиця ν може бути зроблена як завгодно малою при змен-

шеннi ρ. Функцiю f(t, x, u, v) можна довизначити поза областю {{u, v} ⊂

Rn| |u| ≤ ρ, |v| ≤ ρ} так, щоб умови (6.45) виконувалися у всьому просторi.

Нехай матриця L−1(ε)D(t) додатно визначена.

Поряд з (6.43) розглянемо лiнiйну систему

L(ε)∂tu = D(t)∂2xu+ A(t)u+B(t)u∆. (6.46)

Розв’язок задачi (6.46), (6.44) шукатимемо у виглядi ряду Фур’є в компле-

кснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(−ikx), (6.47)

де y−k(t) = ȳk(t). Пiдставляючи (6.47) в (6.46) i зрiвнюючи коефiцiєнти при

exp(−ikx), одержимо злiченну систему диференцiальних рiвнянь вiдносно

коефiцiєнтiв ряду Фур’є

L(ε)
dyk
dt

=Mk(t)yk(t), k = 0,±1, . . . , (6.48)
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де Mk(t) = −k2D(t) + A(t) +B(t) exp(ik∆). Позначимо

yk =

 vk

uk

 , D(t) =

 D1(t) D2(t)

D3(t) D4(t)

 , A(t) =
=

 A1(t) A2(t)

A3(t) A4(t)

 , B(t) =

 B1(t) B2(t)

B3(t) B4(t)

 ,
де vk ∈ Rm, uk ∈ Rp, матрицi D1, A1, B1 мають розмiрнiсть m×m, матрицi

D2, A2, B2 – розмiрнiсть m × p, матрицi D3, A3, B3 – розмiрнiсть p × m,

матрицi D4, A4, B4 – розмiрнiсть p×p. Тодi систему (6.48) можна переписати

у виглядi

dvk
dt

=Mk1(t)vk +Mk2(t)uk, ε
duk
dt

=Mk3(t)vk +Mk4(t)uk, (6.49)

де

Mkq = −k2Dq(t) + Aq(t) +Bq(t) exp(ik∆), q = 1, 2, 3, 4.

Лема 6.1. Нехай виконується умова 1) Всi коренi характеристичного

рiвняння det(Mk4(t)− λE) = 0, k = 0,±1, . . . , лежать у пiвплощинi Reλ <

0. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 iснує iнтегральний

многовид системи (6.49), який можна зобразити у виглядi uk = h(t, ε)vk,

де

h(t, ε) = h0(t) + εh1(t) +O(ε2), h0(t) = −M−1
k4 (t)Mk3(t),

h1(t) =M−1
k4

[
dh0
dt

+ h0Mk1(t) + h0Mk2(t)h0

]
.

Доведення. Iснування iнтегрального многовиду доводиться так, як в [31].

Матриця-функцiя h задовольняє диференцiальне рiвняння Рiккатi

ε
dh

dt
+ εhMk1(t) + εhMk2(t)h =Mk3(t) +Mk4(t)h. (6.50)

Розв’язок рiвняння (6.50) можна шукати у виглядi ряду h(t, ε) = h0(t) +

εh1(t) + . . ., звiдки знаходяться функцiї h0(t) та h1(t).
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Лема доведена.

Розв’язок задачi (6.43), (6.44) будемо шукати у виглядi ряду (6.47). Пiд-

ставляючи (6.47) в (6.43) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(−ikx), k ∈ Z,

одержимо злiченну систему диференцiальних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв

ряду Фур’є

L1(ε)
dy

dt
=M(t)y + F (t, y), (6.51)

де y = (y0, y1, y−1, . . .)
T , L1(ε) та M(t) – нескiнченнi блочно-дiагональнi

матрицi з блоками L(ε) та Mk(t), k = 0,±1, . . . , вiдповiдно; F (t, y) =

(f0, f1, f−1, . . .)
T – нелiнiйна функцiя, причому fk є коефiцiєнтами при

exp(−ikx) розкладу функцiї f(t, x, u, u∆) в ряд Фур’є.

Доведемо, що функцiя F (t, y) задовольняє умову Лiпшиця по y. Введемо

в просторi послiдовностей норму

|y| =

( ∞∑
k=−∞

|yk|2
)1/2

.

Розглянемо iнший вектор z = (z0, z1, z−1, . . .)
T коефiцiєнтiв Фур’є розв’язку

v(t, x) рiвняння (6.43) i вiдповiдний йому вектор F (t, z) = (g0, g1, g−1, . . .)
T .

Використовуючи рiвнiсть Парсеваля, одержимо

|F (t, y)− F (t, z)| =

( ∞∑
k=−∞

|fk − gk|2
)1/2

=

 1

2π

2π∫
0

|f(t, x, u, u∆)−

−f(t, x, v, v∆)|2dx
)1/2

≤ ν

 1

2π

2π∫
0

(
|u− v|2 + |u∆ − v∆|2

)
dx

1/2

=

= ν

(
2

∞∑
k=−∞

|yk − zk|2
)1/2

=
√
2ν|y − z|.

Отже, функцiя F задовольняє умову Лiпшиця iз сталою
√
2ν.

Перепишемо систему (6.51) у виглядi системи рiвнянь

L(ε)
dyk
dt

=Mk(t)yk + fk(t, y)
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або у виглядi
dvk
dt

=Mk1(t)vk +Mk2(t)uk + Vk(t, v, u), ε
duk
dt

=

=Mk3(t)vk +Mk4(t)uk + Uk(t, v, u),

(6.52)

де yk = (vk, uk)
T , fk = (Vk, Uk)

T .

Розглянемо систему рiвнянь

Mk3(t)vk +Mk4(t)uk + Uk(t, v, u) = 0. (6.53)

За теоремою про неявну функцiю в деякому околi початку координат iснує

розв’язок u = φ(t, v) системи (6.53); функцiя φ(t, v) п’ять раз неперервно

диференцiйовна за всiма аргументами, причому φ(t, 0) = 0.

Для дослiдження бiфуркацiї стану рiвноваги системи (6.52) побудуємо вiд-

повiдне рiвняння на многовидi з точнiстю до членiв порядку O(ε) в лiнiйнiй

частинi i O(6.43) в нелiнiйнiй частинi. Тодi одержимо систему рiвнянь
dvk
dt

= Pk(t, ε)vk + Vk(t, v, φ(t, v)), (6.54)

де Pk(t, ε) =Mk1(t) +Mk2(t)h0(t) + εMk2(t)h1(t).

Розглянемо вiдповiдну лiнiйну систему
dvk
dt

= Pk(t, ε)vk. (6.55)

Використовуючи нерiвнiсть Важевського, оцiнимо розв’язок vk(t) системи

(6.55):

|vk(t)| ≤ |vk(t0)| exp
t∫

t0

Λk(t1)dt1, (6.56)

де Λk(t) – найбiльший характеристичний корiнь матрицi
1

2
[Pk(t, ε)+P

∗
k (t, ε)].

Нехай для всiх x, що належать одиничнiй сферi |x| = 1, x ∈ Rm, виконуються

нерiвностi

(Dy, y) ≥ µ > 0, (Ay + ATy, y) ≤ 2a, (B exp(ik∆)y+
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+BT exp(−ik∆)y, y) ≤ 2b,
1

2
(Mk2h1x+ (Mk2h1)

Tx, x) ≤ k2µ0 + a0 + b0,

де y = (x,−M−1
k4 Mk3x)

T . Тодi

1

2
max
|x|=1

(Mk(t)y +M∗
k (t)y, y) ≤ −k2µ+ a+ b.

Враховуючи спiввiдношення

(Pk(t, 0)x+ P ∗
k (t, 0)x, x) = (Mk(t)y +M ∗

k (t)y, y),

одержуємо

Λk(t) =
1

2
max
|x|=1

(Pk(t, ε)x+ P ∗
k (t, ε)x, x) ≤ −k2(µ− εµ0) + a+ εa0 + b+ εb0.

Звiдси випливає, що lim
k→0

Λk(t) = −∞.

Система (6.55) є системою лiнiйних диференцiальних рiвнянь з перiоди-

чними коефiцiєнтами. Згiдно з теоремою Флоке iснує невироджена матриця

Hk(t, ε), Hk(t + 2π, ε) = Hk(t, ε), така, що замiна vk = Hk(t, ε)zk зводить

систему (6.55) до вигляду
dzk
dt

= Ck(ε)zk,

де C−k(ε) = C̄k(ε), k = 0,±1, . . . Припустимо, що характеристичне рiвня-

ння det(Ck(ε) − λE) = 0 при деяких значеннях k = ±k1 має пару коренiв

α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, а решта коренiв задовольняють

умову |Reλ| > γ + δ, γ > δ > 0. Для всiх цiлих k, крiм скiнченного чи-

сла, виконується нерiвнiсть k2 ≥ (γ + δ + a + εa0 + b + εb0)/(µ − εµ0). Тодi

−k2(µ − εµ0) + a + εa0 + b + εb0 ≤ −(γ + δ), Λk(t) ≤ −(γ + δ) i з нерiвностi

(6.56) випливає оцiнка

|vk(t)| ≤ |vk(t0)| exp[−(γ + δ)(t− t0)], (6.57)

де t ≥ t0.

Перепишемо систему (6.54) у виглядi

dY1
dt

= N1(t, ε)Y1 + F1(t, v),
dY2
dt

= N2(t, ε)Y2 + F2(t, v), (6.58)
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де v = (Y1, Y2)
T , Y1 = (v0, v1, v−1, . . . , vk0, v−k0)

T ,

Y2 = (vk0+1, v−k0−1, . . .)
T , N1(t, ε) = diag(P0, P1, P−1, . . . , Pk0, P−k0),

N2(t, ε) = diag(Pk0+1, P−k0−1, . . .), F1(t, ε) = (V0, V1, V−1, . . . , Vk0, V−k0)
T ,

F2(t, ε) = (Vk0+1, V−k0−1, . . .)
T , k0 = [

√
(γ + δ + a+ εa0 + b+ εb0)/(µ− εµ0)].

Матрицю C(ε) = diag(C0, C1, C−1, . . . , Ck0, C−k0) зведемо до вигляду C(ε) =

T (ε)Γ(ε)T−1(ε), де Γ(ε) = diag(A1(ε),Γ1(ε)), A1(ε) = diag(A3(ε), A4(ε)),

власнi значення матрицi A3(ε) задовольняють умову Reλ > γ + δ, A4(ε)

– дiагональна матриця з числами α(ε) ± iβ(ε) по дiагоналi, а власнi зна-

чення матрицi Γ1(ε) задовольняють умову Reλ < −γ − δ. Таке перетво-

рення можна одержати шляхом зведення матрицi C(ε) до жорданової нор-

мальної форми. В системi (6.58) зробимо замiну Y1(t) = H(t, ε)T (ε)Y3(t), де

H(t, ε) = diag(H0, H1, H−1, . . . , Hk0, H−k0). Тодi одержимо систему

dY3
dt

= Γ(ε)Y3 + T−1(ε)H−1(t, ε)F1(t, v),

dY2
dt

= N2(t, ε)Y2 + F2(t, v). (6.59)

Оскiльки матриця Γ(ε) є блочно-дiагональною, то систему (6.59) можна пе-

реписати у виглядi

dw1

dt
= A1(ε)w1 +G1(t, w, ε),

dw2

dt
= A2(t, ε)w2 +G2(t, w, ε), (6.60)

де

A2(t, ε) = diag(Γ1(ε), N2(t, ε)), Y3 = (w1, Y4)
T ,

w2 = (Y4, Y2)
T , w1 ∈ Rl+2, w = (w1, w2),

w2 належить деякому банаховому простору M.

Згiдно з припущенням вiдносно власних значень матрицi Γ1(ε) справджу-

ється оцiнка

| exp[Γ1(ε)t]| ≤ N exp[−(γ + δ)t], t ≥ 0, N > 1.
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Тодi для фундаментальної матрицi K(t, s) системи dw2/dt = A2(t, ε)w2 з не-

рiвностi (6.57) випливає оцiнка

|K(t, s)| ≤ N exp[−(γ + δ)(t− s)], t ≥ s. (6.61)

Аналогiчно можна одержати оцiнку

| exp[A1(ε)t]| ≤ N exp[(−γ + δ)t], t ≤ 0. (6.62)

Оскiльки вектор-функцiя F та функцiї Vk задовольняють умову Лiпшиця i

F (t, 0) = 0, Vk(t, 0, φ(t, 0)) = 0, то

G1(t, 0, ε) = G2(t, 0, ε) = 0,

(|G1(t, w, ε)−G1(t, v, ε)|2 + |G2(t, w, ε)−G2(t, v, ε)|2)1/2 ≤ ν1|w − v|. (6.63)

Теорема 6.6. Нехай виконуються умови (6.61) – (6.63). Тодi при

ν1 <
δ

N(1 + 2N)
(6.64)

iснує функцiя w2 = h(t, w1, ε), що визначена на Rl+4, задовольняє умови

h(t, 0, ε) = 0, |h(t, w1, ε)− h(t, w′
1, ε)| ≤

1

2
|w1 − w′

1|

i така, що множина

S− = {(t, w1, w2)| t ∈ R, w1 ∈ Rl+2, w2 = h(t, w1, ε), w2 ∈ M}

є iнтегральним многовидом системи (6.60). Для кожного розв’язку w(t) =

(w1(t), h(t, w1(t), ε)) системи (6.60), який належить S−, виконується оцiн-

ка

|w(t)| ≤ 2N |w1(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≤ σ.

Теорема доводиться аналогiчно доведенню теореми 1 iз [126].

Теорема 6.7. Нехай виконуються умови (6.61) – (6.64). Тодi iснує фун-

кцiя w1 = g(t, w2, ε), яка визначена на R2 ×M, задовольняє умови

g(t, 0, ε) = 0, |g(t, w, ε)− g(t, w′, ε)| ≤ 1

2
|w − w′|
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i така, що множина

S+ = {(t, w1, w2)| t ∈ R, w2 ∈ M, w1 = g(t, w2, ε), w1 ∈ Rl+2}

є iнтегральним многовидом системи (6.60). Для кожного розв’язку w(t) =

(g(t, w2(t), ε), w2(t)) системи (6.60), що належить S+, виконується оцiнка

|w(t)| ≤ 2N |w2(σ)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ.

Доведення теореми 6.7 можна провести тим же шляхом, що i доведення

теореми 6.6.

Доведемо, що iнтегральна множина S− стiйка в тому розумiннi, що вона

притягує до себе всi близькi розв’язки w(t) (t ≥ σ) за експоненцiальним за-

коном. Зауважимо, що поведiнка розв’язкiв системи (6.60) на iнтегральному

многовидi S− описується рiвнянням

dz

dt
= A1(ε)z +G1(t, z, h(t, z, ε), ε). (6.65)

Теорема 6.8. Нехай w(t) = (w1(t), w2(t)) – довiльний розв’язок системи

(6.60) з початковою умовою w(σ) при t = σ. За умови (6.64) iснує розв’язок

ξ(t) = (z(t), h(t, z(t), ε)), який належить S− i такий, що правильна оцiнка

|w(t)− ξ(t)| ≤ 2N |w2(σ)− h(σ, z(σ), ε)| exp[γ(σ − t)], t ≥ σ.

Теорема доводиться аналогiчно доведенню теореми 5 iз [126].

Систему (6.65) перепишемо у виглядi

dw3

dt
= A3(ε)w3 +G3(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε),

dw4

dt
= A4(ε)w4 +G4(t, w3, w4, h(t, w3, w4, ε), ε),

(6.66)

де z = (w3, w4), G1 = (G3, G4). Згiдно з припущенням вiдносно власних зна-



213

чень матриць A3(ε) та A4(ε) правильнi оцiнки

| exp[A3(ε)t]| ≤ N exp[(γ − δ)t], t ≥ 0,

| exp[A4(ε)t]| ≤ N exp[(γ + δ)t], t ≤ 0.

(6.67)

За умови (6.64) згiдно з [98, с. 42] iснує iнтегральний многовид S+
1 системи

(6.66), який можна подати у виглядi w3 = r(t, w4, ε). При цьому функцiя

r(t, w, ε) задовольняє умови

r(t, 0, ε) = 0, |r(t, w, ε)− r(t, v, ε)| ≤ 1

2
|w − v|, w ∈ R2, v ∈ R2.

Звiдси випливає iснування центрального многовиду. Покладемо r1(t, w, ε) =

h(t, r(t, w, ε), w, ε).

Теорема 6.9. Нехай виконуються оцiнки (6.61) – (6.64), (6.67). Тодi iснує

центральний многовид

S = {(t, w3, w4, w2)| t ∈ R, w4 ∈ R2, w3 = r(t, w4, ε),

w3 ∈ Rl, w2 = r1(t, w4, ε), w2 ∈ M}

системи (6.60).

Рiвняння на многовидi S має вигляд

dw4

dt
= A4(ε)w4 +G4(t, r(t, w4, ε), w4, r1(t, w4, ε), ε). (6.68)

Систему (6.68) перепишемо у виглядi

dx

dt
= [α(ε) + iβ(ε)]x+X(t, x, x̄, ε),

dx̄

dt
= [α(ε)− iβ(ε)]x̄+ X̄(t, x, x̄, ε),

(6.69)

де x – комплексна змiнна, X(t + 2π, x, x̄, ε) = X(t, x, x̄, ε), X(t, x, x̄, ε) =

O(|x|2) при |x| → 0.
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Нехай вiдсутнiй сильний резонанс, тобто для всiх цiлих m1, m2, 0 < m2 <

6, виконується нерiвнiсть m2β(0) + m1 ̸= 0. Тодi перше рiвняння сиcтеми

(6.69) перетворимо за допомогою пiдстановки

x = p+W2(t, p, p̄, ε) +W3(t, p, p̄, ε) +W4(t, p, p̄, ε), (6.70)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого, третього i четвертого порядкiв

з перiодичними коефiцiєнтами. Перетворення (6.70) можна пiдiбрати так, що

рiвняння для p набуде вигляду [11, с. 1542]

dp/dt = [α(ε) + iβ(ε)]p+ [γ(ε) + iδ(ε)]p2p̄+ P (t, p, p̄, ε),

де P (t+ 2π, p, p̄, ε) = P (t, p, p̄, ε), P (t, p, p̄, ε) = O(|p|5) при |p| → 0. Перейде-

мо до полярних координат, поклавши p = r exp(iφ). Тодi одержимо дiйсну

систему
dφ/dt = β(ε) + δ(ε)r2 + Φ(t, r, φ, ε),

dr/dt = α(ε)r + γ(ε)r3 +R(t, r, φ, ε),

(6.71)

де R(t, r, φ, ε) = O(|r|5), Φ(t, r, φ, ε) = O(|r|4) при |r| → 0.

Нехай γ(0) < 0. Тодi з [11, 108] випливає, що при досить малому ε система

(6.71) має iнварiантний тор

Sε = {(t, φ, r)| t ∈ R, φ ∈ R, r = S(t, φ, ε)}.

При цьому

S(t+ 2π, φ, ε) = S(t, φ, ε), S(t, φ+ 2π, ε) = S(t, φ, ε)

i справджується рiвнiсть

S(t, φ, ε) =
√
εN +O(ε), N = −α

′(0)

γ(0)
.

Звiдси випливає iснування iнварiантного тора системи (6.43).



215

Отже, одержуємо наступне твердження.

Теорема 6.10. Нехай виконується умова 1 та умови (6.61) – (6.64),

(6.67); характеристичне рiвняння det(Ck(ε)−λE) = 0 при деяких значеннях

k = ±k1 має пару коренiв α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, а

решта коренiв задовольняють умову |Reλ| > γ + δ, γ > δ > 0; вiдсутнiй

сильний резонанс, γ(0) < 0. Тодi при досить малому ε iснує iнварiантний

тор системи (6.43).

Iнварiантний тор буде умовно стiйким. Нехай l = 0 i виконуються умо-

ви теореми 6.10. Тодi iнварiантний тор системи (6.71) буде стiйким, тому iз

теореми 6.8 випливає стiйкiсть iнварiантного тора системи (6.43).

Зауваження 1. Аналогiчно [39] можна довести, що за умови β′(0) −

δ(0)α′(0)/γ(0) ̸= 0 значення ε = 0 є точкою субфуркацiї перiодичних розв’яз-

кiв системи (6.43).

Зауваження 2. Результати цього пiдроздiлу можна узагальнити на

системи вигляду

L(ε)∂tu =

q∑
k=1

Dk(t)∂
2
xk
u+ A(t)u+B(t)u∆ + f(t, x, u, u∆),

x = (x1, ..., xq), ∆ = (∆1, ...,∆q) з перiодичними умовами u(t, x1, ..., xk +

2π, ..., xq) = u(t, x1, ..., xq), k = 1, ..., q.

Зауваження 3. У працях [33, 86] дослiдженi релаксацiйнi коливання в

сингулярно збурених параболiчних системах та бiфуpкацiя наpодження ци-

клу автономного паpаболiчного piвняння з пеpетвоpеним аpгументом та

малою дифузiєю.
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6.3. Iснування злiченного числа циклiв у гiперболiчних

системах диференцiальних рiвнянь з перетвореним ар-

гументом

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-функцiональних

рiвнянь та параболiчних систем з перетвореним аргументом розглядалися,

зокрема, в [42, 50, 60, 126, 132]. У цьому пiдроздiлi дослiджено iснування та

стiйкiсть злiченного числа циклiв для деяких класiв гiперболiчних систем з

перетвореним аргументом. Такi задачi у простiших випадках розглядалися в

[47]. Подiбнi задачi для iнших класiв диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними вивчалися, наприклад, у працях [10, 63, 87].

6.3.1. Iснування злiченного числа циклiв гiперболiчної системи

першого порядку

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нормою |u| =
√
u21 + ...+ u2n, C =

C[−∆, 0] – простiр неперервних функцiй iз значеннями в Rn з нормою

||φ|| = sup
−∆≤θ≤0

|φ(θ)|. Позначимо через ux – елемент простору C, заданий

функцiєю ux(t, θ) = u(t, x+ θ), −∆ ≤ θ ≤ 0.

Розглянемо гiперболiчну систему з перетвореним аргументом

∂u

∂t
= a

∂u

∂x
+B(ε)u+ F (ux, ε) (6.72)

та перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (6.73)

де ε – малий додатний параметр, a ∈ R a ̸= 0, u ∈ Rn, n ≥ 2; F : C× [0, ε0] →

Rn.
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Нехай виконуються умови:

1) F (φ, ε) = O(||φ||2) при ||φ|| → 0, оператор F п’ять раз неперервно

диференцiйовний вiдносно своїх аргументiв;

2) матриця B(ε) двiчi неперервно диференцiйовна вiдносно ε, має пару

власних значень вигляду α(ε) ± iβ(ε), α(0) = 0, α′(0) > 0, β(0) > 0, а iншi

власнi значення λ задовольняють умову Re λ < −2γ0 < 0.

Розв’язок задачi (6.72), (6.73) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u =

ξ(y), y = σt + x, де функцiя ξ(y) має перiод 2π. Пiдставляючи u = ξ(y) в

рiвняння (6.72), одержимо систему диференцiально-функцiональних рiвнянь

(σ − a)
dξ

dy
= B(ε)ξ + F (ξy, ε), (6.74)

де ξy – елемент простору C, заданий функцiєю ξy(θ) = ξ(y+ θ), −∆ ≤ θ ≤ 0.

Зробивши в системi (6.74) замiну y = (σ − a)z, одержимо
dξ

dz
= B(ε)ξ + F (ξz, ε), (6.75)

де ξz – елемент простору C, заданий функцiєю ξz(θ) = ξ(z+θ), −∆/(σ−a) ≤

θ ≤ 0.

Матрицю B(ε) можна записати у виглядi B(ε) = U(ε)D(ε)U−1(ε), де ма-

триця D(ε) є блочно-дiагональною D(ε) = diag[B1(ε), B2(ε)], B1(ε) − дiа-

гональна матриця другого порядку з елементами α(ε) ± iβ(ε) на дiагоналi,

власнi значення матрицi B2(ε) задовольняють умову Re λ ≤ −2γ0 < 0. Ви-

конавши в системi (6.75) замiну ξ = U(ε)v, де v = [η, ζ]T , η ∈ R2, ζ ∈ Rn−2,

одержимо систему
dη

dz
= B1(ε)η + F1(vz, ε),

dζ

dz
= B2(ε)ζ + F2(vz, ε). (6.76)

Тодi згiдно з [126] iснує iнтегральний многовид системи (6.76), що може

бути поданий у виглядi vz = S(η, ε). Поведiнка розв’язкiв системи (6.76) на

многовидi описується рiвнянням
dχ

dz
= B1(ε)χ+ F1(S(χ, ε), ε). (6.77)
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Систему (6.77) перепишемо у виглядi

dw

dz
= (α(ε) + iβ(ε))w +G1(w, w̄, ε),

dw̄

dz
= (α(ε)− iβ(ε))w̄ + Ḡ1(w, w̄, ε), (6.78)

де χ = [w, w̄]T . Для кожного розв’язку системи (6.76) iснує розв’язок системи

(6.77) такий, що вiрна оцiнка [126]

||vz(t)− S(χ(t), ε)|| ≤M exp(−γ0t), t ≥ 0. (6.79)

Перше рiвняння системи (6.78) перетворимо за допомогою пiдстановки

w = p+W2(p, p̄, ε) +W3(p, p̄, ε), (6.80)

де W2 та W3 — форми вiдповiдно другого та третього порядку. Перетворення

(6.80) можна пiдiбрати так, що рiвняння для p набуде вигляду [15]

dp

dz
= (α(ε) + iβ(ε))p+ (γ(ε) + iδ(ε))p2p̄+ P (p, p̄, ε), (6.81)

де P (p, p̄, ε) = O(|p|4) при |p| → 0. В рiвняннi (6.81) перейдемо до полярних

координат p = r exp(iφ), тодi одержимо систему

dφ

dz
= β(ε) + δ(ε)r2 + Φ(r, φ, ε),

dr

dz
= α(ε)r + γ(ε)r3 +R(r, φ, ε), (6.82)

де R(r, φ, ε) = O(|r|4), Φ(r, φ, ε) = O(|r|3) при |r| → 0.

Нехай γ(0) < 0. Аналiзуючи систему (6.82), переконуємося, що рiвняння

(6.81) має перiодичний розв’язок p = ρ(φ, ε) exp(iφ), де

ρ(φ, ε) =

√
εα′(0)

−γ(0)
+O(ε), φ = φ0 + z[β(ε)− εδ(ε)

α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)], φ0 ∈ R.

Звiдси

φ = φ0 + z[β(0) + εβ′(0)− εδ(0)
α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)].
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Пiдставивши перiодичний розв’язок p рiвняння (6.81) у праву частину рiвно-

стi (6.80), одержимо перiодичний розв’язок w(t, ε) першого рiвняння системи

(6.78), звiдки знаходимо перiодичний розв’язок системи (6.76), а потiм перi-

одичний розв’язок ξ(z, ε) = ξ

(
y

σ − a
, ε

)
систем (6.75) та (6.74). Функцiя ξ

буде мати перiод 2π вiдносно y тодi i тiльки тодi, коли
1

σ − a
[β(0) + εβ′(0)− εδ(0)

α′(0)

γ(0)
+O(ε1,5)] = k, k = ±1,±2, ... (6.83)

Розв’язуючи рiвняння (6.83) вiдносно σ, одержимо злiченне число значень

σ = σk(ε). Отже, система (6.72) має злiченне число граничних циклiв. Якщо

k > 0, то σ > a при малих ε i з нерiвностi (6.79) випливає, що такi цикли

будуть експоненцiально орбiтально стiйкими.

Теорема 6.11. Нехай виконуються умови 1, 2 i для коефiцiєнта в рiвнян-

нi (6.81) виконується нерiвнiсть γ(0) < 0. Тодi iснує злiченне число циклiв

системи (6.72) з параметрами σ = σk, що задовольняють рiвняння (6.83).

Значенням параметрiв σk, k > 0, вiдповiдають стiйкi граничнi цикли, для

яких σk > a.

Як приклад розглянемо систему (6.72), де u ∈ R2,

B(ε) =

 ε 1

−1 ε

 , F (ux, ε) = −(u21(x−∆) + u22(x−∆))

 u1

u2

 .

Тодi для знаходження хвильового розв’язку u = ξ(y), y = σt + x задачi

(6.72), (6.73) одержимо систему вигляду (6.74). Перейшовши у цiй системi до

полярних координат ξ1 = r sinφ, ξ2 = r cosφ, одержимо систему

(σ − a)
dφ

dy
= 1, (σ − a)

dr

dy
= r(ε− r2(y −∆)).

Отже, перiодичний розв’язок системи (6.74) у цьому випадку має вигляд

ξ1 =
√
ε sinφ, ξ2 =

√
ε cosφ, φ = φ0+

y

σ − a
, φ0 ∈ R. Цей розв’язок буде мати

перiод 2π тодi i тiльки тодi, коли σ = σk = a+
1

k
, k = ±1,±2, .... Перiодичнi

розв’язки будуть експоненцiально орбiтально стiйкими при k > 0.
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Зауваження 1. При виконаннi умов теореми 6.11 iснує також стiйкий

граничний цикл, що не залежить вiд змiнної x.

6.3.2. Бiжучi хвилi квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де Фрiза

з перетвореним аргументом

Дослiдимо iснування перiодичних розв’язкiв крайової задачi

∂w

∂t
+ a2

∂3w

∂x3
= ε f(w,w(t, x−∆)), (6.84)

w(t, x+ 2π) = w(t, x), (6.85)

де ε — малий додатний параметр, a ̸= 0, f ∈ C∞(R2). Розв’язок задачi (6.84),

(6.85) будемо шукати у виглядi хвилi w = θ(y), y = σt + x, де функцiя θ(y)

має перiод 2π. Пiдставляючи w = θ(y) в рiвняння (6.84), одержимо диферен-

цiальне рiвняння iз запiзнюючим аргументом

σ
dθ

dy
+ a2

d3θ

dy3
= ε f(θ, θ(y −∆)), (6.86)

або
d3θ

dy3
= −γ2dθ

dy
+ µ f(θ, θ(y −∆)), (6.87)

де γ2 = σ
a2 , µ = ε

a2 . Рiвняння (6.87) запишемо у виглядi системи

dθ

dy
= θ1,

dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= −γ2θ1 + µ f(θ, θ(y −∆)). (6.88)

Зведемо систему (6.88) до стандартної форми. Зробивши замiну θ = u1 +

u2 + ū2, θ1 = iγu2 − iγ ū2, θ2 = −γ2u2 − γ2ū2, де u2 — комплексна змiнна,

знаходимо

u′1 = 2ε1f(u1 + u2 + ū2, u1(y −∆) + u2(y −∆) + ū2(y −∆)),

u′2 = iγu2 − ε1f(u1 + u2 + ū2, u1(y −∆) + u2(y −∆) + ū2(y −∆)), ε1 =
µ

2γ2
.
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Виконавши замiну u1 = v1, u2 = v2 exp(iγy), ū2 = v̄2 exp(−iγy), одержи-

мо систему

v′1 = 2ε1f(v1+e
iγyv2+e

−iγyv̄2, v1(y−∆)+eiγ(y−∆)v2(y−∆)+e−iγ(y−∆)v̄2(y−∆)),

v′2 = −ε1e−iγyf(v1 + eiγyv2 + e−iγyv̄2, v1(y −∆)+ (6.89)

+eiγ(y−∆)v2(y −∆) + e−iγ(y−∆)v̄2(y −∆)).

Системi (6.89) поставимо у вiдповiднiсть усереднену систему [153]

v′1 = 2ε1g1(v1, v2v̄2), v′2 = −ε1v2g2(v1, v2v̄2), (6.90)

де

g1(v1, v2v̄2) =M [f(v1 + v2 exp(iγy) + v̄2 exp(−iγy), v1 + v2 exp(iγ(y −∆))+

+v̄2 exp(−iγ(y −∆)))], g2(v1, v2v̄2) =
1

v2
M [exp(−iγy)f(v1 + v2 exp(iγy)+

+v̄2 exp(−iγy), v1 + v2 exp(iγ(y −∆)) + v̄2 exp(−iγ(y −∆)))],

M [∗] — середнє значення вiдносно y. Перейшовши в (6.90) до полярних ко-

ординат v2 = r exp(iφ), одержимо систему

v′1 = 2ε1g1(v1, r
2), r′ = −ε1rg2(v1, r2). (6.91)

Припустимо, що система g1(v1, s) = 0, g2(v1, s) = 0 має розв’язок (v10, s0),

v10 ∈ R, s0 > 0. Нехай матриця A з елементами

a11 = 2
∂g1(v1, r

2)

∂v1
, a12 = 2

∂g1(v1, r
2)

∂r
,

a21 = −∂[rg2(v1, r
2)]

∂v1
, a22 = −∂[rg2(v1, r

2)]

∂r

при v = v10, r =
√
s0 задовольняє умови

det A ̸= 0, spA ̸= 0. (6.92)
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Тодi система (6.91) має експоненцiально стiйкий або експоненцiально ди-

хотомiчний стан рiвноваги (v10,
√
s0). Стацiонарному розв’язку (v10,

√
s0) си-

стеми (6.91) вiдповiдає перiодичний розв’язок θ = v10+2
√
s0 cos γ1(ε)y+O(ε),

γ1(ε) = γ+O(ε), рiвняння (6.86). Цей розв’язок буде мати перiод 2π вiдносно

y тодi i тiльки тодi, коли γ = k+O(ε), k = ±1, ±2, . . . , тобто σ = k2a2+O(ε).

Теорема 6.12. Нехай виконуються умови (6.92). Тодi iснує ε0 > 0 таке,

що при 0 < ε < ε0 задача (6.84), (6.85) має злiченне число перiодичних

розв’язкiв

wk = v10 + 2
√
s0 cos ky +O(ε), y = (k2a2 +O(ε))t+ x, k = ±1, ±2, . . . .

Теорема 6.13. Перiодичний розв’язок wk задачi (6.84), (6.85) буде експо-

ненцiально орбiтально стiйким, якщо виконуються нерiвностi det A > 0,

spA < 0.

Твердження теореми 6.13 випливає з експоненцiальної стiйкостi стацiонар-

ного розв’язку системи (6.91).

Як приклад розглянемо рiвняння (6.84) з функцiєю f(v, w) = α(v −

v3) + β(w − w3). Тодi функцiї g1 та g2 в правiй частинi системи (6.91) бу-

дуть мати вигляд g1(v1, s) = (α + β)(v1 − v31 − 6v1s), g2(v1, s) = (α +

β cos (γ∆))(1 − 3v21 − 3s), отже, система (6.91) має стацiонарнi розв’язки

(0, 1
/√

3) та (±1
/√

5,
√
2
/√

15). Неважко перевiрити, що першому з них вiд-

повiдають стiйкi хвилi при β(cos (k∆)− 1) < 0, (α+β)(α+β cos (k∆)) < 0, а

двом iншим — стiйкi хвилi при β(cos (k∆)−1) < 0, (α+β)(α+β cos (k∆)) > 0.

Зауваження 2. Для рiвняння вигляду (6.84), у якому немає запiзнення в

правiй частинi, аналогiчнi питання розглядалися в [63].
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6.4. Висновки

У роздiлi 6 дослiджено бiфуркацiю стану рiвноваги диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними.

1. У пiдроздiлi 6.1 дослiджено умови iснування та властивостi iнтегральних

многовидiв нелiнiйної параболiчної системи з перетвореним аргументом та

дослiджена бiфуркацiя тора iз стану рiвноваги.

2. У пiдроздiлi 6.2 доведено iснування iнтегральних многовидiв сингулярно

збуреної системи нелiнiйних параболiчних рiвнянь з перетвореним аргумен-

том. Дослiджена бiфуpкацiя iнваpiантного тоpа iз стану piвноваги.

3. У пiдроздiлi 6.3 доведено iснування злiченного числа перiодичних

розв’язкiв гiперболiчної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

з перiодичною умовою. Вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль

квазiлiнiйного рiвняння Кортевега – де Фрiза з перетвореним аргументом.



Роздiл 7

БIФУРКАЦIЯ ЦИКЛIВ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

IЗ МАЛОЮ ДИФУЗIЄЮ

У цьому роздiлi дослiджено бiфуркацiю як завгодно великої кiлькостi ци-

клiв параболiчних систем iз малою дифузiєю та вивчено питання iснування i

стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння спiнового горiння. Розв’язки таких систем

шукаються у виглядi ряду Фур’є (6.5), причому використовується введена у

пiдроздiлi 6.1 норма. Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної

параболiчної системи диференцiальних рiвнянь iз малою дифузiєю на колi.

Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння Хатчiнсона.

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної систе-

ми двох диференцiальних рiвнянь iз аргументом, що запiзнюється, та малою

дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль

рiвняння спiнового горiння iз запiзненням. Доведено iснування перiодичних

розв’язкiв автономної параболiчної системи диференцiальних рiвнянь iз запi-

зненням та малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi

бiжучих хвиль, одержано бiфуркацiйнi рiвняння.
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7.1. Перiодичнi режими рiвняння спiнового горiння

Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

ρ2
∆
∂ξ

∂t

]
, (7.1)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x),

де ε – малий додатний параметр, ∆− одновимiрний оператор Лапласа, ρ > 0.

Теорема 7.1. Бiжучi хвилi задачi (7.1) мають вигляд

ξk(t, x) =

√
1− k2

ρ2
cos(t+ kx) +O(ε),

де k ∈ Z, k2 < ρ2.

Доведення. Задача (7.1) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ = 2ε

[
p

(
1− 4

3
p2
)
+

1

ρ2
∆p

]
, (7.2)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x).

Розв’язок системи (7.2) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ = θ1(y),

p = θ2(y), y = σt+x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають перiод 2π. Тодi одержимо

систему

σ
dθ1
dy

= θ2, σ
dθ2
dy

+ θ1 = 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ρ2
d2θ2
dy2

]
. (7.3)

Позначимо через λ1, λ2, λ3 коренi характеристичного рiвняння

σ2λ2 + 1 = 2ε

[
σλ+

σ

ρ2
λ3
]

лiнеаризованої системи, причому корiнь λ3 дiйсний, а коренi λ1, λ2 – ком-

плексно спряженi. Цi коренi характеристичного рiвняння можна зобразити у

виглядi

λ1,2 = ± i

σ
+
ε

σ
− ε

σ3ρ2
+O(ε2), λ3 =

σρ2

2ε
+

2ε

σ3ρ2
− 2ε

σ
+O(ε2).
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Замiною θ3 = θ
′

2 система (7.3) зводиться до системи трьох диференцiальних

рiвнянь, яку в свою чергу лiнiйною замiною можна звести до вигляду

u1
′ = λ1u1 + α(λ1u1 + λ2u2 + λ3u3)

3,

u2
′ = λ2u2 + β(λ1u1 + λ2u2 + λ3u3)

3, (7.4)

u3
′ = λ3u3 + γ(λ1u1 + λ2u2 + λ3u3)

3,

де θ1 = u1 + u2 + u3, u2 = ū1,

α =
4ρ2σ2

3(λ2 − λ1)(λ3 − λ1)
, β =

4ρ2σ2

3(λ1 − λ2)(λ3 − λ2)
, γ =

4ρ2σ2

3(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)
.

Зауважимо, що лiнiйна частина системи (7.4) має дiагональний вигляд.

При малих ε та |u1| ≤ K, K > 2, iснує iнтегральний многовид системи

(7.4), який можна зобразити у виглядi u3 = g(ε, u1, u2), де u2 = ū1, причому

g(ε, u1, u2) = O(ε3) при ε → 0. Система рiвнянь на цьому многовидi набуде

вигляду

u1
′ = λ1u1 + α(λ1u1 + λ2u2)

3 +O(ε3),

u2
′ = λ2u2 + β(λ1u1 + λ2u2)

3 +O(ε3). (7.5)

Оскiльки α = O(ε), β = O(ε), то замiною u1 = v1 exp

(
iy

σ

)
, u2 =

v2 exp

(
−iy
σ

)
систему (7.5) зведемо до стандартної форми i застосуємо усе-

реднення вiдносно y [15]. В результатi одержимо перiодичний розв’язок

u1 = r0 exp

(
iy

σ

)
+O(ε), u2 = r0 exp

(
−iy
σ

)
+O(ε), 2r0 =

√
1− 1

ρ2σ2
,

системи (7.5). Тут v1 = v2 = r0 – стацiонарний розв’язок усередненої системи.

Звiдси знаходимо

θ1 = u1 + u2 +O(ε3) = r0 exp

(
iy

σ

)
+ r0 exp

(
−iy
σ

)
+O(ε) =

= 2r0 cos
y

σ
+O(ε).



227

Враховуючи, що функцiя θ1 повинна мати перiод 2π, одержимо σ =
1

k
+

O(ε), k = ±1,±2, ..., отже, θ1 =

√
1− k2

ρ2
cos(ky) + O(ε). Тому бiжучi хвилi

задачi (7.1) мають вигляд

ξk(t, x) =

√
1− k2

ρ2
cos(t+ kx) +O(ε),

де k ∈ Z, k2 < ρ2.

Теорему доведено.

Зауваження 1. Аналогiчно [10] можна показати, що бiжучi хвилi ξk(t, x)

задачi (7.1) експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли k2 <
1

6
(2ρ2 + 1).

7.2. Бiфуркацiя циклiв параболiчних систем iз малою

дифузiєю

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-

функцiональних рiвнянь, параболiчних та гiперболiчних систем з пере-

твореним аргументом розглядалися, зокрема, в [40, 42, 50, 57, 132]. У цьому

пiдроздiлi дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнченно-

го числа циклiв параболiчної системи iз малою дифузiєю, рiвняння спiнового

горiння та рiвняння Хатчiнсона. Подiбнi задачi для диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними вивчалися, наприклад, у працях [10, 86, 87].

7.2.1. Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз малою дифузiєю

Розглянемо систему
∂u1
∂t

= εγ
∂2u1
∂x2

− εδ
∂2u2
∂x2

− ω0u2 + ε(αu1 − βu2) + (d0u1 − c0u2)(u
2
1 + u22),
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∂u2
∂t

= εγ
∂2u2
∂x2

+ εδ
∂2u1
∂x2

+ ω0u1 + ε(αu2 + βu1) + (d0u2 + c0u1)(u
2
1 + u22) (7.6)

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x), u2(t, x+ 2π) = u2(t, x), (7.7)

де ε – малий додатний параметр, ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0.

Перейшовши до комплексних змiнних u = u1+ iu2, ū = u1− iu2, одержимо

рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u. (7.8)

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.6), (7.7).

Розв’язок рiвняння (7.8) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ (α + iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ.

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

dθ1
dy

+ (α + iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ. (7.9)

Iнтегральний многовид системи (7.9) можна зобразити у виглядi

θ1 =
iω0

σ
θ + ε

[
α+ iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
=
iω0

σ
θ + ε

[
α+ iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . . (7.10)

Перейшовши у рiвняннi (7.10) до полярних координат, θ = r exp(iφ), одер-

жимо рiвняння
dr

dy
= ε

(α
σ
− γ

σ3
ω2
0

)
r +

d0
σ
r3. (7.11)
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Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть α >
γ

σ2
ω2
0. Тодi рiвняння (7.11) має

стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− γ

σ2
ω2
0

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.10) має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
iω0

σ
y

)
+ O(ε). Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π,

одержуємо σ =
ω0

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . .. Отже, перiодичний розв’язок

рiвняння (7.8) має вигляд

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε), (7.12)

де rn =
√
(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r

2
n − εδn2, n ∈ Z. Тодi перiо-

дичний розв’язок задачi (7.6), (7.7) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx), u2 =

√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z. (7.13)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 7.2. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого

n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при

0 < ε < ε0 задача (7.6), (7.7) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.13).

7.2.2. Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (7.12) рiвняння (7.8) має вигляд

∂v

∂t
= iω0v + ε

[
(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ (α + iβ)v

]
+ ε(d0 + ic0)(2r

2
nv + w2

nv̄), (7.14)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2. Зробивши в

рiвняннi (7.14) замiну v = w exp(iχn(ε)t), одержимо

∂w

∂t
= ε
[
(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)w+
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+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))

]
. (7.15)

Розв’язок рiвняння (7.15) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в компле-

кснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (7.16)

Пiдставляючи (7.16) в (7.15) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε[(α + iδn2 + d0r
2
n)yk+n − (γ + iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (7.17)

Аналогiчно пiдставляючи (7.16) у спряжене до (7.15) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α− iδn2 + d0r
2
n)vk−n − (γ − iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (7.18)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.6), (7.7) визначається стiйкiстю

системи (7.17), (7.18) з параметром k ∈ Z. У системi (7.17), (7.18) зробимо

замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn), vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi отримаємо

лiнiйну систему з матрицею

εA =

 εa11 εa12

εa21 εa22

 .

Оскiльки сума дiагональних елементiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0,

то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку un(t, x)

необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де c =

Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n−γk2)2(γ2k2+δ2k2−2γd0r

2
n−4γ2n2−2δc0r

2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n−δk2)2, (7.19)
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де r2n = (γn2 − α)/d0.

Теорема 7.3. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (7.6), (7.7) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (7.19) при

всiх k ∈ Z\{0}.

Як приклад розглянемо рiвняння (7.6), в якому δ = 0, β = 0, c0 = 0. Тодi

з теореми 7.2 випливає, що при d0 < 0, γn2 < α iснує перiодичний розв’язок

un =
√
ε(α− γn2)|d0|−1

 cos(ω0t+ nx)

sin(ω0t+ nx)

 .

Згiдно з теоремою 7.3 бiжучi хвилi un(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi

тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6γ
(γ + 2α).

7.2.3. Бiжучi хвилi рiвняння спiнового горiння

Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2

]
, (7.20)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (7.21)

де ε – малий додатний параметр, ϱ > 0.

Задача (7.20), (7.21) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ = 2ε

[
p

(
1− 4

3
p2
)
+

1

ϱ2
∂2p

∂x2

]
, (7.22)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x).

Розв’язок системи (7.22) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ = θ1(y),

p = θ2(y), y = σt+x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають перiод 2π. Тодi одержимо

систему

σ
dθ1
dy

= θ2, σ
dθ2
dy

+ θ1 = 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
d2θ2
dy2

]
.
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Цю систему замiною
dθ2
dy

= θ3 зведемо до вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= θ3, σθ3 + θ1 = 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
dθ3
dy

]
. (7.23)

Iнтегральний многовид системи (7.23) можна зобразити у виглядi

θ3 = −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+O(ε2).

Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+O(ε2). (7.24)

Перейшовши до комплексних змiнних u = θ1 + iθ2, ū = θ1 − iθ2, одержимо

рiвняння

du

dy
= − i

σ
u+

ε

σ

[
u− ū+

1

3
(u− ū)2 − 1

σ2ϱ2
(u− ū)

]
+O(ε2). (7.25)

Зробивши у рiвняннi (7.25) замiну

u = w + εi

[
1

2

(
1− 1

σ2ϱ2

)
w̄ +

1

6
w3 − 1

2
ww̄2 +

1

12
w̄3

]
,

одержимо
dw

dy
= − i

σ
w +

ε

σ

[
w − w2w̄ − 1

σ2ϱ2
w

]
+O(ε2). (7.26)

Перейшовши у рiвняннi (7.26) до полярних координат w = r exp(iφ), отри-

маємо рiвняння
dr

dy
=
ε

σ

[
r − 1

σ2ϱ2
r − r3

]
+O(ε2). (7.27)

Нехай виконується нерiвнiсть σ2ϱ2 > 1. Тодi рiвняння (7.27) має стацiонарний

розв’язок

R0 =

√
1− 1

σ2ϱ2
,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.25) має вигляд u = R0 exp

(
− i

σ
y

)
+

O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок

θ1 = R0 cos
(y
σ

)
+O(ε), θ2 = −R0 sin

(y
σ

)
+O(ε)



233

системи (7.24). Враховуючи, що функцiї θ1 та θ2 повиннi мати перiод 2π,

одержуємо σ = −1

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок

рiвняння (7.20) має вигляд

ξn =

√
1− n2

ϱ2
cos(−t+ nx) +O(ε), (7.28)

де n ∈ Z. Тому правильне наступне твердження.

Теорема 7.4. Нехай для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть n2 <

ϱ2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (7.20), (7.21) має

перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.28), де n ∈ Z.

7.2.4. Стiйкiсть перiодичних режимiв рiвняння спiнового горiння

Система рiвнянь у варiацiях в околi перiодичного розв’язку ξn = ξn(t, x),

pn =
∂ξn(t, x)

∂t
системи (7.22) має вигляд

∂v1
∂t

= v2,
∂v2
∂t

+ v1 = 2ε

[
v2 − 4p2nv2 +

1

ϱ2
∂2v2
∂x2

]
.

Перейшовши до комплексних змiнних v = v1 + iv2, одержимо рiвняння

∂v

∂t
= −iv + ε

[
v − v̄ − 4p2n(v − v̄) +

1

ϱ2
∂2(v − v̄)

∂x2

]
.

Зробивши замiну v = w exp(−it) i усереднивши одержане рiвняння вiдносно

t, одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε

[
w − 2r2nw − r2n exp(2inx)w̄ +

1

ϱ2
∂2w

∂x2

]
, (7.29)

де rn =

√
1− n2

ϱ2
.

Розв’язок рiвняння (7.29) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є (7.16). Пiд-

ставляючи (7.16) в (7.29) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо
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рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε

[
yk+n − 2r2nyk+n − r2nvk−n −

(k + n)2

ϱ2
yk+n

]
. (7.30)

Аналогiчно пiдставляючи (7.16) у спряжене до (7.29) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε

[
vk−n − 2r2nvk−n − r2nyk+n −

(k − n)2

ϱ2
vk−n

]
. (7.31)

Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння спiнового горiння визначається

стiйкiстю системи (7.30), (7.31) з параметром k ∈ Z. Позначимо через εA

матрицю системи (7.30), (7.31) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Матриця A

має нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональних елемен-

тiв матрицi A вiд’ємна, a = a11+a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної

стiйкостi перiодичного розв’язку ξn(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0

виконувалась умова det(A) > 0, тобто k2
(
k2 + 2ϱ2 − 6n2

)
/ϱ4 > 0. Ця умова

рiвносильна умовi

n2 <
1

6
(2ϱ2 + 1). (7.32)

Теорема 7.5. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (7.20), (7.21) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (7.32).

7.2.5. Перiодичнi режими рiвняння Хатчiнсона

Розглянемо рiвняння Хатчiнсона з дифузiєю

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
−
(π
2
+ ε
)
u(t− 1, x)(1 + u) (7.33)

та перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (7.34)

що використовується в математичнiй екологiї [86]. Тут ε – малий додатний

параметр, D > 0.
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Аналогiчно [60] запишемо рiвняння на многовидi

∂v

∂t
= εDΨ(0)

∂2v1
∂x2

+

 0 π/2 + 8εα

−π/2 4πεα

 v +
π

2
Ψ(0)[v1v2+

+kv31 − (m+ l)v21v2 − 2kv1v
2
2 +mv32],

де

Ψ(0) = 4α

 2

π

 , α =
1

π2 + 4
, v =

 v1

v2

 ,

k = 1/5− 4πα/3, l = 1/5 + 8α/3, m = 8α/3− 1/5.

Перейшовши до комплексних змiнних w = v1 + iv2, w̄ = v1 − iv2, одержимо

рiвняння
∂w

∂t
= 2εα(2 + πi)D

∂2(w + w̄)

∂x2
− π

2
iw + 2εα(π − 2i)(w − w̄)+

+2πα(2 + πi)
[ i
4
(w̄2 − w2) +

k

8
(w + w̄)3− (7.35)

−(m+ l)i

8
(w + w̄)(w̄2 − w2)− 2k

8
(w − w̄)(w̄2 − w2) +

mi

8
(w − w̄)3

]
.

Перетворимо рiвняння (7.35) за допомогою пiдстановки

w = s+ α(2 + πi)(s2 + s̄2/3) + V3(s, s̄), (7.36)

де V3 – форма третього порядку. Перетворення (7.36) можна пiдiбрати так,

що рiвняння для s набуде вигляду
∂s

∂t
= −π

2
is+ ε

[
(γ + iδ)

∂2(s+ s)

∂x2
+ (α1 + iβ)(s− s)

]
+ (d0 + ic0)s

2s, (7.37)

де γ = 4αD, δ = 2παD, α1 = 2πα, β = −4α, d0 = πα(2 − 3π)/20, c0 =

πα(π + 6)/20.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.33), (7.34).

Розв’язок рiвняння (7.37) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi s = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= −π

2
iθ + ε

[
(γ + iδ)

d2(θ + θ)

dy2
+ (α1 + iβ)(θ − θ)

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ.
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Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = −π

2
iθ + ε

[
(γ + iδ)

d(θ1 + θ1)

dy
+

+(α1 + iβ)(θ − θ)
]
+ (d0 + ic0)θ

2θ. (7.38)

Iнтегральний многовид системи (7.38) можна зобразити у виглядi

θ1 = − π

2σ
iθ +

ε

σ

[
− π2

4σ2
(γ + iδ)(θ + θ) + (α1 + iβ)(θ − θ)

]
+

+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

Тут в лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= − π

2σ
iθ +

ε

σ

[
− π2

4σ2
(γ + iδ)(θ + θ)+

+(α1 + iβ)(θ − θ)
]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ = p exp(− π

2σ
iy) i усереднимо одержане

рiвняння вiдносно y [15]. Тодi одержимо автономне рiвняння вигляду

dp

dy
=
ε

σ

[
− π2

4σ2
(γ + iδ)p+ (α1 + iβ)p

]
+
d0 + ic0

σ
p2p. (7.39)

Перейшовши у рiвняннi (7.39) до полярних координат p = r exp(iφ), отрима-

ємо рiвняння
dr

dy
= −επ

2γ

4σ3
r + ε

α1

σ
r +

d0
σ
r3. (7.40)

Нехай виконується нерiвнiсть 2σ2 > πD. Тодi рiвняння (7.40) має стацiо-

нарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√
40

3π − 2

(
1− πD

2σ2

)
,
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отже, перiодичний розв’язок системи (7.38) має вигляд

θ =
√
εR0 exp

(
−πi

2σ
y

)
+O(ε), θ1 =

dθ

dy
.

Враховуючи, що функцiя θ повинна мати перiод 2π, одержуємо σ = − π

2n
+

O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.37) має вигляд

sn = sn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)), (7.41)

де

rn =

√
40

3π − 2

(
1− 2Dn2

π

)
, χn(ε) = −π

2
+ εβ + εc0r

2
n − εδn2.

Звiдси одержимо перiодичний розв’язок задачi (7.33), (7.34)

un = un(t, x) =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx). (7.42)

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (7.41) рiвняння (7.37) має вигляд

∂v

∂t
= −π

2
iv + ε

[
(γ + iδ)

∂2(v + v)

∂x2
+ (α1+

+iβ)(v − v)
]
+ (d0 + ic0)(2εr

2
nv + s2nv).

Зробивши замiну v = w exp(iχn(ε)t) i усереднивши одержане рiвняння вiдно-

сно t, одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε
[
(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α1 + iδn2 + d0r

2
n)w + (d0 + ic0)r

2
n(w + w exp(2inx))

]
.

(7.43)

Розв’язок рiвняння (7.43) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є (7.16) в

комплекснiй формi. Пiдставляючи (7.16) в (7.43) i зрiвнюючи коефiцiєнти

при exp(ikx), одержимо рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε[(α1 + iδn2 + d0r
2
n)yk+n − (γ + iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (7.44)
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Аналогiчно пiдставляючи (7.16) у спряжене до (7.43) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α1 − iδn2 + d0r
2
n)vk−n − (γ − iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (7.45)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.33), (7.34) визначається стiйкiстю

системи (7.44), (7.45) з параметром k ∈ Z. У системi (7.44), (7.45) зробимо

замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn), vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi одержимо

лiнiйну систему з матрицею

εA =

 εa11 εa12

εa21 εa22

 .

Оскiльки α1 − γn2 = −d0r2n, то матриця A має нульове власне значення при

k = 0. Оскiльки сума дiагональних елементiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 +

a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку

un(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де

c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2−

−2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2. (7.46)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 7.6. Нехай для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть 2Dn2 <

π. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (7.33), (7.34) має

перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.42), де n ∈ Z. Цi розв’язки експоненцi-

ально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (7.46)

при всiх k ∈ Z\{0}.
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7.3. Бiфуркацiя автоколивань параболiчних систем iз

аргументом, що запiзнюється, та малою дифузiєю

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-

функцiональних рiвнянь, параболiчних та гiперболiчних систем з пере-

твореним аргументом розглядалися, зокрема, в [40, 42, 50, 57, 132]. У

цьому пiдроздiлi дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого

скiнченного числа циклiв параболiчної системи iз запiзненням та малою

дифузiєю i рiвняння спiнового горiння iз запiзненням. Подiбнi задачi для

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вивчалися, наприклад, у

працях [10, 87].

7.3.1. Бiжучi хвилi параболiчних рiвнянь iз запiзненням та малою

дифузiєю

Розглянемо систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u, u(t−∆, x)) (7.47)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (7.48)

де ε – малий додатний параметр, ∆ > 0, u ∈ R2, функцiя F (u, v) чотири рази

неперервно диференцiйовна вiдносно своїх аргументiв, F (0, 0) = 0, причому

F має в нулi порядок малостi вище першого, A0a = iω0a, ω0 > 0, A∗
0b = −iω0b.

Тут a i b – власнi вектори матриць A0 i A∗
0 вiдповiдно, для яких (a, b) = 1,

(ā, b) = 0, матриця A0 + εA1 має пару власних значень вигляду τ(ε)± iω(ε),

τ(0) = 0, τ ′(0) > 0, ω(0) = ω0, D = diag(d1, d2), d1 > 0, d2 > 0.
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Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.47), (7.48).

Розв’язок системи (7.47) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi u = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо систему

σ
dθ

dy
= εD

d2θ

dy2
+ A0θ + εA1θ + F (θ, θ(y − σ∆)).

Цю систему замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = εD

dθ1
dy

+ A0θ + εA1θ + F (θ, θ(y − σ∆)). (7.49)

Iнтегральний многовид системи (7.49) можна зобразити у виглядi

θ1 =
1

σ
A0θ +

ε

σ3
DA2

0θ +
ε

σ
A1θ +

1

σ
F (θ, θ(y − σ∆)) + . . . .

Тут в лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
=

1

σ
A0θ +

ε

σ3
DA2

0θ +
ε

σ
A1θ +

1

σ
F (θ, θ(y − σ∆)) + . . . . (7.50)

У системi (7.50) виконаємо замiну θ = av+ āv̄ i домножимо обидвi частини

злiва на матрицю

 b̄1 b̄2

b1 b2

 . Тодi, враховуючи, що (a, b) = 1, де b =

 b1

b2

,

одержуємо

dv

dy
= i

ω0

σ
v − ε

σ3
ω2
0b

∗D(av + āv̄) +
ε

σ
b∗A1(av + āv̄)+

+
1

σ
b∗F (av + āv̄, av(y − σ∆) + āv̄(y − σ∆)) + . . . . (7.51)

Використавши у рiвняннi (7.51) замiну v = w exp
(
i
ω0

σ
y
)
, одержимо

dw

dy
=
(
− ε

σ3
ω2
0b

∗D +
ε

σ
b∗A1

)(
aw + āw̄ exp

(
−2i

ω0

σ
y
))

+ exp
(
−iω0

σ
y
)
×

×F
(
aw exp

(
i
ω0

σ
y
)
+ āw̄ exp

(
−iω0

σ
y
)
, aw(y − σ∆) exp

(
i
ω0

σ
(y − σ∆)

)
+

+āw̄(y − σ∆) exp
(
−iω0

σ
(y − σ∆)

))
+ . . . .



241

В останньому рiвняннi перейдемо до нормальної форми, використавши вла-

стивостi функцiї F , i замiнимо w на
√
εw [15, 153]. В результатi одержимо

автономне рiвняння вигляду

dw

dy
= − ε

σ3
ω2
0b

∗Daw +
ε

σ
b∗A1aw +

ε

σ
(d0 + ic0)w

2w̄. (7.52)

Оскiльки (a, b) = 1, (ā, b) = 0, то Re(b∗Da) =
1

2
(d1+d2). Зауважимо, що сталi

d0 та c0 залежать вiд власного вектора a.

Перейшовши у рiвняннi (7.52) до полярних координат, w = r exp(iφ), одер-

жимо рiвняння

dr

dy
= − ε

2σ3
ω2
0(d1 + d2)r +

ε

σ
τ ′(0)r +

ε

σ
d0r

3, (7.53)

де τ ′(0) = Re(A1a, b) > 0. Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть τ ′(0) >
1

2σ2
ω2
0(d1 + d2). Тодi рiвняння (7.53) має стацiонарний розв’язок

R0 =

√(
τ ′(0)− 1

2σ2
ω2
0(d1 + d2)

)
|d0|−1.

Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.51) має вигляд v =
√
εR0 exp

(
i
ω0

σ
y
)
+O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок θ = av+ āv̄

системи (7.50). Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π, одержуємо

σ =
ω0

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . .. Отже, перiодичний розв’язок системи (7.47)

має вигляд

un =
√
εrn(a exp iη + ā exp(−iη)) +O(ε), (7.54)

де rn =

√(
τ ′(0)− 1

2
(d1 + d2)n2

)
|d0|−1, η = ωn(ε)t + nx, ωn(ε) = ω0 + O(ε),

n ∈ Z. Тому справджується таке твердження.

Теорема 7.7. Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть

τ ′(0) >
1

2
(d1 + d2)n

2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача

(7.47), (7.48) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.54).
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7.3.2. Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв

Система рiвнянь у варiацiях в околi розв’язку un(t, x) системи (7.47) має

вигляд

∂v

∂t
= εD

∂2v

∂x2
+ A0v + εA1v + εB1(t)v + εB2(t)v(t−∆, x) +O(ε3/2). (7.55)

У системi (7.55) зробимо замiну v = aw + āw̄ i домножимо обидвi частини

злiва на матрицю

 b̄1 b̄2

b1 b2

 , де b =

 b1

b2

 . Тодi одержимо

∂w

∂t
= εb∗D

∂2(aw + āw̄)

∂x2
+ iω0w + εb∗(A1 +B1(t))(aw + āw̄)+

+εb∗B2(t)(aw(t−∆, x) + āw̄(t−∆, x)) +O(ε3/2). (7.56)

Виконавши в рiвняннi (7.56) замiну w = z exp(iω0t) i використавши друге

наближення в методi усереднення вiдносно t, одержимо

∂z

∂t
= εb∗Da

∂2z

∂x2
+ εb∗A1az + ε(d0 + ic0)(2r

2
nz + w2

nz̄), (7.57)

де

wn = rn exp(i(χn(ε)t+ nx)), χn(ε) = εβ + εc0r
2
n − εδn2,

β = Im(A1a, b), δ = Im(Da, b).

Замiною z = u exp(iχn(ε)t) рiвняння (7.57) зведемо до вигляду

∂u

∂t
= ε
[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iδn2 + d0r

2
n)u+

+(d0 + ic0)r
2
n(u+ u exp(2inx))

]
, (7.58)

де γ = Re(Da, b) =
1

2
(d1 + d2), α = τ ′(0) = Re(A1a, b).

Розв’язок рiвняння (7.58) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в компле-

кснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),
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u(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (7.59)

Пiдставляючи (7.59) в (7.58) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), отриму-

ємо рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε[(α+ iδn2 + d0r
2
n)yk+n − (γ + iδ)(k + n)2yk+n+

+(d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (7.60)

Аналогiчно пiдставляючи (7.59) у спряжене до (7.58) рiвняння, одержуємо

dvk−n
dt

= ε[(α− iδn2 + d0r
2
n)vk−n − (γ − iδ)(k − n)2vk−n+

+(d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (7.61)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.47), (7.48) визначається стiйкiстю

системи (7.60), (7.61) з параметром k ∈ Z. У системi (7.60), (7.61) виконаємо

замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn), vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi отримаємо

лiнiйну систему з матрицею

εA =

 εa11 εa12

εa21 εa22

 .

Оскiльки α − γn2 = −d0r2n, то матриця A має нульове власне значення при

k = 0. Оскiльки сума дiагональних елементiв матрицi A є вiд’ємною, a = a11+

a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку

un(t, x) необхiдно i достатньо, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова a2c > f 2,

де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2−

−2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2, (7.62)

де r2n = (γn2 − α)/d0.
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Теорема 7.8. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi (7.47), (7.48) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (7.62) при

всiх k ∈ Z\{0}.

Як приклад розглянемо рiвняння (7.47), в якому

D = diag(d, d), d > 0, A0 =

 0 1

−1 0

 , A1 = E,

E – одинична матриця,

F (u, u(t−∆, x)) = d0(u
2
1 + u22)

 u1

u2

 .

Тодi γ = d, δ = 0, α = 1, c0 = 0, тому з теореми 7.7 випливає, що при d0 < 0,

n2 <
1

d
iснує перiодичний розв’язок

un =
√
ε(1− dn2)|d0|−1

 cos(t+ nx)

− sin(t+ nx)

 .

Згiдно з теоремою 7.8 бiжучi хвилi un(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi

тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6d
(d+ 2).

Зауваження 1. Умови iснування та стiйкостi перiодичних розв’язкiв за-

дачi (7.47), (7.48) можна отримати iз рiвняння

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u,

яке одержується за допомогою усереднення.

7.3.3. Перiодичнi режими рiвняння спiнового горiння iз запiзне-

нням

Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t
+

1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2
+ F

(
ξ,
∂ξ

∂t
, ξ(t−∆, x),

∂ξ

∂t
(t−∆, x)

)]
, (7.63)
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ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (7.64)

де ε – малий додатний параметр, ∆ > 0, ϱ > 0, причому F – однорiдний

многочлен третього степеня, тобто F (aξ, ap, aη, aζ) = a3F (ξ, p, η, ζ), a ∈ R.

Задача (7.63), (7.64) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ = 2ε

[
p+

1

ϱ2
∂2p

∂x2
+ F (ξ, p, ξ∆, p∆)

]
, (7.65)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x),

де ξ∆ = ξ(t−∆, x), p∆ = p(t−∆, x).

Розв’язок системи (7.65) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi ξ = θ1(y),

p = θ2(y), y = σt+x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають перiод 2π. Тодi одержимо

систему

σ
dθ1
dy

= θ2, σ
dθ2
dy

+ θ1 = 2ε

[
θ2 +

1

ϱ2
d2θ2
dy2

+ F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
.

Цю систему замiною
dθ2
dy

= θ3 зведемо до вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= θ3, σθ3 + θ1 =

= 2ε

[
θ2 +

1

ϱ2
dθ3
dy

+ F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
. (7.66)

Iнтегральний многовид системи (7.66) можна зобразити у виглядi

θ3 = −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2 −

1

σ2ϱ2
θ2 + F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))

]
+O(ε2).

Система рiвнянь на цьому многовидi набере вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= −1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2 −

1

σ2ϱ2
θ2+

+F (θ1, θ2, θ1(y − σ∆), θ2(y − σ∆))
]
+O(ε2). (7.67)

Перейшовши до комплексних змiнних u = θ1 + iθ2, ū = θ1 − iθ2, одержимо

рiвняння
du

dy
= − i

σ
u+

ε

σ

[
u− ū− 1

σ2ϱ2
(u− ū)+
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+2iF1(u, ū, u(y − σ∆), ū(y − σ∆))
]
+O(ε2), (7.68)

де

F1(u, ū, u(y − σ∆), ū(y − σ∆)) = F
(1
2
(u+ ū),

i

2
(ū− u),

1

2
(u(y − σ∆)+

+ū(y − σ∆)),
i

2
(ū(y − σ∆)− u(y − σ∆))

)
.

Виконуючи у рiвняннi (7.68) замiну u = w exp

(
− i

σ
y

)
, одержуємо рiвня-

ння

dw

dy
=
ε

σ

[(
1− 1

σ2ϱ2

)(
w − w̄ exp

(
2
i

σ
y

))
+ 2i exp

(
− i

σ
y

)
×

×F1

(
w exp

(
− i

σ
y

)
, w̄ exp

(
i

σ
y

)
, w(y − σ∆)×

× exp

(
− i

σ
(y − σ∆)

)
, w̄(y − σ∆) exp

(
i

σ
(y − σ∆)

))]
+O(ε2).

Виконавши усереднення в цьому рiвняннi вiдносно y [15, 153], отримаємо рiв-

няння
dw

dy
=
ε

σ

[
w − 1

σ2ϱ2
w + (d0 + ic0)w

2w̄

]
. (7.69)

Перейшовши у рiвняннi (7.69) до полярних координат w = r exp(iφ), одер-

жимо рiвняння
dr

dy
=
ε

σ

[
r − 1

σ2ϱ2
r + d0r

3

]
.

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть σ2ϱ2 > 1. Тодi рiвняння (7.69) має

стацiонарний розв’язок

R0 =

√(
1− 1

σ2ϱ2

)
|d0|−1.

Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.68) має вигляд u =

R0 exp

(
− i

σ
y

)
+O(ε). Звiдси знаходимо перiодичний розв’язок

θ1 = R0 cos
(y
σ

)
+O(ε), θ2 = −R0 sin

(y
σ

)
+O(ε)
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системи (7.67). Враховуючи, що функцiї θ1 та θ2 мають перiод 2π, одержуємо

σ =
1

n
+O(ε), n = ±1,±2, . . ..

Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.63) має вигляд

ξn = rn cos(t+ nx) +O(ε), rn =

√(
1− n2

ϱ2

)
|d0|−1, (7.70)

де n ∈ Z. Тому справджується таке твердження.

Теорема 7.9. Нехай d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується нерiвнiсть

n2 < ϱ2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (7.47), (7.48)

має перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.70), де n ∈ Z.

7.3.4. Стiйкiсть перiодичних режимiв рiвняння спiнового горiння

iз запiзненням

Система рiвнянь у варiацiях в околi розв’язку ξ = ξn(t, x), p =
∂ξn(t, x)

∂t
системи (7.65) має вигляд

∂v1
∂t

= v2,
∂v2
∂t

+ v1 = 2ε
[
v2 +

1

ϱ2
∂2v2
∂x2

+B1(t)v1 +B2(t)v2+

+B3(t)v1(t−∆, x) +B4(t)v2(t−∆, x)
]
.

Перейшовши до комплексних змiнних v = v1 + iv2, одержимо рiвняння

∂v

∂t
= −iv + ε

[
v − v̄ +

1

ϱ2
∂2(v − v̄)

∂x2
+ C1(t)v + C2(t)v̄ + C3(t)v∆ + C4(t)v̄∆

]
.

де v∆ = v(t − ∆, x), v̄∆ = v̄(t − ∆, x). Виконавши замiну v = w exp(−it) i

усереднивши одержане рiвняння вiдносно t, отримаємо рiвняння

∂w

∂t
= ε

[
w +

1

ϱ2
∂2w

∂x2
+ (d0 + ic0)(2r

2
nw + u2nw̄)

]
, (7.71)

де un = rn exp(i(ωn(ε)t + nx)), ωn(ε) = εc0r
2
n. Замiною w = u exp(iωn(ε)t)

рiвняння (7.71) зведемо до вигляду

∂u

∂t
= ε

[
u+

1

ϱ2
∂2u

∂x2
+ (d0 + ic0)(r

2
nu+ r2nū exp(2inx)) + d0r

2
nu

]
. (7.72)
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Розв’язок рiвняння (7.72) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в компле-

кснiй формi

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (7.73)

Пiдставляючи (7.73) в (7.72) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержу-

ємо рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε

[
(1 + d0r

2
n)yk+n −

(k + n)2

ϱ2
yk+n + (d0 + ic0)r

2
n(yk+n + vk−n)

]
.

(7.74)

Аналогiчно пiдставляючи (7.73) у спряжене до (7.72) рiвняння, отримаємо

dvk−n
dt

= ε

[
(1 + d0r

2
n)vk−n −

(k − n)2

ϱ2
vk−n + (d0 − ic0)r

2
n(vk−n + yk+n)

]
.

(7.75)

Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвняння спiнового горiння визначається

стiйкiстю системи (7.74), (7.75) з параметром k ∈ Z. Позначимо через εA

матрицю системи (7.74), (7.75) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Матриця A

має нульове власне значення при k = 0. Оскiльки сума дiагональних елемен-

тiв матрицi A вiд’ємна, a = a11+a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної

стiйкостi перiодичного розв’язку ξn(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0

виконувалась умова a2c > f 2, де

c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f =
4c0nk

|d0|ϱ2

(
1− n2

ϱ2

)
,

тобто (
k2

ϱ2
+ 1− n2

ϱ2

)2(
k2

ϱ2
+ 2− 6n2

ϱ2

)
>

4c20n
2

ϱ2d20

(
1− n2

ϱ2

)2

. (7.76)

Теорема 7.10. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi (7.63), (7.64) експоненцiально

орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (7.76) при

всiх k ∈ Z\{0}.
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Як приклад розглянемо рiвняння (7.63) з нелiнiйнiстю F = −4

3

(
∂ξ

∂t

)3

.

Тодi d0 = −1, c0 = 0, тому з теореми 7.9 випливає, що при n2 < ϱ2 iснує

перiодичний розв’язок

ξn =

√
1− n2

ϱ2
cos(t+ nx) +O(ε).

Згiдно з теоремою 7.10 бiжучi хвилi ξn(t, x) експоненцiально орбiтально стiйкi

тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6
(2ϱ2 + 1).

7.4. Бiфуркацiя циклiв параболiчних систем iз запiзне-

нням та малою дифузiєю

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-

функцiональних рiвнянь, параболiчних та гiперболiчних систем з пере-

твореним аргументом розглядалися, зокрема, в [42, 50, 57, 126, 132]. У цьому

пiдроздiлi дослiджено iснування та стiйкiсть як завгодно великого скiнчен-

ного числа циклiв параболiчної системи iз запiзненням та малою дифузiєю.

Подiбнi задачi для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

вивчалися, наприклад, у працях [10, 86, 87].

7.4.1. Перiодичнi режими та їх стiйкiсть

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з нормою |u| =
√
u21 + ...+ u2n, C = C[−∆, 0]

– простiр неперервних функцiй iз значеннями в Rn з нормою ||φ|| =

sup
−∆≤θ≤0

|φ(θ)|. Позначимо через ut – елемент простору C, заданий функцiєю

ut(θ, x) = u(t+ θ, x), −∆ ≤ θ ≤ 0.
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Розглянемо параболiчну систему iз запiзнюючим аргументом та малою

дифузiєю
∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ L(ε)ut + f(ut, ε) (7.77)

i перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (7.78)

де ε – малий додатний паpаметp, u ∈ Rn, L(ε) : C → Rn – лiнiйний непе-

рервний оператор, f : C × [0, ε0) → Rn, f(φ, ε) = O(||φ||2) при ||φ|| → 0,

оператор f п’ять раз неперервно диференцiйовний вiдносно своїх аргументiв.

Припустимо, що нульовий розв’язок рiвняння (7.77) при ε = 0 асимптотично

стiйкий.

Поряд з (7.77) розглянемо лiнiйнi рiвняння

∂ũ

∂t
= L(ε)ũt, (7.79)

∂ũ

∂t
= L(0)ũt. (7.80)

Згiдно з теоремою Рiсса оператор L(ε) можна зобразити у виглядi iнтеграла

Стiлтьєса

L(ε)φ =

0∫
−∆

[dη(θ, ε)]φ(θ),

де матриця η(θ, ε) має обмежену варiацiю вiдносно θ. Нехай η(θ, ε) двiчi непе-

рервно диференцiйовна вiдносно ε. Характеристичне рiвняння для рiвняння

(7.79) має вигляд

detΛε(λ) = 0, Λε(λ) = λI −
0∫

−∆

eλθdη(θ, ε), (7.81)

де I – одинична матриця. Припустимо, що рiвняння (7.81) має одну пару

коренiв вигляду ξ(ε) ± iζ(ε), ξ(0) = 0, ξ′(0) > 0, ζ(0) > 0, а iншi коренi

лежать у пiвплощинi Reλ ≤ λ0 < 0.
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Рiвняння (7.77) можна записати у виглядi

∂u

∂t
= L(0)ut + F (ut, ε), (7.82)

де F (ut, ε) = εD
∂2u

∂x2
+ L(ε)ut − L(0)ut + f(ut, ε). Позначимо через ũt(φ)

розв’язок рiвняння (7.80) з початковою функцiєю φ ∈ C. Визначимо опе-

ратор зсуву за розв’язками рiвняння (7.80) спiввiдношенням T (t)φ = ũt(φ).

Сiм’я {T (t), t ≥ 0} утворює сильно неперервну пiвгрупу. Твiрний оператор

пiвгрупи є оператором диференцiювання Aφ(θ) =
dφ(θ)

dθ
, −∆ ≤ θ ≤ 0, з

областю визначення

D(A) =

{
φ ∈ C,

dφ

dθ
∈ C,

dφ(0)

dθ
= L(0)φ

}
.

Позначимо через P власний пiдпростiр в C, породжений розв’язками рiв-

няння (7.80), що вiдповiдають кореням ±iζ(0). Розкладемо простiр C в пряму

суму C = P⊕Q. Нехай Φ = Φ(θ) – базис в P. Розглядаючи спряжене до (7.80)

рiвняння, можна аналогiчно визначити функцiю Ψ = Ψ(θ), 0 ≤ θ ≤ ∆. То-

дi кожний елемент ut ∈ C можна зобразити у виглядi ut = Φy(t) + zt, де

y(t) = (Ψ, ut), zt = ut − Φy(t), y(t) ∈ R2, zt ∈ Q, (Ψ, ut) – деякий бiлiнiйний

функцiонал. Рiвняння (7.77) еквiвалентне системi рiвнянь [126, 132]:

∂y

∂t
= By +Ψ(0)F (Φy + zt, ε),

zt = T (t− σ)zσ +

t∫
σ

T (t− s)XQ
0 F (Φy(s) + zs, ε)ds.

Тут XQ
0 – проекцiя на пiдпростiр Q функцiї X0(θ) = 0, −∆ ≤ θ < 0, X0(0) =

I,

B =

 0 ζ(0)

−ζ(0) 0

 .

Аналогiчно [126] можна довести iснування функцiї g : R2 × [0, ε0) → Q,

що задовольняє умови g(0, ε) = 0, ||g(y, ε) − g(y′, ε)|| ≤ 1

2
|y − y′| i такої, що
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множина

Sε = {(φ, ε)|ε ∈ [0, ε0), φ = Φy + ϑ, y ∈ R2, ϑ = g(y, ε), ϑ ∈ Q}

є локальним iнтегральним многовидом рiвняння (7.82). Функцiя g(y, ε) буде

чотири рази неперервно диференцiйовною вiдносно y. Поведiнка розв’язкiв

рiвняння (7.82) на iнтегральному многовидi Sε описується рiвнянням

∂v

∂t
= Bv +Ψ(0)F (Φv + g(v, ε), ε), (7.83)

де v =

 v1

v2

. Для кожного розв’язку ut = Φy(t) + zt рiвняння (7.82) iснує

розв’язок χt = Φv(t)+g(v(t), ε), що належить Sε i такий, що правильна оцiнка

||ut − χt|| ≤ Ke−νt, K > 0, ν > 0.

У рiвняннi (7.83) збережемо в лiнiйних доданках члени порядку O(ε). Тодi

одержимо рiвняння

∂v

∂t
= Bv + εΨ(0)DΦ(0)

∂2v

∂x2
+ εΨ(0)×

×L′(0)Φv +Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε). (7.84)

Перейшовши до комплексних змiнних w = v1 + iv2, w = v1 − iv2, одержимо

рiвняння вигляду

∂w

∂t
= ε(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2w

∂x2
− iζ(0)w+

+ε(α+ iβ)w + ε(α1 + iβ1)w +W (w,w, ε), (7.85)

де

(γ + iδ)w + (γ1 + iδ1)w = (1, i)Ψ(0)DΦ(0)v,

(α + iβ)w + (α1 + iβ1)w = (1, i)Ψ(0)L′(0)Φv,

α = ξ′(0), β = ζ ′(0), W (w,w, ε) = (1, i)Ψ(0)f(Φv + g(v, ε), ε).
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Перетворимо рiвняння (7.85) за допомогою пiдстановки

w = s+ V2(s, s) + V3(s, s), (7.86)

де V2 i V3 – форми вiдповiдно другого i третього порядку. Перетворення (7.86)

можна пiдiбрати так, що рiвняння для s набере вигляду

∂s

∂t
= ε(γ + iδ)

∂2s

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2s

∂x2
− iζ(0)s+

+ε(α+ iβ)s+ ε(α1 + iβ1)s+ (d0 + ic0)s
2s+ . . . . (7.87)

Тут у лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1).

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.77), (7.78).

Розв’язок рiвняння (7.87) будемо шукати у виглядi бiжучої хвилi s = θ(y),

y = σt+ x, де функцiя θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= ε(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ ε(γ1 + iδ1)

d2θ

dy2
− iζ(0)θ+

+ε(α+ iβ)θ + ε(α1 + iβ1)θ + (d0 + ic0)θ
2θ + . . . .

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = ε(γ + iδ)

dθ1
dy

+ ε(γ1+

+iδ1)
dθ1
dy

− iζ(0)θ + ε(α + iβ)θ + ε(α1+

+iβ1)θ + (d0 + ic0)θ
2θ + . . . . (7.88)

Iнтегральний многовид системи (7.88) можна зобразити у виглядi

θ1 = −ζ(0)
σ
iθ +

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)θ − ζ2(0)

σ2
×

×(γ1 + iδ1)θ + (α+ iβ)θ + (α1 + iβ1)θ
]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .
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Тут в лiнiйних доданках збережено члени порядку O(ε), а в нелiнiйних –

O(1). Рiвняння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= −ζ(0)

σ
iθ +

ε

σ

[
− ζ2(0)

σ2
(γ + iδ)θ − ζ2(0)

σ2
×

×(γ1 + iδ1)θ + (α+ iβ)θ + (α1 + iβ1)θ
]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ = p exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
i усереднимо одержане

рiвняння вiдносно y [15]. Тодi одержимо автономне рiвняння вигляду

dp

dy
=
ε

σ

[
−ζ

2(0)

σ2
(γ + iδ)p+ (α+ iβ)p

]
+
d0 + ic0

σ
p2p. (7.89)

Перейшовши у рiвняннi (7.89) до полярних координат p = r exp(iφ), отрима-

ємо рiвняння
dr

dy
= −εζ

2(0)γ

σ3
r + ε

α

σ
r +

d0
σ
r3. (7.90)

Нехай виконуються нерiвностi γ > 0, d0 < 0, ασ2 > ζ2(0)γ. Тодi рiвняння

(7.90) має стацiонарний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− ζ2(0)γ

σ2

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок системи (7.88) має вигляд

θ =
√
εR0 exp

(
−ζ(0)

σ
iy

)
+O(ε), θ1 =

dθ

dy
.

Враховуючи, що функцiя θ повинна мати перiод 2π, одержуємо σ = −ζ(0)
n

+

O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок рiвняння (7.87) має вигляд

sn = sn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)), (7.91)

де rn =
√
(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = −ζ(0)+εβ+εc0r2n−εδn2. Звiдси одержимо

перiодичний розв’язок задачi (7.77), (7.78)

un = un(t, x) =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx). (7.92)
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Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (7.91) рiвняння (7.87) має вигляд

∂v

∂t
= −iζ(0)v + ε(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ ε(γ1 + iδ1)

∂2v

∂x2
+

+ε(α+ iβ)v + ε(α1 + iβ1)v + (d0 + ic0)(2εr
2
nv + s2nv).

Зробивши замiну v = w exp(iχn(ε)t) i усереднивши одержане рiвняння вiдно-

сно t, одержимо рiвняння

∂w

∂t
= ε
[
(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))

]
. (7.93)

Розв’язок рiвняння (7.93) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в компле-

кснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (7.94)

Пiдставляючи (7.94) в (7.93) i зрiвнюючи коефiцiєнти при exp(ikx), одержимо

рiвняння вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n
dt

= ε[(α + iδn2 + d0r
2
n)yk+n − (γ + iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (7.95)

Аналогiчно пiдставляючи (7.94) у спряжене до (7.93) рiвняння, одержимо

dvk−n
dt

= ε[(α− iδn2 + d0r
2
n)vk−n − (γ − iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (7.96)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (7.77), (7.78) визначається стiйкiстю

системи (7.95), (7.96) з параметром k ∈ Z. У системi (7.95), (7.96) зробимо
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замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn), vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi отримаємо

лiнiйну систему з матрицею

εA =

 εa11 εa12

εa21 εa22

 .

Оскiльки α − γn2 = −d0r2n, то матриця A має нульове власне значення при

k = 0. Оскiльки сума дiагональних елементiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 +

a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi хвильового розв’язку

un(t, x) необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова a2c > f 2, де

c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r
2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n−

−4γ2n2 − 2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2. (7.97)

Тому правильне наступне твердження.

Теорема 7.11. Нехай γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується

нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0

задача (7.77), (7.78) має перiодичнi вiдносно t розв’язки (7.92), де n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли

виконується умова (7.97) при всiх k ∈ Z\{0}.

Для наближеного знаходження циклiв задачi (7.77), (7.78) досить обме-

житися членами другого i третього порядку розкладу функцiї Ψ(0)f(Φv +

g(v, 0), 0) в ряд за степенями v. А для цього досить визначити члени другого

порядку в розкладi функцiї g(v, 0). Перше наближення функцiї g(v, 0) має

вигляд

g1(v, 0) =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 f(Φe

Bsv, 0)ds.

Зобразимо функцiю f(Φy, 0) у виглядi f(Φy, 0) = c1y
2
1 + c2y1y2 + c3y

2
2 +
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O(|y|3). Тодi знаходження функцiї g1(v, 0) зводиться до обчислення iнтеграла

z =

0∫
−∞

T (−s)XQ
0 e

iωsds,

де ω ∈ {0, 2ζ(0),−2ζ(0)}. Зауважимо, що iнтеграл z збiжний.

Теорема 7.12 [60]. При довiльних дiйсних ω функцiя z(θ) належить

Q
∩
D(A) i виконується рiвнiсть

iωz − Az = XQ
0 . (7.98)

Для знаходження z потрiбно розв’язати рiвняння (7.98) вiдносно z. Це

рiвняння рiвносильне такiй системi

dz(θ)

dθ
− iωz(θ) = −XQ

0 (θ), −∆ ≤ θ < 0, (7.99)

0∫
−∆

[dη(θ, 0)]z(θ)− iωz(0) = −XQ
0 (0). (7.100)

Можна показати [60], що система (7.99), (7.100) має єдиний розв’язок.

7.4.2. Бiфуркацiйнi рiвняння для задачi про iнварiантнi тори

Нехай тепер рiвняння (7.81) має простi коренi ξm(ε) ± iζm(ε), ξm(0) = 0,

ξ′m(0) > 0, ζm(0) > 0, m ∈ {1, . . . , p}, а решта коренiв лежать у пiвплощинi

Reλ ≤ λ0 < 0. У цьому випадку власний пiдпростiр P буде мати розмiрнiсть

2p, причому iснує iнтегральний многовид

Sε = {(φ, ε)| ε ∈ [0, ε0), φ = Φy + ϑ, y ∈ R2p, ϑ = g(y, ε), ϑ ∈ Q}

рiвняння (7.82). Тодi рiвняння на многовидi зводиться до вигляду (7.84), де

v ∈ R2p, а матриця B має власнi значення ±iζm(0), m ∈ {1, . . . , p}. За допо-

могою невиродженого перетворення T матрицю B можна звести до вигляду
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B = TGT−1, де G – дiагональна матриця з елементами ±iζm(0) на головнiй

дiагоналi. Зробивши в системi (7.84) замiну v = Tw, одержимо систему

∂w

∂t
= Gw + εT−1Ψ(0)DΦ(0)T

∂2w

∂x2
+

+εT−1Ψ(0)L′(0)ΦTw + T−1Ψ(0)f(ΦTw + g(Tw, ε), ε). (7.101)

Нехай виконується умова A:

n1ζ1(0) + . . .+ npζp(0) ̸= 0

при 0 < |n1|+ . . .+ |np| < 6,

де n1, . . ., np – цiлi.

Перетворимо систему (7.101) за допомогою пiдстановки

w = s+
4∑
i=2

Wi(s, s, ε), (7.102)

де W2, W3, W4 – форми вiдповiдно другого, третього i четвертого порядку.

Перетворення (7.102) можна пiдiбрати так, що рiвняння для s та s набудуть

вигляду [10, 15]
∂s

∂t
= Gs+ εT−1Ψ(0)DΦ(0)T

∂2s

∂x2
+

+εT−1Ψ(0)L′(0)ΦTs+ S(s, s, ε) +O(|s|5), (7.103)

де S(s, s, ε) – вектор-функцiя з елементами Sm = sm

p∑
j=1

amj(ε)sjsj. У рiв-

няннi (7.103) зробимо замiну s = exp(Gt)χ i усереднимо одержане рiвняння

вiдносно t. Тодi отримаємо рiвняння

∂χ

∂t
= εH

∂2χ

∂x2
+ εJχ+ S(χ, χ, ε) +O(|χ|5), (7.104)

де H та J – дiагональнi матрицi з дiагональними елементами hm та jm вiдпо-

вiдно. Розв’язок рiвняння (7.104) будемо шукати у вигляду ряду Фур’є в ком-

плекснiй формi. Якщо в рiвняннi для кофiцiєнтiв Фур’є перейти до полярних
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координат, то отримаємо бiфуркацiйнi рiвняння вигляду B(ε)r2+εΘ−εn2Γ =

0, де n ∈ Z, Θ та Γ – вектори з елементами Re jm та Rehm вiдповiдно, B(ε)

– матриця з елементами Reamj, r2 – шуканий вектор з елементами r2j . Якщо

iснує розв’язок бiфуркацiйного рiвняння, то iснує iнварiантний тор задачi

(7.77), (7.78).

7.5. Висновки

У роздiлi 7 дослiджено бiфуркацiю циклiв параболiчних систем з малою ди-

фузiєю.

1. У пiдроздiлах 7.1 та 7.2 вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих

хвиль рiвняння спiнового горiння.

2. У пiдроздiлi 7.2 доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної

параболiчної системи диференцiальних рiвнянь з малою дифузiєю на колi.

Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвняння Хатчiнсона.

3. У пiдроздiлi 7.3 доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної

параболiчної системи двох диференцiальних рiвнянь iз аргументом, що запi-

знюється, та малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi

бiжучих хвиль рiвняння спiнового горiння iз запiзненням.

4. У пiдроздiлi 7.4 доведено iснування перiодичних розв’язкiв автоном-

ної параболiчної системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та малою

дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих хвиль,

одержано бiфуркацiйнi рiвняння.



Роздiл 8

ДОСЛIДЖЕННЯ АСИМПТОТИЧНОЇ ПОВЕДIНКИ

РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ

У цьому роздiлi дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язкiв крайових за-

дач для систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Крайовi

задачi для гiперболiчних систем диференцiальних рiвнянь зводяться до рi-

зницевих та диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Дослiджено узагальненi по-

лiноми Чебишова багатьох змiнних. Для побудови цих полiномiв одержана

рекурентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв. Показано, що узагальненi

полiноми Чебишова задовольняють диференцiальнi рiвняння з частинними

похiдними другого порядку.

8.1. Зведення крайових задач до рiзницевих та

диференцiально-рiзницевих рiвнянь

У монографiях [132, 141] крайовi задачi для гiперболiчних систем пер-

шого порядку з однiєю просторовою змiнною зводяться до диференцiально-

рiзницевих рiвнянь з одним запiзненням. У цьому пiдроздiлi розглянуто кра-

260
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йовi задачi для гiперболiчних систем з багатьма просторовими змiнними, якi

зводяться до диференцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями.

Це дозволяє дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язкiв крайових задач.

Розглянемо систему
∂ui
∂t

= ki(d, grad ui), (8.1)

де d = (d1, ..., dp)
T , grad ui = (∂ui/∂x1, ..., ∂ui/∂xp)

T , x = (x1, ..., xp)
T , i ∈

{1, ..., q}. Функцïı u1, ..., uq задовольняють граничнi умови

u1

∣∣∣
(c,x)=0

= u2

∣∣∣
(c,x)=0

= ... = uq

∣∣∣
(c,x)=0

, (8.2)

∂u1
∂t

∣∣∣
(c,x)=1

= f
(
u1

∣∣∣
(c,x)=1

, ..., uq

∣∣∣
(c,x)=1

)
, (8.3)

де c = (c1, ..., cp)
T . Припустимо, що kq > kq−1 > ... > k1 > 0, (c, d) > 0, де

(c, d)−скалярний добуток векторiв c, d.

Загальний розв’язок системи (8.1) записується у виглядi бiжучих хвиль

ui(x, t) = φi(x+ kitd), i ∈ {1, ..., q}. Пiдставляючи в (8.2), одержимо

φ1(x+ k1td)
∣∣∣
(c,x)=0

= φ2(x+ k2td)
∣∣∣
(c,x)=0

= ... = φq(x+ kqtd)
∣∣∣
(c,x)=0

.

Нехай x = x̄ − k2γd, x̄ ∈ Rp, t = t0 + γ. Тодi x + k2td = x̄ + k2t0d, (c, x) =

(c, x̄) − k2γ(c, d). Якщо (c, x) = 0, то (c, x̄) = k2γ(c, d). Iз умови (c, x̄) = 1

знаходимо γ = 1/[k2(c, d)]. Тодi

x+ k1td = x̄− d

(c, d)
+ k1

(
t0 +

1

k2(c, d)

)
d = x̄+ k1

(
t0 −

k2 − k1
k1k2(c, d)

)
d.

Позначимо ∆2 = (k2−k1)/[k1k2(c, d)]. Тодi φ2(x̄+k2t0d)|(c,x̄)=1 = φ1(x̄+k1(t0−

∆2)d)|(c,x̄)=1. Аналогiчно φi(x̄ + kit0d)|(c,x̄)=1 = φ1(x̄ + k1(t0 −∆i)d)|(c,x̄)=1, де

∆i = (ki − k1)/[k1ki(c, d)]. Позначимо z(t) = φ1(x̄ + k1td)|(c,x̄)=1. Тодi умова

(8.3) набуде вигляду

dz

dt
= f(z(t), z(t−∆2), ..., z(t−∆q)). (8.4)
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Якщо крiм умов (8.2), (8.3) для функцiї u1 задати початкову умову

u1

∣∣∣
t=0

= ψ(x), k1/kq ≤ (c, x) ≤ 1, (8.5)

то одержимо початкову функцiю для рiвняння (8.4)

z(t) = ψ(x+ k1td)
∣∣∣
(c,x)=1

, −∆q ≤ t ≤ 0. (8.6)

Отже, правильна наступна теорема.

Теорема 8.1. Нехай (c, d) > 0, 0 < k1 < k2 < ... < kq. Тодi задача (8.1),

(8.2), (8.3), (8.5) зводиться до задачi (8.4), (8.6).

Зауваження 1. Якщо умову (8.3) замiнити умовою u1

∣∣∣
(c,x)=1

=

h
(
u2

∣∣∣
(c,x)=1

, ..., uq

∣∣∣
(c,x)=1

)
, то замiсть рiвняння (8.4) одержимо рiзницеве

рiвняння з неперервним часом z(t) = h(z(t−∆2), ..., z(t−∆q)).

Розглянемо частковий випадок рiвняння (8.4)
dz

dt
= az(t−m) + bz(t− n), (8.7)

де m та n – взаємно простi натуральнi числа, m < n.

Згiдно з [145] для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (8.7) був асимпто-

тично стiйким, необхiдно i досить, щоб всi коренi характеристичного рiвняння

λ = ae−mλ + be−nλ (8.8)

лежали в лiвiй пiвплощинi.

Означення. Областю стiйкостi рiвняння (8.8) називається множина

точок (a, b) ∈ R2, для яких всi коренi рiвняння (8.8) мiстяться в лiвiй

пiвплощинi.

Теорема 8.2. Область стiйкостi рiвняння (8.8) обмежена.

Теорема випливає iз теореми 3.1.

Iз доведення теореми [52] випливає, що для точок (a, b) iз областi стiйкостi

справджуються нерiвностi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−m − |b|e−n| ≤
√
π2 + 1. (8.9)
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Лема 8.1. Якщо вектор (a, b) належить областi стiйкостi рiвняння

(8.8), то

a+ b < 0. (8.10)

Лема випливає iз леми 3.3.

Як приклад знайдемо область стiйкостi рiвняння

λ = ae−λ + be−2λ. (8.11)

Iз (8.9) випливає, що для точок (a, b) iз областi стiйкостi правильнi нерiв-

ностi

||a| − |b|| ≤ π, ||a|e−1 − |b|e−2| ≤
√
π2 + 1. (8.12)

Нерiвностi (8.10) i (8.12) визначають деякий обмежений многокутник.

Для знаходження областi стiйкостi застосуємо тепер метод D− розбиттiв.

Пряма a+ b = 0 є однiєю з лiнiй, що утворюють межу D− розбиття.

Якщо квазiполiном має суто уявний корiнь iy, то рiвняння меж D− роз-

биття в параметричнiй формi матимуть вигляд

a =
y cos 2y

sin y
, b = − y

sin y
. (8.13)

Вiдзначимо, що лiнiї D−розбиття досить нанести в многокутнику, що

обмежує область стiйкостi. Неважко переконатися, що зв’язна область, обме-

жена вiдрiзком прямої b = −a та дугою лiнiї (8.13) при 0 ≤ y ≤ 2π/3 є

областю стiйкостi.

Область стiйкостi рiвняння (8.11) – це заштрихована частина площини,

зображена на рис. 5.
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Рис. 5

Якщо крайова задача зводиться до рiзницевого рiвняння першого порядку,

то потрiбно дослiджувати вiдображення вiдрiзка в себе.

Теорема 8.3. Нехай f−унiмодальне вiдображення, f : [0, 1] → [0, 1],

f(0) = 0, f(1/2) = 1, f(1/2 + x) = f(1/2 − x), 0 ≤ x ≤ 1/2, функцiя f(x)

двiчi неперервно диференцiйовна на [0, 1], f ′′(1/2) < 0. Тодi вiдображення

x → f(x) еквiвалентне вiдображенню x → h(x), тобто φ(f(x)) = h(φ(x)),

де φ(x) = µ[0, x], φ(1) = 1, µ−абсолютно неперервна iнварiантна мiра.

Тут функцiя h кусково диференцiйовна на [0, 1], причому h′(φ(1/2− 0)) = 2,

h′(φ(1/2 + 0)) = −2.

Доведення. Згiдно з [146] iснує абсолютно неперервна iнварiантна мiра µ,

µ[0, 1] = 1. Iз означення iнварiантної мiри випливає, що µ[0, f(x)] = µ[0, x] +

µ[1 − x, 1] при 0 ≤ x ≤ 1/2. Згiдно з властивостями мiри iснує монотонно

зростаюча функцiя g(x), така, що µ[1− x, 1] = g(µ[0, x]). Позначимо φ(x) =

µ[0, x]. Тодi одержимо рiвнiсть

φ(f(x)) = φ(x) + g(φ(x)), 0 ≤ x ≤ 1/2. (8.14)
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Якщо 1/2 ≤ x ≤ 1, то µ[0, f(x)] = µ[0, 1 − x] + µ[x, 1]. Оскiльки µ[x, 1] =

1− µ[0, x] = 1− φ(x), µ[0, 1− x] = g−1(µ[x, 1]) = g−1(1− φ(x)), то

φ(f(x)) = 1− φ(x) + g−1(1− φ(x)), 1/2 ≤ x ≤ 1. (8.15)

Диференцiюючи рiвностi (8.14) та (8.15), одержимо φ′(f(x))f ′(x) = φ′(x) +

g′(φ(x))φ′(x), 0 ≤ x ≤ 1/2; φ′(f(x))f ′(x) = −φ′(x)− φ′(x)/[g′(g−1(1− φ(x))],

1/2 ≤ x ≤ 1. Згiдно з [146] iснує limx→1/2

√
1− f(x)φ′(f(x)) = a ̸=

0. Позначимо b = −f ′′(1/2). Тодi limx→1/2 f
′(x)/(x − 1/2) = −b. Але

limx→1/2−0

√
1− f(x)/(x−1/2) = −

√
b/
√
2, limx→1/2+0

√
1− f(x)/(x−1/2) =

√
b/
√
2. Тому limx→1/2−0 φ

′(f(x))f ′(x) = a
√
2b, limx→1/2+0 φ

′(f(x))f ′(x) =

−a
√
2b. Отже, limx→1/2−0 φ

′(f(x))f ′(x) = − limx→1/2+0 φ
′(f(x))f ′(x), звiдки

φ′(1/2)+g′(φ(1/2))φ′(1/2) = φ′(1/2)+φ′(1/2)/[g′(φ(1/2)]. Якщо φ′(1/2) ̸= 0,

то g′(φ(1/2) = −1, або g′(φ(1/2) = 1. Оскiльки a ̸= 0, b ̸= 0, то пер-

ший випадок неможливий. Розглянемо вiдображення h(x) = x + g(x) при

0 ≤ φ−1(x) ≤ 1/2, h(x) = 1 − x + g−1(1 − x) при 1/2 ≤ φ−1(x) ≤ 1. Тодi

φ(f(x)) = h(φ(x)), 0 ≤ x ≤ 1; h′(φ(1/2 − 0)) = 2, h′(φ(1/2 + 0)) = −2.

Теорема доведена.

8.2. Дослiдження нелiнiйних систем рiзницевих рiв-

нянь з комутуючими правими частинами

Розглянемо комплексну просту алгебру Лi, а також групу Вейля, що поро-

джена дзеркальними вiдбиттями деякого евклiдового простору E. Нехай Sα

– ортогональне вiдбиття Sα(x) = x− 2
(x, α)

(α, α)
α, x ∈ E, α1, α2, . . . , αn – базис

системи коренiв.

Група Вейля W , що породжена вiдбиттями Sα1
, Sα2

, . . . , Sαn
, скiнченна.

Нехай ω1, ω2, . . . , ωn – фундаментальнi ваги. Позначимо через Ωj орбiту
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фундаментальної ваги ωj пiд дiєю групи W , тобто множину образiв вектора

ωj пiд дiєю елементiв групи W .

Можна провести класифiкацiю систем коренiв [113], причому для систем

типу An, Bn, Cn, Dn явно виписанi вектори α1, α2, . . . , αn, фундаментальнi

ваги ω1, ω2, . . . , ωn та iншi характеристики цих систем.

Для систем типу Bn, Cn, Dn вiзьмемо E = Rn i позначимо через εi, 1 ≤

i ≤ n ортонормований базис простору E.

Наприклад, для системи типу Cn(n ≥ 2) базис системи коренiв та фунда-

ментальнi ваги мають вигляд α1 = ε1− ε2, α2 = ε2− ε3, . . . , αn−1 = εn−1− εn,

αn = 2εn, ωk = ε1 + ε2 + . . .+ εk, 1 ≤ k ≤ n.

Звiдси знаходимо множини

Ω1 = {±εk|1 ≤ k ≤ n},Ω2 = {±εk ± εj|1 ≤ k < j ≤ n}, . . . ,

Ωn = {±ε1 ± ε2 ± . . .± εn}.

Тут беруться всеможливi набори знакiв + та −.

Для системи типу Bn(n ≥ 2) маємо α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3, . . . , αn−1 =

εn−1− εn, αn = εn, ωk = ε1+ ε2+ . . .+ εk, 1 ≤ k ≤ n−1, ωn =
1

2
(ε1+ ε2+ . . .+

εn), група Вейля збiгається з групою Вейля системи Cn. Звiдси знаходимо

множини

Ω1 = {±εk|1 ≤ k ≤ n},Ω2 = {±εk ± εj|1 ≤ k < j ≤ n}, . . . ,

Ωn =

{
1

2
(±ε1 ± ε2 . . .± εn)

}
.

Зауважимо, що множина Ω1 ∪ Ω2 збiгається iз системою коренiв Bn.

Для системи типу Dn(n ≥ 3) маємо α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3, . . . , αn−1 =

εn−1 − εn, αn = εn−1 + εn, ωk = ε1 + ε2 + . . . + εk, 1 ≤ k ≤ n − 2, ωn−1 =
1

2
(ε1 + ε2 + . . .+ εn−1), ωn =

1

2
(ε1 + ε2 + . . .+ εn).

Звiдси знаходимо множини

Ω1 = {±εk|1 ≤ k ≤ n},Ω2 = {±εk ± εj|1 ≤ k < j ≤ n}, . . . ,
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Ωn−1 =

{
1

2
(±ε1 ± ε2 . . .± εn)

}
,Ωn =

{
1

2
(±ε1 ± ε2 ± . . .± εn)

}
.

Елементи множини Ωn−1 мiстять непарне число доданкiв iз знаком −, а еле-

менти множини Ωn – парне.

Розглянемо камеру Вейля Φ, тобто множину x ∈ E таких, що (αj, x) > 0,

1 ≤ j ≤ n, причому (α, x) < 1, де α – максимальний корiнь. Множина Φ

утворює вiдкритий симплекс.

Наприклад, для системи типу Cn камера Вейля Φ визначається нерiвно-

стями

xj−1 > xj, 2 ≤ j ≤ n, xn > 0, 2x1 < 1,

а для системи типу Bn одержимо симплекс

xj−1 > xj, 2 ≤ j ≤ n, xn > 0, x1 + x2 < 1.

Побудуємо функцiї

yj(x) =
∑
r∈Ωj

exp(−2πi(x, r)), 1 ≤ j ≤ n (8.16)

i розглянемо узагальнений косинус h : Rn → Rn, h(x) =

(y1(x), y2(x), . . . , yn(x)). Функцiя h(x) взаємно однозначно вiдображає камеру

Вейля Φ на її образ F .

Для цiлого k ≥ 0 будемо називати узагальненим полiномом Чебишова [21,

160] полiномiальну функцiю Pk : Rn → Rn, що задовольняє спiввiдношення

Pk(h(x)) = h(kx), x ∈ Rn.

Iз (8.16) випливає, що узагальнений косинус для системи Cn має вигляд

h


x1

...

xn

 =


2σ1(cos 2πx1, ..., cos 2πxn)

...

2nσn(cos 2πx1, ..., cos 2πxn)

 ,
де σj – j-та елементарна симетрична функцiя.
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Функцiя h(kx) буде симетричним многочленом cos 2πx1, . . . , cos 2πxn, тому

що cos 2kπxj можна записати у виглядi полiнома вiд cos 2πxj (полiнома Чеби-

шова). Кожен симетричний многочлен можна зобразити у виглядi многочле-

на вiд елементарних симетричних функцiй [70]. Тому iснує єдиний многочлен

Pk : Rn → Rn такий, що Pk(h(x)) = h(kx), x ∈ Rn.

Узагальнений косинус для системи типу Bn має вигляд

h


x1

...

xn

 =


2σ1(cos 2πx1, ..., cos 2πxn)

...

2n−1σn−1(cos 2πx1, ..., cos 2πxn)

2n cos πx1... cos πxn

 .

Пiдставляючи n = 2, одержимо

h(x1, x2) = (2 cos 2πx1 + 2 cos 2πx2, 4 cos πx1 cos πx2),

тому

P1(x, y) = (x, y), P2(x, y) = (x2 − 2y2 + 4x+ 4, y2 − 2x− 4).

Позначимо x0 = −
n∑
j=1

xj. Тодi узагальнений косинус для системи типу

An(n ≥ 1) набуде вигляду

h


x1

...

xn

 =


σ1(e

−2πix0, ..., e−2πixn)

...

σn(e
−2πix0, ..., e−2πixn)

 .
Пiдставляючи n = 1, одержимо h(x) = 2 cos 2πx. Тому Pk(x) можна виразити

через полiноми Чебишова Tk(x) : Pk(x) = 2Tk

(x
2

)
. Пiдставляючи n = 2,

одержимо

h(x1, x2) =
(
e2πi(x1+x2) + e−2πix1 + e−2πix2, e−2πi(x1+x2) + e2πix1 + e2πix2

)
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i вiдповiдно

P1(z, z̄) = z, P2(z, z̄) = z2 − 2z̄, P3(z, z̄) = z3 − 3zz̄ + 3.

Аналогiчно одержується узагальнений косинус для системи типу Dn

h


x1

...

xn

 =



2σ1(cos 2πx1, . . . , cos 2πxn)

. . .

2n−2σn−2(cos 2πx1, . . . , cos 2πxn)

2n−1(cosπx1 cosπxn + sin πx1 . . . sin πxn)

2n−1(cosπx1 cos πxn − sinπx1 . . . sin πxn)


.

Можна показати, що полiноми Pk(x) є ортогональними в областi F .

Позначимо Pk(h(x)) = (jk1(x), . . . , jkn(x)).

Зауважимо, що оскiльки Pk(h(x)) = h(kx), де h(x) = (y1(x), . . . , yn(x)),

x ∈ Rn, то jkl(x) = yl(kx), 1 ≤ l ≤ n.

Позначимо через r = |Ωq| кiлькiсть елементiв множини Ωq = {z1, . . . , zr}.

Теорема 8.4. Нехай Ωq = {z1, . . . , zr} i нехай σ1, . . . , σr – елементарнi

симетричнi многочлени змiнних exp(−2πi(z1, x)), . . . , exp(−2πi(zr, x)). Тодi

для m ≥ r правильна рекурентна формула

jmq = σ1j(m−1)q − σ2j(m−2)q + . . .+ (−1)r−1σrj(m−r)q, 1 ≤ q ≤ n. (8.17)

Доведення. Вiдзначимо, що
r∑
s=1

(
t− e−2πi(zs,x)

)
= tr − σ1t

r−1 + . . .+ (−1)rσr.

Якщо пiдставити t = e−2πi(zs,x), то лiва частина перетвориться в нуль, тому

e−2πir(zs,x) = σ1e
−2πi(r−1)(zs,x) − σ2e

−2πi(r−2)(zs,x) + . . .+ (−1)r−1σr.

Домноживши обидвi частини останньої рiвностi на exp[−2πi(m − r)(zs, x)]

i просумувавши вiдносно s, одержимо рекурентну формулу (8.17). Теорема

доведена.
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Функцiї σ1, . . . , σr можна виразити через компоненти вектор-функцiї h(x)

i одержати рекурентну формулу для компонент полiнома Pk(x). Наприклад,

для системи типу A1 одержимо рекурентну формулу Pk(x) = xPk−1(x) −

Pk−2(x), k ≥ 2, а для системи типуA2 – формулу Pk(z) = zPk−1(z)−z̄Pk−2(z)+

Pk−3(z), k ≥ 3.

Для кожного кореня α даної системи та цiлого q розглянемо гiперплощину

Lα,q = {x ∈ E| (α, x) = q}. Тодi дзеркальне вiдбиття вiдносно гiперплощини

Lα,q має вигляд

Sα,q(x) = x− 2
(α, x)− q

(α, α)
α = Sα(x) +

2q

(α, α)
α.

Пiдставляючи q = 0, одержимо Sα,0(x) = Sα(x).

Вiдбиття Sα,q породжують нескiнченну групу W , яка називається афiнною

групою Вейля системи коренiв. Камера Вейля Φ є фундаментальною областю

афiнної групи ВейляW , тобто для кожного x ∈ E iснує елемент S ∈ W такий,

що S(x) ∈ Φ.

Узагальненi косинуси будуть iнварiантними вiдносно вiдбиттiв Sα,q, тобто

h(Sα,q(x)) = h(x).

Лiнiйне вiдображення x → kx, k ∈ Z, k ≥ 1, трансформує камеру Φ у

вiдкритий симплекс Φ, що визначається нерiвностями (αj, x) > 0, 1 ≤ j ≤ n,

де α1, . . . , αn – базис системи коренiв, а також нерiвнiстю (ᾱ, x) < k, де ᾱ

– максимальний корiнь. Гiперплощини Lα,q розбивають симплекс Φ на сим-

плекси Φj, 1 ≤ j ≤ kn, конгруентнi симплексу Φ. Для кожного симплекса

Φj iснує елемент Sj ∈ W такий, що Sj(Φj) = Φ. Вiдображення Sj лiнiйне

як суперпозицiя скiнченного числа вiдбиттiв Sα,q. Тому якщо kx ∈ Φj, то

h(kx) = h(Sj(kx)), отже, Pk(h(x)) = h(Sj(kx)) i для x ∈ Φ маємо

h−1(Pk(h(x))) = Sj(kx), 1 ≤ j ≤ kn. (8.18)

Таким чином, ми приходимо до такого твердження.
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Теорема 8.5. Вiдображення x → Pk(x), k ≥ 1, еквiвалентне кусково-

лiнiйному вiдображенню.

Очевидно, що кусково-лiнiйне вiдображення є неперервним.

Нерухомi точки вiдображення x→ Pk(x) знайдемо iз рiвняння Pk(x) = x.

Зробимо замiну x = h(y), де y ∈ Φ, тодi Pk(h(y)) = h(y), або

h−1(Pk(h(y))) = y. Згiдно з (8.18) одержимо

Sj(ky) = y, 1 ≤ j ≤ kn. (8.19)

Рiвняння (8.19) при фiксованому j має єдиний розв’язок, тому рiвняння

Pk(x) = x має kn розв’язкiв.

Розглянемо циклiчну перестановку

τ =

 1 2 3 . . . n

τ1 τ2 τ2 . . . τn

 ,

де 1 ≤ τj ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Тодi знаходження нерухомих точок вiдображення x → Pk(x) у випадку

системи типу Cn зводиться до розв’язування системи

cos 2kπxj = cos 2πxτj , 1 ≤ j ≤ n,

або системи

kxj = ±xτjmod 1, 1 ≤ j ≤ n. (8.20)

У випадку системи типу Bn одержимо систему

cos kπxj = cos πxτj , 1 ≤ j ≤ n,

або

kxj = ±xτjmod 2, 1 ≤ j ≤ n. (8.21)

У випадку системи типу An розглянемо циклiчну перестановку

τ =

 0 1 2 . . . n

τ0 τ1 τ2 . . . τn

 ,
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де 0 ≤ τj ≤ n, 0 ≤ j ≤ n, тодi одержимо систему

exp(−2kπixj) = exp(−2πixτj), 0 ≤ j ≤ n,

або

kxj = xτjmod 1, 0 ≤ j ≤ n. (8.22)

Розв’язки рiвняння Pk(z) = z у випадку систем типу Cn, Bn та An мають

вигляд z = h(x), де x – розв’язок системи (8.20), (8.21) або (8.22). У кожному

випадку рiвняння Pk(z) = z має kn розв’язкiв i всi вони належать замиканню

множини F = h(Φ).

Аналогiчно можна знайти цикли вiдображення x → Pk(x). Їх зчисленне

число i всi вони належать замиканню множини F .

Розглянемо крайову задачу для гiперболiчної системи диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними

ut + ux = 0, vt − vx = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞), (8.23)

u(0, t) = v(0, t), v(1, t) = Pk(u(1, t)), t ∈ [0,+∞), (8.24)

u(x, 0) = φ1(x), v(x, 0) = φ2(x) x ∈ [0, 1], (8.25)

де u ∈ Rn, v ∈ Rn.

Якщо аналогiчно [141] застосувати до такої системи метод характеристик,

то розв’язок крайової задачi (8.23), (8.24), (8.25) набуде вигляду

u(t, x) = y(t− x), v(t, x) = y(t+ x), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞),

де y(t) – розв’язок рiзницевого рiвняння

y(t+ 2) = Pk(y(t)), t ∈ [−1,+∞) (8.26)

з початковою умовою

y(t) =

 φ1(−t), t ∈ [−1, 0),

φ2(t), t ∈ [0, 1).
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Рiвняння (8.26) є рiзницевим рiвнянням з неперервним часом. Для дослi-

дження асимптотичної поведiнки розв’язкiв рiвняння (8.26) можна викори-

стати результати дослiдження рiзницевого рiвняння xm+1 = Pk(xm). Звiдси

можна зробити висновок про хаотичну поведiнку розв’язкiв крайової задачi

(8.23), (8.24), (8.25).

Як приклад дамо бiльш просте означення полiномiв Чебишова систем типу

A2, B2, G2.

Спочатку побудуємо полiноми Чебишова для системи типу A2. Позначимо

x1 = exp(t), x2 = exp(ζt), x3 = exp
(
ζ2t
)
,

де ζ = −1

2
+

√
3

2
i.

Розглянемо функцiї f(t) та g(t), що збiгаються з елементарними симе-

тричними многочленами вiд трьох змiнних f(t) = σ1 = x1 + x2 + x3,

g(t) = σ2 = x1x2+x1x3+x2x3. Виражаючи за формулами Ньютона степеневi

суми через елементарнi симетричнi многочлени, одержимо вирази для f(nt)

та g(nt) через f(t) та g(t). Узагальненими полiномами Чебишова вiд двох

змiнних будемо називати вiдображення, що задовольняють спiввiдношення

Pn(f(t), g(t)) = (f(nt), g(nt)), n ∈ Z, n ≥ 0.

Незалежнi змiннi можна вважати комплексно спряженими i розглядати

полiноми

P0(z, z) = 3, P1(z, z) = z, P2(z, z) = z2 − 2z, P3(z, z̄) = z3 − 3zz + 3, . . . ,

що залежать вiд z та z. Iнварiантна множина таких вiдображень обмежена

замкненою кривою {z ∈ C | z = 2 exp(iu) + exp(−2iu), u ∈ R}.

Полiноми Pn для системи типу B2 визначаються по аналогiї з полiномами

Pn для системи типу A2 за допомогою функцiй f(t) = σ1, g(t) = σ2 − 2,

де σ1, σ2 – елементарнi симетричнi многочлени вiд чотирьох змiнних x1 =
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exp(t), x2 = exp(−t), x3 = exp(it), x4 = exp(−it). Iз формул Ньютона можна

одержати вирази для функцiй f(nt) та g(nt) через f(t) та g(t), що дозволить

знайти вiдображення Pn, n ∈ Z, n ≥ 0.

Полiноми Pn для системи типу G2 визначаються по аналогiї з полiномами

Pn для системи типу A2 за допомогою функцiй f(t) = σ1, g(t) = σ2−f(t)−3,

де σ1, σ2 – елементарнi симетричнi многочлени вiд шести змiнних

xk = exp
(
ζk−1t

)
, 1 ≤ k ≤ 6, ζ =

1

2
+

√
3

2
i.

8.3. Диференцiальнi рiвняння для узагальнених полi-

номiв Чебишова

Розглянемо комплексну просту алгебру Лi, а також групу Вейля, що

породжена вiдбиттями Sα деякого евклiдового простору E, Sα(x) = x −

2(x, α)α/(α, α), x ∈ E. Нехай α1, α2, ..., αn – базис системи коренiв. Група

Вейля W , що породжена вiдбиттями Sα1
, Sα2

, ..., Sαn
, скiнченна. Позначимо

через Ωj орбiту фундаментальнӧı ваги wj пiд дiєю групи W .

Незвiдними групами Вейля є тiльки групи, породженi системами коренiв

типу An, n ≥ 1, Bn, n ≥ 2, Cn, n ≥ 3, Dn, n ≥ 4, E6, E7, E8, F4 та G2 [113].

Розглянемо камеру Вейля Φ, тобто множину x ∈ E таких, що (αj, x) > 0,

1 ≤ j ≤ n, причому (ᾱ, x) < 1, де ᾱ – максимальний корiнь. Множина Φ

утворює вiдкритий симплекс.

Побудуємо функцïı

yj(x) =
∑
r∈Ωj

exp(−2πi(x, r)), 1 ≤ j ≤ n,

i розглянемо узагальнений косинус h : Rn → Rn, h(x) =

(y1(x), y2(x), ..., yn(x)). Функцiя h(x) взаємно однозначно вiдображає каме-
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ру Вейля Φ на ı̈̈ı образ F . Для цiлого k ≥ 0 будемо називати узагальненим

полiномом Чебишова полiномiальну функцiю Pk : R
n → Rn, що задовольняє

спiввiдношення Pk(h(x)) = h(kx), x ∈ Rn.

Ця конструкцiя була запропонована в [21, 22, 160, 172]. Полiноми Чебишо-

ва є ортогональними в областi F [160]. Такi вiдображення мають унiкальнi

динамiчнi властивостi. Вони мають абсолютно неперервну iнварiантну мiру

[160, 172], еквiвалентнi кусково лiнiйним i мають злiченне число циклiв [38].

Компоненти полiномiв Pk задовольняють лiнiйнi диференцiальнi рiвняння

з частинними похiдними другого порядку
n∑

i,j=1

aij
∂2P

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂P

∂xi
= λP, (8.27)

де aij = aji, aij та bi – полiноми вiдносно x, λ – спектральний параметр.

У цьому пiдроздiлi розглянуто загальний випадок систем типу An, Bn, Cn,

Dn.

Для системи типу An розглянемо допомiжнi полiноми Tk : Rn+1 → Rn+1 з

компонентами T (i)
k (x) = σi(u

k
1, ..., u

k
n+1), де x = (x1, ..., xn+1), u = (u1, ..., un+1),

σi — i-та елементарна симетрична функцiя, xi = σi(u). Тодi Pk(x1, ..., xn) =

Tk(x1, ..., xn, 1).

Теорема 8.6. Для системи типу An компоненти полiномiв Tk(x) задо-

вольняють диференцiальнi рiвняння

n+1∑
i,j=1

aij
∂2T

∂xi∂xj
+

n+1∑
i=1

bi
∂T

∂xi
= λT, (8.28)

де bi = ixi, aij = ixixj −
i∑

k=1

(j − i + 2k)xi−kxj+k, 1 ≤ i ≤ j ≤ n + 1, x0 = 1.

При i > n+ 1 вважаємо xi = 0.

Доведення. Компоненти полiномiв Tk(σ1(u), ..., σn+1(u)) задовольняють
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диференцiальнi рiвняння

n+1∑
i=1

u2i
∂2T

∂u2i
+

n+1∑
i=1

ui
∂T

∂ui
− λT = 0. (8.29)

Зробивши в рiвняннi (8.29) замiну xi = σi(u), одержимо рiвняння (8.28), де

bi =
n+1∑
j=1

u2j
∂2xi
∂u2j

+
n+1∑
j=1

uj
∂xi
∂uj

, aij =
n+1∑
m=1

u2m
∂xi
∂um

∂xj
∂um

.

Використаємо рiвностi

∂xi
∂uj

=
i−1∑
k=0

(−1)kxi−k−1u
k
j ,

∂2xi
∂u2j

= 0, (8.30)

де x0 = 1. Тодi, враховуючи формулу Ньютона [70, c. 331], одержимо

bi =
n+1∑
j=1

uj

i−1∑
k=0

(−1)kxi−k−1u
k
j =

i−1∑
k=0

(−1)kxi−k−1

n+1∑
j=1

uk+1
j = ixi.

Використовуючи, що ∂xi/∂um = xi−1 − um∂xi−1/∂um, одержимо рекурентну

формулу для aij

aij =
n+1∑
m=1

um
∂xi
∂um

(
xj −

∂xj+1

∂um

)
= xj

n+1∑
m=1

um
∂xi
∂um

−
n+1∑
m=1

um
∂xi
∂um

∂xj+1

∂um
=

= ixixj −
n+1∑
m=1

um

(
xi−1 − um

∂xi−1

∂um

)
∂xj+1

∂um
= ixixj − xi−1

n+1∑
m=1

um
∂xj+1

∂um
+

+
n+1∑
m=1

u2m
∂xi−1

∂um

∂xj+1

∂um
= ixixj − (j + 1)xi−1xj+1 + ai−1,j+1.

Звiдси знаходимо значення коефiцiєнтiв aij.

Теорему доведено.

Для системи типу Cn компоненти узагальнених косинусiв мають вигляд

yi(x) = 2iσi(cos 2πx1, ..., cos 2πxn), i = 1, ..., n, ı̈м вiдповiдають полiноми

Pk(x). Розглянемо функцïı zi(x) = σi(

cosx1, ..., cosxn), h(x) = (z1(x), ..., zn(x)) i визначимо полiноми Tk(x) рiвнiстю
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Tk(h(x)) = h(kx), x ∈ Rn. Тодi мiж компонентами P (i)
k (x) та T (i)

k (x) полiномiв

Pk(x) та Tk(x) iснує вiдповiднiсть 2iT
(i)
k (x) = P

(i)
k (2x1, ..., 2

nxn).

Теорема 8.7. Для системи типу Cn компоненти полiномiв Tk(x) задо-

вольняють диференцiальнi рiвняння (8.27), де bi = ixi, aij = ãij − ãi−1,j−1 +

(i + j − n − 2)xi−1xj−1, ãij = ixixj −
i∑

k=1

(j − i + 2k)xi−kxj+k, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,

x0 = 1. При i > n вважаємо xi = 0.

Доведення. Функцïı T (i)
k (h(v)) = σi(cos kv1, ..., cos kvn) задовольняють

рiвняння

−
n∑
i=1

∂2T

∂v2i
− λT = 0. (8.31)

Зробивши в рiвняннi (8.31) замiну xi = zi(v), v ∈ Φ, одержимо рiвняння

(8.27), де

bi = −
n∑
j=1

∂2xi
∂v2j

, aij = −
n∑

m=1

∂xi
∂vm

∂xj
∂vm

. (8.32)

Використаємо рiвностi (8.30) та тотожностi

∂2xi
∂v2j

= −uj
∂xi
∂uj

, uj = cos vj, x0 = 1.

Тодi, враховуючи формулу Ньютона, одержимо

bi =
n∑
j=1

uj

i−1∑
k=0

(−1)kxi−k−1u
k
j =

i−1∑
k=0

(−1)kxi−k−1

n∑
j=1

uk+1
j = ixi.

Перетворимо коефiцiєнти aij до вигляду

aij =
n∑

m=1

∂xi
∂um

∂xj
∂um

(
u2m − 1

)
=

n∑
m=1

u2m
∂xi
∂um

∂xj
∂um

−
n∑

m=1

∂xi
∂um

∂xj
∂um

.

Аналогiчно доведенню теореми 1 одержуємо

n∑
m=1

u2m
∂xi
∂um

∂xj
∂um

= ãij = ixixj −
i∑

k=1

(j − i+ 2k)xi−kxj+k.
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Для знаходження iншӧı суми використаємо вирази для ∂xi/∂uj. Тодi
n∑

m=1

∂xi
∂um

∂xj
∂um

=
n∑

m=1

(
xi−1 − um

∂xi−1

∂um

)(
xj−1 − um

∂xj−1

∂um

)
=

= ãi−1,j−1 + nxi−1xj−1 − xi−1

n∑
m=1

um
∂xj−1

∂um
− xj−1

n∑
m=1

um
∂xi−1

∂um
=

= ãi−1,j−1 + (n+ 2− i− j)xi−1xj−1.

Звiдси знаходимо значення коефiцiєнтiв aij = ãij − ãi−1,j−1 + (i + j − n −

2)xi−1xj−1, 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Теорему доведено.

Для системи типу Bn аналогiчно системi типу Cn можна побудувати

допомiжнi полiноми Tk(x), що визначаються через узагальненi косинуси

h(x) = (z1(x), ..., zn(x)), де zi(x) = σi(cosx1, ..., cosxn), 1 ≤ i ≤ n − 1,

zn(x) = cos(x1/2)... cos(xn/2).

Теорема 8.8. Для системи типу Bn компоненти полiномiв Tk(x) задо-

вольняють диференцiальнi рiвняння (8.27), де bi = ixi, aij = ãij − ãi−1,j−1 +

(i+j−n−2)xi−1xj−1, ãij = ixixj−
i∑

k=1

(j−i+2k)xi−kx̃j+k, x̃i = xi, 1 ≤ i ≤ j ≤

n−1; x̃n = 2nx2n−
n−1∑
i=1

xi−1, bn = nxn/4, akn = kxkxn/2+(k−n−1)xk−1xn/2,

1 ≤ k ≤ n − 1, ann = nx2n/4 − (n +
n−1∑
i=1

(n − i)xi)/2
n+1, x0 = 1. При i > n

вважаємо x̃i = 0.

Доведення. Функцïı T (i)
k (h(v)) = σi(cos kv1, ..., cos kvn), 1 ≤ i ≤ n− 1, та

T
(n)
k (h(v)) = cos(kv1/2)... cos(kvn/2) задовольняють рiвняння (8.31). Зробив-

ши в рiвняннi (8.31) замiну xi = zi(v), v ∈ Φ, одержимо рiвняння (8.27), де bi

та aij визначаються iз (8.32). Тому коефiцiєнти bi та aij при 1 ≤ i ≤ j ≤ n−1

збiгаються з вiдповiдними коефiцiєнтами для системи типу Cn, якщо замiни-

ти xn на x̃n = cos v1... cos vn = 2nx2n−
n−1∑
i=1

xi− 1. Аналогiчно знаходимо решту
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коефiцiєнтiв:

bn =
1

4

n∑
i=1

cos
v1
2
... cos

vn
2

= nxn/4, akn = −1

2

n∑
i=1

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1u
j
i sin vi×

× sin
vi
2
xn/ cos

vi
2
= −1

2
xn

n∑
i=1

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1u
j
i (1− ui) =

=
1

2
xn

n∑
i=1

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1u
j+1
i − 1

2
xn

n∑
i=1

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1u
j
i =

=
1

2
xn

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1

n∑
i=1

uj+1
i − 1

2
xn

k−1∑
j=0

(−1)jxk−j−1

n∑
i=1

uji =
k

2
xkxn+

+
k − n− 1

2
xk−1xn, k ≤ n− 1, ann = −

n∑
i=1

∂xn
∂vi

∂xn
∂vi

=

= −1

4

n∑
i=1

(
xn

cos(vi/2)

)2 (
1− cos2

vi
2

)
=
n

4
x2n −

1

4
σn−1

(
cos2

v1
2
, ..., cos2

vn
2

)
=

=
n

4
x2n −

(
n+

n−1∑
i=1

(n− i)xi

)
/2n+1.

Теорему доведено.

Нехай h(x) = (z1(x), ..., zn(x)), де zi(x) = σi(cosx1, ..., cosxn), 1 ≤

i ≤ n − 2, zn−1(x) = cos(x1/2)... cos(xn/2) + sin(x1/2)... sin(xn/2), zn(x) =

cos(x1/2)... cos(xn/2) − sin(x1/2)... sin(xn/2). Визначимо за допомогою уза-

гальненого косинуса h(x) полiноми Tk(x) для системи типу Dn.

Теорема 8.9. Для системи типу Dn компоненти полiномiв Tk(x) за-

довольняють диференцiальнi рiвняння (8.27), де bi = ixi, aij = ãij −

ãi−1,j−1 + (i + j − n − 2)xi−1xj−1, ãij = ixixj −
i∑

k=1

(j − i + 2k)xi−kx̃j+k,

x̃i = xi, 1 ≤ i ≤ j ≤ n − 2; bn−1 = nxn−1/4, bn = nxn/4, ak,n−1 =

kxkxn−1/2 + (k − n − 1)xk−1xn/2, akn = kxkxn/2 + (k − n − 1)xk−1xn−1/2,

1 ≤ k ≤ n−2, x0 = 1. При n парному x̃n−1 = 2n−1xn−1xn−x1−x3− ...−xn−3,
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x̃n = 2n−2(x2n−1 + x2n) − 1 − x2 − ... − xn−2, an−1,n−1 = nx2n−1/4 − (n + (n −

2)x2 + ...+ 2xn−2)/2
n, ann = nx2n/4− (n+ (n− 2)x2 + ...+ 2xn−2)/2

n, an−1,n =

(n− 2)xn−1xn/4− ((n− 2)x1 + (n− 4)x3 + ... + 2xn−3)/2
n. При n непарному

x̃n−1 = 2n−2(x2n−1+x
2
n)−1−x2−...−xn−3, x̃n = 2n−1xn−1xn−x1−x3−...−xn−2,

an−1,n−1 = (n − 1)x2n−1/4 − x2n/4 − ((n − 1) + (n − 3)x2 + ... + 2xn−3)/2
n,

ann = (n − 1)x2n/4 − x2n−1/4 − ((n − 1) + (n − 3)x2 + ... + 2xn−3)/2
n, an−1,n =

nxn−1xn/4 − ((n − 1)x1 + (n − 3)x3 + ... + 2xn−2)/2
n. При i > n вважаємо

x̃i = 0.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 8.8.

8.4. Висновки

Роздiл 8 присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв кра-

йових задач для систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

1. У пiдроздiлi 8.1 крайовi задачi для гiперболiчних систем диференцiаль-

них рiвнянь зводяться до рiзницевих та диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

2. У пiдроздiлi 8.2, використовуючи групу Вейля, дано означення узагаль-

нених полiномiв Чебишова багатьох змiнних. Для побудови цих полiномiв

одержана рекурентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення

еквiвалентнi кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв.

3. У пiдроздiлi 8.3 дослiджено узагальненi полiноми Чебишова, побудованi

за допомогою групи Вейля системи коренiв i за схемами Динкiна типу An,

Bn, Cn, Dn. Показано, що узагальненi полiноми Чебишова задовольняють

диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними другого порядку.



ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку методу iнтегральних многови-

дiв для дослiдження регулярно та сингулярно збурених диференцiально-

функцiональних рiвнянь.

Автором вперше одержано такi результати:

1. Для диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального типу, iм-

пульсних диференцiально-функцiональних рiвнянь та рiзницевих рiвнянь до-

ведено iснування iнтегральних многовидiв та дослiджено їх властивостi.

2. Для вказаних рiвнянь доведено принцип зведення для дослiдження стiй-

костi розв’язкiв у критичному випадку, згiдно з яким стiйкiсть нульового

розв’язку рiвняння рiвносильна стiйкостi нульового розв’язку рiвняння на

многовидi.

3. Запропоновано метод побудови функцiї, що задає центральний много-

вид, який полягає у знаходженнi асимптотичного розкладу в степеневий ряд

за координатами.

4. Обґрунтовано алгоритм дослiдження стiйкостi нульового розв’язку у

критичному випадку, який включає в себе наближену побудову рiвняння на

многовидi; для дослiдження стiйкостi розв’язку лiнiйного рiвняння на мно-

говидi запропоновано метод усереднення, а для нелiнiйного рiвняння на мно-

говидi – метод нормальних форм.

5. Доведена динамiчна еквiвалентнiсть системи диференцiально-
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функцiональних рiвнянь та деякої бiльш простої системи рiвнянь.

6. Побудована замiна, яка розщеплює систему лiнiйних диференцiально-

функцiональних рiвнянь нейтрального типу на два незалежних рiвняння; та-

ка ж замiна побудована для лiнiйних сингулярно збурених систем нейтраль-

ного типу та лiнiйних iмпульсних сингулярно збурених систем iз запiзненням.

7. Розв’язана задача квазiоптимальної стабiлiзацiї лiнiйної керованої син-

гулярно збуреної системи iз запiзненням.

8. Для сингулярно збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь

одержано зображення iнтегрального многовиду, дослiджена бiфуркацiя iнва-

рiантного тора iз стану рiвноваги та субфуркацiя перiодичних розв’язкiв.

9. Показано, що при певних припущеннях на праву частину сингулярно

збуреної системи диференцiально-рiзницевих рiвнянь з перiодичними коефi-

цiєнтами вiдображення Пуанкаре має трансверсальну гомоклiнiчну точку.

10. Метод усереднення застосовано до дослiдження перiодичних розв’язкiв

консервативної системи з малим запiзненням.

11. Дослiджено полiномiальнi i рацiональнi вiдображення, еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i такi, що мають iнварiантну мiру.

12. Доведено iснування iнтегральних многовидiв для нелiнiйної парабо-

лiчної системи з перетвореним аргументом та дослiджено бiфуркацiю стану

рiвноваги.

13. Доведено iснування iнтегральних многовидiв сингулярно збуреної па-

раболiчної системи з перетвореним аргументом та дослiджено бiфуркацiю

iнварiантного тора iз стану рiвноваги.

14. Доведено iснування злiченного числа перiодичних розв’язкiв гiперболi-

чної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку з перiодичною умо-

вою, вивчено питання iснування i стiйкостi бiжучих хвиль квазiлiнiйного рiв-

няння Кортевега - де Фрiза з перетвореним аргументом.
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15. Дослiджено бiфуркацiю циклiв автономних параболiчних систем з ма-

лою дифузiєю, одержано умови iснування та стiйкостi бiжучих хвиль рiвнян-

ня спiнового горiння. Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної

параболiчної системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та малою ди-

фузiєю, дослiджено стiйкiсть бiжучих хвиль для таких систем.

16. Крайовi задачi для гiперболiчних систем диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку зводяться до рiзницевих та диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь.

17. Використовуючи групу Вейля, дано означення узагальнених полiно-

мiв Чебишова багатьох змiнних. Для побудови цих полiномiв одержана ре-

курентна формула. Доведено, що полiномiальнi вiдображення еквiвалентнi

кусково-лiнiйним i мають злiченне число циклiв. Показано, що узагальненi

полiноми Чебишова задовольняють диференцiальнi рiвняння з частинними

похiдними другого порядку.
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