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1. Вступ
Нехай ξ1, ξ2, ... - незалежнi, однаково розподiленi додатнi випадковi величи-

ни. Позначимо через S := (Sk)k∈N cтандартне випадкове блукання зi стрибками
ξ1, ξ2, . . ., тобто Sk := ξ1 + ξ2 + · · · + ξk для k ∈ N та N(t) :=

∑
k≥1

1{Sk≤t} для

t ≥ 0.
Уявимо собi популяцiю iндивiдуумiв, що еволюцiонує так. В момент часу

0 популяцiя зароджується одним iндивiдуумом - початковим предком (вона є
єдиним представником 0-го поколiння). В моменти часу S1, S2, . . . вона на-
роджує потомство, що утворює 1-е поколiння популяцiї. Кожен iндивiдуум
першого поколiння, незалежно вiд iнших, народжує своє потомство. Дiти iн-
дивiдуума, народженого в момент часу Si, i ∈ N народжуються у моменти
Si + S

(i)
k , k ∈ N, де (S

(1)
k )k∈N, (S

(2)
k )k∈N, . . . є незалежними та мають той самий

розподiл, що i (Sk)k∈N. Подальша еволюцiя аналогiчна: зсуви часiв народжен-
ня iндивiдуумiв (k+1)-го поколiння вiдносно часiв народження їхнiх матерiв,
що належать k-му поколiнню, задаються копiєю (Sj)j∈N, при цьому для рiзних
матерiв цi копiї є незалежними. Також цi копiї є рiзними у рiзних поколiн-
нях (копiя (Sj)j∈N - випадкова послiдовнiсть, що має такий самий розподiл як
(Sj)j∈N).

Описаний вище гiллястий процес є окремим випадком загального гiллястого
процесу (також вiдомого як гiллястий процес Крампа-Мода-Ягерса), у якому
народження у першому поколiннi регулюється процесом вiдновлення (N(t))t≥0.
Детальне означення загального процесу Крампа-Мода-Ягерса можна знайти у
роздiлi X книги [1].

Позначимо через Nk(t) - число iндивiдуумiв k-го поколiння, народжених до
моменту часу t включно. Зокрема, N1(t) = N(t), t ≥ 0.
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2. Основна теорема
Наведемо основний результат даної роботи. Для сiм’ї функцiй (xt) позначимо

через C((xt)) множину її граничних точок. Запис "м.н." є скороченням для
"майже напевно".

Теорема 1. Припустимо, що σ2 := Var ξ ∈ (0,∞). Тодi для кожного фiксо-
ваного k ∈ N

C
(( ak(Nk(t)− tk

k!µk )

(2t2k−1 log log t)1/2
: t > e

))
= [−1, 1] м. н.,

де

ak :=
µk+1/2(k − 1)!(2k − 1)1/2

σ
, µ := Eξ < ∞.

Зокрема,

limt→∞
ak(Nk(t)− tk

k!µk )

(2t2k−1 log log t)1/2
= 1 м. н.

та

limt→∞
ak(Nk(t)− tk

k!µk )

(2t2k−1 log log t)1/2
= −1 м. н.

Центрування tk

k!µk можна замiнити на ENk(t).
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3. Огляд вiдомих результатiв
Теорема 1.3 статтi [3]- це функцiональна гранична теорема (ФГТ) для про-

цесiв (Nk)k∈N, належним чином шкальованих, нормалiзованих та центрованих,
у просторi DN, надiленому продакт J1-топологiєю, за умови Eξ2 < ∞. Обгово-
римо стисло доведення цiєї теореми. Для i ∈ N розглянемо iндивiдуума 1-го
поколiння, народженого у час Si i позначимо N

(i)
j (t) для j ∈ N - число пред-

кiв (j + 1)-го поколiння, народжених до моменту часу t + Si За властивiстю
розгалуження (N

(1)
j (t))t≥0, (N

(2)
j (t))t≥0, . . . - незалежнi копiї (Nj(t))t≥0, що не

залежать вiд S. Виходячи з цього, отримуємо таке зображення:

Nk(t) =
∑
i≥1

N
(i)
k−1(t− Si), t ≥ 0, k ≥ 2. (1)

Для t ≥ 0 i k ∈ N покладемо Vk(t) := ENk(t) i, виходячи з цього, V1(t) =
V (t), а також

Vk(t) =

∫
[0, t]

Vk−1(t− y)dV (y) =

∫
[0, t]

V (t− y)dVk−1(y).

Стратегiя доведення теореми є такою. З урахуванням декомпозицiї

Nk(t)−
tk

k!µk
=

∑
j≥1

(
N

(j)
k−1(t− Sj)− Vk−1(t− Sj)1{Sj≤t}

)
+
∑
j≥1

(
Vk−1(t− Sj)1{Sj≤t}−µ−1

t∫
0

Vk−1(y)dy
)

+
(
µ−1

t∫
0

Vk−1(y)dy −
tk

k!µk

)
=: Nk,1(t) +Nk,2(t) +Nk,3(t)

для k ≥ 2 достатньо довести три граничнi спiввiдношення: для всiх T > 0

sup0≤s≤T |Nk,1(st)|
tk−1/2

P−−−→
t→∞

0;

lim
t→∞

t−(k−1/2) sup
0≤s≤T

|Nk,3(st)| = 0,

i (N1(t·)− µ−1(t·)√
σ2µ−3t

,
(k − 1)!Nk,2(t·)√
σ2µ−2k−1t2k−1

)
k≥2

−−−→
t→∞

(Rk(·))k∈N
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в продакт J1-топологiї простору DN.
Зазначу, що функцiональна гранична теорема також подана, як теорема 6

статтi [6]. Рiзниця у тiм, що в останнiй статтi ФГТ сформульована для по-
чаткових рiвнiв загального гiллястого процесу, породженого збуреним випад-
ковим блуканням. А ось теорема 2.4 статтi [7] та твердження 1 статтi [5]- це
багатовимiрнi функцiональнi граничнi теореми (БФГТ) для промiжних рiвнiв
загального гiллястого процесу, породженого збуреним випадковим блуканням.

У теоремi 2.6 роботи [5] встановлено асимптотику дисперсiї VarNk(t) при
t → ∞ для фiксованого k ∈ N за умов, що Eξ2 < ∞, та що розподiл ξ є негра-
тчастим. У теоремах 2.1 та 2.2 статтi [4] доведено слабку збiжнiсть скiнченно-
вимiрних розподiлiв процесiв (N⌊k(t)u⌋(t))u>0, належним чином нормалiзованих
та центрованих, за припущення, що розподiл ξ є показниковим. У останньому
реченнi k є додатною функцiєю, що задовольняє спiввiдношення k(t) → +∞
та k(t) = o(t) при t → ∞.
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4. Допомiжнi результати
Нагадаємо позначення: Vk(t) = ENk(t) для k ∈ N та t ≥ 0. Для доведення

того, що центрування tk

k!µk можна замiнити на Vk(t), достатньо встановити таку
лему.

Лема 2. Зафiксуємо будь-яке k ∈ N.
а) Припустимо, що µ = Eξ < ∞. Тодi

lim
t→∞

Vk(t+ h)− Vk(t)

tk−1
=

h

(k − 1)!µk
,

де h > 0 - будь-яке, якщо розподiл ξ є неарифметичним, та h = id, d > 0,
якщо розподiл ξ є d-арифметичним.
б) Припустимо, що розподiл ξ є d-арифметичним, d > 0, та що Eξ2 < ∞.
Тодi

lim
n→∞

Vk(nd)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
=

d
2µ + k(Eξ

2

2µ2 − 1)

µk−1(k − 1)!
.

в) Припустимо, що Eξ2 < ∞. Тодi

−∞ < limt→∞
Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
≤ limt→∞

Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
< ∞.

Доведення. Для доведення пункту а) скористаємось методом математичної iн-
дукцiї. При k = 1 рiвнiсть

lim
t→∞

V1(t+ h)− V1(t) =
h

µ

виконується згiдно з теоремою Блекуелла. Припустимо, що ця рiвнiсть також
виконується при k = n, тобто

lim
t→∞

Vn(t+ h)− Vn(t)

tn−1
=

h

µn(n− 1)!
.

Доведемо, що

lim
t→∞

Vn+1(t+ h)− Vn+1(t)

tn
=

h

µn+1n!
. (2)

Використовуючи те, що Vn+1 є (n+1)-кратною згорткою V з собою, отримуємо

Vn+1(t+ h)− Vn+1(t) =

∫
[0, t+h]

Vn(t+ h− y)dV (y)−
∫
[0, t]

Vn(t− y)dV (y)

=

∫
[0, t]

(Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y) +

∫
(t, t+h]

Vn(t+ h− y)dV (y).
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Для встановлення граничного спiввiдношення (2) достатньо довести таке:

lim
t→∞

∫
[0, t](Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y)

tn
=

h

µn+1n!
(3)

та

lim
t→∞

∫
(t, t+h] Vn(t+ h− y)dV (y)

tn
= 0. (4)

Доведення (3). Припущення iндукцiї означає, що для будь-якого ε > 0 iснує
значення t0 > 0 таке, що∣∣∣Vn(t+ h)− Vn(t)

tn−1
− h

µn(n− 1)!

∣∣∣ ≤ ε

для всiх t ≥ t0. Розiб’ємо iнтеграл на два:∫
[0, t]

(Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y) =: An(t) + Bn(t),

де

An(t) =

∫
[0, t−t0]

(Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y)

та
Bn(t) =

∫
(t−t0, t]

(Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y).

В iнтегралi An(t) t− y ≥ t0. Тому( h

µn(n− 1)!
− ε

)∫
[0, t−t0]

(t− y)n−1dV (y) ≤ An(t)

≤
( h

µn(n− 1)!
+ ε

)∫
[0, t−t0]

(t− y)n−1dV (y).

Доведемо, що

lim
t→∞

∫
[0, t−t0]

(t− y)n−1dV (y)

tn
=

1

µn
. (5)

Для цього спочатку зазначимо

lim
t→∞

∫
[0, t](t− y)n−1dV (y)

tn
= lim

t→∞

1
µ

∫ t

0 y
n−1dy

tn
=

1

µn
.

Далi, враховуючи те, що степенева функцiя не спадає, а також субадитивнiсть
V + 1 ∫

(t−t0, t]

(t− y)n−1dV (y) ≤ tn−1
0 (V (t)− V (t− t0)) ≤ tn−1

0 (V (t0) + 1),
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звiдки випливає

lim
t→∞

∫
(t−t0, t]

(t− y)n−1dV (y)

tn
= 0.

Отже, (5) виконується. Таким чином,( h

µn(n− 1)!
− ε

) 1

µn
≤ lim

t→∞

An(t)

tn
≤ lim

t→∞

An(t)

tn
≤

( h

µn(n− 1)!
+ ε

) 1

µn
. (6)

Дослiдимо асимптотику Bn(t). Використовуючи те, що функцiя Vn не спа-
дає (оскiльки кiлькiсть iндивiдуумiв деякого поколiння, що народилися до мо-
менту часу t, з ростом n не може зменшуватись), та субадитивнiсть V + 1,
запишемо∫

(t−t0, t]

(Vn(t+ h− y)− Vn(t− y))dV (y) ≤
∫
(t−t0, t]

Vn(t+ h− y)dV (y)

≤ Vn(t0 + h)(V (t)− V (t− t0)) ≤ Vn(t0 + h)(V (t0) + 1).

Отже, limt→∞ t−nBn(t) = 0, що разом iз (6) забезпечує виконання нерiвностi( h

µn(n− 1)!
− ε

) 1

µn
≤ lim

t→∞

An(t) + Bn(t)

tn
≤ lim

t→∞

An(t) + Bn(t)

tn

≤
( h

µn(n− 1)!
+ ε

) 1

µn

для довiльного ε > 0. Спрямовуючи тепер ε → 0+, отримуємо (3).
Доведення (4). Використовуючи те, що функцiя Vn не спадає, та субадитив-
нiсть V + 1, запишемо∫

(t, t+h]

Vn(t+ h− y)dV (y) ≤ Vn(h)(V (t+ h)− V (t)) ≤ Vn(h)(V (h) + 1).

Оскiльки права частина не залежить вiд t, то виконується (4).
Для доведення пункту б) також скористаємось методом математичної iнду-

кцiї. При k = 1 згiдно з наслiдком з теореми Блекуелла

lim
n→∞

(
V1(nd)−

nd

µ

)
=

d

2µ
+

Eξ2

2µ2
− 1.

Таким чином, ми показали, що пункт б) леми 1 при k = 1 виконується.
Припустимо, що пункт б) леми 1 виконується при k ≤ i, тобто

Vk(nd)−
(nd)k

k!µk
∼

(nd)k−1
(

d
2µ + k

(Eξ2
2µ2 − 1

))
µk−1(k − 1)!

, n → ∞.
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Тодi для заданого ε > 0 iснує n0 ∈ N таке, що для 1 ≤ k ≤ i

Vk(nd)−
(nd)k

k!µk
≤ (ck + ε)

(nd)k−1

µk−1(k − 1)!
, n → ∞, (7)

де ck :=
d
2µ + k

(Eξ2
2µ2 − 1

)
.

Запишемо

Vi+1(nd)−
(nd)i+1

(i+ 1)!µi+1
=

n∑
r=1

V ((n−r)d)(Vi(rd)−Vi((r−1)d))− (nd)i+1

(i+ 1)!µi+1
=

=
n∑

r=1

V
(
(n− r)d− (n− r)d

µ

)
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d))+

+
n∑

r=1

(n− r)d

µ
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d))− (nd)i+1

(i+ 1)!µi+1
.

Сумуючи частинами, можна показати, що
n∑

r=1

(n− r)d

µ
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d)) =

d

µ

n−1∑
r=1

Vi(rd).

Таким чином,

Vi+1(nd)−
(nd)i+1

(i+ 1)!µi+1
=

n∑
r=1

V
(
(n− r)d− (n− r)d

µ

)
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d))+

+
d

µ

n−1∑
r=1

Vi(rd)−
(nd)i+1

(i+ 1)!µi+1
=

n∑
r=1

V
(
(n−r)d− (n− r)d

µ

)
(Vi(rd)−Vi((r−1)d))+

+
d

µ

n−1∑
r=1

(
Vi(rd)−

(rd)i

i!µi

)
+

di+1

µi+1i!

( n−1∑
r=1

ri − ni+1

i+ 1

)
= Ai(n) +Bi(n) + Ci(n).

Проаналiзуємо Ai(n):

Ai(n) =

n−n0∑
r=1

V
(
(n− r)d− (n− r)d

µ

)
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d))+

+
n∑

r=n−n0+1

V
(
(n− r)d− (n− r)d

µ

)
(Vi(rd)− Vi((r − 1)d))

≤ (c1+ε)

n−n0∑
r=1

(Vi(rd)−Vi((r−1)d))+ sup
1≤r≤n0−1

(
V (rd)−rd

µ

)
(Vi(nd)−Vi(n−n0)d) =

= (c1 + ε)Vi((n− n0)d) + sup
1≤r≤n0−1

(
V (rd)− rd

µ

)
(Vi(nd)− Vi(n− n0)d).
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Аналогiчно перевiряємо, що

Ai(n) ≥ (c1 − ε)Vi((n− n0)d) + inf
1≤r≤n0−1

(
V (rd)− rd

µ

)
(Vi(nd)− Vi(n− n0)d).

У пунктi а) та в статтi [6] було доведено, що

lim
n→∞

Vi(n− n0)d

(nd)i
=

1

i!µi

i
lim
n→∞

Vi(nd)− Vi(n− n0)d

(nd)i−1
=

n0d

(i− 1)!µi
.

Отже, спрямувавши ε → 0, маємо

lim
n→∞

Ai(n)

(nd)i
=

c1
i!µi

=

d
2µ + Eξ2

2µ2 − 1

i!µi
.

Проаналiзуємо Bi(n). Оскiльки

Vi(nd)−
(nd)i

i!µi
∼

(nd)i−1
(

d
2µ + i

(Eξ2
2µ2 − 1

))
µi−1(i− 1)!

, n → ∞

то
n−1∑
r=1

(
Vi(rd)−

(rd)i

i!µi

)
∼

(nd)i
(

d
2µ + i

(Eξ2
2µ2 − 1

))
µi−1(i− 1)!

· 1

di
, n → ∞.

Тож,

lim
n→∞

Bi(n)

(nd)i
=

d

µ
·

d
2µ + i

(Eξ2
2µ2 − 1

)
µi−1(i− 1)!

· 1

di
=

d
2µ + i

(Eξ2
2µ2 − 1

)
i!µi

.

Проаналiзуємо Ci(n). Cкориставшись формулою Фаульхабера та бiномом Нью-
тона, запишемо

n−1∑
r=1

ri − ni+1

i+ 1
∼ (n− 1)i+1

i+ 1
+

1

2
(n− 1)i − ni+1

i+ 1
+O(ni−1) =

=
(n− 1)i+1 − ni+1

i+ 1
+

1

2
(n− 1)i +O(ni−1) =

=
(−1)i+1 + C1

i+1n
1(−1)i + · · ·+ C i−1

i+1n
i−1(−1)2 + C i

i+1n
i(−1)1 + ni+1 − ni+1

i+ 1
+

+
1

2
((−1)i + C1

i n
1(−1)i−1 + · · ·+ C i−1

i ni−1(−1)1 + ni) +O(ni−1) =

=
O(ni−1)

i+ 1
− ni +

1

2
(O(ni−1) + ni) +O(ni−1) =

−ni

2
+O(ni−1).
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Тож,

lim
n→∞

Ci(n)

(nd)i
= −

d
2µ

i!µi
.

Отже,

lim
n→∞

Vi+1(nd)− (nd)i+1

(i+1)!µi+1

(nd)i
= lim

n→∞

(Ai(n)

(nd)i
+

Bi(n)

(nd)i
+

Ci(n)

(nd)i

)
=

d
2µ + Eξ2

2µ2 − 1

i!µi
+

d
2µ + i

(Eξ2
2µ2 − 1

)
i!µi

−
d
2µ

i!µi
=

d
2µ + (i+ 1)

(Eξ2
2µ2 − 1

)
i!µi

.

Як бачимо, твердження пункту б) леми при k = i+ 1 виконується.
Доведення пункту в). Якщо розподiл ξ є неарифметичним, то згiдно з тео-

ремою 1 статтi [6]

lim
t→∞

Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
=

k(Eξ
2

2µ2 − 1)

µk−1(k − 1)!
,

i твердження пункту в) леми виконується. Якщо розподiл ξ є d-арифметичним,
то згiдно з пунктом б) поточної леми

lim
n→∞

Vk(nd)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
=

d
2µ + k(Eξ

2

2µ2 − 1)

µk−1(k − 1)!
= const.

Отже, що для кожного t ≥ 0 знайдеться значення n ∈ N таке, що
t ∈ [(n − 1)d, nd), при цьому t → ∞ тодi й тiльки тодi, коли n → ∞. За
монотоннiстю

Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
≤

Vk(nd)− ((n−1)d)k

k!µk

((n− 1)d)k−1
=

Vk(nd)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
· (nd)k−1

((n− 1)d)k−1

+

(nd)k

k!µk − ((n−1)d)k

k!µk

((n− 1)d)k−1
=

Vk(nd)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
· (nd)k−1

((n− 1)d)k−1
+

d

k!µk
· n

k − (n− 1)k

(n− 1)k−1

→ const +
d

k!µk
(k − 1), n → ∞

Отже,

limt→∞
Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
< ∞.
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Для оцiнки знизу запишемо

Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
≥

Vk((n− 1)d)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
=

=
Vk(nd)− (nd)k

k!µk

(nd)k−1
− Vk(nd)− Vk((n− 1)d)

(nd)k−1
→ const− d

(k − 1)!µk
, n → ∞.

Для отримання граничного спiввiдношення ми скористалися пунктами а) та
б) леми. Таким чином,

limt→∞
Vk(t)− tk

k!µk

tk−1
> −∞.

Доведення леми 1 завершене.
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5. Доведення теореми 1
З урахуванням (1) запишемо

Nk(t)− Vk(t) =
∑
i≥1

(
N

(i)
k−1(t− Si)− Vk−1(t− Si)

)
+

+
∑
i≥1

(
Vk−1(t− Si)− Vk(t)

)
=: Ik(t) + Jk(t), t ≥ 0, k ≥ 2.

Доведення теореми 1 базується на лемах 3 та 4.

Лема 3. Для кожного k ≥ 2 виконується граничне спiввiдношення

lim
t→∞

Ik(t)

(t2k−1 log log t)1/2
= 0 м. н.

Доведення. Спочатку доведемо, що E
(
Ik(t)

)2
= O(t2k−2) при t → ∞.

Для t ≥ 0 та k ≥ 1 покладемо Dk(t) := VarNk(t) та зазначимо, що для k ≥ 2

Dk(t) = E
(
Ik(t)

)2
+E

(
Jk(t)

)2. Для початку покажемо, що Dk(t) = O(t2k−1) при
t → ∞. Для цього скористаємося методом математичної iндукцiї. Якщо k = 1,
то VarN1(t) = O(t) при t → ∞ згiдно з лемою 5.1 статтi [3]. Припустимо, що
Dm−1(t) = O(t2m−3) для деякого m ≥ 2. Тодi iснують t0 > 0 i cm > 0 такi, що
Dm−1(t) ≤ cmt

2m−3 при t ≥ t0. При цьому

E
(
Im(t)

)2
= E

∑
i≥1

Dm−1(t− Si)1{Si≤t} =

=

∫
[0,t−t0]

Dm−1(t− x)dV (x) +

∫
(t−t0,t]

Dm−1(t− x)dV (x) ≤

≤ cm

∫
[0,t−t0]

(t− x)2m−3dV (x) + sup
0≤y≤t0

Dm−1(y)
(
V (t)− V (t− t0)

)
≤

≤ cmt
2m−3V (t) + sup

0≤y≤t0

Dm−1(y)
(
V (t0) + 1

)
= O(t2m−2) при t → ∞.

Остання нерiвнiсть випливає з субадитивностi V + 1, а остання рiвнiсть - з
елементарної теореми вiдновлення, згiдно з якою V (t) ∼ t/µ при t → ∞.

Запишемо

E
(∑

r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

=

= 2E
∑
r<i

Vk−1(t− Sr)Vk−1(t− Si)1{Si≤t}+E
∑
r≥1

V 2
k−1(t− Sr)1{Sr≤t} .
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Маємо
E
∑
r≥1

V 2
k−1(t− Sr)1{Sr≤t} =

∫
[0,t]

V 2
k−1(t− y)dV (y).

Далi

E
∑
1≤r≤i

Vk−1(t− Sr)Vk−1(t− Si)1{Si≤t} =

= E
∑
r≥1

Vk−1(t− Sr)
(
Vk−1(t− Sr+1)1{Sr+1≤t}+Vk−1(t− Sr+2)1{Sr+2≤t}+ · · ·

)
=

= E
∑
r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t} E
(
Vk−1(t− Sr − ξr+1)1{ξr+1≤t−Sr}+

+ Vk−1(t− Sr − ξr+1 − ξr+2)1{ξr+1+ξr+2≤t−Sr}+ · · · |Sr

)
=

= E
∑
r≥1

Vk−1(t− Sr)

∫
[0,t−Sr]

Vk−1(t− Sr − y)dV (y)1{Sr≤t} =

= E
∑
r≥1

Vk−1(t− Sr)Vk(t− Sr)1{Sr≤t} =

∫
[0,t]

Vk−1(t− y)Vk(t− y)dV (y).

Отже,

E
(∑

r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

=

= 2

∫
[0,t]

Vk−1(t− y)Vk(t− y)dV (y) +

∫
[0,t]

V 2
k−1(t− y)dV (y).

Iз леми 4.1 статтi [3] вiдомо, що для m ≤ 2k − 3∫
[0,t]

(t− y)mdV (y) = o(t2k−1), t → ∞,

∫
[0,t]

(t− y)2k−2dV (y) = O(t2k−1), t → ∞,∫
[0,t]

(t− y)2k−1dV (y) ≤ t2k

2kµ
+ ct2k−1, t ≥ 0.

Використовуючи цi спiввiдношення та нерiвнiсть (4.3) статтi [4]

E
(∑

r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

≤

≤ 2

(k − 1)!k!µ2k−1

∫
[0,t]

(t− y)2k−1dV (y) +O(t2k−1) ≤ t2k

(k!)2µ2k
+O(t2k−1).
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Для аналiзу V 2
k , використавши нерiвнiсть (4.3) статтi [4], запишемо, що для

t → ∞

V 2
k (t) =

t2k

(k!)2µ2k
+

2tk

k!µk

(
Vk(t)−

tk

k!µk

)
+
(
Vk(t)−

tk

k!µk

)2

=

=
t2k

(k!)2µ2k
+O(t2k−1).

Урештi-решт, можна обчислити E
(
Jk(t)

)2:
E
(
Jk(t)

)2
= Var

(∑
r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)
=

= E
(∑

r≥1

Vk−1(t− Sr)1{Sr≤t}

)2

− V 2
k (t) = O(t2k−1).

Отже,

Dk(t) = E
(
Ik(t)

)2
+ E

(
Jk(t)

)2
= O(t2k−2) +O(t2k−1) = O(t2k−1) t → ∞.

Спiввiдношення E
(
Ik(t)

)2
= O(t2k−2) при t → ∞ для k ≥ 2 є наслiдком дове-

дення, наведеного вище.
Для довiльного ε > 0 згiдно з нерiвнiстю Маркова та виходячи з того, що

E
(
Ik(t)

)2
= O(t2k−2):

∑
n≥1

P
{ |Ik(n3/2)|
n3/2(k−1/2)

> ε
}
≤ 1

ε2

∑
n≥1

E[Ik(n3/2)]2

n3(k−1/2)
=

=
1

ε2

∑
n≥1

O
(n3/2(2k−2)

n3k−3/2

)
=

∑
n≥1

O
( 1

n3/2

)
< ∞.

Як бачимо, ряд
∑

n≥1 P
{

|Ik(n3/2)|
n3/2(k−1/2) > ε

}
збiжний, тому згiдно з лемою Бореля-

Кантеллi: для всiх достатньо великих n

|Ik(n3/2)|
n3/2(k−1/2)

≤ ε м.н.,

що iншими словами означає те, що

lim
n→∞

Ik(n
3/2)

n3/2(k−1/2)
= 0 м.н. (8)

Далi перейдемо вiд дискретного аргумента n3/2 до неперервного t. Для до-
вiльного t ≥ 0 знайдеться значення n ∈ N0 таке, що t ∈ [n3/2, (n + 1)3/2). При
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цьому

Ik(t) ≤
∑
i≥1

(
N

(i)
k−1((n+ 1)3/2 − Si)− Vk−1(n

3/2 − Si)
)
=

= Ik((n+ 1)3/2) +
∑
i≥1

(
Vk−1((n+ 1)3/2 − Si)− Vk−1(n

3/2 − Si)
)
.

Розглянемо бiльш детально останнiй доданок:∑
i≥1

(
Vk−1((n+ 1)3/2 − Si)− Vk−1(n

3/2 − Si)
)
=

=

∫
[0,(n+1)3/2]

Vk−1((n+ 1)3/2 − x)dN(x)−
∫
[0,n3/2]

Vk−1(n
3/2 − x)dN(x) =

=

∫
(n3/2,(n+1)3/2]

Vk−1((n+ 1)3/2 − x)dN(x)+

+

∫
[0,n3/2]

(
Vk−1((n+ 1)3/2 − x)− Vk−1(n

3/2 − x)
)
dN(x) =: Ak(n) +Bk(n).

За монотоннiстю Vk−1

Ak(n) ≤ Vk−1((n+ 1)3/2 − n3/2)(N((n+ 1)3/2)−N(n3/2)).

Згiдно з асимптотикою Vk−1, яка вiдома з рiвностi (3) статтi [6]

Vk−1((n+ 1)3/2 − n3/2) ∼ ((n+ 1)3/2 − n3/2)k−1

(k − 1)!µk
=

(n3/2((1 + 1
n)

3/2 − 1))k−1

(k − 1)!µk
=

=
(n3/2( 3

2n + o( 1n)))
k−1

(k − 1)!µk
=

(32n
1/2 + o(n1/2))k−1

(k − 1)!µk
= O(n1/2(k−1))

Також, згiдно з посиленим законом великих чисел, N(t)
t

1−→ 1
µ при t → ∞ м.н.

Тому
N((n+ 1)3/2)−N(n3/2) = o(n3/2) м.н. Таким чином,

Ak(n) = O(n1/2(k−1)) · o(n3/2) = o(nk/2+1), n → ∞ м.н.

Доведемо, що для всiх x, h ≥ 0

Vk(x+ h)− Vk(x) ≤ (V (h) + 1)(V (x+ h))k−1.

Для цього скористаємось методом математичної iндукцiї. При k = 1 рiвнiсть

V (x+ h)− V (x) ≤ V (h) + 1
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виконується виходячи з субадитивностi функцiї V + 1. Припустимо, що

Vm(x+ h)− Vm(x) ≤ (V (h) + 1)(V (x+ h))m−1.

Запишемо

Vm+1(x+ h)− Vm+1(x) =

=

∫
[0,x+h]

Vm(x+ h− y)dV (y)−
∫
[0,x]

Vm(x− y)dV (y) =

=

∫
[0,x]

(Vm(x+ h− y)− Vm(x− y))dV (y) +

∫
(x,x+h]

Vm(x+ h− y)dV (y) =

= Am(x) +Bm(x).

Оцiнимо Am(x):

Am(x) ≤
∫
[0,x]

(V (h) + 1)(V (x− y + h))m−1dV (y) =

= (V (h) + 1)

∫
[0,x]

(V (x− y + h))m−1dV (y) ≤ (V (h) + 1)(V (x+ h))m−1V (x).

Оцiнимо Bm(x):

Bm(x) ≤ Vm(h)(V (x+ h)− V (x)) ≤ V (h)V m−1(h)(V (x+ h)− V (x)) ≤
≤ (V (h) + 1)(V (x+ h))m−1(V (x+ h)− V (x)).

Отже,

Vm+1(x+ h)− Vm+1(x) ≤
≤ (V (h)+1)(V (x+h))m−1V (x)+ (V (h)+1)(V (x+h))m−1(V (x+h)−V (x)) =

= (V (h)+1)(V (x+h))m−1(V (x)+V (x+h)−V (x)) = (V (h)+1)(V (x+h))m.

Cкориставшись нерiвнiстю, доведеною вище, запишемо:

Bk(n) ≤
(
V ((n+ 1)3/2 − n3/2) + 1

) ∫
[0,n3/2]

(V ((n+ 1)3/2 − x))k−2dN(x) ≤

≤
(
V ((n+ 1)3/2 − n3/2) + 1

)
(V ((n+ 1)3/2))k−2N(n3/2).

Враховуючи асимптотику функцiй V та N , яка була показана при дослiдженнi
Ak(n), доходимо до висновку, що Bk(n) = o(n3/2(k−1/2)) при n → ∞ м.н. Таким
чином,

limt→∞
Ik(t)

t3/2(k−1/2)
≤ lim

t→∞

Ik((n+ 1)3/2)

n3/2(k−1/2)
= 0.
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Зробимо аналогiчну оцiнку знизу:

Ik(t) ≥
∑
i≥1

(
N

(i)
k−1(n

3/2 − Si)− Vk−1((n+ 1)3/2 − Si)
)
=

= Ik(n
3/2)+

∑
i≥1

(
Vk−1(n

3/2−Si)−Vk−1((n+1)3/2−Si)
)
= Ik(n

3/2)+o(n3/2(k−1/2)).

Таким чином,

limt→∞
Ik(t)

t3/2(k−1/2)
≥ lim

t→∞

Ik(n
3/2)

n3/2(k−1/2)
= 0.

Тому в рiвностi (8) вiд дискретного аргумента n3/2 можна перейти до непе-
рервного t.

Лишилось зазначити, що (log log t)1/2 зростає з ростом t. Тому доведення
леми 3 завершене.

За допомогою iнтегрування частинами, для k ≥ 2 i t ≥ 0, запишемо

Jk(t) =

∫
[0,t]

Vk−1(t−x)d(N(x)−V (x)) =

∫
[0,t)

(N(t−x)−V (t−x))dVk−1(x) =

=

∫
[0,t)

(N(t− x)− V (t− x)− σµ−3/2W (t− x))dVk−1(x)+

+ σµ−3/2

∫
[0,t)

W (t− x)dVk−1(x) =: Ak(t) + σµ−3/2Bk(t),

де W - стандартний броунiвський рух. Згiдно з лемою 3 та асимптотикою Vk(t)
при t → ∞

|Ak(t)| ≤ sup
0≤u≤t

|N(u)− V (u)− σµ−3/2W (u)|Vk−1(t) =

= o
(
(t2k−1 log log t)1/2

)
, t → ∞ м. н.

Бiльш того,

Bk(t) =
1

(k − 1)!µk−1

∫
(0,t]

(t− x)k−1dW (x)+

+

∫
(0,t]

(
Vk−1(t−x)− (t− x)k−1

(k − 1)!µk−1

)
dW (x) =: ((k−1)!µk−1)−1B1,k(t)+B2,k(t).

Лема 4. Виконується граничне спiввiдношення

lim
t→∞

B2,k(t)

tk−1/2
= 0 м. н.
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Доведення. Для цього достатньо показати, що для будь-якого ε > 0∑
n≥1

P
{

sup
t∈[n, n+1]

|B2,k(t)| > εnk−1/2
}
< ∞. (9)

Дiйсно, якщо це правда, то згiдно з лемою Бореля-Кантеллi

sup
t∈[nn+1]

|B2,k(t)| ≤ εnk−1/2

для достатньо великих n м. н. Отже, для всiх достатньо великих n i t ∈ [n, n+1]

|B2,k(t)| ≤ sup
t∈[n, n+1]

|B2,k(t)| ≤ εnk−1/2 ≤ εtk−1/2 м. н.

Таким чином, lim supt→∞ |B2,k(t)|/tk−1/2 ≤ ε м. н.
Надалi C1, C2, . . . позначають додатнi константи, значення яких неважливi.

Покладемо fk(t) := Vk−1(t)− ((k − 1)!µk−1)−1tk−1 для k ≥ 2 i t ≥ 0. Запишемо

sup
t∈[n, n+1]

|B2,k(t)−B2,k(n)| =

= sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(0,n+t]

fk(n+ t− x)dW (x)−
∫
(0,n]

fk(n− x)dW (x)
∣∣∣ =

= sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(n,n+t]

fk(n+ t− x)dW (x) +

∫
(0, n]

(fk(n+ t− x)− fk(n− x))dW (x)
∣∣∣ ≤

≤ sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(n,n+t]

fk(n+t−x)dW (x)
∣∣∣+ sup

t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(0,n]

(fk(n+t−x)−fk(n−x))dW (x)
∣∣∣.

Зазначимо, що випадкова величина B2,k(n) має нормальний розподiл з нульо-
вим середнiм та дисперсiєю

∫ n

0 f 2
k (x)dx. Згiдно з лемою 1(в) для достатньо

великих n
∫ n

0 f 2
k (x)dx ≤ C1n

2k−3. Отже, для всiх ε > 0 i великих n

P{|B2,k(n)| > εnk−1/2} ≤
(2
π

)1/2
∫ ∞

εC
−1/2
1 n

e−x2/2dx ≤
(2C1

ε2π

)1/2e−ε2n2/(2C1)

n
.

Права частина - це n-й член збiжного ряду.
Покажемо, що процес B2,k є м.н. неперервним. Дiйсно,

B2,k(t) =

∫
[0,t)

W (t− x)dVk−1(x)−
1

(k − 1)!µk−1

∫
[0,t)

W (t− x)dxk−1,

i кожен доданок м. н. неперервний як згортка Лебега-Стiлт’єса м. н. неперерв-
ної i неспадної функцiї. З огляду на м. н. неперервнiсть, яка тягне за собою м.
н. обмеженiсть на [0, 1], робимо висновок, що для всiх ε > 0

− logP
{

sup
t∈[0;1]

|B2,k(t)| > εnk−1/2
}
∼ ε2n2k−1

2
∫ 1

0 f 2
k (y)dy

, n → ∞ (10)
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згiдно з оцiнкою ймовiрностi великих вiдхилень для м.н. обмежених Гауссiв-
ських процесiв, див. формулу (1.1) роботи [9]. Оскiльки випадкова величина
supt∈[0, 1]

∣∣∣ ∫(n,n+t] fk(n+t−x)dW (x)
∣∣∣ має той самий розподiл, як i supt∈[0, 1] |B2,k(t)|,

робимо висновок, що послiдовнiсть

n → P
{

sup
t∈[0;1]

∣∣∣ ∫
(n,n+t]

fk(n+ t− x)dW (x)
∣∣∣ > εnk−1/2

}
є сумованою.

Зазначимо, що випадкова величина supt∈[0, 1]

∣∣∣ ∫(0,n](fk(n + t − x) − fk(n −

x))dW (x)
∣∣∣ має той самий розподiл, як i supt∈[0, 1]

∣∣∣ ∫(0,n](fk(x+t)−fk(x))dW (x)
∣∣∣.

Якщо iнтеграл Скорохода є збiжним, вiн збiгається з результатом формального
iнтегрування частинами. Зокрема,∫

(0, n]

(fk(x+ t)− fk(x))dW (x) =

= (fk(n+ t)− fk(n))W (n)−
∫
(0, n]

W (x)dx(fk(x+ t)− fk(x)) =

= (fk(n+ t)− fk(n))W (n) +

∫
(0, t]

W (x)dfk(x)+

+

∫
(0,n−t]

(W (x+ t)−W (x))dfk(x+ t)−
∫
(n−t, n]

W (x)dfk(x+ t).

Отже, оскiльки функцiя Vk−1 неспадна

sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(0, n]

(fk(x+ t)− fk(x))dW (x)
∣∣∣ ≤ (Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n))|W (n)|+

+ ((k − 1)!µk−1)−1((n+ 1)k−1 − nk−1)|W (n)|+ sup
t∈[0;1]

∣∣∣ ∫
(0,t]

W (x)dVk−1(x)
∣∣∣+

+ ((k − 1)!µk−1)−1 sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(0,t]

W (x)dxk−1
∣∣∣+

+ sup
t∈[0;1]

∫
(0,n−t]

|W (x+ t)−W (x)|dxVk−1(x+ t)+

+ ((k − 1)!µk−1)−1 sup
t∈[0, 1]

∫
(0, n−t]

|W (x+ t)−W (x)|dx(x+ t)k−1+

+ sup
t∈[0, 1]

∫
(n−t,n]

|W (x)|dxVk−1(x+ t) + ((k − 1)!µk−1)−1×

× sup
t∈[0, 1]

∫
(n−t, n]

|W (x)|dx(x+ t)k−1. (11)
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Ми проведемо лише аналiз доданкiв, що включають Vk−1. Аналiз доданкiв, що
включають t → tk−1 аналогiчний, але простiший. Починаємо з передостаннього
члена в (11). Бачимо, що

sup
t∈[0, 1]

∫
(n−t, n]

|W (x)|dxVk−1(x+t) ≤ sup
t∈[0, 1]

(Vk−1(n+t)−Vk−1(n)) sup
n−t≤z≤n

|W (z)| ≤

≤ (Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n)) sup
n−1≤z≤n

|W (z)|.

Згiдно з лемою 1(а) для великих n Vk−1(n+1)− Vk−1(n) ≤ C2n
k−2. Випадкова

величина supz∈[n−1;n] |W (z)| має той самий розподiл, як i
supz∈[0;1] |W (z) + W

′
(n − 1)|, де W

′
(n − 1) - копiя W (n − 1), що не залежить

вiд supz∈[0 1] |W (z)|. Отже, для всiх ε > 0 i великих n

P{(Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n)) sup
z∈[n−1;n]

|W (z)| > εnk−1/2} ≤

≤ P{(Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n)) sup
z∈[0;1]

|W (z)| > εnk−1/2/2}+

+ P{(Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n))|W
′
(n− 1)| > εnk−1/2/2} =: Rn,1 +Rn,2.

Далi,

Rn,2 ≤
(2
π

)1/2
∫ ∞

2−1C
−1/2
2 εn

e−x2/2dx ≤
(8C2

ε2π

)1/2e−ε2n2/(8C2)

n
.

Права частина - це n-й член збiжного ряду. Використовуючи нерiвностi

P{ sup
t∈[0, 1]

|W (t)| > x} ≤ 2P{ sup
t∈[0, 1]

W (t) > x} = 2P{|W (1)| > x}, x > 0, (12)

ми також доходимо до висновку, що послiдовнiсть (Rn,1)n∈N сумована. Таким
чином, для всiх ε > 0 послiдовнiсть

n → P{(Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n)) sup
z∈[n−1;n]

|W (z)| > εnk−1/2}

сумована, i тому послiдовнiсть

n → P{(Vk−1(n+ 1)− Vk−1(n))|W (n)| > εnk−1/2}

сумована, оскiльки |W (n)| ≤ supz∈[n−1;n] |W (z)|. Для всiх ε > 0 послiдовнiсть

n → P
{

sup
t∈[0;1]

∣∣∣ ∫
(0,t]

W (x)dVk−1(x)
∣∣∣ > εnk−1/2

}
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сумована внаслiдок нерiвностi

sup
t∈[0, 1]

∣∣∣ ∫
(0, t]

W (x)dVk−1(x)
∣∣∣ ≤ ∫

(0, 1]

|W (x)|dVk−1(x) ≤ sup
t∈[0, 1]

|W (t)|Vk−1(1)

i (12).
Остаточно,

sup
t∈[0, 1]

∫
(0, n−t]

|W (x+ t)−W (x)|dxVk−1(x+ t) ≤

≤ Vk−1(n) sup
t∈[0, 1]

sup
z∈[0, n−1]

|W (z + t)−W (z)|.

Виходячи з асимптотики Vk(t), Vk−1(n) ≤ C3n
k−1 для великих n. Згiдно з ле-

мою 1.2.1 на ст. 29 монографiї [2] для заданого δ > 0 iснує C = C(δ) > 0 таке,
що для будь-якого ε > 0 i n ≥ 2

P{Vk−1(n) sup
t∈[0;1]

sup
z∈[0;n−1]

|W (z + t)−W (z)| > εnk−1/2} ≤ Cn exp
(
− ε2n

C2
3(2 + δ)

)
.

Це доводить, що послiдовнiсть

n → P
{

sup
t∈[0;1]

∫
(0,n−t]

|W (x+ t)−W (x)|dxVk−1(x+ t) > εnk−1/2
}

сумована. Об’єднавши всi фрагменти, доходимо до висновку, що (9) справджу-
ється.

Згiдно з теоремою 1 статтi [8]

limt→∞
(2k − 1)1/2B1,k(t)

(2t2k−1 log log t)1/2
= 1 м. н.

Оскiльки −W - також Броунiвський рух, ми робимо висновок, що

limt→∞
(2k − 1)1/2B1,k(t)

(2t2k−1 log log t)1/2
= −1 м. н.

i пiсля цього

C
(( (2k − 1)1/2B1,k(t)

(2t2k−1 log log t)1/2
: t > e

))
= [−1; 1] м. н.

оскiльки випадкова функцiя t → B1,k(t)t
1/2−k(log log t)−1/2 - м. н. неперервна

на (e;∞). Це завершує доведення теореми 1.
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6. Висновки
У данiй дипломнiй роботi був доведений закон повторного логарифма для

загального гiллястого процесу, породженого процесом вiдновлення. Гiллястий
процес, про який йдеться в роботi, є окремим випадком гiллястого процесу
Крампа-Мода-Ягерса, у якому народження у першому поколiннi регулюються
процесом вiдновлення (N(t))t≥0. Гiллястому процесу Крампа-Мода-Ягерса при-
свячено чимало наукових статей. Однак у цiй роботi була знайдена множина
граничних точок для сiм’ї функцiй, де фiгурує функцiя Nk(t) - кiлькiсть iн-
дивiдуумiв, народжених до моменту t включно. Це дає змогу краще зрозумiти
поведiнку i асимптотику функцiї Nk(t) при t > e. Результат роботи може бути
застосований для дослiдження еволюцiї iндивiдуумiв рiзних бiологiчних видiв.
Таким чином, робота є актуальною i може бути застосованою в рiзних галузях,
зокрема, в бiологiї.
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