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АНОТАЦIЯ

Колесников В.А. Розробка програмного комплексу для моделювання

процесу масопереносу в пористих середовищах. — Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 124 ”Системний аналiз” (12 — Iнформацiйнi технологiї). — Київ-

ський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2024.

Дослiдження присвячено моделюванню процесу масопереносу у пори-

стому середовищi в одно-, дво-, тривимiрному випадках, а також процесу

масопереносу на графi та побудовi комп’ютерної програми, що дозволяє

конструювати та порiвнювати чисельнi методи для знаходження наближе-

ного розв’язку вищенаведених задач.

Проблема переносу маси у пористих середовищах залишається актуаль-

ною, оскiльки даний процес має велику кiлькiсть параметрiв та додаткових

супутнiх процесiв, якi суттєво ускладнюють моделювання та зменшують

його точнiсть. Бiльшiсть наявних робiт присвячена моделюванню даного

процесу з частковим урахуванням фiзичних особливостей пористого сере-

довища та зазвичай Використовує чисельнi методи для знаходження набли-

жених розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта, яким описують процес масо-

переносу. Також наявнi програмнi комплекси, що дозволяють моделювати

процес масопереносу, проте найчастiше в них використовується фiксова-

ний чисельний метод, а варiативнiсть розв’язуваних задач досягається за

рахунок вибору розмiрностi рiвняння Рiчардса-Клюта та додаткових па-

раметрiв самого рiвняння. Програма, що надасть можливiсть моделювати

процес масопереносу як у одно-, дво- та тривимiрному випадках, так i на

графi, а також порiвнювати рiзнi чисельнi методи для розв’язання вiдпо-

вiдних рiвнянь Рiчардса-Клюта, дозволить обирати найкращу комбiнацiю

параметрiв чисельного методу для конкретної задачi масопереносу, що пiд-

вищiсть ефективнiсть процесу моделювання.
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Метою дисертацiйної роботи є:

1. Побудова моделi маcoпереносу у пористому середовищi на графi за

допoмогою рiвняння Рiчардса-Клюта.

2. Доведення iснування розв’язку поставленої задачi та властивостi

стiйкостi розв’язку вiд початково-крайових умов.

3. Аналiз побудови чисельних методiв для знаходження наближених

розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта.

4. Побудова програмного комплексу, що дає можливiсть конструюва-

ти чисельнi методи для одно-, дво-, тривимiрних рiвнянь Рiчардса-

Клюта та рiвняння Рiчардса-Клюта на графi, а також порiвнювати

результати моделювання.

5. Проведення обчислювальних експериментiв та порiвняльний аналiз

чисельних методiв, сконструйованих за допомогою рiзних параме-

трiв.

Об’єктом дослiдження є математична модель переносу маси в пористо-

му середовищi в одно-, дво- та тривимiрному середовищах, а також перено-

су маси в пористому середовищi на графi. Предметом дослiдження є уза-

гальненi розв’язки квазiлiнiйного диференцiального рiвняння з частковими

похiдними, узагальненi розв’язки квазiлiнiйного диференцiального рiвня-

ння з частковими похiдними на графi, їх властивостi, а також чисельнi

методи для знаходження наближених розв’язкiв даних рiвнянь.

Методика дослiдження: методи теорiї узагальнених диференцiаль-

них рiвнянь у часткових похiдних, апарат математичного та функцiональ-

ного аналiзу.

Спочатку за допoмогою одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта фор-

мулюється рiвняння Рiчардса-Клюта на вкладеному у тривимiрний простiр

графi. Дане рiвняння описує процес масопереносу на графi. На ребрах цьо-

го графу процес описується одновимiрним рiвняння Рiчардса-Клюта, в той

час як у внутрiшнiх вершинах графу записується рiвняння балансу маси.
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Отримане рiвняння за допомогою iнтегрування частинами перетворюється

до рiвняння Рiчардса-Клюта на графi у слабкiй формi. Далi наводяться

визначення сильного та слабкого розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта на

графi. Пiсля цього, використовуючи перетворення Кiрхгофа та властивостi

узагальнених функцiй на графi, доводиться теорема про iснування слабко-

го розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi.

Далi за допомогою апарату математичного аналiзу проводиться дове-

дення стiйкостi розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта на графi в залежностi

вiд початково-крайових умов та деяких додаткових обмежень на параме-

три рiвняння.

Для рiвняння Рiчарса-Клюта на графi проведений аналiз структури ма-

трицi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, що виникає при використаннi

чисельних методiв для знаходження наближеного розв’язку рiвняння.

У загальному випадку проведений аналiз чисельних методiв та способiв

їх конструювання для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта. Додатково

був запропонований метод роздiлення областi на насичену та ненасиче-

ну зони для пiдвищення ефективностi процесу моделювання та доведена

теорема про оцiнку пiдвищення ефективностi в залежностi вiд величини

частки насиченої зони в дослiджуванiй областi.

На основi отриманих результатiв побудований програмний комплекс,

що дозволяє моделювати процес масопереносу в одно-, дво- та тривимiр-

ному випадках, а також процес масопереносу на графi за допомогою зна-

ходження наближених розв’язкiв вiдповiдних рiвнянь Рiчардса-Клюта чи-

сельними методам, параметри конструювання яких користувач може оби-

рати сам.

За допомогою запропонованого програмного комплексу були змодельо-

ванi процеси масопереносу в одно-, дво- та тривимiрному випадках, а та-

кож на графi, проаналiзованi результати, отриманi за допомогою рiзних

чисельних методiв та отриманi оцiнки точностi для цих методiв. Найефе-
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ктивнiший метод для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi з 28 ребрами дав

оцiнку балансу маси у 98.82%.

Наукова новизна одержаних результатiв полягає у наступному:

Вперше:

• описана задача масопереносу у пористому середовищi на графi за

допомогою узагальненого рiвняння Рiчардса-Клюта;

• доведена теорема про iснування слабкого розв’язку рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi;

• доведена оцiнка для похибки розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi в залежностi вiд похибок початкових та крайових умов;

• запропонований метод пiдвищення ефективностi моделювання про-

цесу масопереносу за допомогою роздiлення дослiджуваної областi

на насичену та ненасичену зони;

Удосконалено та детальнiше вивчено:

• проведений аналiз конструкцiї чисельних методiв для рiвняння Рiчардса-

Клюта за допомогою вибору незалежних праметрiв, таких як форма

рiвняння Рiчардса-Клюта, метод апроксимацiї просторової та часо-

вої похiдних, а також метод розв’язання системи лiнiйних алгебраї-

чних рiвнянь для знаходження наближеного розв’язку на наступно-

му кроцi по часу для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi.

Практична цiннiсть одержаних результатiв полягає у побудовi

програмного комплексу, що дозволяє конструювати чисельнi методи для

рiвняння Рiчардса-Клюта;

Отже, автором розроблений програмний комплекс для моделювання

процесу масопереносу у пористих середовищах в одно-, дво- та тривимiр-

ному випадках, а також процесу масопереносу на графi, для якого сфор-

мульоване вiдповiдне рiвняння Рiчардса-Клюта.

Математична модель пористого середовища застосовна до реальних грун-

тiв, а процеси масопереносу, що описуються рiвнянням Рiчардса-Клюта,
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дозволяють моделювати процеси зволоження та осушення, а також роз-

повсюдження корисних чи отруйних речовин в iригацiйних системах або

при техногенних катастрофах вiдповiдно, чим i визначається практична

цiннiсть дослiдження.

Ключовi слова: рiвняння Рiчардса-Клюта, математичне моделюван-

ня, чисельнi методи, масоперенос, пористе середовище, графи, програмний

комплекс.
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ANNOTATION

Kolesnykov V.A. Development of a software complex for modeling mass

transfer process in porous media. — Qualifying scientific work on the rights of

a manuscript.

Thesis for a scientific degree of Doctor of Philosophy in specialty 124 ”System

analysis” (12 — Information Technologies). — Taras Shevchenko National Uni-

versity of Kyiv, Kyiv, 2024.

The research is devoted to the modeling of the mass transfer process in a

porous medium in one-, two-, and three-dimensional cases, as well as the mass

transfer process on a graph and the construction of a computer program which

allows to construct and compare numerical methods for finding an approximate

solution to the above problems.

The problem of mass transfer in porous media is still topical today due to

large number of parameters and additional accompanying processes that signi-

ficantly complicate the mass transfer process. Most of the existing works are

devoted to the modeling of this process with partial consideration of the physical

properties of the porous medium and usually use numerical methods for finding

approximate solutions of the Richards-Klute equation, which is used for descri-

bing the mass transfer process. There are also software complexes that allow

simulating the mass transfer process, but most often they use a fixed numeri-

cal method, and the variability of the solved problems is achieved by choosing

the dimension of the Richards-Klute equation and additional parameters of the

equation itself. The program, which will provide an opportunity to simulate

the mass transfer process in one-, two-, and three-dimensional cases and on

a graph, as well as to compare different numerical methods for solving the

corresponding Richards-Klute equations, will allow choosing the best combi-

nation of parameters of the numerical methods for a specific mass transfer

problem that increases the effectiveness of the modeling process.

The aim of dissertation work is:



8

1. Construction of mathematical model describing mass transfer process

in a porous medium on a graph using the Richards-Klute equation.

2. Proving the existence of a solution to the stated problem and properties

of the stability of the solution with respect to the initial and boundary

conditions.

3. Analysis of the construction of numerical methods for finding approxi-

mate solutions of the Richards-Klute equation.

4. Construction of a software complex that makes it possible to construct

numerical methods for one-, two-, and three-dimensional Richards-Klute

equations and the Richards-Klute equation on a graph, as well as to

compare results of the simulated mass tranfer processes.

5. Computational experiments and comparative analysis of various numeri-

cal methods constructed using different parameters.

The object of the research is mathematical model of mass transfer process

in one-, two- and three-dimensional porous medium and mass transfer process

on a graph. The subject is generalized solutions of a quasilinear differenti-

al equation with partial derivatives, generalized solutions of a quasilinear di-

fferential equation with partial derivatives on a graph, their properties, and also

numerical methods for finding approximate solutions of these equations.

Research methods: methods of the theory of generalized differential

equations with partial derivatives, apparatus of mathematical and functional

analysis.

At first, using the one-dimensional Richards-Klute equation, the Richards-

Klute equation on a embedded in three-dimensional space graph is formulated.

This equation describes the mass transfer process on the graph. On the edges

of this graph, the process is described by the one-dimensional Richards-Klute

equation, while the mass balance equation is written for the internal vertices

of the graph. The resulting equation is transformed into the Richards-Klute

equation on the graph in a weak form using integration by parts. Next, the
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definitions of classical and weak solutions of the Richards-Klute equation on

the graph are given. After that, using the Kirchhoff transformation and the

properties of generalized functions on a graph, we prove a theorem of the exi-

stence of a weak solution of the Richards-Klute equation on a graph.

Next, using the apparatus of mathematical analysis, the stability of the

solutions of the Richards-Klute equation on the graph is proved, depending

on the initial boundary conditions and some additional restrictions on the

parameters of the equation.

For the Richars-Klute equation on a graph, an analysis of the matrix structure

of the system of linear algebraic equations, which occurs while using numerical

methods to find an approximate solution to the equation, was performed.

In the general case, an analysis of numerical methods and methods of their

construction for solving the Richards-Klute equation was carried out. In addi-

tion, a method of dividing the area into saturated and unsaturated zones was

proposed to increase the efficiency of the modeling process, and a theorem about

the estimation of efficiency increase depending on the value of the proportion

of the saturated zone in the researched area was proved .

As a result, using the obtained results, a software complex that allows

modeling the mass transfer process in one-, two-, and three-dimensional cases,

as well as the mass transfer process on a graph by finding approximate soluti-

ons of the corresponding Richards-Klute equations by numerical methods with

parameters the user can choose themselves was built.

Using the proposed software complex, mass transfer processes were simulated

in one-, two-, and three-dimensional cases, as well as on a graph. The results

obtained using various numerical methods and the accuracy estimates for these

methods were analyzed.

The most efficient method for the Richards-Klute equation on a graph with

28 edges gave a mass balance estimate of 98.82%.

Scientific novelty of the study is as follows:
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For the first time:

• the mass transfer process in a porous medium on a graph was described

using the generalized Richards-Klute equation;

• the theorem on the existence of a solution of the Richards-Klute equati-

on on a graph was proved;

• the estimate for the error of solution of the Richards-Klute equation on

the graph depending on the errors of the initial and boundary conditions

was proved;

• the method of increasing the efficiency of modeling of the mass transfer

process by dividing the researched area into saturated and unsaturated

zones was proposed;

The following idea was further researched:

• the analysis of the construction of numerical methods for the Richards-

Clute equations was carried out using the selection of independent

parameters, such as the form of the Richards-Klute equation, the method

of approximating the spatial and time derivatives, as well as the method

of solving a system of linear algebraic equations to find an approximate

solution at the next time step for the Richards-Klute equation on the

graph.

Practical value of the study is a software complex that allows to construct

numerical methods for the Richards-Klute equation.

So, the author developed a software complex for modeling the mass transfer

process in porous media in one-, two-, and three-dimensional cases, as well as

the mass transfer process on a graph, for which the corresponding Richards-

Klute equation was formulated.

The mathematical model of the porous medium is applicable to modeling

real types of soils, and the mass transfer processes described by the Richards-

Klute equation allow modeling the processes of wetting and drying, as well

as the distribution of useful or poisonous substances in irrigation systems or
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during man-made disasters respectively, which define the practical value of the

research.

Key words: Richards-Klute equation, mathematical modeling, numerical

methods, mass transfer, graphs, software complex.



12

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА:

Науковi працi, в яких опублiкованi основнi науковi результа-

ти дисертацiї:

1. Колесников В.А. Рiвняння Рiчардса-Клюта: огляд методiв розв’язування.

Журнал обчислювальної та прикладної математики. 2022. № 1.

С. 22–34.

2. Колесников В.А. Аналiз побудови чисельних методiв для розв’язання

рiвняння Рiчрдса-Клюта. Журнал обчислювальної та прикладної

математики. 2023. № 1. С. 28–38.

3. Колесников В.А. Ефективний чисельний метод для розв’язання рiв-

няння Рiчардса-Клюта за умов монотонностi розв’язку. Журнал об-

числювальної та прикладної математики. 2023. № 2. С. 42–51.

4. Колесников В.А. Ефективний чисельний метод для розв’язання рiв-

няння Рiчардса-Клюта з вiдстеженням зони повного насичення. Вi-

сник Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-

ка. Серiя: фiзико-математичнi науки. 2023. № 2. С. 206–213.

5. Колесников В.А. Теорема iснування для задачi масопереносу на гра-

фi. Математичне та комп’ютерне моделювання. Серiя: фiзико-

математичнi науки. 2023. № 24. С. 70–80.

6. Колесников В.А., Ляшко С.I. Стiйкiсть розв’язкiв рiвняння Рiчардса-

Клюта. Доповiдi Нацiональної академiї наук України. 2023. № 6.

С. 12–18.



13

Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисер-

тацiї:

1. Kolesnykov V.A. Numerical methods for Richards-Klute equation with

monotonic solution. Workshop CDSS: theory, methematical modelling,

computing and application, 2–4 жовтня 2023 р. Київ: 2023. (Форма

участi — очна.)

2. Kolesnykov V.A., Klyushin D.A. Full saturated zone tracking numerical

method for the Richards-Klute equation. Математичне та iмiтацiй-

не моделювання систем. МОДС 2023 : тези доповiдей Вiсiмнадцятої

мiжнародної конференцiї, 13–15 листопада 2023 р. Чернiгiв: 2023.

C. 7–10. (Форма участi — заочна.)

3. Kolesnykov V. Richards-Klute equation on graphs. Modeling, control

and information technologies : Proceedings of VI International scientific

and practical conference, 9–10 листопада 2023 р. Рiвне: 2023. (Форма

участi — очна.)

4. Колесников В.А. Структура матриць системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь для задачi моделювання масопереносу в пористому сере-

довищi на графi. 2023 2nd International Conference on Innovative

Solutions in Software Engineering, 29–30 листопада 2023 р. Iвано-

Франкiвськ: 2023. (Форма участi — очна.)



14

ЗМIСТ

Вступ 17

Роздiл 1. Сучасний стан дослiджень 22

1.1. Опис методiв дослiдження процесу масопереносу в пористо-

му середовищi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2. Математичнi перетворення та аналiтичнi методи дослiджен-

ня процесiв масопереносу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3. Застосування чисельних методiв для моделювання процесiв

масопереносу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4. Короткий огляд iснуючих програм для моделювання процесу

масопереносу в пористих середовищах . . . . . . . . . . . . . 29

1.5. Короткий пiдсумок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Роздiл 2. Постановка задачi 34

2.1. Рiвняння Рiчардса-Клюта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2. Рiвняння Рiчардса-Клюта на графi . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3. Слабка форма рiвняння Рiчардса-Клюта на графi . . . . . . 40

2.4. Iснування слабкого розв’язку . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.5. Стiйкiсть розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi вiд

початково-крайових умов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6. Структура матрицi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

для визначення розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi 59

2.7. Метод роздiлення областей для пiдвищення ефективностi чи-

сельних методiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



15

Роздiл 3. Опис програмного комплексу для моделювання про-

цесу масопереносу 71

3.1. Аналiз конструювання чисельних методiв для розв’язання

рiвняння Рiчардса-Клюта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.2. Особливостi та технiчнi характеристики програмного ком-

плексу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.3. Файли програмного комплексу . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.4. Iнтерфейс вводу даних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.5. Iнтерфейс виводу даних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.6. Рейтинг чисельних методiв та процес його модифiкацiї . . . 91

3.7. Додаткова iнформацiя про програмний комплекс . . . . . . . 93

Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Роздiл 4. Результати моделювання 97

4.1. Моделювання процесу масопереносу на графi . . . . . . . . . 97

4.2. Моделювання процесу масопереносу в iригацiйнiй системi . . 109

4.3. Моделювання процесу масопереносу га графi з негомогенним

середовищем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.4. Моделювання процесу масопереносу в двовимiрному випадку 119

4.5. Моделювання процесу масопереносу в тривимiрному випадку 120

Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

Висновки 124

Список використаних джерел 125

Додаток — Список публiкацiй здобувача 136



16

Список умовних позначень:

Грецькi лiтери: α — альфа, β — бета, γ — гама, Γ — гама велике, δ —

дельта, ε — епсiлон, θ — тета, Θ — тета велике, ξ — ксi, ψ — псi, Ψ — псi

велике, τ — тау, φ — фi, Φ — фi велике, ω — омега, Ω — омега велике.

Константи: e — експонента.



17

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Побудова та аналiз ефективного чисельного ме-

тоду для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта i, тим самим, для моделю-

вання процесу масопереносу в пористому середовищi є важливою задачею,

оскiльки через нелiнiйнiсть рiвняння Рiчардса-Клюта чисельнi методи є

основним способом отримання його розв’язкiв. Побудований програмний

комплекс дозволяє конструювати та порiвнювати мiж собою чисельнi ме-

тоди для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта, тим самим дозволяючи

користувачу обрати найефективнiшу комбiнацiю параметрiв, з яких скла-

дається чисельний метод.

Задача масопереносу у пористому середовищi на графi може бути за-

стосована для прогнозування розповсюдження корисних речовин в iрига-

цiйних системах, що складаються з деякої структури з’єднаних мiж собою

капiлярних труб. Також вона може знайти застосування у медицинi в обла-

стi розповсюдження речовин у кровi системою капiлярiв.

Мета i завдання. Робота присвячена програмi, що дозволяє моделю-

вати процеси масопереносу в пористих середовищах в одно-, дво- та три-

вимiрних випадках, використовуючи рiвняння Рiчардса-Клюта та чисельнi

методи для нього. Також метою роботи є дослiдження процесу масопере-

носу на графах. Завданням є розробка даного програмного комплексу та

аналiз результатiв моделювання при варiацiї чисельних методiв, сконстру-

йованих за допoмогою незалежних один вiд одного параметрiв, з подаль-

шим визначенням найефективнiших з них.

Методи дослiдження. Серед методiв, використаних у дисертацiйнiй

роботi, можна видiлити апарат функцiонального аналiзу для формулюва-

ння рiвняння Рiчардса-Клюта на графi та означення слабкого розв’язку
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даного рiвняння, а також перетворення Кiрхгофа, що використовувалося

для перетворення рiвняння Рiчардса-Клюта на графi до бiльш зручної для

доведення основних теоретичних результатiв форми.

Iншим методом дослiдження була декомпозицiя чисельних методiв для

розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта на незалежнi складовi частини, та-

кi як форма рiвняння, метод дискретизацiї часу, простору, кiлькiсть ша-

рiв, що беруть участь пiд час дискретизацiї похiдної по часу, а також ме-

тод розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для рiвняння

Рiчардса-Клюта на графi.

Реалiзований у програмному комплексi функцiонал конструювання чи-

сельних методiв дає можливiсть вибрати та порiвняти мiж собою бiльш нiж

пятдесят чисельних методiв для чотирьох варiантiв задачi масопереносу у

пористому середовищi: одно-, дво-, тривимiрного та задачi масопереносу на

графi.

Наукова новизна отриманих результатiв. На захист виносяться

постановка задачi масопереносу на графi, теорема iснування слабкого розв’яз-

ку для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi, теорема про стiйкiсть розв’язку

рiвняння Рiчардса-Клюта на графi вiд початково-крайових умов, теорема

про оцiнку пiдвищення ефективностi чисельних методiв при використан-

нi методу розбиття дослiджуваної областi на насичену та ненасиченi зони,

а також програмний комплекс для моделювання процесiв масопереносу в

пористих середовищах.

Особистий внесок здобувача. Науковому керiвнику належить по-

становка задачi та рекомендацiї щодо вибору методiв розв’язання промi-

жних задач.

Претендентом опублiковано 8 наукових робiт [1–8]: 2 тези конференцiй

та 6 наукових статей. Творчий внесок у опублiкованi роботи є наступним:

• Статтi [3–7] написанi без спiвавторiв, постановка задач та рекомен-

дацiї щодо методiв розв’язання отриманi вiд наукового керiвника —
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Д.А. Клюшина. Статтi [3,4] присвяченi огляду та аналiзу iснуючих

методiв розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта, особливо чисельним

методам для отримання наближених розв’язкiв. Статтi [5,6] присвя-

ченi модифiкацiям чисельних методiв для рiвняння Рiчардса-Клюта

з використанням iдеї розбиття дослiджуваної областi на насичену

та ненасиченi зони. Стаття [7] присвячена постановцi задачi масопе-

реносу на графi та рiвняння Рiчардса-Клюта для опису цього про-

цесу, а також доведенню теореми iснування слабкого розв’язку для

отриманого рiвняння.

• Стаття [8] присвячена результатам стосовно стiйкостi розв’язкiв рiв-

няння Рiчардса-Клюта вiд початково-крайових умов. Спiвавтору

та науковому керiвнику належить постановка задачi. Колесников

В.А. сформулював та довiв результати стiйкостi розв’язкiв рiвняння

Рiчардса-Клюта за допомогою переходу до слабкої форми рiвняння

та оцiнцi отриманх iнтегралiв. Вклад у статтю складає 70%.

• Постановка задачi та iдеї дослiджень, викладенi у тезах конферен-

цiй, сформульовано за пiдтримки наукового керiвника, виступи на

усiх конференцiях автор здiйснив самостiйно.

Апробацiя наукових результатiв вiдбулась на чотирьох конферен-

цiях:

1. Workshop CDSS: theory, methematical modelling, computing and appli-

cation (CDS-2023) — Oct 2–4, 2023 — Kyiv, Ukraine.

2. Математичне та iмiтацiйне моделювання систем (МODS-2023) — 13–

15 листопада, 2023 — Чернiгiв, Україна.

3. VI International scientific and practical conference Modeling, control

and information technologies (MCIT-2023) — Nov 9–10, 2023 — Ryvne,

Ukraine.

4. 2023 2nd International Conference on Innovative Solutions in Software

Engineering (ICISSE-2023) — Nov 29–30, 2023 — Ivano-Frankivsk, Ukrai-
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ne.

Структура та обсяг дисертацiї Дисертацiя складається зi вступу та

чотирьох роздiлiв та має обсяг 137 сторiнок, з них 108 основного тексту.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд джерел, якi висвiтлюють суча-

сний стан дослiджень процесу масопереносу в пористому середовищi, тео-

ретичнi основи для методiв, що використовувалися у дисертацiї, та альтер-

нативнi iдеї щодо моделювання процесу масопереносу.

Другий роздiл присвячено математичнiй моделi процесу масоперено-

су в пористому середовищi на графi. В ньому формулюється рiвняння

Рiчардса-Клюта на графi, даються означення його розв’язкiв та доводи-

ться теорема про iснування слабкого розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi. Також у роздiлi доводиться теорема про стiйкiсть розв’язкiв рiв-

няння Рiчардса-Клюта на графi вiд початкових та крайових умов. Ще в

даному роздiлi пропонується метод розбиття дослiджуваної областi на зо-

ни повного та неповного насичення для пiдвищення ефективностi процесу

моделювання.

Третiй роздiл присвячений програмному комплексу, побудованому для

моделювання процесiв масопереносу у одно-, дво- та тривимiрному випад-

ках, а також для моделювання процесiв масопереносу на графах. Роздiл

мiстить опис iнтерфейсу та можливостей програмного комплексу, а також

аналiз процесу конструювання чисельних методiв для рiвняння Рiчардса-

Клюта, функцiонал якого також реалiзований у програмному комплексi.

Четвертий роздiл мiстить результати обчислень для конкретних задач

масопереносу. Роздiл мiстить графiчнi iлюстрацiї функцiй, що є наближе-

ними розв’язками рiвняння Рiчардса-Клюта, та таблицi з наведеними в них

оцiнками точностi процесу моделюванння.

Зв’язок роботи з науковими програмами. Результати, отриманi у

дисертацiйнiй роботi, мають вiдношення до проекту ”Обчислювальнi алго-

ритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та оборони” (ДР
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0122U002026), пiдтриманого Мiнiстерством освiти та науки України.

Практичне значення дисертацiйної роботи обумовлено тiсним зв’язком з

дослiдженнями вiтчизняних та закордонних вчених стосовно задачi перено-

су солей пiд час фiльтрацiї, автоматизацiї процесiв зрошення та зсушення,

а також задач моделювання розповсюдження забруднень при техногенних

катастрофах. Даний пiдхiд може бути розширено та адаптовано на бiльше

класiв задач у майбутньому.
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РОЗДIЛ 1

СУЧАСНИЙ СТАН ДОСЛIДЖЕНЬ

Даний роздiл мiстить огляд iснуючих дослiджень, що стосуються те-

ми масопереносу в пористих середовищах, як з точки зору математичного

опису процесу та аналiтичних результатiв, так i з точки зору застосування

чисельних методiв для розв’язування конкретних задач моделювання.

1.1. Опис методiв дослiдження процесу масопереносу в

пористому середовищi

Задача масопереносу в пористому середовищi з межею насичення за-

лишається актуальною завдяки досить розповсюдженим застосуванням в

областi сiльського господарства (конструювання та прогнозування роботи

iригацiйних систем, аналiз та моделювання поглинання рослинами кори-

сних речовин з грунту) та в областi попередження катастроф (моделюва-

ння техногенних аварiй, що спричиняють потрапляння отруйної речови-

ни в грунт, та моделювання подальшого розповсюдження цiєї речовини).

Також ця задача знаходить застосування в медицинi (моделювання розпо-

всюдження лiкiв в капiлярнiй сiтцi у шкiряному покровi). Iншою причиною

актуальностi даної задачi є той факт, що описується вона зазвичай досить

складними рiвняннями, як, наприклад, рiвняння Рiчардса-Клюта [9, 10],

що є одною з одновних моделей для опису масопереносу в ненасиченому

пористому середовищi, тим самим, данi рiвняння мають невелику кiлькiсть

якiсних апрiорних оцiнок i ще меншу кiлькiсть аналiтичних розв’язкiв, а

тому їх дослiдження представляють собою великий пласт потенцiйних ре-

зультатiв, якi i є темою тих чи iнших вiтчизняних та свiтових робiт, що
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виходять за даною темою.

Для моделювання масопереносу у пористому середовищi зазвичай ви-

користовують або аналiтичний пiдхiд, який, як було вказано вище, має

суттєвi обмеження при застосуваннi, що найчастiше полягають в iдеалiза-

цiї параметрiв рiвняння, яке описує процес масопереносу, або комп’ютерне

моделювання, найчастiше за допомогою чисельних методiв. Для конкре-

тних задач з багатьма параметрами та складною структурою пористого

середовища для знаходження розв’язкiв рiвняння та моделювання проце-

су масопереносу частiше використовують саме комп’ютерне моделювання,

адже чисельних метод вiдносно легше пiдлаштувати пiд обмеження кон-

кретної задачi, анiж аналiтичний апарат.

Завдяки розповсюдженостi комп’ютерного моделювання процесiв масо-

переносу з’явилися окремi програмнi комплекси, що сецiалiзуються саме

на моделюваннi даних процесiв або на чисельному розв’язаннi рiвняння

Рiчардса-Клюта. Деякi з них мають дуже широкий спектр можливостей

стосовно задання параметрiв рiвняння Рiчардса-Клюта або моделюваннi

додаткових впливiв на потоки маси в середовищi, як, наприклад, стоки

чи джерела. Найчастiше данi програми релiзують процес моделювання за

допомогою фiксованого чисельного методу, що, у випадку недосконалостi

останнього, може призводити до суттєвих похибок при моделюваннi про-

цесу.

Отже, проблема якiсного моделювання масопереносу досi є актуальною

та дослiджується як з аналiтичної, так i з обчислювальної точок зору. Про-

те, так чи iнакше, бiльшiсть робiт розглядають дещо спрощенi постановки

задачi (за допомогою зменшення кiлькостi параметрiв, розмiрностi задачi

або лiнеаризацiї рiвнянь), що не враховують усю складнiсть процесу масо-

переносу, який вони описують.

Огляд аналiтичних пiдходiв до процесу моделювання масопереносу в

пористому середовищi та робiт, присвячених цiй тематицi, а також огляд
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методiв комп’ютерного моделювання та огляд програмних комплексiв для

моделювання масопереносу наведено у наступних пунктах даного роздiлу.

1.2. Математичнi перетворення та аналiтичнi методи

дослiдження процесiв масопереносу

Через властивiсть нелiнiйностi рiвняння Рiчардса–Клюта, аналiтичнi

методи аналiзу процесiв масопереносу акцентують увагу на доведеннi тих

властивостей розв’язкiв, якi можна отримати без знання аналiтичної фор-

мули для цього розв’язку, наприклад, теореми iснування, єдиностi, регу-

лярностi та стiйкостi. Причому зазвичай всi цi результати формулюються

саме для слабкої форми рiвняння Рiчардса-Клюта i, вiдповiдно, для слаб-

ких розв’язкiв.

Так, класичнi роботи [11–20] мiстять результати з питань iснування,

єдиностi, регулярностi та стiйкостi слабких розв’язкiв рiвняння Рiчард-

са–Клюта, що визначене на одно-, дво- та тривимiрних областях з вiдносно

слабкими обмеженнями на параметри як самого рiвняння, так i початково-

крайових умов. Серед результатiв цих статей можна видзначити також

варiацiйнi нерiвностi для рiвняння Рiчардса–Клюта [11], властивостi межi

мiж насиченою та ненасиченою пiдобластями, якi полягають у її непререв-

ностi та, за додаткових умов, гладкостi, [18, 19], проблему Стефана [11, 21]

та теореми iснування в’язкiсного розв’язку [20].

Окремо видiлються роботи Дегтярьова [22–25] в яких процес масопере-

носу описується з точки зору насичених-ненасичених пiдобластей та грани-

цi мiж ними, що змiнюється з часом. Так, у роботi [22] розглядається елi-

птичне рiвняння з параметром, на основi якого у роботi [23] для квазiлiнiй-

ного елiптико-параболiчного рiвняння, яким також є i рiвняння Рiчардса-

Клюта, доведенi теореми iснування гладкого розв’язку та гладкiсть межi

локально за часом. Для доведення цих результатiв використовують просто-
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ри неперервних за Гьолдером функцiй та метод, описаний у роботах [24,25],

який є аналогом методу Ньютона розв’язання нелiнiйних рiвнянь.

Розповсюдженою практикою для спрощення рiвняння Рiчардса–Клюта

є рiзноманiтнi перетворення, якi позбавляють рiвняння нелiнiйностi. Одним

з таких перетворень є перетворення Кiрхгофа, його використання можна

знайти, наприклад, у роботах [26–29]. Перетворення Кiрхгофа застосову-

ється також просто для того, щоб зробити замiну змiнних, яка полегшує

подальше доведення теоретичних результатiв [26, 29]. Також iнколи засто-

совується перетворення Фур’є [30]. Зазвичай рiвняння, отриманi за допо-

могою таких перетворень, суттєво легшi за попередню форму, проте ре-

зультати моделювання розв’язкiв оригiнального та перетвореного рiвнянь

можуть суттєво вiдрiзнятися, як, наприклад, у роботi [58]. Огляд та ана-

лiз рiзноманiтних методiв перетворення рiвняння Рiчардса–Клюта можна

знайти у роботi [32].

Окремо з-помiж аналiтичних пiдходiв видiляється метод, запропонова-

ний у роботi [33], що полягає у зведеннi за допомогою перетворення Кiрхго-

фа рiвняння Рiчардса–Клюта до задачi оптимального керування потоком

маси, пiсля чого дана задача оптимального керування розв’язується вiд-

повiдними методами. У данiй роботi доводиться коректнiсть переходу до

задачi керування а також проводяться чисельнi експерименти, що пiдтвер-

джують теоретичнi результати.

За рахунок нелiнiйностi рiвняння Рiчардса-Клюта кiлькiсть вiдомих

аналiтичних розв’язкiв дуже обмежена. Зазвичай точнi розв’язки отриму-

ються для одновимiрних задач масопереносу з накладанням додаткових

умов, що спрощуються параметри рiвняння, iнколи навiть лiнеаризують

його. Iнколи додатковi умови бувають настiльки сильними, що втрачає-

ться зв’язок з фiзичною природою задачi та рiвняння перестає описувати

процес масопереносу, бо банально не iснує пористих середовищ, якi вiдпо-

вiдали б спрощеним параметрам рiвняння.
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Так, роботи [34–38] мiстять аналiтичнi розв’язки рiвняння Рiчардса-

Клюта з параметрами, що майже не зустрiчаються на практицi. Але да-

нi результати добре пiдходять для аналiзу чисельних методiв розв’язання

рiвняння Рiчардса-Клюта у якостi еталонiв. Робота [39] мiстить каталог

точних розв’язкiв для лiнеаризованого рiвняння Рiчардса–Клюта.

Також варто вiдзначити наступнi аналiтичних результати: робота [40]

мiстить аналiтичний розв’язок рiвняння Рiчардса-Клюта, отриманий за до-

помогою методу дрейфуючих хвиль; робота [41] мiстить розв’язок одно-

вимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта для випадку гетерогенного двошаро-

вого ґрунту з параметрами вологоємкостi, рiзними для двох шарiв; робо-

ти [42,43] мiстять побудову аналiтичного розв’язку з нестацiонарними поча-

тковою та крайовими умовами; робота [44] мiстить аналiз процесу поглина-

ння маси коренем рослини; роботи [45,46], на вiдмiну вiд попереднiх робiт,

мiстять аналiтичнi дво- та тривимiрнi розв’язки рiвняння; i робота [47],

в якiй вперше наведений аналiтичний розв’язок багатовимiрного рiвнян-

ня Рiчардса–Клюта зi стоками, причому iнтенсивнiсть стокiв залежить вiд

значення коефiцiєнту насиченостi середовища нелiнiйно. Отже, аналiтичнi

розв’язки рiвняння Рiчардса–Клюта найчастiше отримуються за додатко-

вих досить сильних обмежень, що практично унеможливлює застосування

аналiтичних пiдходiв до процесу моделювання конкретних задач масопе-

реносу в пористих середовищах з параметрами, якими описуються реальнi

грунти.

Також варто видiлити задачу керування для рiвняння Рiчардса-Клюта,

що дозволяє моделювати розповсюдження маси в областi iз заданим до

цього бажаним значенням коефiцiєнту насиченостi. Роботи [48,49] мiстять

моделi таких процесiв з точковими джерелами. Моделювання точкових

джерел задопомогою двовимiрної дельта-функцiї у двовимiрному випад-

ку рiвняння Рiчардса-Клюта розглянуто у роботi [26] з чисельними екс-

периментами, що показали високу точнiсть розв’язкiв задачi керування.
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Теоретичне обґрунтування поставлених задач керування можна знайти у

роботах [50,51]. Основний принцип їх розв’язку полягає в iтеративнiй опти-

мiзацiї за допомогою спряженого рiвняння.

Оскiльки рiвняння Рiчардса-Клюта є елiптико-параболiчним, то також

варто згадати роботи [52–56], якi мiстять означення елiптико-параболiчнних

рiвнянь у банахових просторах та результати стосовно iснування та регу-

лярностi слабких розв’язкiв даних рiвнянь, отриманих за додаткових умов

на параметри рiвняння, що у даному випадку замiсть функцiй є операто-

рами.

1.3. Застосування чисельних методiв для моделювання

процесiв масопереносу

За рахунок властивостi нелiнiйностi рiвняння Рiчардса-Клюта, комп’ютер-

не моделювання, а саме чисельнi методи, застосовуються набагато частi-

ше для знаходження розв’язкiв, нiж вiдповiднi аналiтичнi процедури. До-

сить детальний огляд чисельних методiв для розв’язання рiвняння Рiчард-

са–Клюта можна знайти у роботах, що були присвяченi сторiччю даного

рiвняння, таких як [57, 58]. Також огляд чисельних методiв з аналiзом їх

конструювання та обчислювальними експериментами мiстить робота [4].

Проте, знову ж таки, через нелiнiйнiсть та iншi властивостi параметрiв

рiвняння Рiчардса-Клюта, в областi чисельного моделювання також вини-

кають складнощi, якi пов’язанi з проблемою побудови точної i в той же

час ефективної схеми для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта. Роботи

по цьому напрямку в основному мiстять чисельнi методи, що базуються

на комбiнацiї методiв дискретизацiй по часу та простору, що описанi ниж-

че, причому для пiдвищення степенi точностi або ефективностi iнодi за-

стосовуються вищеописанi перетворення рiвняння Рiчардса-Клюта як до

еквiвалентних форм, так i до спрощених лiнеаризованих форм.
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Стосовно дискретизацiї похiдної по часу, то для знаходження набли-

женого розв’язку рiвняння Рiчардса–Клюта найчастiше використовується

зворотнi методи, оскiльки вони мають високу точнiсть. Серед споособiв же

дискретизацiї частiше обирають метод Ейлера, оскiльки у нього є перевага

стiйкiстi, якої не вистачає методам Рунге–Кутти та Кранка–Нiколсона, хоч

останнi i дають бiльшу точнiсть за метод Ейлера [59,60].

У бульшостi робiт використовується рiвномiрний крок по часу, про-

те розповсюдженими також є методи побудови адаптивного кроку по ча-

су [61], так як отриманi за допомогою них результати моделювання з рiз-

кими стрибками значень розв’язкiв, причиною яких була нелiнiйнiсть рiв-

няння, були кращими за вiдповiднi результати зi сталим кроком. Але в той

же час адаптивний крок по часу показує не дуже точнi результати при

осцилюючих граничних умовах [62].

З-помiж методiв дискретизацiї просторових похiдних найбiльшою попу-

лярнiстю користуються метод скiнченних елементiв [63–67,69], метод скiн-

ченних рiзниць [68, 70–75] та метод скiнченних об’ємiв [76, 77]. У вказаних

роботах можна знайти оцiнки похибок при вiдповiдних методах дискрети-

зацiї. Як i у випадку дискретизацiї по часу, також дослiджувалися схеми

дискретизацiї простору з адаптивним кроком по простору [4, 78]. Так як

наявнi схеми переважно є лише умовно стiйкими, то для коректної робо-

ти чисельних методiв необхiдно обирати достатньо малi кроки по часу, що

разом з порядком величини кроку по простору призводить до суттєвого

збiльшення кiлькостi обчислень. Ця проблема є основною у напрямку чи-

сельного моделювання процесiв масопереносу та знаходження наближених

розв’язкiв рiвняння Рiчардса–Клюта, особливо у дво- та тривимiрних за-

дачах.

Окрiм чисельних методiв також останнiм часом набувають популярно-

стi так званi статистичнi методи знаходження наближених розв’язкiв рiв-

няння Рiчардса-Клюта, що полягають у побудовi нейронних мереж, якi
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розв’язують диференцiальнi рiвняння у часткових похiдних [79, 80]. Ре-

зультати моделювання показли високу точнiсть в порiвняннi зi звичайним

чисельним методом, що базувався на методi скiнченних рiзниць.

Також варто вказати, яким чином перевiряють коректнiсть наближе-

них розв’язкiв для рiвняння Рiчардса-Клюта та взагалi визначають ефе-

ктивнiсть чисельних методiв. З-момiж iнших для тестування та аналiзу

чисельних методiв вiдиляються два пiдходи. Перший полягає в оцiнцi ре-

зультатiв роботи чисельного методу на рiвняннях Рiчардса-Клюта з па-

раметрами, для яких вiдомi точнi розв’язки. Iнший полягає в порiвняннi

результатiв з результатами чисельних експериментiв, якi є в певному сен-

сi еталонними для деяких часткових випадкiв рiвняння Рiчардса-Клюта.

У роботах [68, 81–84], наприклад, наведенi результати чисельних експери-

ментiв з експертно пiдiбраними параметрами, серед яких кроки по часу та

простору. У випадках, коли немає анi точних, анi еталонних розв’язкiв, ви-

користовують iншi оцiнки, серед яких видiляється оцiнка балансу маси, що

полягає в розрахунку для наближеного розв’язку рiвняння величини вiдно-

шення змiни насиченостi в дослiджуванiй областi до велични притоку маси

через границю цiєї областi. Зрозумiло, що перший метод оцiнки чисельних

методiв набагато надiйнiше за порiвняння з, хоч i експертними, проте екс-

периментальними розв’язками рiвняння, проте через обмежену кiлькiсть

точних розв’язкiв будь-якими додатковими даними не можна нехтувати.

1.4. Короткий огляд iснуючих програм для моделювання

процесу масопереносу в пористих середовищах

На даний момент iснує низка програм, що присвяченi моделюванню

процесу масопереносу в пористих середовищах i розв’язанню рiвняння Рi-

чардса–Клюта. Бiльшiсть з цих програм iнтегрована у програмнi компле-

кси для моделювання процесiв, якi вiдбуваються на межi атмосфера-грунт.
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Програми, що розв’язують рiвняння Рiчардса-Клюта, бувають як комер-

цiйними (HydroGeoSphere,FEFLOW), так i програмами з вiдкритим кодом

(HYDRUS, PFLOTRAN). Iснують як програмнi пакети для моделювання

широкого спектру процесiв, пов’язаних з вологопереносом (HYDRUS), так

i вузько направленi невеликi програми, якi розв’язують конкретну задачу

(”Алгоритм оптимiзацiї потужностi точкових джерел у двовимiрному пори-

стому середовищi”). Моделi та чисельнi методи у рiзних програмах також

вiдрiзняються мiж собою. Iснують програми як для розв’язання однови-

мiрних задач (CoupModel), так i для двовимiрних (ADH,VS2DI) та триви-

мiрних (HYDRUS, FEFLOW, PEFLOTRAN). Програмнi комплекси також

можна роздiлити за критерiєм зручностi та iнтуїтивностi при користуванi.

Деякi з програм потребують прямого втручання користувача у виконуванi

файли, iншi ж надають графiчний iнтерфейс та навiть онлайн-пiдтримку

для користувачiв у випадку технiчних проблем (CoupModel, HYDRUS).

Переважна бiльшiсть програмних комплексiв саме для реалiзацiї обчи-

слень використовує код на мовах програмування FORTRAN або C/С++,

бо, як було вказано вище, чисельнi методи знаходження наближеного розв’яз-

ку рiвняння Рiчардса–Клюта потребують великої кiлькостi обчислень, пов’язаної

з конструюванням та розв’язанням нестацiонарної системи лiнiйних алге-

браїчних рiвнянь, а данi мови програмування мають перевагу у швидкостi

виконання саме арифметичних операцiй. Моделi та чисельнi методи, якi

використовуються у даних програмних комплексах, найчастiше викори-

стовують метод скiнченних рiзниць, метод скiнченних елементiв або метод

скiнченних об’ємiв. Далi наведенi характеристики, сильнi та слабкi мiсця

деяких програмних комплексiв та моделей для моделювання процесу ма-

сопереносу в пористих середовищах та для розв’язання рiвняння Рiчардса-

Клюта:

CoupModel [85, 86] — безкоштовна програма для моделювання однови-

мiрних процесiв масопереносу у грунтi з урахуванням наявностi стокiв, якi
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моделюють рослини, що поглинають речовину, та моделюванням замороз-

ки грунту. Базується на методi скiнченних рiзниць. Пiдтримка користува-

чiв здiйснюється за допмогою онлайн-форума.

HYDRUS [63, 87] — багатозадачний програмний комплекс з вiдкритим

кодом, написаний мовою програмування FORTRAN. Реалiзованi моделi

для випадку одно-, дво- та тривимiрних рiвнянь Рiчардса–Клюта за до-

помогою метода скiнченних елементiв. Має графiчний iнтерфейс i доку-

ментацiю. Може розв’язувати задачу для негомогенного середовища.

HydroGeoSphere [88] — комерцiйний програмний комплекс для розв’язання

тривимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта за допомогою методу скiнченних

елементiв. Для апроксимацiї похiдної по часу використовує адаптивний

крок з автоматичним розрахунком його величини.

PFLOTRAN [89] — багатозадачний програмний комплекс з обчислен-

нями, реалiзованими мовою програмування FORTRAN, та з можливiстю

паралельних обчислень за допомогою бiблiотеки PETSc. Некомерцiйний,

має вiдкритий код. Використовує чисельнi методи на основi методу скiн-

ченних об’ємiв для тривимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта.

VS2DI [90, 91] — програма, що розв’язує двовимiрне рiвняння Рiчард-

са–Клюта, записане вiдносно функцiї потенцiалу тиску за допомогою чи-

сельних методiв на основi методу скiнченних рiзниць. Мова реалiзацiї —

FORTRAN.

ADH [92] — багатозадачна платформа, що розв’язує одно-, дво- та три-

вимiрне рiвняння Рiчардса–Клюта за допомогою чисельних методiв на осно-

вi методу скiнченних елементiв.

CATHY [93] — модель для розв’язування тривимiрного рiвняння Рi-

чардса–Клюта за допомогою чисельних методiв на основi методу скiнчен-

них елементiв.

FEFLOW [94] — комерцiйна програма для розв’язання тривимiрного

рiвняння Рiчардса–Клюта за допомогою чисельних методiв на основi мето-
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ду скiнченних скiнченних елементiв.

”Алгоритм оптимiзацiї потужностi точкових джерел у двовимiрно-му

пористому середовищi” [26, 95] — програма присвячена задачi масопере-

носу у пористому середовищi з точковими джерелами та задачi керування

для двовимiрного квазiлiнiйного рiвняння Рiчардса–Клюта на прямокутнiй

областi з сингулярним керуванням. Реалiзацiя обчислень на мовi C та вi-

зуалiзацiя у пакетi комп’ютерної алгебри Maple.

Варто вiдзначити, що всi наявнi програмнi пакети використовують фi-

ксованi чисельнi методи, тому процедуру порiвняння роботи чисельних ме-

тодiв на тому чи iншому прикладi рiвняння Рiчардса-Клюта неможливо

провести в рамках одного програмного комплексу. До того ж, деякi з про-

грам мають куди бiльший функцiонал, а iншi спецiалiзуються на конкре-

тнiй задачi.

1.5. Короткий пiдсумок

Таким чином, можна зробити висновок, що проблема масопереносу в

пористому середовищi є актуальною, про що свiдчить як велика кiлькiсть

робiт, присвяченiй данiй темi та сумiжнiй з нею темi рiвняння Рiчардса-

Клюта, так i суттєва кiлькiсть програм для моделювання процесу масопе-

реносу.

Для моделювання процесу масопереносу та розв’язання рiвняння Рiчардса-

Клюта за рахунок великої кiлькостi додаткових параметрiв та нелiнiйностi

самого рiвняння частiше використовують методи комп’ютерного моделю-

вання за допомогою рiзноманiтних чисельних методiв та їх модифiкацiй.

Важливу роль грає оцiнка якостi наближення розв’язку, отриманого за

допомогою чисельного методу, для характеризацiї як результатiв процесу

моделювання, так i для самого чисельного методу.

Програми для моделювання процесу масопереносу зазвичай реалiзу-
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ють один конкретний чисельний метод для розв’язання рiвняння Рiчардса-

Клюта та варiативнiсть розв’язуваних задач отримують за рахунок збiль-

шення параметрiв самого рiвняння. Проте досi немає програми, що дозво-

ляла б конструювати чисельнi методи з рiзних компонет та порiвнювати

результати їх роботи на одному i тому ж рiвняннi Рiчардса-Клюта. Також

програми часто обмежуються одновимiрними або простими дво- та триви-

мiрними областями, в яких розглядається процес масопереносу.

Пiдсумовуючи все вище згадане, тематика дослiдження залишається

актуальною i сьогоднi. Для ефективного моделювання процесу масопере-

носу важливо знаходити найточнiшi методи, чи вони будуть аналiтичними,

чи обчислювальними.
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РОЗДIЛ 2

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

2.1. Рiвняння Рiчардса-Клюта

Рiвняння Рiчардса для моделювання масопереносу у пористих середо-

вищах було вперше описане у роботах Рiчардсона [1] та Рiчардса [2]. Для

його виводу використовується закон Дарсi (експериментально доведений у

[3] та теоретично у [4-7]) для потоку рiдини через пористе середовище:

q = −K(θ)∇H, (2.1)

де q — швидкiсть векторного потоку (м/с),K — водопроникнiсть (м/с) сере-

довища (залежить вiд насиченостi), H — повний потенцiал напору (м), су-

ма потенцiалу гiдравлiчного тиску h та гравiтацiйних сил, причому останнi

направленi вздовж позитивного напрямку осi z.

Пiдставляючи (2.1) у фундаментальну формулу балансу для руху рiди-

ни
∂θ

∂t
= −∇ · q + s, (2.2)

де θ — насиченiсть (безрозмiрна), s — iнтенсивнiсть джерел (1/с, можуть

бути вiд’ємними у випадку стокiв), отримаємо примiтивну, або змiшану

форму рiвняння Рiчардса-Клюта:

∂θ

∂t
= ∇ · (K∇H) + s. (2.3)

Проте форма (2.3) не дуже зручна для подальшої дискретизацiї та чи-

сельного розв’язання рiвняння. Якщо ж розглянути у якостi основної змiн-

ної потенцiал тиску h, то можна записати рiвняння (2.3) у дещо iншiй, так
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званiй напорнiй формi:

C
∂h

∂t
= ∇ · (K∇h) + ∂K

∂z
+ s, (2.4)

де C = ∂θ/∂h — вологоємкiсть середовища (1/м).

Piвняння Рiчардса є нелiнiйним виродженим елiптико-параболiчним рiв-

нянням у часткових похiдних [8].

З iншого боку, рiвняння (2.3) можна також переписати вiдносно змiнної

θ та отримати наступну його форму.

∂θ

∂t
= ∇ · (D∇θ) + ∂K

∂z
+ s, (2.5)

де D = K/C — гiдравлiчна дифузiйнiсть середовища (м2/с), iнша фiзична

величина, яку можна обчислювати експериментально.

Форма рiвняння Рiчардса-Клюта (2.3) також називається h-θ-формою.

Форми (2.4), (2.5) називаються h- та θ-формами вiдповiдно.

В подальшому будемо вважати, що функцiї K та C неперервнi та не-

вiд’ємнi, причому K також диференцiйована. Нерiвнiсть C > 0 означає,

що функцiя залежностi коефiцiєнту насиченостi вiд потенцiалу тиску θ(h)

монотонно зростає.

Зазвичай залежнiсть θ(h) обирають так, щоб θ(0) = θmax, тодi вiд’ємнi

значення потенцiалу напору вiдповiдають ненасиченим значенням θ, а до-

датнi — значенню повного насичення θmax.

Рiвняння Рiчардса-Клюта розглядають в деякiй обмеженiй областi Ω з

гладкою межею Γ = ∂Ω в одно-, дво- чи тривимiрному просторi. для поста-

новки задачi масопереносу в Ω додатково повиннi бути вказанi початковi

та крайовi умови для процесу.

Початкова умова задається або для значення потенцiалу тиску, або для

значення коефiцiєнту насиченостi на Ω.
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h(ω, 0) = h0(ω),

θ(ω, 0) = θ0(ω).
(2.6)

Крайовi умови зазвичай бувають першого або другого роду. Для крайо-

вої умови першого роду на межi може задаватися як значення потенцiалу

тиску, так i значення коефiцiєнту насиченостi, для умови другого роду на

межi задається значення нормального потоку маси через межу q.

h(γ, t) = hD(t), γ ∈ Γ1,

θ(γ, t) = θD(t), γ ∈ Γ2,

q(γ, t) = qD(t), γ ∈ Γ3,

(2.7)

де Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 = Γ i Γi ∩ Γj = ∅ для i 6= j.

2.2. Рiвняння Рiчардса-Клюта на графi

Розглянемо iригацiйну систему, що складається з системи труб, що

з’єднанi мiж собою, як це показано, наприклад, на рис. 2.1.

Деякi з цих труб мають один вiдкритий кiнець, що слугує або для

пiд’єднання до системи подачi води чи корисних речовин (вхiд маси), або

для виходу цiєї речовини для зрошування певної дiлянки (вихiд маси). Де-

якi труби обома кiнцями пiд’єднанi iнших труб та слугують для переносу

речовини без її втрати або набуття. Варто зазначити, що в деяких трубах

один з кiнцiв може бути закритим i, таким чином, через цей кiнець труби

потiк маси вiдсутнiй. Для моделювання процесу розповсюдження речовини

цiєю системою труб використовують тривимiрне рiвняння Рiчардса-Клюта,

де областю моделювання є внутрiшнє середовище системи труб, що є пiд-

множиною тривимiрного простору. Розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта

в тривимiрному випадку вимагає великої кiлькостi обчислень, тим самим

займаючи дуже багато часу, тому задля пiдвищення ефективностi проце-
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де iz — вертикальний орт, ∂
∂e — похiдна за напрямком уздовж ребра e.

Залежностi K(θ), θ(h) представляють властивостi пористого середовища у

трубах та вважаються вiдомими. Будемо також вважати, що вони однако-

вi для всiх ребер e. Роздiлимо множину вершин V на двi пiдмножини Vb

та Vi, що будуть вiдповiдати крайовим та внутрiшнiм вершинам графа G

вiдповiдно, а саме нехай

Vb = {v ∈ V : ∃!e ∈ E(e ∈ Inc(v))} ,

Vi = V \Vb,
(2.9)

тобто крайовими вершинами назвемо тi вершини, iнцидентними до яких є

лише одне ребро. На крайових вершинах ми будемо задавати крайовi умови

для задачi масопереносу. Як i зазвичай, вони будуть задаватися одним з

двох способiв:

1. θ(v) = θD або h(v) = hD, v ∈ V 1
b (умова першого роду),

2. K(θ)(∇eh+ iz)|(x,y,z)=v = qD, де e ∈ Inc(v), v ∈ V 2
b (умова другого

роду),

де V 1
b ∪ V 2

b = Vb, V
1
b ∩ V 2

b = ∅.

У внутрiшнiх вершинах Vi виконується закон збереження маси, що ви-

ражається наступною формулою.

N1
∑

k=1

K(θ)(
∂h

∂e
+ iz)|ω=v =

N2
∑

k=1

K(θ)(
∂h

∂e
+ iz)|ω=v, (2.10)

де N1, N2 — кiлькiсть ребер e, для яких fe(0) = v або fe(Le) = v вiдпо-

вiдно. Окрiм цього, повинна виконуватися умова неперервностi потенцiалу

гiдравлiчного тиску h у внутрiшнiх вершинах.

Нехай θ0 — неперервна на G функцiя. Тодi можна визначити початкову

умову

θ(x, y, z, 0) = θ0. (2.11)



40

Означення 2.1. Функцiя h : G×[0, T ] → R є розв’язком рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi G, якщо h та визначена за нею θ(h) є неперервними на

G × [0, T ], двiчi диференцiйовними на всiх ребрах e ∈ E, задовольняють

рiвнянням (2.8) для всiх e ∈ E, t ∈ (0, T ) та умовам балансу маси (2.10)

для всiх v ∈ Vi, t ∈ (0, T ), а також задовольняють початковiй умовi (2.11)

та крайовим умовам на v ∈ Vb.

2.3. Слабка форма рiвняння Рiчардса-Клюта на графi

Слабка форма. Запишемо тепер рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G

у слабкiй формi та дамо означення слабкого розв’язку для нього. Проте

спочатку зробимо замiну змiнних, що полегшить подальше доведення iсну-

вання слабкого розв’язку. Застосуємо перетворення Кiрхгофа та введемо

нову змiнну.

u =

h
∫

0

K(θ(s))ds. (2.12)

Тодi рiвняння (2.13) та (2.10) будуть мати наступний вигляд.

∂θ(u)

∂t
=

∂

∂e
· (∂u
∂e

+K(θ)iz) + s(θ), (2.13)

N1
∑

k=1

(
∂u

∂e
+K(θ)iz)|ω=v =

N2
∑

k=1

(
∂u

∂e
+K(θ)iz)|ω=v. (2.14)

Введемо до розгляду простори

Lr(e) = {u : e→ R|u ◦ fe ∈ Lr(0, Le)} , r ∈ {1, 2,∞} , (2.15)

що будуть представляти простори функцiй, визначених на ребрах графу

G. Також введемо аналогiчнi простори для всього графу.

Lr(G) = ⊕
e∈E

Lr(e) (2.16)
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Для довiльних сумiжних ребер e1, e2 за допомогою комбiнацiї функцiй

fe1, fe2 побудуємо функцiю fe1,e2, що неперервно вiдображає вiдрiзок [0, Le1+

Le2] в цi два сполучены ребра. Введемо за допомогою fe1,e2 наступний про-

стiр функцiй на графi G.

H1(G) =
⋂

e1,e2:e1∈Adj(e2)

{u : G→ R||u|e1∪e2 ◦ fe1,e2 ∈ H1(0, Le1 + Le2);

u|e 6=e1,e2 ◦ fe ∈ H1(0, Le)}.
(2.17)

Нормою u в просторi H1(G) будемо вважати величину

‖u‖H1(G) =

√

∑

e∈E
‖u|e‖2H1(e) (2.18)

Для представлення функцiй з крайовою умовою u(v) = 0, v ∈ V 1
b вве-

демо також простiр

VG =
{

u ∈ H1(G)|u(v) = 0, v ∈ V 1
b

}

. (2.19)

Введемо до розгляду також наступнi простори з вiдповiдними нормами.

Lr(0, T ;VG). (2.20)

W 1
1 (0, T ;L

r(G)), (2.21)

Lr((0, T )×G) (2.22)

Lr(0, T ;H1(G)) (2.23)

Lr1(0, T ;Lr2(G)) (2.24)

де r1, r2, r ∈ {1, 2,∞}.
Домножимо тепер рiвняння (2.13) на тестову функцiю η ∈ VG та про-

iнтегруємо частинами, сумуючи за всiма ребрами e ∈ E. Тодi, за рахунок

рiвняння балансу маси (2.14) у внутрiшнiх вузлах, ми маємо наступну рiв-

нiсть.
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∑

e∈E

∫

e

∂θ(u)

∂t
η +

∑

e∈E

∫

e

(
∂u

∂e
+K(θ)(iz, e))

∂η

∂e
=

∑

e∈E

∫

e

sη, (2.25)

де (iz, e) — скалярний добуток мiж векторами, що задають вертикальний

напрямок та напрямок ребра вiдповiдно.

Означення 2.2. Функцiя u ∈ uD + L2(0, T ;VG) є слабким розв’язком рiв-

няння Рiчардса-Клюта на графi G, якщо виконуються наступнi умови:

1. θ(u) ∈ L∞(0, T ;L1(G)); ∂θ(u)∂t ∈ L2(0, T ;V ∗
G);

∂u
∂e +K(θ(u))iz, s(θ(u)) ∈

L2((0, T )×G),

2. для всiх η ∈ L2(0, T ;VG) ∩W 1
1 (0, T ;L

∞(G)), η(T ) = 0 виконується

T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

∂θ(u)

∂t
η +

T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

(θ(u)− θ0)
∂η

∂t
= 0; (2.26)

3. для всiх η ∈ L2(0, T ;V ) виконується

T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

∂θ(u)

∂t
η +

T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

(
∂u

∂e
+K(θ)(iz, e))

∂η

∂e
=

T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

s(θ)η;

(2.27)

Визначимо наступнi функцiї.

Ψ(z) = supσ∈R

1
∫

0

(z − θ(sσ))σds, (2.28)

Θ(z) = Ψ(θ(z)). (2.29)

Нехай для параметрiв рiвняння Рiчардса-Клюта виконуються наступнi

умови:

1. θ(u) монотонна по u та має опуклу C1-первiсну Φ;

2. K(θ(u)) неперервна по u;

3. |K(θ(z))e|+ |s(θ(z))| 6 c(1 + Θ(z)1/2).
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Нехай також для функцiй θ0 та uD, що задають початкову та крайовi

умови, виконуються наступнi властивостi:

1. Ψ(θ0) ∈ L1(G) та ∃u0 : θ0 = θ(u0);

2. uD ∈ L2(0, T ;H1(G)) ∩ L∞((0, T )×G), ∂u
D

∂t ∈ L1(0, T ;L∞(G)).

2.4. Iснування слабкого розв’язку

Процедура доведення iснування слабкого розв’язку базується на вiдпо-

вiдних результатах для звичайних областей в одновимiрному випадку, що

описанi у класичнiй роботi [11]. Для того, щоб використовувати теорему

про iснування слабкого розв’язку та допомiжнi леми з цiєї роботи, ми спо-

чатку визначимо декiлька властивостей введених у роздiлi 2.3 просторiв.

По-перше, розглянемо простори Lr(G). Пронумеруємо ребра e ∈ E та

розглянемо вiдображення fG : [0,
∑

e∈E
Le] → G, таке що

fG(x) = fek(x−
∑

i<k

Lei). (2.30)

Тодi за допомогою функцiї fG можна визначити бiєктивне вiдображення

мiж просторами Lr(G) та Lr(0,
∑

e∈E
Le). Оскiльки кiлькiсть ребер скiнченна,

то норми в цих просторах є еквiвалентними, отже дана бiєкцiя є гомеомор-

фiзмом. Це означає, що простори Lr(G) та Lr(0,
∑

e∈E
Le) мають тi ж самi

топологiчнi властивостi.

Тепер покажемо деякi властивостi простору H1(G). Як перетин банахо-

вих просторiв, цей простiр також є банаховим, причому, оскiльки функцiї

з Соболєвського простору H1(a, b) є неперервними, то функцiї з H1(G) є

неперервними у внутрiшнiх вершинах графу G, а звуження функцiї u з

H1(G) на ребро e є функцiєю з H1(e).

Варто вiдзначити, що, оскiльки кiлькiсть ребер в графi G скiнченна, то,

аналогiчно просторам Lr(G), норми, що визначаються означеннями просто-
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рiв

He1,e2 = {u : G→ R||u|e1∪e2 ◦ fe1,e2 ∈ H1(0, Le1 + Le2);

u|e 6=e1,e2 ◦ fe ∈ H1(0, Le)}.
(2.31)

для довiльних сумiжних ребер e1, e2 є еквiвалентними на просторi ⊕
e∈E

H1(e)

та кожна з них еквiвалентна нормi (2.18). Таким чином, данi норми зада-

ють одну й ту саму топологiю на просторi ⊕
e∈E

H1(e). З цього випливає, що

можна побудувати гомеоморфiзм мiж простором H1(G) та деяким замкне-

ним лiнiйним пiдпростором банахового простору ⊕
e∈E

H1(e).

Введемо поняття мiри пiдмножини графа G наступним чином.

µ(A ⊂ G) =
∑

e∈E
µe(A ∩ e), (2.32)

де µe - звичайна мiра, що вiдповiдає довжинi ребра .

Основним наслiдком iснуавння гомеоморфiзму мiж H1(G) та деяким

пiдпростором ⊕
e∈E

H1(e) є наступна теорема.

Теорема 2.1. Якщо послiдовнiсть ui обмежена в H1(G), то iснує еле-

мент u з H1(G) та пiдпослiдовнiсть uij ∈ H1(G), такi що uij прямує до

u майже всюди на G.

Доведення. Пронумеруємо пари всiх сумiжних ребер графуG. Тодi роз-

глянемо для першої пари ребер e1, e2 простiр He1,e2, що фiгурує в означеннi

простору H1(G). З означення H1(G) випливає, що послiдовнiсть vi нале-

жить даному простору. Тодi для звужень функцiй vi = ui|e1∪e2 на два сумi-

жних ребра ребра e1, e2 ми можемо знайти пiдпослiдовнiсть vik та функцiю

v з H1(e1 ∪ e2), такi що vik майже всюди прямує до v в H1(e1 ∪ e2). Кожнiй

vik вiдповiдає деяка uik , що визначена на всьому графi G. Таким чином ми

визначаємо послiдовнiсть wk = uik .

Тодi розглянемо звуження функцiй з цiєї пiдпослiдовностi на ребро e, не

рiвне e1, e2. Тодi можна знайти пiдпослiдовнiсть wkj та функцiю w ∈ H1(e),

таку що пiдпослiдовнiсть wkj прямує до границi w. Проробляючи дану про-
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цедуру пошуку пiдпослiдовностi для всiх iнших ребер, ми отримуємо збi-

жну у просторi He1,e2 пiдпослiдовнiсть vi послiдовностi ui.

Для цiєї пiдпослiдовностi ми повторимо процедуру пошуку пiдпослiдов-

ностей для кожної пари сумiжних ребер ej, ek та кожного простору Hej ,ek ,

що залишилися. Таким чином ми отримаємо пiдпослiдовнiсть vi послiдов-

ностi ui, що збiгається до деякої функцiї v в просторi ⊕
e∈E

H1(e).

Оскiльки функцiя v одночасно належить всiм просторам Hej ,ek , то вона

належить простору H1(G).

Аналогiчний теор. 2.1 є справедливим i для обмежених послiдовностей

з простору VG.

Аналогiчним чином можна побудувати наступнi гомеоморфiзми.

Lr(0, T ;VG) ' Lr(0, T ;V ), (2.33)

W 1
1 (0, T ;L

r(G)) ' W 1
1 (0, T ;L

r(0, L)), (2.34)

Lr((0, T )×G) ' Lr((0, T )× [0, L]), (2.35)

Lr(0, T ;H1(G)) ' Lr(0, T ;H), (2.36)

Lr1(0, T ;Lr2(G)) ' Lr1(0, T ;Lr2(0, L)), (2.37)

де H — замкнений лiнiйний пiдпростiр ⊕
e∈E

H1(e), гомеоморфний H1(G), V

— замкнений лiнiйний пiдпростiр ⊕
e∈E

H1(e), гомеоморфний VG, r1, r2, r ∈
{1, 2,∞}.

Розглянемо властивостi функцiй Ψ та Φ, що випливають з їх означення

та з властивостей C.

По-перше, ми маємо для функцiї Ψ наступне представлення:

Ψ(z) = sup
σ∈R

1
∫

0

(z − θ(sσ)) · σds = sup
σ∈R

(z · σ − Φ(σ) + Φ(0)). (2.38)
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З опуклостi Φ випливає, що

Θ(z) = Ψ(θ(z)) = θ(z) · z − Φ(z) + Φ(0) =

=

1
∫

0

(θ(z)− θ(sz)) · zds =
z

∫

0

(θ(z)− θ(s))ds.
(2.39)

Також з опуклостi Φ випливає нерiвнiсть

Θ(z)−Θ(z0) = (θ(z)− θ(z0)) · z0 (2.40)

для всiх z, z0.

Пiдставляючи у (2.40) вираз σ = 1
δ|θ(z)|b(z), ми отримуємо наступну

нерiвнiсть.

Θ(z) =

1
∫

0

(θ(z)− θ(sσ)) · σds = 1

δ
(|θ(z)| − sup

|σ′|5 1
δ

|θ(σ′)|). (2.41)

Звiдси випливає, що

|θ(z)| 5 δΘ(z) + sup
|σ|5 1

δ

|θ(σ)|. (2.42)

Властивостi параметрiв рiвняння Рiчардса-Клюта разом з властивостя-

ми функцiй, що задають початково-крайовi умови, з пункту 2.3 та вла-

стивостями просторiв H1(G) та Lr(G) дозволяють нам довести наступнi

результати, спираючись на результати, описанi в роботi [11].

Лема 2.1. Нехай крайова умова uD задовольняє умовам пiдроздiлу 2.3.

Тодi, якщо

u ∈ uD + Lr(0, T ;V ) (2.43)

задовольняє вiдповiдним умовам з пункту 2.3, то

Θ(u) ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) (2.44)
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i майже для всiх t виконується рiвнiсть

∫

G

Θ(u(t))−
∫

G

Θ(u0) =

t
∫

0

∫

G

〈∂tθ(u), u− uD〉+

t
∫

0

(θ〈u)− θ(uo))∂tu
D +

∫

G

(θ(u(t))− θ(uo))uD(t).

(2.45)

Доведення. Використовуючи гомеоморфiзми (2.33)-(2.37), ми можемо

використати лему 1.5 з роботи [11] та отримати, що

Θ(u) ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) (2.46)

i майже для всiх t виконується рiвнiсть

L
∫

0

Θ(u(t))−
L
∫

0

Θ(u0) =

t
∫

0

L
∫

0

〈∂tθ(u), u− uD〉+

t
∫

0

(θ〈u)− θ(uo))∂tu
D +

L
∫

0

(θ(u(t))− θ(uo))uD(t).

(2.47)

Знову використовуючи гомеоморфiзми (2.33)-(2.37), ми отримуємо потрi-

бний результат.

Лема 2.2. Якщо двi функцiї v1, v2 з H1(G) задовольняють оцiнкам

‖vi‖H1(G) 6M, ‖Θ(vi)‖L1(G) 5M, i = 1, 2 (2.48)

та
∑

e∈E

∫

e

(θ(v2)− θ(v1))(v2 − v1) 6 δ (2.49)

для деяких M, δ, то iнсує неперервна функцiя wM : R → R, така що

w(0) = 0 та виконується нерiвнiсть

∑

e∈E

∫

e

|θ(v2)− θ(v1)| 6 ωM(δ). (2.50)
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Доведення. За рахунок гомеоморфiзмiв (2.33)-(2.37) ми маємо, що для

фукнцiй виконуються наступнi оцiнки

‖vi‖H1(G) 6M, ‖Θ(vi)‖L1(G) 5M, i = 1, 2. (2.51)

Тодi, використовуючи лему 1.7 з роботи [11], ми отримуємо шуканий

результат.

Лема 2.3. Нехай послiдовнiсть un слабко збiгається до u у просторi

L2(0, T ;H1(G)), причому виконуються оцiнки

1

h

T−h
∫

0

∑

e∈E

∫

e

(θ(un(t+ h))− θ(un(t)))(un(t+ h)− un(t))de 6 C, (2.52)

∑

e∈E

∫

e

Θ(un(t)) 6 C (2.53)

для 0 < h < T .

Тодi

θ(un) → θ(u), (2.54)

Θ(un) → Θ(u), (2.55)

причому (2.54) мається на увазi у просторi L1((0, T ) × G), а (2.55) —

майже всюди по t.

Доведення. Використовуючи гомеоморфiзми (2.33)-(2.37), ми можемо

застосувати лему 1.9 з роботи [11].

Тодi, маючи вiдповiднi леми, ми можемо довести теорему iснування

слабкого розв’язку для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G.

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови на параметри рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi за пункту 2.3.

Тодi слабкий розв’язок рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G iснує.
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Доведення. За рахунок iснування гомеоморфiзмiв (2.33)-(2.37), справе-

дливостi лем 2.1-2.3 та теореми 2.1 про пiдпослiдовностi, ми можемо ви-

користати теорему iснування слабкого розв’язку з роботи [11], замiнивши

простори для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi на гомеоморфнi їм про-

стори одновимiрних функцiй, а посилання на леми 1.5 1.7 та 1.9 в роботi [11]

на леми 2.1, 2.2 та 2.3.

Центральною величиною у доведеннi цього результату є так званий iн-

теграл енергiї, що у випадку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G має

наступну форму.
T
∫

0

∑

e∈E

∫

e

(Θ(u) + |∇u|2). (2.56)

Зауваження 2.1. Ребра графа G не обов’язково мають бути прямими вiд-

рiзками, в загальному випадку вони можуть задаватися гладкою функцiєю.

Виходячи з цього, (iz, e) в рiвняннi буде неперервною функцiєю вiд поло-

ження точки на ребрi e ∈ E.

Зауваження 2.2. Площi перерiзiв труб можуть бути рiзними. Тодi рiвнян-

ня (7) для ребер графу залишається незмiнним, а рiвняння балансу маси

набуває нової форми.

N1
∑

k=1

SeK(θ)(
∂h

∂e
+ iz)|n(x,y,z)=v

=

N2
∑

k=1

SeK(θ)(
∂h

∂e
+ iz)|n(x,y,z)=v

, (2.57)

де Se — площа поперечного перерiзу труби, що вiдповiдає ребру e ∈ E.

2.5. Стiйкiсть розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi

вiд початково-крайових умов

Розглянемо тепер питання стiйкостi розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi вiдносно збурень у початково-крайових умовах.

Нехай ми маємо рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G у формi (2.8) та

нехай, як i ранiше, множина крайових вершин графу Vb роздiляється на
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двi пiдмножини, на яких заданi крайовi умови першого та другого роду

вiдповiдно.

Так само, нехай функцiя θ0 задає початкову умову для рiвняння (2.8).

h (v) = hD1,2 (v, t) , v ∈ V 1
b

K

(

∂h

∂e
+ (iz, e)

)∣

∣

∣

∣

ω=v

= q1,2 (v, t) , v ∈ V 2
b .

(2.58)

Нехай θ1 та θ2 — розв’язки рiвняння Рiчардса-Клюта на графi G з

початковими θ01 (z) , θ
0
2 (z) та крайовими h01, h

0
2 та q1, q2 умовами вiдповiд-

но. Тодi однозначно визначенi потенцiали тиску для розв’язкiв рiвняння

h1 = h (θ1) , h2 = h (θ2). Також, нехай функцiя гiдравлiчної кондуктивностi

задовольняє наступним нерiвностям.

|K (h1)−K (h2)| 6 A0 |h1 − h2| , K1 > K > ε0 > 0, (2.59)

де A0, ε0, K1 — константи. Також вважатимемо, що для розв’язкiв h1, h2 в

деяких околах вершин v ∈ V 1
b виконується умова |∇(h1− h2)| 6 C|h1− h2|

для деякої константи C.

Помножимо тодi рiвняння (2.8) на деяку функцiю η з простору VG та

проiнтегруємо частинами по графуG, застосовуючи рiвняння балансу маси

(2.10) у внутрiшнiх вершинах графу. Тодi ми отримаємо наступну рiвнiсть.

∑

e∈E

∫

e

(

∂θ

∂t
− ∂

∂e

(

K (h)

(

∂h

∂e
+ 1

)))

ηde =

=
∑

e∈E

∫

e

∂θ

∂t
ηde+

∑

e∈E

∫

e

K (h)

(

∂h

∂e
+ 1

)

∂η

∂e
de−

∑

v∈V 2
b

qη (v) = 0.

(2.60)

Пiдставляючи у (2.60) два рiзних розв’язки θ1 та θ2 та вiднiмаючи отри-

манi рiвностi, ми маємо наступну рiвнiсть.

∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
ηde = I1 − I2 +Q, (2.61)
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де

I1 =
∑

e∈E

∫

e

(K (h2)−K (h1))

(

∂h2
∂e

+ 1

)

∂η

∂e
de, (2.62)

I2 =
∑

e∈E

∫

e

K (h1)

(

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

)

∂η

∂e
de, (2.63)

Q =
∑

v∈V 2
b

(q1 − q2)η (v) . (2.64)

Для того, щоб оцiнити (2.61), ми оберемо функцiю η спецiальним чином.

Для цього нам знадобляться допомiжнi функцiї. Нехай функцiя µ :

R → [0, 1] — неперервна та диференцiйована, причому для неї виконуються

наступнi умови:

1. µ (x) = 0 для x 6 0,

2. µ (x) = 1 для x > 1,

3. для 0 < x < 1 функцiя µ монотонно зростає,

4. µ′ (x) 6M для x ∈ R.

Нехай ηε (ξ) = µ (ξ/ε) — сiмейство функцiй з параметром.

Тодi ми маємо

ηε (ξ) → sign (ξ) , ε→ 0, (2.65)

f (ε) = max
ξ

(

ξ2µ′ε (ξ)
)

→ 0, ε→ 0. (2.66)

Нехай ηδ,ε (ω, ξ) — сiмейство функцiй з двома параметрами, визначене

наступним чином.

ηδ,ε (x, ξ) =











µ
(

f−1
e (ω)/δ

)

ηε (ξ) , ω ∈ e, e ∈ Inc(v), v ∈ V 1
b ,

ηε (ξ) , iнакше.
(2.67)

Ми вважаємо, що для всiх ребер e ∈ Inc(v), таких що v ∈ V 1
b , вико-

нується умова fe(0) = v. Якщо це не так, то можна визначити функцiю

ge : [0, Le] → R
3 як

ge(x) = fe(Le − x) (2.68)
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та використовувати ge замiсть fe при параметричному представленнi

ребра e.

Тодi для функцiй ηδ,ε ми маємо

0 6 ηδ,ε (ω, ξ) 6 1, (2.69)

ηδ,ε (ω, ξ) 6 ηε (ξ) , (2.70)

ηδ,ε (ω, ξ) → ηε (ξ) , δ → 0. (2.71)

Оберемо функцiю η в (2.61) як

η (ω) = ηδ,ε (ω, h1 (ω)− h2 (ω)) . (2.72)

Тодi функцiя η буде непрервною на графi G, диференцiйованою на ко-

жному ребрi e та виконуватиметься крайова умова η (v) = 0, v ∈ V 1
b .

I1 та I2 мiстять пiд iнтегралом похiдну по ребру ∂η
∂e , що виражається

як

∂η

∂e
=

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) +

∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h1 − h2)

(

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

)

. (2.73)

Нехай

I1 = I11 + I12, I2 = I12 + I22, (2.74)

де

I11 =
∑

e∈E

∫

e

(K (h2)−K (h1))

(

∂h2
∂e

+ (iz, e)

)(

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

)

×

× ∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de,

(2.75)

I12 =
∑

e∈E

∫

e

(K (h2)−K (h1))

(

∂h2
∂e

+ (iz, e)

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de, (2.76)

I21 =
∑

e∈E

∫

e

K (h1)

(

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

)2
∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de, (2.77)
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I22 =
∑

e∈E

∫

e

K (h1)

(

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de. (2.78)

Тодi рiвнiсть (2.61) набуває наступного вигляду.

∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de = (I11 − I21) + (I12 − I22) +Q. (2.79)

Оцiнимо праву частину отриманої рiвностi.

Для I11 та I21, використовуючи нерiвнiсть Кошi-Шварца, ми маємо

|I11| 6
∑

e∈E

∫

e

A0 |h1 − h2|
(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

) ∣

∣

∣

∣

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

×

× ∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

√

I21I3,

(2.80)

де

I3 =
∑

e∈E

∫

e

A2
0(h1 − h2)

2

(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)2

×

× ∂

∂ξ
ηδ,ε (z, h1 − h2) /K (h1) de 6 A2

0f (ε)
∑

e∈E

∫

e

(∣

∣

∂h2

∂e

∣

∣+ 1
)2

K (h1)
de.

(2.81)

Комбiнуючи I21 та I3, отримуємо нерiвнiсть

√

I21I3 =

√

2I21
I3
2

6
2I21 + I3/2

2
= I21 + I3/4. (2.82)

Тодi для I11 та I21 ми в результатi маємо

|I11 − I21| 6
1

4
A2

0f (ε)
∑

e∈E

∫

e

(∣

∣

∂h2

∂e

∣

∣+ 1
)2

K (h1)
de 6

6
1

4
A2

0f (ε)M1|E| = A1f (ε) ,

(2.83)

оскiльки функцiя пiд iнтегралами неперервна i кожен з них може бути

обмежений константою M1. A1 — константа.
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Оцiнимо I12 наступним чином.

|I12| 6 A0

∑

e∈E

∫

e

|h1 − h2|
(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

6 A0

∑

e∈E

∫

e

|h1 − h2|
(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

6 A0

√

√

√

√

∑

e∈E

∫

e

(h1 − h2)
2 ∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de×

×

√

√

√

√

∑

e∈E

∫

e

(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)2
∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de.

(2.84)

Перший корiнь може бути оцiнений як
√

√

√

√

∑

e∈E

∫

e

(h1 − h2)
2 ∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

6

√

√

√

√

∑

e∈E′

∫

e

(h1 − h2)
2 ∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de =

=

√

√

√

√

∑

e∈E′

∫

e

(h1 − h2)
2 ∂

∂e
µ (f−1

e (ω)/δ) de 6

6

√

√

√

√

∑

e∈E′

∫

e

(h1 − h2)
2M

δ
de→

→M

√

∑

v∈V 1
b

(

hD1 (v)− hD2 (v)
)2

6M2

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 (v)− hD2 (v)
∣

∣ , δ → 0,

(2.85)

де E ′ =
{

e ∈ E|e ∈ Inc(v), v ∈ V 2
b

}

.
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Другий корiнь оцiнюється згiдно з наступними нерiвностями.
√

√

√

√

∑

e∈E

∫

e

(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)2
∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

6

√

√

√

√

∑

e∈E′

∫

e

(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)2
∂

∂e
µ (f−1

e (ω)/δ) de 6

6

√

√

√

√

∑

e∈E′

∫

e

(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)2
M

δ
de 6M3M |E|.

(2.86)

Тодi для I12 ми в результатi маємо

|I12| 6 A0M
∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣M2MM3|E| = A2

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣ , δ → 0,

(2.87)

де A2 — константа.

I22 оцiнюється наступним чином.

|I22| 6
∑

e∈E

∫

e

K(h1)

∣

∣

∣

∣

∂h1
∂e

− ∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

K1

∑

e∈E

∫

e

|h1 − h2|
(∣

∣

∣

∣

∂h2
∂e

∣

∣

∣

∣

+ 1

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de 6

6 CK1

∑

e∈E′

∫

e

(h1 − h2)
2M

δ
de→ A3

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 (v)− hD2 (v)
∣

∣ , δ → 0.

(2.88)

де A3 — константа.

Для Q ми маємо

Q 6
∑

v∈V 2
b

|q1(v)− q2(v)| . (2.89)

Помiняємо мiсцями розв’язки θ1 та θ2 в рiвностi (2.79) та розглянемо

нову рiвнiсть

∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
ηδ,ε (z, h1 − h2) de = (Ir11 − Ir12) + (Ir21 − Ir22) +Qr, (2.90)
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де

Ir11 =
∑

e∈E

∫

e

(K (h1)−K (h2))

(

∂h1
∂e

+ (iz, e)

)(

∂h2
∂e

− ∂h1
∂e

)

×

× ∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de,

(2.91)

Ir12 =
∑

e∈E

∫

e

(K (h1)−K (h2))

(

∂h1
∂e

+ (iz, e)

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h2 − h1) de, (2.92)

Ir21 =
∑

e∈E

∫

e

K (h2)

(

∂h2
∂e

− ∂h1
∂e

)2
∂

∂ξ
ηδ,ε (ω, h2 − h1) de, (2.93)

Ir22 =
∑

e∈E

∫

e

K (h2)

(

∂h2
∂e

− ∂h1
∂e

)

∂

∂e
ηδ,ε (ω, h2 − h1) de, (2.94)

Qr =
∑

v∈V 2
b

(q2 − q1)η (v) . (2.95)

Ir11, I
r
12, I

r
21, I

r
22 та Qr можуть бути оцiненi так само, як i I11, I12 , I21, I22

та Q, i для них ми маємо наступнi оцiнки.

|Ir11 − Ir21| 6 A1f (ε) , (2.96)

|Ir12| 6 A2

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣ , (2.97)

|Ir22| 6 A3

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 (v)− hD2 (v)
∣

∣ , (2.98)

Q 6
∑

v∈V 2
b

|q1(v)− q2(v)| . (2.99)
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Використовуючи властивостi (2.69)-(2.71), з вищенаведених оцiнок ми

отримуємо

lim
δ→0

(
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
ηδ,ε (ω, h1 − h2) de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
ηδ,ε (ω, h2 − h1) de) =

=
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
µ

(

h1 − h2
ε

)

de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
µ

(

h2 − h1
ε

)

de 6

6 2A1f (ε) + 2A2

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣+

+2A3

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣+ 2
∑

v∈V 2
b

|q1 − q2| =

= C0f (ε) + C1

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣+ C2

∑

v∈V 2
b

|q1 − q2| ,

(2.100)

де C0, C1, C2 — новi константи.

З властивостей (2.65)-(2.66) ми отримуємо

lim
ε→0

(
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
µ

(

h1 − h2
ε

)

de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
µ

(

h2 − h1
ε

)

de) =

=
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
sign (h1 − h2) de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
sign (h2 − h1) de.

(2.101)

В частинi множини G × [0, T ), де θ1 = θmax та θ2 = θmax, обидва iн-

теграли дорiвнюють 0. В iншiй частинi множини G × [0, T ) ми маємо рiв-

нiсть sign (h1 − h2) = sign (θ1 − θ2), оскiльки θ (h) є монотонною. Тодi ми
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можемо пiдставити цю рiвнiсть в iнтеграли та, використовуючи рiвнiсть

max (0, θ1 − θ2) + max (0, θ2 − θ1) = |θ1 − θ2| , ми отримуємо наступну не-

рiвнiсть.
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
sign (h1 − h2) de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
sign (h2 − h1) de =

=
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ1 − θ2)

∂t
sign (θ1 − θ2) de+

+
∑

e∈E

∫

e

∂ (θ2 − θ1)

∂t
sign (θ2 − θ1) de =

=
∑

e∈E

∫

e

∂ max (0, θ1 − θ2)

∂t
de+

∑

e∈E

∫

e

∂ max (0, θ2 − θ1)

∂t
de =

=
∑

e∈E

∫

e

∂ |θ1 − θ2|
∂t

de 6 C1

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣+ C2

∑

v∈V 2
b

|q1 − q2| .

(2.102)

Iнтегруючи по часу, ми нарештi отримуємо нерiвнiсть
∑

e∈E

∫

e

|θ1 − θ2| de 6
∑

e∈E

∫

e

∣

∣θ01 − θ02
∣

∣ de+

+C1

T
∫

0

∑

v∈V 1
b

∣

∣hD1 − hD2
∣

∣ dt+ C2

T
∫

0

∑

v∈V 2
b

|q1 − q2| dt.
(2.103)

Дана нерiвнiсть дає оцiнку для збурень розв’язку рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi лiнiйною функцiєю вiд збурень початкових та крайових

умов першого та другого роду.

Якщо функцiя h (θ) задовольняє умовам |h′ (θ)| 6 const та θ
(

hD1
)

6

θmax, θ
(

hD2
)

6 θmax, то ми можемо переписати рiвнiсть (32).

∑

e∈E

∫

e

|θ1 (ω, T )− θ2 (ω, T )| de 6
∑

e∈E

∫

e

∣

∣θ01 (ω)− θ02 (ω)
∣

∣ de+

+C3

∑

v∈V 1
b

∣

∣θD1 (v, t)− θD2 (v, t)
∣

∣ dt+ C2

∑

v∈V 2
b

|q1 (v, t)− q2 (v, t)| dt,
(2.104)
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де C3 — константа.

Варто вiдзначити, що запропоноване доведення справедливе i для ви-

падку негомогенного середовища, коли на рiзних ребрах графу задаються

свої функцiї Ki (h) та θi (h). Тодi, для того щоб перенести доведення на

негомгенний випадок, ми маємо тiльки обрати константу A0, щоб вона за-

довольняла (2.59). Обрати ми її можемо наступним чином.

A0 = max
i

(

max
h

K ′
i (h)

)

. (2.105)

Варто вiдзначити, що якщо граф G має структуру ланцюга або взага-

лi складаються з одного ребра, що представляється прямим вiдрiзком, то

наведений результат стiйкостi розв’язку можна iнтерпретувати як оцiнку

збурень розв’язку стандартного одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта в

залежностi вiд збурень в початкових та крайових умовах. В цьому випад-

ку на одному з кiнцiв вiдрiзка задається умова першого роду, на iншому —

другого.

2.6. Структура матрицi системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь для визначення розв’язку рiвняння

Рiчардса-Клюта на графi

Звернiмося тепер до теми отримання розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi. Оскiльки для одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта аналiти-

чнi розв’язки вiдомi лише для обмеженої кiлькостi часткових випадкiв рiв-

няння зi спрощеними параметрами, i частiше для знаходження розв’язкiв

використовується апроксимацiя їх наближеними розв’язками, отриманими

за допомогою чисельних методiв, то, беручи до уваги, що одновимiрне рiв-

няння Рiчардса-Клюта є частковим випадком рiвняння Рiчардса-Клюта на

графi, для знаходження розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта на графi бу-

демо використовувати чисельнi методи.
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Дискретизуємо ребра як звичайнi одновимiрнi вiдрiзки. Тодi на кожно-

му ребрi ми будемо мати рiзницеве рiвняння, яке кожен вузол на ребрi

пов’язує з сусiднiми та зi значеннями розв’язку на попередньому кроцi по

часу за допомогою лiнiйних рiвнянь. Матриця цих рiвнянь буде тридiаго-

нальною, як i у випадку одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта, проте

вона не буде повнiстю визначеною, оскiльки на кiнцях довiльного ребра

графу можуть не бути визначенi крайовi умови.

Тодi нам потрiбно поєднати окремi лiнiйнi алгебраїїчнi рiвняння, що

формулюються за допмогою дискретизацiї ребер, виходячи з умови баласну

маси (2.10) та неперервностi функцiї потенцiалу тиску на графi. Для цього

ототожнимо крайовi вузли сiток на ребрах, що є iнцидентними до однiєї й

тiєї ж внутрiшньої вершини в графi G (див. рис. 2.3).

Рис. 2.3: Дискретизацiя сумiжних ребер.

Тодi, якщо пронумерувати вузли сiтки на всьому графi наступним чи-

ном: спочатку внутрiшнi вузли ребра e1, потiм внутрiшнi вузли e2 i так

далi до en , а потiм ототожненi крайовi вузли ребер, що тепер вiдповiдають

внутрiшнiм вершинам графу G, то матриця системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь буде мати наступну структуру.
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A =





A11 A12

A21 A22



 . (2.106)

Тут блок A11 — тридiагональна матриця, що вiдповiдає внутрiшнiм ву-

злам ребер графуG, БлокиA12,A21,A22 — ненульовi матрицi, що пов’язують

внутрiшнi вузли ребер з вузлами, що вiдповiдають вершинам графу G.

Варто вiдзначити, що при зменшеннi просторового кроку пропорцiйно

на кожному з ребер графу загальна кiлькiсть вузлiв на графi буде збiльшу-

ватися, проте в структурi матрицi A змiни будуть вiдбуватися наступним

чином:

1. розмiрнiсть блоку A22 не змiнюється, оскiльки кiлькiсть вершин

графу не залежить вiд кроку просторової сiтки,

2. у блоках A12, A21 збiльшуватиметься кiлькiсть рядкiв та стовпчи-

кiв вiдповiдно, проте кiлькiсть ненульових елементiв в них залиша-

тиметься незмiнною, оскiльки кiлькiсть iнцидентних зв’язкiв мiж

ребрами та вершинами в графi не залежить вiд щiльностi розбиття,

3. розмiрностi блоку A11 збiльшуватимуться пропорцiйно, проте даний

блок залишатиметься тридiагональним.

З цих властивостей можна зробити наступний висновок: матриця систе-

ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для рiвнянян Рiчардса-Клюта на графi

матиме сталу кiлькiсть ненульових елементiв поза трьома головними дiа-

гоналями незалежно вiд щiльностi розбиття просторової сiтки. Позицiї цих

елементiв будуть симетричними вiдносно головної дiагоналi, а їх кiлькiсть

дорiвнюватиме

N = 2
∑

v∈V
|Inc(v)|, (2.107)

де, як i ранiше, Inc(v) — множина ребер графа G, iнцидентних до вершини

v.

Оскiльки рiвняння для вузлiв, що вiдповiдають вершинам графу, скла-
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даються з суми рiвнянь, скомбiнованих за допомогою рiвностi (2.10) та

отриманих з кожного з iнцидентних данiй вершинi ребер, то, беручи до

уваги, що данi окремi рiвняння є апроксимацiєю крайової умови друго-

го роду, а при дискретизацiї одновимiрного рiвняння рiвняння Рiчардса-

Клюта дана умова зазвичай записується симетрично, то матриця A рiвня-

ння Рiчардса-Клюта на графi також є симетричною, тобто A12 = AT
21.

Аналогiчними мiркуваннями можна переконатися, що матриця A має

дiагональну перевагу. Оскiльки, як вже було вказано, кiлькiсть ненульо-

вих елементiв матрицi A поза трьома головним дiагоналями скiнченна, то

матриця A є розрiдженою.

Це означає, що для розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

з цiєю матрицею можна використовувати ефективнi чисельнi методи, на-

приклад модифiкований для розрiджених матриць метод Зейделя.

Проте, оскiльки матриця за своєю структурою дуже схожа на тридiа-

гональну, то, можливо, як i випадку одновимiрного рiвняння з тридiаго-

нальною матрицею, для матрицi A точнi методи розв’язання будуть ефе-

ктивнiшими. Так, наприклад, для методу Гауса можна оцiнити кiлькiсть

крокiв для знаходження розв’язку системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

згори величиною 2(1 +N)|ω|, де N — кiлькiсть ненульових елементiв над

головною дiагоналлю поза трьома головним дiагоналями, |ω| — загальна

кiлькiсть вузлiв на графi.

Пiсля прямого ходу методу Гауса матриця A матиме наступний вигляд.

A =





B11 B12

0 B22



 , (2.108)

де B11, B22 — тридiагональнi та верхньотрикутнi.
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2.7. Метод роздiлення областей для пiдвищення

ефективностi чисельних методiв

У цьому пунктi ми розглянемо ще один метод пiдвищення ефективностi

процесу моделювання масопереносу, що базується на iдеї роздiлення дослi-

джуваної областi на двi пiдобластi: зону повного насичення, де значення

коефiцiєнту насиченостi рiвне максимально можливому θmax та ненасичену

зону, де значення коефiцiєнту насиченостi менше за максимально можливе

значення.

Розглянемо наступнi умови на параметри рiвняння Рiчардса-Клюта, що

описує деякий процес масопереносу в пористому середовищi.

1. s(t) > 0, s′(t) > 0, тобто в дослiджуванiй областi вiдсутнi виходи

маси та iнтенсивнiсть джерел неспадна;

2. ∂θ(ω, t)/∂t > 0, ω ∈ Γ1, значення коефiцiєнту насиченостi у крайо-

вiй умовi першого роду повинне бути неспадним з часом;

3. ∂q(t)/∂t > 0, де q — нормальний вiд’ємний потiк маси через частину

межi Γ2, вiн також має бути неспадним;

4. θ(ω, 0) = θr, початкова умова — висушене середовище,

5. h 6 0.

Визначимо насичену та ненасиченi зони для розв’язку θ(x, y, z, t) рiв-

няння Рiчрдса-Клюта в момент t наступним чином.

Ωu(t) = {(x, y, z)|θ(x, y, z, t) < θmax} ,

Ωs(t) = Ω \ Ωu(t).
(2.109)

Оскiльки s > 0 та оскiльки крiзь межу дослiджуваної областi ∂Ω вихо-

дить маса, з фiзичної iнтерпретацiї рiвняння Рiчардса-Клюта можна зро-

бити висновок, що ∂θ/∂t > 0 i ми маємо наступну властивiсть.

Ωs(t1) ⊆ Ωs(t2) для всiх t1 < t2. (2.110)
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Дане включення означає, що якщо розв’язок θ в точцi (x, y, z, t0) дорiв-

нює θmax, тодi для всiх t1 > t0 θ(x, y, z, t1) = θmax , тима самим, ми можемо

виключити точки з максимальним можливим значенням коефiцiєнту наси-

ченостi iз подальшого розгляду.

Для чисельного моделювання це означає, що просторова сiтка ω розби-

вається на двi пiдсiтки ωu та ωs на кожному кроцi по часу за таким самим

принципом, що i Ω роздiляється Ωu(t) i Ωs(t). I для цих пiдсiток ми маємо

наступнi рiзнi правила для знаходження значення розв’язку на наступному

кроцi.

θj+1
i =











θji , if θji = θmax,

ci, iнакше,
(2.111)

де c ∈ R|ωu| — розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, що кон-

струювалася на поточному кроцi.

Через похибки в обчисленнях пiд час розв’язання системи лiнiйних ал-

гебраїчни рiвняннь значення насиченостi у вузлах на деякий момент ча-

су t можуть не спiвпадати з θmax, тому треба вибрати мале число ε, щоб

при потрапляннi значення коефiцiєнту насиченостi у вузлi в промiжок

[θmax − ε, θmax] воно замiнювалося на θmax. Але параметр ε в той же час

повинен бути достатньо великим, щоб покривати собою не тiльки похибки

обчислень, а i нехтувати незначними вiдхиленнями вiд θmax, ще пiдвищу-

ючи ефективнiсть процесу моделювання. Але проста замiна θ до θmax сама

може призводити до суттєвих похибок при моделюваннi.

Тому постає питання, до якої величини потрiбно прирiвнювати значення

коефiцiєнту насиченостi у вузлах, якi майже досягли межi насичення, не

генеруючи значнi похибки при цьому.

Розглянемо наступнi варiанти можливих значень коефiцiєнту насиче-

ностi (θji - значення коефiцiєнту насиченостi у вузлi i в момент часу j):

1. θj+1
i = θmax;
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2. θj+1
i = θji , тобто залишати значення насиченостi незмiнним;

3. θj+1
i = 1

|Ωs|
∑

k∈Ωs

θjk, тобто усереднити значення по всiй насиченiй обла-

стi;

4. θj+1
i = LinApprox(θjk ∈ Ω

′

s)
∣

∣

∣

z=i
, де Ω

′

s — максимальна зв’язна пiд-

множина Ωs, що мiстить θji , LinApprox — функцiя, що є лiнiйною

апроксимацiєю по точкам з Ω
′

s.

У бiльш загальному випадку s та потiк маси через ∂Ω можуть бути та-

кими, що маса покидає дослiджувану область, тому умова (2.110) перестає

бути справедливою. Тодi для деякого i ∈ ωs може статися ситуацiя, коли

θj+1
i < θji . Очевидно, що формула (2.111) не передбачає таких змiн значень

розв’язку у вузлах, тому її потрiбно замiнити для коректностi наближення

розв’язку.

Для цього розiб’ємо ω на три пiдсiтки:

1. ωu = {i ∈ ω|θi < θmax} (ненасиченi вузли),

2. ωs = {i ∈ ω|θi = θmax, ρ(i, ωu) > d} (насиченi вузли, вiддаленi вiд

ненасичених принаймнi на вiдстань d),

3. ωb = ω\(ωu∪ωs) (буфернi вузли мiж насиченими та ненасиченими).

Тодi, використовуючи данi пiдсiтки, запишемо наступний алгоритм для

знаходження наближеного розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта.

Крок 1. Обчислити наближений розв’язок θj+1
i на наступному кроцi по

часу, використовуючи наступну формулу.

θj+1
i =











θji , if i ∈ ωs,

ci, if i ∈ ωu ∪ ωb,
(2.112)

де c ∈ R|ωu∪ωb| — розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь поточно-

му кроцi.

Крок 2. Оновити множини ωu, ωb та ωs згiдно з їх визначенням.

В одновимiрному випадку процесу масопереносу потрiбно знати лише
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два вузли для вiдстеження меж ωu та ωb. Проте у двовимiрному випадку

масопереносу межа може складатися з багатьох вузлiв, тому ми об’єднаємо

вузли ω в структуру подвiйно зв’язаного списку ребер для бiльш ефектив-

ної модифiкацiї пiдсiток. Вузли ω будуть вершинами, а зв’язки мiж ними —

ребрами у данiй структурi. Нехай L — список вузлiв з ωb, такий що будь-

який вузол iз ωb \ L залишається злiва при проходженнi списку L. Тодi

ми назвемо L межею мiж ωu та ωb i крок 2 алгоритму можна переписати

наступним чином.

Крок 2. Якщо значення коефiцiєнту насиченостi θj+1
i у вузлi i ∈ ωu,

що є сусiднiм до L, досягає максимально можливого значення θmax, то L

повинна бути зсунута, щоб вона проходила через i. Ця процедура повинна

повторюватися поки не виконається умова θj+1
i < θmax, i ∈ ωu. Якщо зна-

чення коефiцiєнту насиченостi θj+1
i у вузлi i ∈ L менше за максимально

можливе значення θmax, то цей вузол повинен бути обiйдений злiва i нова

структура межi повинна бути збережена. Ця процедура повинна повторю-

ватися, поки значення коефiцiєнту насиченостi у всiх вузлах з L не буде

дорiвнювати максимально маожливому θmax.

Проаналiзуємо пiдвищення ефективностi пiдвищення ефективностi про-

цесу розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта з використанням запропонова-

ної модифiкацiї.

Чисельнi методи складаються з двох крокiв: iнiцiалiзацiя системи лi-

нiйних алгебраїчних рiвняняь Ax = f та її розв’язання. Кожний рядок

матрицi A, що вiдповiдає вузлу i, має стiльки ненульових елементiв, скiль-

ки iснує вузлiв, сусiднiх до i. З цього випливає, що iнiцiалiзацiя A займає

час O(n) = Cinn, де n = |ω|.
Як було вказано в пунктi 2.6, матриця даної системи є симетричною,

розрiдженою та має дiагональну перевагу i розв’язок системи може бути

знайдених за допомогою модифiкованого для розрiджених матриць методу

Зейделя за час O(mn), деm — число iтерацiй методу Зейделя. Припустимо,
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що m не залежить вiд n. Тодi час, необхiдний для розв’язання системи

та знаходження x, можна оцiнити як O(n) = Csn. Варто вiдзначити, що

Cs � Cin.

Запропонована модифiкацiя складається з трьох крокiв: iнiцiалiзацiя

системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, її розв’язання та модифiкацiя ме-

жi L. Першi двi процедури аналогiчнi до описаних вище, але розмiрностi

матрицi та вектору розв’язку на кожному кроцi j можуть вiдрiзнятися i ми

маємо x, f ∈ R|ωu∪ωb|. Для часу виконання третьої процедури справедлива

наступна лема ( [6]).

Лема 2.4. Якщо ∆t достатньо мале, а потiк маси через джерела та

межу областi обмежений за часом на промiжку [0, T ], то час, необхiдний

для модифiкацiї межi L, дорiвнює O(n), де n — кiлькiсть вузлiв у L.

Нехай Ωu(t), як i ранiше, позначатиме ненасичену зону для розв’язку

рiвняння Рiчардса-Клюта в момент часу t ∈ [0, T ]. Визначимо функцiю F

наступним чином.

F (x) = µ

{

t ∈ [0, T ]| |Ωu(t)|
|Ω| 6 x

}

/T. (2.113)

F можна представити як функцiю розподiлу деякої випадкової величи-

ни ξ.

F (x) = Fξ(x). (2.114)

Тодi щiльнiсть fξ(x) в точцi x ∈ [0, 1] дорiвнює ймовiрностi того, що
|Ωu(t)|
|Ω| = x, де t — випадкове число з [0, T ].

Визначимо для кожного n = |ω| розподiл ймовiрностей Pn = (p0, p1, ...pn),

де pk — ймовiрнiсть того, що |ωu(t)| = k для наближеного розв’язку на

[0, T ].

Тодi FPn
→ Fξ при n→ +∞.
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Теорема 2.3. Нехай p̄ = E(ξ) — середнє значення по часу частки дослi-

джуваної областi, що є ненасиченою зоною, i нехай Tmod та T0 будуть ма-

тематичними сподiваннями часу, що потрiбнi на знаходження розв’язку

рiвняння на наступному кроцi по часу з використанням модифiкованого

та немодифiкованого методiв вiдповiдно. Тодi

Tmod

T0
→ p̄, n→ +∞. (2.115)

Доведення. T0 = (Cin + Cs)n для всiх n > 0.

В одновимiрному випадку або для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi

межа L — це пара або скiнченна, незалежна вiд кроку розбиття простору

кiлькiсть вузлiв, тому модифiкацiя L займає час O(1) = o(n).

У двовимiрному випадку, якщо область, що оточена L, мiстить n − k

вузлiв, тодi кiлькiсть вузлiв на L може бути оцiнена як O(
√
n− k). Тодi,

за лемою 2.4, час модифiкацiї межi L оцiнюється величиною O(
√
n− k) =

O(
√
n) = o(n).

Тодi час кроку модифiкованого чисельного методу оцiнюється величи-

ною (Cin + Cs)k + o(n) i ми маємо

T mod

Tst
=

n
∑

k=0

pk((Cin + Cs)k + o(n))

(Cin + Cs)n
=

=
n

∑

k=1

pk(
k

n
+

o(n)

(Cin + Cs)n
) =

= EFPn
+ o(1) → E(ξ) = p̄.

(2.116)

Теорема 2.3 говорить, що якщо вiдношення мiри ненасиченої областi до

мiри всiєї областi дорiвнює p̄ в середньому по часу, тодi швидкiсть процесу

обчислень зростає в середньому в 1/(1− p̄) разiв.

Зауваження 2.3. За умови, що m залежить вiд n, час процесу розв’язання
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системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь оцiнюється як O(n1+ε) i (2.116) пе-

ретворюється на

T mod

Tst
=

n
∑

k=0

pk(Cink + Csk
1+ε + o(n))

Cinn+ Csn1+ε
≈

≈
n

∑

k=1

pk
k1+ε

n1+ε
→ ˆ̄p < p̄.

(2.117)

Таким чином, оцiнка пiдвищення ефективностi, доведена в теор. 2.3,

мнеше реального пiдвищення ефективностi процесу моделювання, тобто є

нижньою межею для цiєї величини.

Висновки до роздiлу 2

• Математична модель дослiджуваного процесу описується рiвнян-

ням Рiчардса-Клюта. У дисертацiйному дослiдженнi розглядаються

крайовi умови першого та другого роду.

• Поставлена задача масопереносу у пористому середовищi на графi

та записане рiвняння Рiчардса-Клюта, що описує даний процес. Для

цього були використанi одновимiрне рiвняння Рiчардса-Клюта та

закон збереження маси.

• Наведенi означення просторiв функцiй на графi, якi застосовуються

в означеннi слабкого розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi.

• Доведений результат стосовно iснування слабкого розв’язку рiвня-

ння Рчардса-Клюта на графi за додаткових умов на параметри рiв-

няння та на функцiї, що задають початково-крайовi умови.

• Доведена оцiнка для похибки розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi в залежностi вiд похибок у початково-крайових умовах,

тим самим доведена стiйкiсть розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта

за деяких додаткових обмежень на параметри рiвняння.
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• Проаналiзована структура матрицi системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь, що виникає пiд час чисельного моделювання процесу масо-

переносу на графi. Дана матриця має структуру, близьку до тридiа-

гональної з фiксованою кiлькiстю ненульових елементiв поза трьома

головними дiагоналями.

• Запропонований метод модифiкацiї чисельних методiв, що базує-

ться на вiдстеженнi зони повного насичення за додаткових апрiор-

них умов на значення розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта.

• Доведена оцiнка пiдвищення ефективностi моделювання процесу

масопереносу з використанням модифiкацiї чисельних методiв. Пiд-

вищення ефективностi залежить вiд середнього по часу значення

частки насиченої зони для розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта.
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РОЗДIЛ 3

ОПИС ПРОГРАМНОГО КОМПЛЕКСУ ДЛЯ

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ МАСОПЕРЕНОСУ

У даному роздiлi описанi параметри, обмеження та функцiонал про-

грамного комплексу для моделювання масопереносу в пористих середови-

щах в одно-, дво- та тривимiрних випадках, а також моделювання процесу

масопереносу на графi.

3.1. Аналiз конструювання чисельних методiв для

розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта

У цьому пунктi будуть розглянутi параметри побудови чисельних мето-

дiв для знаходження наближеного розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта, якi

стануть основними параметрами в побудованому програмному комплексi.

Основними параметрами є форма рiвняння, метод дискретизацiї часу та

метод дискретизацiї простору.

А) Форма рiвняння.

Як описано в пунктi 2.1, рiвняння Рiчардса-Клюта мiстить двi пов’язанi

мiж собою змiннi θ, h. Кожну з них можна обрати як основну i перепи-

сати рiвняння Рiчардса-Клюта вiдносно неї. Тодi ми отримуємо рiвняння

Рiчардса-Клюта вiдповiдно у θ- та h-формах, що описанi рiвняннями (2.5)

та (2.4) вiдповiдно.

Цi двi форми найчастiше використовуються для чисельного розв’язання

рiвняння Рiчардса-Клюта. Проте варто вiдзначити ще одну форму рiвня-

ння Рiчардса-Клюта, вiд якої можна вiдштовхуватися для подальшої дис-

кретизацiї часу та простору, а саме оригiнальну змiшану, або θ-h-форму



72

(2.3). Оскiльки величини θ i h пов’язанi, то для конструювання системи

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, що задає наближений розв’язок рiвняння

Рiчардса-Клюта, ми маємо виразити одну через iншу, проте вже на етапi

дискретизацiї. Так, наприклад, для неявної схеми по часу, з роботи [61] ми

маємо наступну апроксимацiю похiдної по часу.

θj+1,m+1 = θj+1,m +
dθj+1,m

dh
(hj+1,m+1 − hj+1,m), (3.1)

де j — номер кроку по часу, m — номер iтерацiї Пiкара. В такому випадку

система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь формується для величин потенцi-

алу тиску hj+1,m+1 у вузлах просторової сiтки, а при розв’язаннi системи

зна допомогою цих значень обчислюються вiдповiднi значення коефiцiєнту

насиченостi θj+1,m+1.

Iнодi для спрощення рiвняння Рiчардса-Клюта застосовують перетворе-

ння Кiрхгофа, отримуючи рiвняння вiдносно нової змiнної. Ця процедура

може значно оптимiзувати подальший процес знаходження наближеного

розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта.

Отже, ми маємо декiлька еквiвалентних форм запису рiвняння Рiчардса-

Клюта, на основi кожної з яких ми можемо проводити дискретизацiю часу

та простору для подальшого знаходження наближеного розв’язку рiвняння

Рiчардса-Клюта.

Б) Дискретизацiя часу.

Крок по часу ∆t в дискретизацiї рiвняння Рiчардса-Клюта зазвичай

обирається сталим, а у якостi часової схеми використовують двокроко-

вий неявний метод Ейлера. За рахунок наявностi добутку K∇h в рiвняннi

Рiчардса-Клюта, а також члену C ∂h
∂t в h-формi рiвняння Рiчардса-Клюта,

розв’язок на наступному кроцi за часом визначається розв’язком систе-

ми нелiнiйних рiвнянь. Для того, щоб перетворити дану систему на лiнiй-

ну, використовується модифiкацiя методу Ейлера з iтерацiєю Пiкара i тодi
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дискретизацiя рiвняння Рiчардса-Клюта набуває наступного вигляду.

Cj+1,mh
j+1,m+1 − hj

∆t
−∇ ·Kj+1,m∇hj+1,m+1 − ∂Kj+1,m

∂z
= 0, (3.2)

де j — номер кроку по часу, m — номер iтерацiї Пiкара.

Також iнодi використовують тришаровi схеми по часу, наприклад, апро-

ксимацiю похiдної з роботи [61]:

∂h

∂t
≈ 3hn+1 − 4hn + hn−1

2∆t
. (3.3)

Рiдше викоритсовуються чисельнi методи з адаптивним кроком по часу.

Зазвичай адаптивний крок обирають щiльнiшим в тих дiлянках часу, де

бiльша ймовiрнiсть отримати граничнi значення функцiй та , тобто де

вони близькi до нуля.

В) Дискретизацiя простору.

Серед методiв дискретизацiї простору найчастiше вживаними є метод

скiнченних рiзниць (FDM), метод скiнченних елементiв (FEM) та метод

скiнченних об’ємiв (FVM) зi сталими кроками за простором ∆z у випадку

одновимiрної задачi та прямокутною сiткою для дво- та тривимiрних випад-

кiв рiвняння Рiчардса-Клюта зi сталими кроками у випадку прямокутної

областi. Також у випадку дво- або тривимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта

з довiльною дослiджуваною областю активно використовують методи скiн-

ченних елементiв та скiнченних об’ємiв з розбиттям простору, отриманим

за допомогою трiангуляцiї дослiджуваної областi.

Рiдше використовуються адаптивнi кроки за простором, i так само як

i у випадку адаптивного кроку по часу, адаптивний крок частiше обира-

ється з метою ущiльнення просторової сiтки в дiлянках, де функцiї та

наближаються до своїх граничних значень.

Г) Iншi параметри.
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Параметри А)-В) використовуються для перетворення рiвняння Рiчардса-

Клюта до рiзницевої форми та є основними параметрами чисельного мето-

ду. Пiсля того, як рiзницеве рiвняння сконструйоване та повнiстю визначе-

ний процес отримання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, для знахо-

дження наближеного розв’язку на наступному кроцi по часу, можна обира-

ти додатковi параметри, що будуть характеризувати сам процес розв’язання

системи.

Одним з цих параметрiв є метод розв’язання системи. Як було вказано

в пунктi 2.6, матриця системи є симетричною, розрiдженою та має дiа-

гональну перевагу, тому зазвичай для її розв’язання використовують мо-

дифiкацiю iтеративного методу Зейделя для розрiджених матриць. Проте

у випадку одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта та рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi ми маємо структуру матрицi системи, як це описано в

пунктi 2.6 формулою (2.106). Для одновимiрного випадку усi елементи ма-

трицi, що не лежать на трьох головних дiагоналях, дорiвнюють нулю, тому

для розв’язання системи використовують метод прогонки замiсть методу

Зейделя. У випадку рiвняння Рiчардса-Клюта на графi, за рахунок власти-

востей матрицi системи, описаних у пунктi 2.6, для знаходження розв’язку

системи можна використовувати точний метод Гауса, модифiкований для

розрiджених матриць.

Iншим параметром, який може пришвидшити процес знаходження на-

ближеного розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на етапi розв’язку системи

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, є використання стратегiї розбиття дослi-

джуваної областi на насичену та ненасиченi зони, що було описано в пунктi

2.7. Теоремою 2.3 визначається ступiнь пiдвищення ефективностi процесу

моделювання масопереносу на графi при використаннi даної стратегiї.

Для перевiрки ефективностi чисельних методiв та коректностi резуль-

татiв моделювання процесу масопереносу часто використовується оцiнка

балансу маси, що полягає у вiдношеннi змiни загальної кiлькостi маси в
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дослiджуванiй областi до кiлькостi маси, що надiйшла до дослiждуваної

областi через її межi. Для одновимiрного випадку оцiнка балансу маси за-

дається наступною формулою.

MB(n) =

∑|ω|
i=1(θ

n
i − θ0i )∆z

∑n
j=1

(

Kj
|ω|−1/2(

hj

|ω|−hj

|ω|−1

∆z + 1)−Kj
1/2(

hj
1−hj

0

∆z + 1)

)

∆t

, (3.4)

де ω — просторова сiтка, вузли якої пронумерованi послiдовно, n —

номер кроку по часу.

Чим ближче значення оцiнки балансу маси до 1, тим кращою вва-

жається процедура отримання наближеного розв’язку рiвняння Рiчардса-

Клюта.

3.2. Особливостi та технiчнi характеристики програмного

комплексу

Даний програмний комплекс розроблений для моделювання процесу

масопереносу в пористому середовищi в одно-, дво- та тривимiрному ви-

падках, а також масопереносу на графi. Процес масопереносу описується за

допомогою вiдповiдно одно-, дво- та тривимiрних рiвнянь Рiчардса-Клюта,

а також рiвнянням Рiчардса-Клюта на графi.

Програмний комплекс був спроектований з метою надати користува-

чу можливiсть обирати параметри, що описанi в пункцтi 3.1, для побудови

чисельних методiв, а також для порiвняння цих чисельних методiв. Оскiль-

ки для переходу мiж формами (2.4) та (2.5) рiвняння Рiчардса-Клюта по-

трiбно обертати функцiю θ(h), то для автоматизацiї процесу розв’язання

даного рiвняння у якостi середовища, в якому був написаний програмний

комплекс, був обраний пакет комп’ютерної алгебри Maple 18.

Даний програмний комплекс оформлений як виконуваний документ у

середовищi Maple 18 та написаний мовою програмування Maple. Також вiн
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використовує iнтерактивнi елементи для створення графiчного iнтерфейсу

програми, що складається з полiв вводу параметрiв рiвняння Рiчардса-

Клюта та полiв виводу наближених розв’язкiв рiвнянння.

Програмний комплекс дозволяє знаходити наближений розв’язок одно-

вимiрних рiвнянь Рiчардса-Клюта в гомогенних та негомогенних пористих

середовищах, двовимiрних рiвнянь Рiчардса-Клюта в гомегенних середо-

вищах з прямокутною областю Ω, тривимiрних рiвнянь Рiчардса-Клюта в

гомогенному середовищi з областю в формi прямокутного паралелепiпеду, а

також рiвняння Рiчардса-Клюта на графi в гомогенному та негомогенному

пористому середовищi, використовуючи чисельнi методи, сконструйованi з

допомогою вибору користувачем параметрiв А)-Г) з пункту 3.1.

Також програмний комплекс мiстить рейтинг чисельних методiв за де-

кiлькома критерiями, що використовуються для оцiнок точностi та ефе-

ктивностi чисельних методiв при моделюваннi процесу масопереносу. Цей

рейтинг сформований за допмогою тестування чисельних методiв на низцi

конкретних випадкiв рiвняння Рiчардса-Клюта. Користувач має можли-

вiсть коригувати рейтинг за допмогою окремих полiв iнтерфейсу.

Опис файлiв, iнтерфейсу i принципiв роботи програмного комплексу

описанi у наступних унктах цього роздiлу.

3.3. Файли програмного комплексу

Програмний комплекс складається з наступних файлiв:

• main.mw

• graph.txt

• rating.txt

• ethalon.txt

• es.txt

Нижче наведений опис та призначення вищенаведених файлiв.
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main.mw — головний виконуваний файл програмного комплексу, має

розширення Maple Worksheet (.mw). Пiд час вiдкриття запускає процедуру

iнiцiалiзацiї параметрiв та функцiй програмного комплексу, мiстить iнтер-

фейс вводу даних про параметри рiвняння Рiчардса-Клюта та чисельного

методу для його розв’язання та виводу даних про розв’язок рiвняння.

graph.txt — текстовий файл, що мiстить данi про граф, на якому мо-

делюється процес масопереносу, у випадку, коли в програмному комплексi

обраний вiдповiдний пункт. Даний файл заповнюється користувачем перед

початком процесу моделювання та має мiстити данi про граф у наступному

форматi:

N

x1 y1 z1 v11 . . . v1k1

x2 y2

. . .

xn yn zn vn1 . . . vnkn

Тут N — натуральне число, кiлькiсть вершин у графi.

Наступнi рядки мiстять для кожної вершини значення її координати в

тривимiрному просторi (три числа з плаваючою точкою xi yi zi) та спи-

сок вершин (натуральнi числа vi1 . . . viki), сумiжних з даною вершиною.

Номер vij посилається на вершину, яка задається (vij + 1)-им рядком в

документi graph.txt. Ребрами графу вважаються прямi вiдрiзки мiж двома

вершинами.

Рис 3.1 мiстить приклад коректно заповненого файлу graph.txt та графу,

що йому вiдповiдає.

rating.txt — файл, що мiстить значення рейтингу чисельних методiв,

сконструйованих за допмогою вибору параметрiв А)-В) з пункту 3.1. Не

призначений для прямого редагування користувачем. Його використання

та модифiкацiя виконуються виключно в рамках взаємодiї користувача з

iнтерфейсом програмного комплексу, реалiзованим у файлi main.mw.







80

K — функцiя, що задає водопроникнiсть сердеовища, має формат фор-

мули Maple.

C — функцiя, що задає вологоємкiсть середовища, має формат формули

Maple.

finit — фунцкiя вiд z, що задає початкове значення розв’язу рiвняння

Рiчардса-Клюта. Має формат формули Maple. Iнтерпретується як h при

type = 1 та θ при type = 2.

typeup, funcup, typedown, funcdown — типи та значення функцiй, що за-

дають крайовi умови вгорi та внизу вiдповiдно.

T — величина вiдрiзку часу, до якого проводилося тестове моделюван-

ня, дiйсне невiдємне число.

∆t — крок по часу, при якому проводилося тестове моделювання, дiйсне

додатнє число.

∆z — крок по простору, при якому проводилося тестове моделювання,

дiйсне додатнє число.

Далi йдуть два рядки з послiдовностями чисел з плаваючою точкою

zi та fi = f(zi), де f = h або θ при type = 1 або type = 2 вiдповiдно.

Данi величини — значення еталонних розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта

з параметрами K, та початковою умовою finit в момент часу T .

3.4. Iнтерфейс вводу даних

Файл main.mw програмного комплексу має наступний iнтерфейс для

вводу даних про параметри середовища, в якому буде моделюватися процес

масопереносу.

Цифрами на рис. 3.3 позначенi наступнi елементи iнтерфейсу:

1 — кнопка вибору топологiчної структури областi, в якiй розглядається

процес масопереносу. На рис. 3.4 наведенi варiанти, якi можна вибрати.

Тим самим програмний комплекс дозволяє моделювати процес масопере-
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носу в одно-, дво- та тривимiрному випадку, а також масоперенос на графi.

Рис. 3.4: Варiанти структури областi.

2 — адреса файлу з даними про граф та кнопка ”Read graph file”. Адреса

має бути коректним шляхом до файла на комп’ютерi, що мiстить данi про

граф у форматi, що вказаний для файлу graph.txt в пунктi 3.3. Кнопка

”Read graph file” iнiцiалiзує структуру графу, зчитаного з файлу.

Елементи 3–16 слугують для iнiцiлiзацiї властивостей пористого сере-

довища.

3 — кнопка вибору ребра в графi або пiдобластi гомогенностi у випадку

одновимiрної проблеми масопереносу. Використовується для iнiцiалiзацiї

властивостей пористого середовища на окремих ребрах графу у випадку,

коли властивостi середовища вiдрiзняються в залежностi вiд ребра. Також

мiстить варiант ”all”, що дає можливiсть задати властивостi пористого сере-

довища одразу на всьому графi. При виборi конкретного ребра або варiанту

”all” в полi 21 виводиться графiчне зображення графу з назвами i координа-

тами вершин i назвами ребер, в якому, за умови вибору конкретного ребра,

дане ребро видiлене червоним кольором. Також в полi 21 виводиться стрiл-

ка, що показує напрямок гравiтацiйного поля. На рис. 3.5 наведенi варiанти

вибору для даної кнопки за умови графа з трьому ребрами.

4 — поле для вводу просторового кроку, що буде використовуватися для

дискретизацiї даного ребра або пiдобластi.

5 — поля для вводу значення θmin та θmax, що слугує одним з параметрiв

пористого середовища на даному ребрi.

6 — допомiжнi кнопки, що вказують на спосiб задання функцiї K. Якщо
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11 — поле для зчитування (у випадку, коли ввiмкнене значення ”Write”

кнопки 10) та виводу (у випадку, коли ввiмкнене значення ”Choose” кно-

пки 10) функцiї C, що задається як функцiя вiд z за синтаксисом мови

програмування Maple.

12 — кнопка для вибору функцiї C серед наявних варiантiв, збереже-

них у програмному комплексi. Не вiдображається, коли ввiмкнене значення

”Write” кнопки 10.

13 — поля, в якi записуються значення параметрiв для обраної зi списку

наявних функцiї C при ввiмкненому значеннi ”Choose” кнопки 10 та обра-

нiй конкретнiй функцiї C зi списку наявних. Кiлькiсть на назви величин,

пов’язаних з даними полями, залежать вiд конкретної функцiї. Данi поля

не вiдображаються, коли ввiмкнене значення ”Write” кнопки 10.

14 — кнопка, яка задає тип функцiї, що виконує роль початкової умо-

ви для рiвняння Рiчардса-Клюта. Так, у якостi початкової умови можна

задавати як функцiю коефiцiєнту насиченостi θ, так i потенцiалу тиску h.

15 — поле для вводу функцiї, що задає початкову умову для рiвняння

Рiчардса-Клюта. Має мiстити функцiю вiд просторових координат x, y, z,

записану за синтаксисом мови програмування Maple.

16 — кнопка, що зберiгає параметри пористого середовища, заповненi

у полях 4-15 для ребра, що обране у полi 3, або для всього графу, якщо у

полi 3 стоїть значення ”all”.

Елементи 17-20 слугують для задання крайових умов для рiвняння

Рiчардса-Клюта.

17 — кнопка, за допомогою якої робиться вибiр вершини, на якiй зада-

ється крайова умова.

18 — кнопка, за допомогою якої робить вибiр типу крайової умови. На

рис. 3.6 наведенi можливi варiанти типiв. Варiант ”h” вiдповiдає за крайову

умову першого роду, де на граничнiй вершинi задається значення потен-

цiалу тиску. Варiант ”theta” вiдповiдає за крайову умову першого роду, де



85

на граничнiй вершинi задається значення коефiцiєнту насиченостi. Варiант

”q” вiдповiдає за крайову умову другого роду.

Рис. 3.6: Варiанти вибору крайової вершини.

19 — поле для вводу функцiї, що задає початкову умову для рiвняння

Рiчардса-Клюта. Має мiстити функцiю вiд часу t, записану за синтаксисом

мови програмування Maple.

20 — кнопка, що зберiгає параметри крайової умови для вершини, що

обрана у полi 17.

21 — поле виводу графiку областi, в якiй дослiджується процес ма-

сопереносу. Виводиться разом з помiченою стрiлкою, що задає напрямок

гравiтацiйного поля.

22 — поле для запису величини T, до якої буде виконуватися процес

моделювання масопереносу.

23 — поле для запису величини кроку по часу ∆t, що буде використо-

вуватися у чисельних методах.

У випадку, коли в полi 1 вибрана дво- чи тривимiрна задача масопере-

носу, то замiсть поля 2 вiдображається поле 2а та кнопка 2в, як це показано

на рис. 3.7.

Поле 2а повинне мiстити праметри прямокутної областi, в якiй дослi-

джується процес масопереносу, тобто значення висоти та ширини у дво-

вимiрному випадку, або висоти, ширини та довжини у тривимiрному ви-

падку, записанi через кому. Так, якщо у дане поле для двовимiрної зада-

чi записанi значення ”L1, L2”, то областю моделювання буде прямокутник
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Наступнi елементи призначенi для вибору параметрiв чисельного ме-

тоду, що буде використовуватися для знаходження наближеного розв’язку

рiвняння Рiчардса-Клюта.

Елементи 24–26 слушують для вибору комбiнацiї параметрiв чисельно-

го методу в залежностi вiд рейтингу комбiнацiй параметрiв для обраного

критерiю.

24 — кнопка мiстить варiанти критерiїв, якi характеризують ефектив-

нiсть та точнiсть чисельних методiв. Обираючи конкретне значення крите-

рiю, в полi 25 формується список комбiнацiй параметрiв чисельного мето-

ду, вiдсортований за рейтингом щодо вибраного критерiю. Кожен критерiй

має свiй рейтинг. Чим вище комбiнацiя параметрiв у списку, тим кращi

значення показує чисельний метод, сконструйований за допомогою цих па-

раметрiв, для даного критерiя.

Серед критерiїв маємо наступнi варiанти:

”Delta” — вiдносна похибка, що обчислюється для наближеного розв’язку

при вiдомому еталонному розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта.

”Delta_front” — вiдносна похибка для майже ненасичених областей. Об-

числюється так само, як i вiдносна похибка, проте для функцiй, що є зву-

женнями наближених розв’язкiв на пiдобласть, де еталонний розв’язок до-

сягає значень (θmin, θmin+0.05 ·(θmax−θmin)). Даний критерiй використову-

ється для аналiзу чисельних методiв на осциляцiю наближених розв’язкiв

поблизу фронту насиченостi.

”MB” — баланс маси, що обчислюється за формулою (3.4). Не потребує

еталонного розв’язку.

”Time” — швидкодiя процесу моделювання. Сортування комбiнацiї па-

раметрiв чисельних методiв за їх швидкiстю.

25 — cписок, що формується при виборi критерiю в пунктi 24.

26 — кнопка, що виставляє значення полiв 27-30 у вiдповiдностi до зна-

чення комбiнацiї параметрiв з поля 25.
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27 — вибiр методу просторової дискретизацiї. Серед наявних варiантiв:

”FEM”, ”FVM”, ”FDM”.

28 — вибiр явної чи неявної схеми по часу.

29 — вибiр дво або тришарової (3.3) схеми по часу.

30 — Вибiр форми рiвняння Рiчрдса-Клюта (2.3), (2.4) або (2.5).

31 — вибiр методу розв’язання системаи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

iтеративний або точний.

32 — кнопка, що модифiкує чисельний метод за рахунок роздiлення

дослiджуваної областi на насичену та ненасиченi зони, як це описано в

пунктi 2.7.

33 — кнопка, що запускає процес моделювання процесу масопереносу,

використовуючи чисельний метод, сконструйований за допмогою параме-

трiв з полiв 27–32 для областi, параметри якої задаються значеннями полiв

3–20 з використанням часових параметрiв з полiв 22–23.

Результати процесу моделювання виводяться в частинi документу main.mw,

що вiдповiдає за iнтерфейс виводу даних.

3.5. Iнтерфейс виводу даних

Файл main.mw програмного комплексу має iнтерфейс для виводу розв’язку

рiвняння Рiчардса-Клюта, зображений на рис. 3.10.

Цмфрами на рис. 3.10 позначенi наступнi елементи iнтерфейсу виводу.

1 — кнопка для вибору ребра у випадку, коли розглядається задача

масопереносу на графi або одновимiрна негомогенна задача. Має тi ж зна-

чення, що i поле 3 в iнтерфейсi вводу даних. При виборi ребра у полi 8

виводиться значення наближеного розв’язку на ребрi як одновимiрна фун-

кцiя. У дво- або тривимiрному випадку мiстить одне значення, так само,

як i поле 3.

2 — вибiр значення, що буде виводитися на графiках у полях 7 та 8. Це
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8 — допомiжне поле для виводу графiку наближеного розв’язку рiвня-

ння Рiчардса-Клюта в мамент часу, що вказаний в полi 6 та для ребра,

що вказане в полi 1. Виводиться двовимiрний графiк одновимiрна точкова

функцiї-розв’язку, обраної в полi 2.

У тривимiрному випадку рiвняння Рiчардса-Клюта для виводу набли-

женого розв’язку використовуються допомiжнi поля 9 та 10, що мають

наступнi функцiї.

9 — поле для вибору площини перерiзу дослiджуваної областi. При ви-

борi вiдповiдного значення з можливих, показаних на рис. 3.11, в полi 7

виводиться графiк розв’язку у вузлах просторової сiтки, що вiдповiдають

значенню вiльної координати, записаної в полi 10.

10 — поле для задання вiльної координати для виводу перерiзу набли-

женого розв’язку тривимiрного рiвняння. Допустимими є значення, що вiд-

повiдають областi дослiдження.

3.6. Рейтинг чисельних методiв та процес його модифiкацiї

Коли в якостi областi дослiдження обрана одновимiрна область, то по-

руч з елементами 22-23 вiдображаються ще два елементи, що вiдповiдають

за модифiкацiю рейтингових спискiв комбiнацiй параметрiв конструюван-

ня чисельних методiв, якi вiдображаються в полi 25. На рис 3.12 показанi

данi два елементи, позначенi номерами 33-34.

Вони мають наступнi функцiї.

33 — поле, в яке записується адреса файлу, що мiстить еталонний розв’язок

одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта, з яким будуть порiвнюватися на-

ближенi розв’язки, отриманi за допомогою чисельних методiв, сконструйо-

ваних за допoмогою комбiнацiй параметрiв з пунктiв 27-30.

34 — кнопка, що запускає процедуру модифiкацiї рейтингiв комбiнацiй

чисельних методiв за критерiями з поля 24. Еталонний розв’язок для кри-
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трiїв ”Delta” та ”Delta_front” береться з файлу, iмя якого вказане в полi 33.

Даний файл має мiстити данi у форматi, описаному в пунктi 3.3 для фай-

лу ethalon.txt. За замовчуванням, якщо дане поле порожнє, данi беруться

з файлу ethalon.txt.

Чисельнi методи використовують тi параметри пористого середовища

та параметри дискрезитазiї часу i простору, що були вказанi в полях 3-23.

Пiсля прогонки всiх чисельних методiв файл rating.txt оновлюється, мiстя-

чи тепер рейтинг з врахуванням доданого користувачем еталону, а до фай-

лу es.txt додаються рядки, що описують параметри етелонноо розв’язку, у

форматi, що прописаний в пунктi 3.3 для файлу es.txt.

3.7. Додаткова iнформацiя про програмний комплекс

Як було вказано в пунктi 3.3, програмний комплекс дозволяє розв’язувати

рiвняння Рiчардса-Клюта, беручи за основу будь-яку з форм рiвняння

(2.3)-(2.5). Проте, оскiльки у випадку одновимiрного рiвняння Рiчардса-

Клюта або рiвняння Рiчардса-Клюта на графi, можливо також задати не-

гомогенне середовище, то варто вказати деякi обмеження програмного ком-

плексу, що стосуються саме комбiнацiї форми рiвняння та негомогенностi

середовища. А саме, у випадку негомогенного середовища для функцiї по-

тенцiалу тиску ми повиннi мати умову неперервностi на межi мiж обла-

стями гомогенностi, тому для рiвняння Рiчардса-Клюта у змiшанiй або

h-формах дискретизацiя рiвняння на межi полягає у рiвностi значень у

двох крайових вузлах, що знаходяться у сiтках, якi вiдповiдають рiзним

областям гомогенностi, тобто пов’язуюче рiвняння є лiнiйним.

У випадку ж θ-форми рiвняння Рiчардса-Клюта граничнi значення θ,

можуть не спiвпадати, а рiвняння, що пов’язує двi областi гомогенностi i

задається у наступному виглядi
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h1(θi) = h2(θj), (3.5)

де h1 = θ−1
1 , h2 = θ−1

2 — рiзнi залежностi потенцiалу тиску вiд коефiцiєнту

насиченостi в двох областях гомогенностi, θi, θj — значення коефiцiєнту на-

сиченостi у вузлах, що вiдповiдаєть тiй самiй точцi на межi мiж областями

гомогенностi, не є лiнiйним, тому система, що утворюватиметься для ви-

значення розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта на наступному кроцi по часу,

не буде лiнiйною в цiлому.

Для того, щоб уникнути таких обставин, користувачу не рекомендує-

ться обирати θ-форму рiвняння рiвняння Рiчардса-Клюта для моделюван-

ня процесу масопереносу в пористому негомогенному середовищi. Вiдповiд-

но вибiр такого параметру може призводити до непередбачуваної поведiнки

системи та непрогнозованих наслiдкiв.

Аналогiчна проблема стосується i процесiв масопереносу, якi в певний

момент часу на певнiй дiлянцi досягають зони повного насичення. Оскiль-

ки для функцiї залежностi коефiцiєнту насиченостi вiд потенцiалу тиску

ми маємо наступну властивiсть θ([0,+∞]) = θmax, то у випадку θ-форми

зi значення розв’язку θ не можна однозначно визначити величину потен-

цiалу тиску h в зонi повного насичення, тому у випадку, коли значення

наближеного розв’язку, що отримується в процесi виконання чисельного

методу вiдносно θ-форми рiвняння Рiчардса-Клюта наближається до зна-

чення θmax, то програмний комплекс автоматично замiнює θ-форму рiвня-

ння на змiшану форму для подальшого коректного обчислення значення

потенцiалу тиску.

Висновки до роздiлу 3

• Проаналiзованi параметри побудови чисельних методiв для рiвнян-

ня Рiчардса-Клюта, серед яких основними є: форма рiвняння, метод
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дикретизацiї просторової похiдної та метод дискретизацiї похiдної

по часу. Серед додаткових параметрiв наведенi метод розв’язання

системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь та модифiкацiя чисельних

методiв зi стратегiєю роздiлення областi на насичену та ненасичену

зони.

• Представлений програмний комплекс, що реалiзує процедуру зна-

ходження наближеного розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта в одно-,

дво- та тривимiрному випадках, а також рiвняння Рiчардса-Клюта

на графi за допомогою чисельних методiв, процес конструювання

яких також реалiзований у даному програмному комплексi. Описа-

нi файли та можливостi програмного комплексу.

• Iнтерфейс вводу програмного комплексу дозволяє користувачу за-

давати не тiльки тип областi, в якiй дослiджується процес масо-

переносу, а i характеристики пористого середовища в цiй областi,

а у випадку одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта та рiвняння

Рiчардса-клюта на графi також дозволяє задавати негомогеннi се-

редовища.

• Програмний комплекс дозволяє зчитувати данi про граф, на якому

розглядатиметься процес масопереносу, з окремого файлу з вказа-

ним форматом даних. Граф вважається вкладеним у тривимiрний

простiр з ребрами, що є прямими вiдрiзками мiж вершинами.

• Iнтерфейс виводу програмного комплексу дозволяє виводити розв’язки

рiвняння Рiчардаса-Клюта на графiки для довiльного значення ча-

су та обирати функцiю розв’язку з-помiж функцiй потенцiалу тиску

та коефiцiєнту насиченостi.

• Програмний комплекс також зберiгає рейтинг чисельних методiв,

сформованих на базi еталонних розв’язкiв для чотирьох критерi-

їв. Користувач також має можливiсть оновлювати даний рейтинг,

зберiгаючи свої еталони в файлах програмного комплексу.
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• Обмеження програмного комплексу стосуються негомогенних сере-

довищ виключно у випадку рiвняння Рiчардса-Клюта, записаного

у формi, де головною змiнною є коефiцiєнт насиченостi середови-

ща. Проблеми, що виникають в даному випадку, пов’язанi з апро-

ксимацiєю нелiнiйної залежностi коефiцiєнту насиченостi вiд зна-

чення потенцiалу тиску. Аналогiчна проблема спостерiгається для

рiвняння Рiчардса-Клюта, записаного у θ-формi, у дiлянках дослi-

джуваної областi, де вiдбувається перехiд до повнiстю насиченого

середовища. У першому випадку не рекомендується використовува-

ти чисельнi методи, що мають таку комбiнацiю параметрiв, у дру-

гому програмний комплекс автоматично замiнює форму рiвняння

Рiчардса-Клюта на змiшану для коректностi подальшого процесу

моделювання.
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∂θ

∂t
=

∂

∂y
(K

∂h

∂y
), y ∈ (0, 40), (4.3)

he1(0, 0, 0) = he2(0, 0, 0) = he3(0, 0, 0),

qe1(0, 0, 0) + qe2(0, 0, 0) + qe3(0, 0, 0) = 0.
(4.4)

У якостi параметрiв пористого середовища на графi G оберемо наступнi

функцiї.

θ(h) =
α(θs − θr)

α + |h|β
+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ ,
(4.5)

де α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 4.74, θmin = θr = 0.075, θmax = θs = 0.287,

A = 1.175× 106 та Ks = 0.00944.

Початкову умову оберемо наступним чином.

h0(x, y, z) = −61.5. (4.6)

Для кожної з трьох крайових вершин графу G у якостi крайової умови

оберемо крайову умову першого роду iз наперед заданою величиною по-

тенцiалу тиску, що на всiх трьох вершинах буде мати однакове значення.

h(v1) = h(v2) = h(v3) = −20. (4.7)

Параметрами дискретизацiї простору та часу оберемо вiдповiдно ∆z =

0.4 та ∆t = 0.5, причому ∆z однакове для всiх трьох ребер графу G.

Розглянемо тепер наближенi розв’язки рiвняння Рiчардса-Клюта на

графi G, отриманi чисельними методами, сконструйованими за допомогою

рiзних параметрiв з пункту 3.1. Серед цих параметрiв оберемо форму рiвня-

ння Рiчардса-Клюта, метод апроксимацiї просторової похiдної та кiлькiсть
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шарiв, що беруть участь у апроксимацiї похiдної по часу. В усiх випад-

ках реалiзується неявна схема за часом. Тришарова схема реалiзується за

допомогою формули (3.3).

Рис. 4.2 мiстить графiки наближених розв’язкiв на ребрi e1 для методу

скiнченних елементiв для всiх комбiнацiй iнших двох параметрiв констру-

ювання чисельних методiв. Рис. 4.3 та рис. 4.4 мiстять аналогiчнi графiки

наближених розв’язкiв на ребрi e1, отриманi за допомогою вiдповiдно ме-

тоду скiнченних обємiв та методу скiнченних рiзниць.

Всi значення були взятi при T = 100.

Щоб детальнiше оцiнити якiсть отриманих наближених розв’язкiв, по-

рахуємо для них коефiцiєнти балансу маси (3.4). Табл. 4.1 мiстить значення

даної оцiнки для усiх розглянутих чисельних методiв, де буквами M, F та L

позначенi вiдповiдно метод апроксимацiї похiдної по простору, форма рiв-

няння Рiчардса-Клюта та кiлькiсть шарiв в апроксимацiї похiдної по часу..

Таблиця 4.1

Значення коефiцiєнту балансу маси для чисельних методiв.

@
@
@
@
@

M
FEM FVM FDM

@
@
@
@
@

F

L
2 3 2 3 2 3

h 0.7629+ 0.9480- 0.1026+ 0.1065+ 0.0791- 0.0832-

theta 0.9644+ 0.9972- 1.2765+ 1.3361- 1.1992+ 1.2502+

mixed 0.9702- 0.9942+ 0.1075- 0.1325- 0.0867+ 0.1782+

Тут i на далi вважаємо, що знаки + та - пiсля числа означають, що

точне значення оцiнки було заокруглене вниз та вгору вiдповiдно.

З таблицi можна зробити наступнi висновки:

1. викорстання θ-форми рiвняння Рiчардса-Клюта дає в середньому

кращi результати незалежно вiд того, як обираються iншi параме-
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(а) 2 шари, h-форма (б) 3 шари, h-форма

(в) 2 шари, θ-форма (г) 3 шари, θ-форма

(д) 2 шари, h− θ-форма (е) 3 шари, h− θ-форма

Рис. 4.2: FEM, ребро e1
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(а) 2 шари, h-форма (б) 3 шари, h-форма

(в) 2 шари, θ-форма (г) 3 шари, θ-форма

(д) 2 шари, h− θ-форма (е) 3 шари, h− θ-форма

Рис. 4.3: FVM, ребро e1
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(а) 2 шари, h-форма (б) 3 шари, h-форма

(в) 2 шари, θ-форма (г) 3 шари, θ-форма

(д) 2 шари, h− θ-форма (е) 3 шари, h− θ-форма

Рис. 4.4: FDM, ребро e1
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три чисельного методу;

2. використання трьохшарової схеми апроксимацiї похiдної по часу дає

в середньому кращi результати, нiж використання двохшарової схе-

ми, проте не завжди пiдвищення ефективностi є суттєвим;

3. h-форма рiвняння Рiчардса-Клюта дає найгiршi результати, неза-

лежно вiд того, як обираються iншi параметри чисельного методу;

4. метод скiнченних елементiв показує найкращi результати, незале-

жно вiд того, як обираються iншi параметри чисельного методу.

Варто вiдзначити, що розв’язки, отриманi методом скiнченних елемен-

тiв, а також всi розв’язки, отриманi, вiдштовхуючись вiд θ-форми рiвняння

Рiчардса-Клюта, якiсно вiдрiзняються вiд iнших наближених розв’язкiв,

якi, в свою чергу, досить схожi мiж собою. Тим самим множину наближе-

них розв’язкiв, отриманими рiзними чисельними методами, можна умовно

роздiлити на двi пiдгрупи. Перша з цих пiдгруп характеризується високим

коефiцiєнтом баласну маси, друга — аномально низьким. Проте для дру-

гої групи цей коефiцiєнт має приблизно однакове значення, причому, як

видно з графiкiв, отриманi наближенi розв’язки з другої групи дуже схо-

жi один на одне, тому дана властивiсть поганої апроксимацiї наближених

розв’язкiв не є аномальною для якоїсь конкретної комбiнацiї параметрiв i

не помилкою реалiзацiї, а скорiш свiдчить про фундаментальнi вiдмiнностi

у використаних чисельних методах. Також можна вiдмитити, що на гра-

фiках наближенi розв’язки з першої групи вiдрiзняються вiд наближених

розв’язкiв характером вигнутостi отриманих функцiй.

Проте дана ситуацiя не є типовою для рiвняння Рiчардса-Клюта в цi-

лому. В деяких випадках данi комбiнацiї параметрiв чисельних методiв

можуть показувати iншi результати. Для пiдтвердження цього звернiмося

до даних моделювання процесу масопереносу в одновимiрному випадку, що

отриманi в роботi [4].
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∂θ

∂t
=

∂

∂z
(K

∂h

∂z
) +

∂K

∂z
, z ∈ (0, L), (4.8)

Пористе середовище з мiрою L в цьому випадку має наступнi власти-

востi.

θ(h) = θr + (θs − θr)e
αh,

K(h) = Kse
αh,

(4.9)

де α = 0.1, L = 100, θmin = θr = 0.06, θmax = θs = 0.40 та Ks = 1.

Початковою умовою є наступна функцiя.

h(z, 0) =
1

α
· lnqA − (qA − eαh0)e−αz, (4.10)

де qA = 0.1, h0 = 0.

Крайовими умовами є умова першого роду на одному кiнцi та потiк

маси на iншому.

h(0, t) = h0,

K(h(L, t))
∂

∂z
(h(L, t) + z) = qB,

(4.11)

де qB = 0.9.

За таких умов, як показано в [34], для даного рiвняння Рiчардса-Клюта

вiдомий аналiтичних розв’язок, що задається наступною формулою

K = qB − (qB − eαh0)e−z − 4(qB − qA)e
L−z
2 e−

z
4

∞
∑

n=1

sin(λnz)sin(λnL)e
−λ2

nt

1 + (L/2) + 2λ2nL
,

(4.12)

де λ1, λ2, λ3, . . . - розв’язки вiдповiдної задачi Штурма-Лiувiля.

Графiк даного розв’язку для деяких значень t наведено на рис. 4.5.

Таблиця 4.2 мiстить значення вiдносної похибки в порiвняннi з аналiти-

чним розв’язком та значення коефiцiєнту балансу маси для низки комбiна-
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Таблиця 4.2

Оцiнки для наближених розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта

(4.9)-(4.11)

Метод Форма рiвняння Кiлькiсть шарiв δh MB

FDM h-форма 2 9.115e-4 0.9875

FEM h 2 7.451e-3 0.9757

FVM h 2 7.450e-3 0.9737

FDM θ-форма 2 6.629e-4 0.9883

FEM θ 2 4.564e-3 0.9801

FVM θ 2 4.499e-3 0.9803

FEM h-θ-форма 2 4.751e-3 0.9793

FEM h-θ 2 4.593e-3 0.9795

FEM h 3 3.337e-4 0.9831

FVM h 3 2.598e-4 0.9769

рiзнi чисельнi методи дають бiльш-менш однаково гарнi результати апро-

ксимацiї зi значенням коефiцiєнту балансу маси поблизу 0.98.

Вiдмiннiстю результатiв моделювання для рiзних комбiнацiй параме-

трiв чисельних методiв у двох даних випадках рiвняння Рiчардса-Клюта

i пояснюється необхiднiсть мати ефективний iнтрумент порiвняння рiзних

чисельних методiв, що i реалiзований у запропонованому програному ком-

плексi.

Повертаючись до рiвняння Рiчардса-Клюта на графi (4.1)-(4.7), в да-

ному випадку найкраще показав себе чисельний метод, що використовував

метод скiнченних елементiв з трьохшаровою схемою для рiвняння Рiчардса-

Клюта у θ-формi. Значення коефiцiєнту балансу маси досягло при викори-

станнi даної комбiнацiї параметрiв значення 0.9972.

На рис. 4.6 зображена схема всього графу в момент часу t = 100 з

вiдображенням значення потенцiалу тиску на графi.
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(а) e1, t = 20 (б) e2, t = 20 (в) e3, t = 20

(г) e1, t = 40 (д) e2, t = 40 (е) e3, t = 40

(ж) e1, t = 60 (и) e2, t = 60 (к) e3, t = 60

(л) e1, t = 80 (м) e2, t = 80 (н) e3, t = 80

(п) e1, t = 100 (р) e2, t = 100 (с) e3, t = 100

Рис. 4.7: Графiки значень наближеного розв’язку h на ребрах графу.
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Рис. 4.9: Схема iригацiйної системи.
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θ(h) =
α(θs − θr)

α + |h|β
+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ ,
(4.13)

де α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 4.74, θmin = θr = 0.075, θmax = θs = 0.287,

A = 1.175× 106 та Ks = 0.00944.

Початкову умову оберемо наступним чином.

h0(x, y, z) = −61.5. (4.14)

Для вершини з координатами (−8, 0, 0) вкажемо у якостi крайової умо-

ви заданий вiдємний потiк маси величиною -0.02. Для iнших крайових вер-

шин запишемо у якостi крайової умови умову непроникненостi, тобто

q = 0. (4.15)

Для того, щоб матриця системи не була невиродженою, на однiй з кра-

йових вершин iнiцiалiзуємо крайову умову першого роду, а саме:

h26 = h(30, 0,−35) = −61.5. (4.16)

Тодi маса з плином часу буде продовжувати надходити до системи через

ребро e1, розповсюджуючись iншими ребрами, i, оскiльки iнших виходiв

для маси немає, значення насиченостi повинне рости на всьому графi G.

Параметрами дискретизацiї простору та часу оберемо величини ∆z =

0.5 та ∆t = 2, причому ∆z однакова для всiх ребер.

У якостi чисельного методу був обраний метод скiнченних елементiв з

двохшаровою неявною схемою по часу, записаний для θ-форми рiвняння

Рiчардса-Клюта на графi.

Рис. 4.10 мiстить схеми графу G у деякi моменти часу з позначеною на

графi величиною потенцiалу тиску h.
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ченостi на ребрi e1 наближалося до максимально можливого, процедура

обчислення наближеного розв’язку автоматично змiнила форму рiвняння

Рiчардса-Клюта на графi з θ-форми на змiшану форму для коректностi

подальшого процесу моделювання.

В момент t = 1000 для даного процесу з даним чисельним методом

отримана оцiнка балансу маси, що становить 0.9882-.

4.3. Моделювання процесу масопереносу га графi з

негомогенним середовищем

Розглянемо тепер процес масопереносу на графi, ребра якого мають

рiзнi параметри пористого середовища. Нехай маємо граф, що зображений

на рис. 4.1.

Граф G має 4 вершини, 1 з яких внутрiшня, та три ребра e1, e2, e3.

Тодi ми маємо вiдповiдно 3 одновимiрних рiвняння Рiчардса-Клюта для

кожного з ребер та рiвняння балансу маси у внутрiшнiй вершинi.

∂θ

∂t
=

∂

∂z
(K

∂h

∂z
) +

∂K

∂z
, z ∈ (0, 40), (4.17)

∂θ

∂t
=

∂

∂z
(K

∂h

∂z
) +

∂K

∂z
, z ∈ (−40, 0), (4.18)

∂θ

∂t
=

∂

∂y
(K

∂h

∂y
), y ∈ (0, 40), (4.19)

he1(0, 0, 0) = he2(0, 0, 0) = he3(0, 0, 0),

qe1(0, 0, 0) + qe2(0, 0, 0) + qe3(0, 0, 0) = 0.
(4.20)

У якостi параметрiв пористого середовища на графi G оберемо наступнi

функцiї.
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θ(h) =
α(θs − θr)

α + |h|β
+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ ,
(4.21)

де параметри даних функцiй залежать вiд ребра графу. Нехай для e1 вони

будуть наступними: α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 5.74, θmin = θr = 0.075,

θmax = θs = 0.287, A = 1.175 × 106 та Ks = 0.00944. Нехай для e2 вони

будуть наступними: α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 4.74, θmin = θr = 0.075,

θmax = θs = 0.287, A = 1.175 × 106 та Ks = 0.00944. Нехай для e3 вони

будуть наступними: α = 1.611× 106, β = 4.56, γ = 3.74, θmin = θr = 0.075,

θmax = θs = 0.287, A = 1.175× 106 та Ks = 0.00944.

Початкову умову оберемо наступним чином.

h0(x, y, z) = −61.5. (4.22)

Для кожної з трьох крайових вершин графу G у якостi крайової умови

оберемо крайову умову першого роду iз наперед заданою величиною по-

тенцiалу тиску, що на всiх трьох вершинах буде мати однакове значення.

h(v1) = h(v2) = h(v3) = −20. (4.23)

Рис. 4.12 та 4.13 мiстить графiки наближеного розв’язку у деякi момен-

ти часу для всiх трьох ребер графу, отриманi за допомогою методу скiнчен-

них елементiв з двокроковою схемою по часу для рiвняння Рiчардса-Клюта

у змiшанiй формi. Параметрами дискретизацiї були ∆z = 0.4 та ∆t = 1.

Рис. 4.14 мiстить графiки значень розв’язку h на графi в деякi моменти

часу.

З графiкiв видно, що за рiзних параметрiв пористих середовищ на графi

по-рiзному вiдбувається процес розповсюдження маси вiд крайових вершин

до внутрiшньої. Тепер, на вiдмiну вiд випадку гомогенного середовища на
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(а) e1, t = 20 (б) e2, t = 20 (в) e3, t = 20

(г) e1, t = 40 (д) e2, t = 40 (е) e3, t = 40

(ж) e1, t = 60 (и) e2, t = 60 (к) e3, t = 60

(л) e1, t = 80 (м) e2, t = 80 (н) e3, t = 80

(п) e1, t = 100 (р) e2, t = 100 (с) e3, t = 100

Рис. 4.12: Графiки наближених розв’язкiв h для ребер графу.
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(а) e1, t = 20 (б) e2, t = 20 (в) e3, t = 20

(г) e1, t = 40 (д) e2, t = 40 (е) e3, t = 40

(ж) e1, t = 60 (и) e2, t = 60 (к) e3, t = 60

(л) e1, t = 80 (м) e2, t = 80 (н) e3, t = 80

(п) e1, t = 100 (р) e2, t = 100 (с) e3, t = 100

Рис. 4.13: Графiки наближених розв’язкiв θ для ребер графу.
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графi, потiк маси через внутрiшню вершину йде з напрямку вiд ребра e3

до ребер e1 та e2. Варто також вiдзначити, що, оскiльки функцiя θ(h) на

ребрi e3 вiдрiзняється вiд iнших, то i на графiках розв’язку θ значення ко-

ефiцiєнту насиченостi за однакових величин потенцiалу тиску на крайових

та у внутрiшнiй вершинi вiдрiзняються на ребрi e3 вiд аналогiчних значень

на ребрах e1 та e2, якi, в свою чергу, спiвпадають мiж собою.

Даний експеримент показав оцiнку балансу маси, що дорiвнює 0.9805+.

4.4. Моделювання процесу масопереносу в двовимiрному

випадку

Розглянемо двовимiрне рiвняння Рiчардса-Клюта з наступними пара-

метрами пористого середовища та крайовими умовами.

∂θ

∂t
=

∂

∂z
(K

∂h

∂z
) +

∂

∂y
(K

∂h

∂y
) +

∂K

∂z
, (y, z) ∈ (0, 5)× (0, 5), (4.24)

h(y, z, 0) = h(y, 0, t) = −61.5, q(y, 5, t) = −0.002 + 0.0005y,

q(0, z, t) = −0.0005z, q(5, z, t) = 0,
(4.25)

θ(h) =
α(θs − θr)

α + |h|β
+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ ,
(4.26)

де α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 4.74, θmin = θr = 0.075, θmax = θs = 0.287,

A = 1.175× 106 та Ks = 0.00944. Тобто ми маємо квадратну область, де в

якостi крайових умов знизу визначене значення потенцiалу тиску, справа —

умова непроникненостi, а зверху та злiва до областi надходить потiк маси

з найбiльшою iнтенсивнiстю у верхньому лiвому кутi.

Рис. 4.15 мiстить графiки для розв’язку h даного рiвняння у деякi мо-

менти часу, отриманi методом скiнченних елементiв для змiшаної форми





121

θ(h) =
α(θs − θr)

α + |h|β
+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ ,
(4.29)

де α = 1.611× 106, β = 4.96, γ = 4.74, θmin = θr = 0.075, θmax = θs = 0.287,

A = 1.175 × 106 та Ks = 0.00944. Тобто ми маємо кубiчну область, де в

якостi крайових умов обранi умови першого роду згори i знизу, а по бокам

встановлена умова непроникненостi, таким чином, потiк маси повинен йти

згори донизу.

Рис. 4.15 мiстить графiки для розв’язку h даного рiвняння в момент ча-

су t = 50 при деяких фiксованих значеннях z, отриманi методом скiнченних

обємiв для θ-форми рiвняння при використаннi двохшарової неявної схеми.

Параметрами дискретизацiї були ∆z = ∆y = ∆x = 0.5, ∆t = 0.2.

Висновки до роздiлу 4

• Для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi за допомогою побудовано-

го програмного комплексу були отриманi розв’язки для чисельних

методiв, сконструйованих за трьома параметрами: метод апрокси-

мацiї похiдної по простору, форма рiвняння та спосiб апроксимацiї

похiдної по часу. Найкращий результат дав оцiнку балансу маси,

що дорiвнює 99.72%. Також були проаналiзованi результати iнших

чисельних методiв та передумови у виглядi параметрiв рiвняння

Рiчардса-Клюта для таких результатiв.

• Для графу, що мiстить 28 ребер та моделює iригацiйну систему, був

змодельований процес розповсюдження маси з однiєї вершини по

всьому графу, причому вхiдний потiк маси був фiксований. Для да-

ного процесу проаналiзованi результати розповсюдження маси по

системi. В ребрi, що сполучає вершину з вхiдним потоком маси з iн-

шою частиною графу, спостерiгалося утворення зони повного наси-
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чення. В результатi цього програмний комплекс автоматично змiнив

форму рiвняння Рiчардса-Клюта, яка використовувалася у чисель-

ному методi. Результат моделювання показав оцiнку балансу маси,

що дорiвнює 98.82%.

• Для рiвняння Рiчардса-Клюта на графi з негомогенним пористим

середовищем був отриманий наближений розв’язок, що показав оцiн-

ку балансу маси, яка дорiвнює 98.05%. Були проаналiзованi резуль-

тати моделювання, що полягали у вiдмiнностях стосовно процесу

розповсюдження маси в рiзних ребрах графу залежно вiд параме-

трiв пористого середовища в них.

• Для двовимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта з крайовими умовами

першого та другого роду був отриманий наближений розв’язок, що

показав оцiнку балансу маси, яка дорiвнює 94.41%.
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ВИСНОВКИ

• Вперше розглянуто задачу масопереносу в пористому середовищi на

графi, що описувалася одновимiрними рiвняннями Рiчардса-Клюта

на ребрах за додаткових умов збереження маси у внутрiшнiх вер-

шинах графу.

• Обгрунтовано iснування слабкого розв’язку для рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi для випадку гомогенного пористого середовища та

крайових умов першого та другого роду.

• Доведено результат стосовно стiйкостi розв’язкiв рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi вiд початково-крайових умов.

• Вперше побудовано програмний комплекс, що дозволяє моделювати

процес масопереносу в пористому середовищi в одно-, дво- та триви-

мiрному випадках, а також процес масопереносу в пористому сере-

довищi на графi за допомогою чисельних методiв, процес констру-

ювання яких реалiзований в самому програмному комплексi. Про-

грманий комплекс також дозволяє користувачу обирати параметри

чисельного методу для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта.

• Запропоновано метод пiдвищення ефективностi процесу моделюва-

ння з використанням чисельних методiв для рiвняння Рiчардса-

Клюта на графi, що полягає в роздiленнi досладжуваної областi

на насичену та ненасиченi зони.

• Експеримент продемонстрував високу точнiсть процесу моделюва-

ння як для рiвнянь Рiчардса-Клюта на графi, так i для дво- та

тривимiрних випадкiв. Для графу, що мав 28 ребер, результати мо-

делювання показали оцiнку балансу маси, що дорiвнює понад 98%.
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