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У данiй роботi розглядаються стацiонарнi гауссовi випадковi процеси, вивчається питання
точностi та надiйностi побудованих моделей. Це означає, що спочатку ми будуємо модель, а
потiм перевiряємо її, використовуючи деякi тести на адекватнiсть з вiдомою точнiстю та
надiйнiстю. А також знайденi оцiнки методом моментiв для параметрiв моделi. Всi отриманi
теоретичнi результати покладено в основу розробки програмного забезпечення для побудови
вiдповiдних моделей.
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Today, the theory of random processes and time series prediction is widely used in various fields
of science, not only in natural fields. That is why one of the urgent problems is to build a mathemati-
cal model of a random process and study its properties. Numerical modeling tasks become especially
important due to the powerful capabilities of computer technology, which allows you to create software
modeling tools and predict the behavior of a random process. There are different methods of modeling
random processes and fields. In some works related to the modeling of random processes, the issues of
accuracy and reliability have not been studied. In [1, 2, 3] for various stochastic processes and fields
this problem was investigated. In this paper the question of accuracy and reliability of the constructed
model is considered. This means that we first build the model and then test it using some adequacy
tests with known accuracy and reliability. We also find the estimators of the model parameters using
methods of moments. All theoretical results are applied to develop software for model construction of
stochastic processes.
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1 Вступ

Сьогоднi теорiя випадкових процесiв та прогно-
зування часових рядiв широко використовує-
ться в рiзних галузях науки, а не тiльки в при-
родничих областях. Ось чому однiєю з акту-
альних проблем є побудова математичної мо-
делi випадкового процесу та вивчення її вла-
стивостей. Задачi чисельного моделювання ста-
ють особливо важливими завдяки потужним
можливостям комп’ютерних технологiй, що до-
зволяють створювати iнструменти моделюван-
ня програмного забезпечення та прогнозувати
поведiнку випадкового процесу. Iснують рiзнi
методи моделювання випадкових процесiв та

полiв. В деяких роботах, що стосуються моде-
лювання випадкових процесiв, питання точно-
стi та надiйностi не вивчено. В [1, 2, 3] для рi-
зних стохастичних процесiв i полiв ця проблема
була дослiджена.

Робота присвячена теоретичному обгрунту-
ванню та створенню програмного забезпечен-
ня для моделей гауссових випадкових процесiв
з дискретним спектром. Цi процеси розгляда-
ються як вхiднi процеси для стацiонарної лi-
нiйної системи з дiйснозначною iнтегрованою
з квадратом iмпульсної перехiдною функцiєю.
Бiльш детальну iнформацiю про лiнiйну си-
стему, що описується за допомогою iмпульсної

c⃝ I.В. Розора, О.С. Переяслов, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/1-2.14

83



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 1-2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

функцiї, та про оцiнки iмпульсної функцiї мо-
жна знайти в [4]. Реакцiю системи на вхiдний
сигнал будемо також називати ихiдним проце-
сом. У роботi використовуються методи i вла-
стивостi квадратично-гауссових процесiв, метод
моментiв для знаходження оцiнки параметрiв
процесу.

Метою роботи є побудова моделi XN (t), яка
буде наближати вхiдний процес X(t) iз заданою
точнiстю та надiйнiстю в банаховому просторi
L2([0, T ]) з врахуванням реакцiї системи, зна-
ходження оцiнок моделi за вхiдними даними та
створення програмної реалiзацiї для побудови
моделей таких поцесiв. Для цього розглядаємо
теорему, що дає необхiднi умови для побудови
моделi.

2 Теоретичнi викладки

Нехай (Ω, F, P ) є деяким iмовiрнiсним просто-
ром.

Означення 2.1. Стацiонарний стохастичний
процес називається процесом з дискретним спе-
ктром, якщо його кореляцiйна функцiя може
бути задана як

B(h) =

∞∑
k=0

b2k cosλkh,

де b2k > 0,
∑∞

k=0 b
2
k < ∞, та λκ - зростаю-

ча послiдовнiсть така, що 0 6 λκ 6 λk+1 → ∞,
коли k → ∞.

З визначення вище випливає, що (див., на-
приклад, [1, 2]) стохастичний процес з дискре-
тним спектром може бути записаний таким чи-
ном

X(t) =

∞∑
k=0

bk(ξk cosλkt+ ηk sinλkt), (1)

де ξk, ηk є незалежними випадковими вели-
чинами з нульовим математичним сподiванням,
Eξk = Eηk = Eξkηl = 0 та Eξkξl = Eηkηl =
δlk, k > 0, l > 0.

Зауважимо, що ряд в (1) збiгається в сере-
дньому квадратичному [1, 2]. Якщо випадковi
величини ξk, ηk є гауссовими, тодi випадковий
процес X(t) з (1) буде також гауссовим. У робо-
тi розглядається гауссовий випадковий процес з
дискретним спектром.

Розглянемо стацiонарну лiнiйну систему з
дiйснозначною iнтегрованою з квадратом iм-
пульсної перехiдною функцiєюH(τ), яка визна-
чається в областi τ ∈ [0, T ]. Це означає, що реа-
кцiя системи на вхiдний сигнал X(t), який спо-
стерiгається на [−T, T ], має такий вигляд

Y (t) =

∫ T

0
H(τ)X(t− τ)dτ, t ∈ [0, T ] (2)

та H(τ) ∈ L2([0, T ]).
Припустимо, що функцiя iмпульсної вiдпо-

вiдi є вiдома. Ми також припускаємо, що вхi-
дний сигнал в системi (2) є стацiонарним ви-
падковим процесом з дискретним спектром. З
(1) та (2) випливає, що вiдповiдь системи Y (t)
може бути представлена як

Y (t) =
∞∑
k=0

(ξk · ck(t) + ηk · sk(t)), (3)

де функцiї ck(t), sk(t) дорiвнюють

ck(t) = bk

∫ T

0
H(τ) cos(λk(t− τ))dτ,

sk(t) = bk

∫ T

0
H(τ) sin(λk(t− τ))dτ, t ∈ [0, T ].(4)

У данiй роботi дослiджується побудова мо-
делi процесу X(t) та умови для наближення
вхiдного сигналу X(t) побудованою моделлю з
урахуванням реакцiї системи (вихiдного проце-
су) Y (t) з заданою точнiстю та надiйнiстю в
банаховому просторi L2([0, T ]). Для досягнення
цiєї мети використовується теорiя квадратично-
гауссових випадкових величин i стохастичних
процесiв.

Моделлю стохастичного процесу X(t) буде-
мо називати зрiзаний ряд з (1).

Означення 2.2. Випадковий процес XN (t) на-
зивається моделлю процеса X(t), якщо

XN (t) =

N∑
k=0

bk(ξk cosλkt+ ηk sinλkt).

Якщо модель XN (t) розглядається як вхi-
дний сигнал лiнiйної системи, то вихiдний про-
цес має такий вигляд

YN (t) =

N∑
k=0

(ξk · ck(t) + ηk · sk(t)),
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де функцiї ck(t), sk(t) з (4).
Через ξN (t) позначимо суму квадратiв рi-

зниць X(t)−XN (t) та Y (t)− YN (t)

ξN (t) = (X(t)−XN (t))
2 + (Y (t)− YN (t))

2 (5)

Означення 2.3. Будемо говорити, що модель
XN (t) апроксимує стохастичний процес X(t) з
урахуванням вiдповiдi системи з заданою на-
дiйнiстю 1 − ν, ν ∈ (0, 1), i точнiсть δ > 0 у
просторi L2([0, T ]), якщо

P

{∫
T
|ξN (t)− EξN (t)|2dµ(t) > δ

}
< ν.

Розглянемо такi умови:

• Умова A: Iснує стала c > 0, яка обме-
жує функцiю iмпульсної вiдповiдi H(τ) на
областi [0, T ]

|H(τ)| 6 c.

• Умова B: Наступний iнтеграл є збiжним

IH =

∫ T

0
H2(τ)dτ <∞.

• Умова C:

∞∑
k=N+1

b2kλ
2α
k <∞, α ∈ (0, 1].

Припустимо, що умови A, B, C виконую-
ться. Тодi

EξN (t) 6 (1 + T · IH)
∞∑

k=N+1

b2k;

DξN (t) 6 (8 + 2T 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k

)2

+(64c2 + 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)2

+4T · I2H

( ∞∑
k=N+1

b2k

)( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)
:= (δ0(N))2;

Теорема 2.1. [6] Припустимо, що умови A,
B, C виконуються. Модель XN (t) апроксимує
гауссовий стохастичний процес з дискретним
спектром X(t), беручи до уваги реакцiю систе-
ми, iз заданою надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1), та
точнiстю δ > 0 в просторi L2([0, T ]), якщо для
N справделивi нерiвностi

δ > (
2√
2
+ 4)C2(N), (6)

2

√
1 +

δ1/2
√
2

C2(N)
1
2

exp

{
− δ1/2
√
2C2(N)

1
2

}
< ν, (7)

де

C2(N) =

∫
T
(DN (t))dt

=

[
(8 + 2T 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k

)2

(8)

+ (64c2 + 2 · I2H)

( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)2

+ 4T · I2H

( ∞∑
k=N+1

b2k

)( ∞∑
k=N+1

b2k
λk

)] 1
2

;

3 Знаходження оцiнок параметрiв моде-
лi

Для побудови моделi процесу за вибiрковими
значеннями потрiбно запропонувати метод оцi-
нювання характеристик процесу bk i λk.

Надалi припускаємо, що цi значення мають
показниковий вигляд:

bk = bk, λk = λk,

де b ∈ (0, 1), λ > 1, — невiдомi параметри, що
потрiбно оцiнити.

Для знаходження оцiнки b використаємо
метод моментiв. Обчислимо другий теорети-
чний момент:

Ex2(t) = E

∞∑
i=0

∞∑
j=0

bibj(ξi sinλ
it+ ηi sinλ

it)

× (ξj sinλ
jt+ ηj sinλ

jt) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

bibj

× E
[
ξiξj sinλ

it sinλjt+ Eξiηj sinλ
it cosλjt

+ ηiξj cosλ
it sinλjt+ Eηiηj cosλ

it cosλjt
]

Оскiльки

Eξiξj = Eηiηj = δij , Eξiηj = 0, ∀i, j > 0,
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де δij— символ Кронекера, то

Ex2(t) =

=

∞∑
i=0

b2i
[
Eξ2i sin

2 λit+ Eη2i cos
2 λit

]
=

∞∑
i=0

b2i =
1

1− b2
.

Якщо задана вiбiрка розмiрнiстю n для вхi-
дного процесу (x1, · · · , xn), то оцiнку b можна
знайти, якщо прирiвняти вибiрковий та теоре-
тичний момент:

1

1− b̂2
=

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2.

Тому

b̂ =

√
1− n∑n

i=1(xi − x)2

Щоб оцiнити параметр λ, прирiвняємо те-
оретичний та вибiрковий вигляд кореляцiйної
функцiї в точцi t = 1:

B(1) =

N∑
k=0

b2k cos(λk)

ˆB(1) = Cov(X(t+ 1), X(t)) =

1

n− 1

n−1∑
k=1

(Xk+1 −X1)(Xk −X2),

де X1 =
1

n−1

∑n
k=2 xi та X2 =

1
n−1

∑n−1
k=1 xi.

Оскiльки cos та sin мають перiод 2π, то стає
можливим перебiр можливих варiантiв оцiнки
λ. Беручи до уваги те, що λ > 1, iнтервал для
перебору має вигляд (1, 2π]. Для прискорення
пошуку вiдповiдного значення перебiр почина-
ється з кроком h = 0.1 i далi поступово змен-
шується. Таким чином ми кiлькiсно оцiнили па-
раметр моделi λ.

4 Програмна реалiзацiя

Для створення моделi процесу та пошукуN для
рiзної точностi та надiйностi з умов теореми 2.1
використаємо вiльне програмне середовище Mi-
crosoft Visual Studio та мову C#. Для роботи
програми треба ввести вхiднi данi, а саме: то-
чнiть, надiйнiсть та вибiрку даних.

Для тестування програми використовува-
лась вибiрка курсу гривнi до долару. Данi бу-
ли взятi з вiдкритої платформи даних Quandl.
В представленому прикладi розглядаємо курс
гривнi за останнi 20 мiсяцiв. На основi вхiдних
даних були знайденi оцiнки λ = 1.57, b = 0.819
та верхня межа сумування N . Результат моделi
можна побачити на рисунку 1.

Рис.1 Iнтерфейс програмного забезпечення для моделювання випадкових процесiв
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5 Висновки

В роботi вивчались гаусссовi випадковi процеси
з дискретним спектром. Для них запропонована
модель, що наближає процес iз наперед задани-
ми точнiстю та надiйнiстю в просторi Lp([0, T ]).

Методом моментiв знайденi оцiнки параметрiв
моделi. А також розроблено програмне забез-
печення для знаходження моделi, оцiнок пара-
метрiв моделi. Одним iз результатiв програми є
побудована траєкторiя моделi випадкового про-
цесу.
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