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Abstract. A scalar linear differential equation of the neutral type
is considered. When studying the stability and obtaining estimates
of the convergence of the solutions of the equation, the functional of
the Lyapunov–Krasovsky form is used in the quadratic form plus the
integral term. The stability conditions of the zero solution are given.
Finding the parameters of the functional is reduced to an optimizati-
on problem.
Keywords: equations of neutral type, Lyapunov–Krasovsky functi-
onal, asymptotic stability, non-smooth optimization, optimal functi-
onals.

Анотацiя. Розглядається скалярне лiнiйне диференцiальне рiв-
няння нейтрального типу. При дослiдженнi стiйкостi i отримання
оцiнок збiжностi розв’язкiв рiвняння використовується функцiо-
нал Ляпунова–Красовського виду квадратична форма плюс iнте-
гральний доданок. Наведенi умови стiйкостi нульового розв’язку.
Знаходження параметрiв функцiоналу зводиться до оптимiзацiй-
ної задачi.
Ключовi слова: рiвняння нейтрального типу, функцiонал Ляпу-
нова–Красовського, асимптотична стiйкiсть, негладка оптимiза-
цiя, оптимальнi функцiонали.

Вступ
Основнi теореми другого методу Ляпунова, якi використанi при дослi-

дженнi стiйкостi нульового розв’язку функцiонально-диференцiальних рiв-
няннь, формулюються у виглядi умов iснування деякої додатньо визначеної
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функцiї (функцiонала), повна похiдна якої в силу рiвняння руху являється
вiд’ємно визначеною функцiєю (функцiоналом). Тодi нульове положення
рiвноваги буде стiйким (асимптотично стiйким) [6]. Вiдкритим являється
побудова самої функцiї (функцiонала) Ляпунова. Для лiнiйних систем (у
тому числi i систем з пiслядiєю) функцiя Ляпунова має вид деякого фун-
кцiонала, залежного вiд симетричних додатньо визначених матриць [7,8]. I
дослiдження стiйкостi зводиться до пошуку додатньо визначених матриць,
комбiнацiя яких являється вiд’ємно визначеною матрицею. У цьому випад-
ку для знаходження симетричних додатньо визначених матриць, за допо-
могою яких можна отримати твердження про стiйкiсть, можливо викори-
стовувати класичнi оптимiзацiйнi методи [1–5, 9, 10].

1. Умови стiйкостi лiнiйних рiвнянь нейтрального типу

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння з постiйним вiдхиленням
аргументу нейтрального типу

d

dt
[x(t)− dx(t− τ)] = ax(t) + bx(t− τ), t ≥ 0. (1.1)

Тут τ > 0, x(t) ∈ R1, a, b, d — постiйнi величини. При дослiдженнi стiй-
костi i отриманнi оцiнок збiжностi розв’язкiв рiвняння (1.1) будемо вико-
ристовувати функцiонал Ляпунова-Красовського виду

V0 [x(t), t] = hx2(t) +

t∫
t−τ

e−β(t−s)
{
g1x

2(s) + g2 (ẋ(s))
2
}
ds. (1.2)

Введемо наступнi позначення

S (g1, g2, h) =

−2ah− g1 − a2g2 −hb− abg2 −hd− adg2
−hb− abg2 e−βτg1 − b2g2 −bdg2
−hd− adg2 −bdg2 e−βτg2 − d2 − g2

 ,
z(t) =

 x(t)
x(t− τ)
x′(t− τ)

 . (1.3)

Має мiсце наступне твердження.
Теорема 1.1. Нехай iснують сталi h > 0, g1 > 0, g2 > 0 i параметр
β, при яких симетрична матриця S (g1, g2, h) буде додатньо визначеною.
Тодi нульовий розв’язок рiвняння (1.1) буде асимптотично стiйким.

Доведення. При припущеннях, наведених в теоремi 1.1, функцiонал Ляпу-
нова–Красовського (1.2) являється додатньо визначеним. Знайдемо його
повну похiдну в силу рiвняння (1.1)

d
dtV0 [x(t), t] =

d
dt

{
hx2(t) +

t∫
t−τ

e−β(t−s)
{
g1x

2(s) + g2 (x
′(s))2

}}
=

= 2hx(t)x′(t) + bg1x2(t) + g2 (x
′(t))2c − e−βτbg1x2(t− τ) + g2 (x

′(t− τ))2c.
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Перепишемо рiвняння (1.1) у виглядi

x′(t) = ax(t) + bx(t− τ) + dx′(t− τ), t ≥ 0, (1.1.1)

Пiдставивши у вираз повної похiдної замiсть x′(t) його значення iз рiвняння
(1.1.1), отримаємо

d
dtV0 [x(t), t] = 2hx(t) [ax(t) + bx(t− τ) + dx′(t− τ)] +
+bg1x2(t) + g2 (ax(t) + bx(t− τ) + dx′(t− τ))2c−

−e−βτbg1x2(t− τ) + g2 (x
′(t− τ))2c.

Використовуючи векторно-матричне позначення (1.3), повну похiдну фун-
кцiонала Ляпунова–Красовського (1.2) можно записати у виглядi квадра-
тичної форми

d

dt
V0 [x(t), t] = −zT (t, τ)S (g1, g2, h) z(t, τ).

I, якщо матриця S (g1, g2, h) буде додатньо визначеною, то повна похiдна
функцiонала Ляпунова–Красовського буде вiд’ємно визначеною i нульове
положення рiвноваги асиптотично стiйким. �

2. Оптимальнi функцiонали Ляпунова–Красовського
У наведеному твердженнi не всi параметри матрицi S (g1, g2, h) рiвно-

правнi. Якщо параметри a, b, d входять у рiвняння i ранiше фiксованi, то
параметри h, g1, g2 є параметрами функцiонала (1.2) i їх можна вибирати.

Розглянемо задачу отримання гарантованої умови стiйкостi в класi фун-
кцiоналiв (1.2), тобто знаходження величин h > 0, g1 > 0, g2 > 0, при
яких матриця S (g1, g2, h) ”максимально” додатньо визначена. Вiдповiдно
функцiонал Ляпунова–Красовського будемо називати оптимальним в кла-
сi функцiоналiв (1.2). Фактично будемо розглядати оптимiзацiйну задачу
на множинi L = {(g1, g2, h) : g1 ≥ 0, g2 ≥ 0, h ≥ 0} у тривимiрному просторi
R3. Оберемо в якостi норми вектора величину |(g1, g2, h)| =

√
g21 + g22 + h2.

Будемо позначати через λmax(•), λmin(•) екстремальнi власнi числа вiд-
повiдних симетричних, додатньо визначених матриць. Як вiдомо, симе-
трична матриця S (g1, g2, h) додатньо визначена тодi i тiльки тодi, коли
λmin [S (g1, g2, h)] > 0. I задачу знаходження гарантованої умови стiйкостi
рiвняння (1.1) в класi функцiоналiв (1.2) можна розглядати як оптимiза-
цiйну задачу

ϕ (g1, g2, h)→ min
(g1,g2,h)∈L

(2.1)

при умовах
L = {(g1, g2, h) : g1 ≥ 0, g2 ≥ 0, h ≥ 0} ,
ϕ (g1, g2, h) = −λmin [S (g1, g2, h)] .

(2.2)

Не важко побачити, що L є опуклим конусом.
Отже, якщо оптимiзацiйна задача (2.1), (2.2) буде мати розв’язком трiй-

ку
(
g01, g

0
2, h

0
)
i для неї буде виконуватись

ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
< 0,
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то рiвняння (1.1) буде асимптотично стiйким. Якщо

ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
= 0,

то стiйким за Ляпуновим, а якщо

ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
> 0,

то задача дослiдження стiйкостi в класi функцiоналiв вигляду (1.2) за ра-
хунок вибору параметрiв g1, g2, h не розв’язується.

Слiд вiдмiтити, що множина L представляє собою конус, а функцiя
ϕ (g1, g2, h) є однорiдною першого степеня i її максимальне значення (якщо
воно iснує) дорiвнює нескiнченностi. Тому для коректностi задачi обмежи-
мо конус сферою одиничного радiуса.

Позначимо через L1 пiдмножину L, що складається iз трiйок (g1, g2, h) ,
якi лежать всерединi одиничної сфери, тобто задовольняють умови

(g1, g2, h) ∈ L1, L1 =
{
(g1, g2, h) : g1 ≥ 0, g2 ≥ 0, h ≥ 0, g21 + g22 + h2 ≤ 1

}
.

(2.3)
Має мiсце наступне твердження.

Лема 2.1. Задача оптимiзацiї (2.1), (2.3) має розв’язок.

Доведення. Як було сказано вище, L є опуклим конусом з центром, який
представляє собою трiйку нульових матриць. I множина L1 представляє
частину одиничної кулi, яка лежить всерединi замкнутого конуса, i являє-
ться компактною множиною. Функцiя ϕ0 (g1, g2, h) як власне число матрицi
неперервна i, отже, за теоремою Вейєрштраса досягає мiнiмального значе-
ння. �

Розв’язання задач оптимiзацiї значно спрощується, якщо функцiї i обла-
стi їх визначення являються опуклими. У цьому випадку вдається сформу-
лювати необхiднi i достатнi умови оптимальностi. Причому, якщо функцiї
неперервно диференцiйованi, то умови формулюються в термiнах похiдних,
якщо неперервною, то в термiнах узагальнених похiдних.
Лема 2.2. Функцiя ϕ0 (g1, g2, h) на множинi L1 являється опуклою.

Доведення. Оскiльки матриця S (g1, g2, h) за змiнними (g1, g2, h) являється
лiнiйним оператором, а мiнiмальне власне число додатньо визначеною ма-
трицею являється неперервною опуклою функцiєю, то для двох довiльних
трiйок

(
g11, g

1
2, h

1
)
,
(
g21, g

2
2, h

2
)
i 0 ≤ ξ ≤ 1 буде виконуватись

ϕ0

(
ξg11 + (1− ξ)g21, ξg12 + (1− ξ)g22, ξh1 + (1− ξ)h2

)
=

−λmin

[
S
(
ξg11 + (1− ξ)g21, ξg12 + (1− ξ)g22, ξh1 + (1− ξ)h2

)]
=

= −λmin

[
ξS
(
g11, g

1
2, h

1
)
+ (1− ξ)S

(
g21, g

2
2, h

2
)]
≤ −ξλmin

[
S
(
g11, g

1
2, h

1
)]
−

−(1− ξ)λmin

[
S
(
g21, g

2
2, h

2
)]

= ξϕ0

(
g21, g

2
2, h

2
)
+ (1− ξ)ϕ0

(
g21, g

2
2, h

2
)
,

що й потрiбно було довести. �

Отже, задача (2.1), (2.3) являється задачею опуклої оптимiзацiї. Екстре-
мальнi власнi числа симетричних додатньо визначених матриць являються
кусково неперервно диференцiйованими функцiями. Тому умови iснування
розв’язку можна сформулювати в термiнах узагальненого градiєнта.
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Означення 2.1. Скалярним добутком двох векторiв
(
g11, g

1
2, h

1
)
i
(
g21, g

2
2, h

2
)

назвемо величину〈(
g11, g

1
2, h

1
)
,
(
g21, g

2
2, h

2
)〉

= g11g
2
1 + g12g

2
2 + h1h2. (2.4)

Означення 2.2. Узагальненим градiєнтом випуклої функцiї ϕ0 (g1, g2, h)
у внутрiшнiй точцi

(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1 назвемо трiйку(

E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,

для якої при будь-яких (g1, g2, h) ∈ L1 буде виконуватися нерiвнiсть

ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
≥

≥
〈(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,
(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
.

(2.5)
Екстремальнi власнi числа симетричних додатньо визначених матриць

являються кусково неперервно диференцiйованими функцiями [2]. Тому в
точцi

(
g01, g

0
2, h

0
)
може iснувати не один вектор, а цiла множина, що задо-

вольняє умовам (2.5).
Означення 2.3. Градiєнтною множиною Rϕ{E,F,K} функцiї ϕ0 (g1, g2, h)
у внутрiшнiй точцi

(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1 будемо називати множину векторiв ви-

ду
(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
, що задовольняють нерiвно-

стi (2.5).
Обчислимо узагальнений градiєнт функцiї

ϕ0 (g1, g2, h) = −λmin [S (g1, g2, h)] .

Отримаємо наступне твердження.
Теорема 2.1. Узагальненим градiєнтом функцї

ϕ0 (g1, g2, h) = −λmin [S (g1, g2, h)]

у внутрiшнiй точцi
(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1 є вектор(

E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,

компоненти якого мають наступний вигляд

E
(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(1, 0, 0)z0, F

(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(0, 1, 0)z0,

K
(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(0, 0, 1)z0.

(2.6)

Тут z0 =
(
z01 , z

0
2 , z

0
3

)
— одиничний вектор, на якому квадратична фор-

ма zTS
(
g01, g

0
2, h

0
)
z досягає мiнiмального значення (власний вектор, який

вiдповiдає мiнiмальному власному числу), S(1, 0, 0), S(0, 1, 0), S(0, 0, 1) —
матрицi вигляду S (g1, g2, h) з вiдповiдними значеннями

(g1 = 1, g2 = 0, h = 0) , (g1 = 0, g2 = 1, h = 0) , (g1 = 0, g2 = 0, h = 1) ,

тобто

S(1, 0, 0) =

−1 0 0
0 e−βτ 0
0 0 0

 , S(0, 1, 0) =
 a2 −ab −ad
−ab −b2 −bd
−ad −bd e−βτ − d2

 ,
S(0, 0, 1) =

−2a −b −d
−b 0 0
−d 0 0

 .
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Доведення. Iз властивостей власних чисел симетричних додатно визначе-
них матриць випливає, що
ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
= −λmin [S (g1, g2, h)] + λmin

[
S
(
g01, g

0
2, h

0
)]

=
−min
|z|=1

zTS (g1, g2, h) z + min
|z|=1

zTS
(
g01, g

0
2, h

0
)
z.

Нехай квадратична форма zTS (g1, g2, h) z приймає мiнiмальне значення
на векторi z = z1, а квадратична форма zTS

(
g01, g

0
2, h

0
)
z — на векторi z0.

Тодi отримуємо
ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT1 S (g1, g2, h) z1 + zT0 S

(
g01, g

0
2, h

0
)
z0 =

= zT0
[
S
(
g01, g

0
2, h

0
)
− S (g1, g2, h)

]
z0 + zT0 S (g1, g2, h) z0 − zT1 S (g1, g2, h) z1.

Оскiльки квадратична форма zTS (g1, g2, h) приймає мiнiмальне значення
на векторi z1, то

zT0 S (g1, g2, h) z0 − z1S (g1, g2, h) z1 ≥ 0.

Звiдси отримуємо

ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
≥ zT0

[
S
(
g01, g

0
2, h

0
)
− S (g1, g2, h)

]
z0.

В силу лiнiйностi оператора S (g1, g2, h) отримуємо

S (g1, g2, h) = g1S(1, 0, 0) + g2S(0, 1, 0) + hS(0, 0, 1),
S
(
g01, g

0
2, h

0
)
= g01S(1, 0, 0) + g02S(0, 1, 0) + h0S(0, 0, 1).

Тому має мiсце нерiвнiсть
ϕ0 (G1, G2, H)− ϕ0

(
G0

1, G
0
2, H

0
)
≥

≥
(
g01 − g1

)
zT0 S(1, 0, 0) +

(
g02 − g2

)
zT0 S(0, 1, 0)z0 +

(
h0 − h

)
zT0 S(0, 0, 1)z0.

Використовуючи позначення , отримуємо
ϕ0 (G1, G2, H)− ϕ0

(
G0

1, G
0
2, H

0
)
≥

≥
n∑

i,j=1

(
g1ij − g10ij

)
e0sk +

n∑
i,j=1

(
g2ij − g20ij

)
f0ij +

n∑
i,j=1

(
hij − h0ij

)
k0ij .

Iз означення скалярного добутку векторiв випливає
ϕ0 (G1, G2, H)− ϕ0

(
G0

1, G
0
2, H

0
)
≥

≥
〈(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,
(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
,

що i потрiбно було довести. �

З використанням отриманого виразу для узагальненого градiєнта i опу-
клостi множини L1 умови оптимальностi задачi (1.4), (1.1) можна сформу-
лювати наступним чином.
Теорема 2.2. Щоб функцiя ϕ0 (g1, g2, h) досягла свого мiнiмального зна-
чення в точцi

(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1, необхiдно i достатньо, щоб для довiльної

точки (g1, g2, h) ∈ L1 виконувались умови〈(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,(

g1 − g01, g2 − g02, h− h0
)〉
≥ 0.

(2.7)

Причому точка
(
g01, g

0
2, h

0
)
задовольняла граничнiй умовi(

g01
)2

+
(
g02
)2

+
(
h0
)2

= 1.
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Доведення. Необхiднiсть. Як випливає з тверджень наведених вище лем,
функцiя ϕ0 (g1, g2, h) являється опуклою, L1 — опуклий конус додатнього
октанта g1 > 0, g2 > 0, h > 0, який лежить всерединi одиничної сфери.
Нехай

(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1 — точка, в якiй функцiя ϕ0 (g1, g2, h) приймає мiнi-

мальне значення i

min
(g1,g2,h)∈L1

{ϕ0 (g1, g2, h)} = ϕ∗0.

Розглянемо множину M четвiрок

M = {(g1, g2, h, γ) : (g1, g2, h) ∈ L1, − < γ < +} .
Побудуємо в ньому двi пiдмножини

M1 = {(g1, g2, h, γ) : (g1, g2, h) ∈ L1, γ ≥ ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ∗0} ,
M2 = {(g1, g2, h, γ) : (g1, g2, h) ∈ L1, γ < 0} .

Iз побудови випливає, що вони не мають спiльних точок. Крiм цього, в силу
опуклостi функцiї ϕ0 (g1, g2, h) пiдмножиниM1 iM2 є опуклими. Тому iснує
гiперплощина

〈(e, f, k), (g1, g2, h)〉+ βγ = 0

з нормалями (e, f, k) i β, яка роздiляє множини M1 i M2. I для довiльних
точок

(g1, g2, h, γ) ∈M1 i (g∗1, g
∗
2, h
∗, γ∗) ∈M2

i екстремальної точки
(
g01, g

0
2, h

0, 0
)
∈M1 буде виконуватися спiввiдношен-

ня
〈(e, f, k), (g1, g2, h)〉+ βγ ≥

〈
(e, f, k),

(
g01, g

0
2, h

0
)〉
≥

≥ 〈(e, f, k), (g∗1, g∗2, h∗)〉+ βγ∗.
(2.8)

Визначимо знак скаляра β. Для цього розглянемо праву нерiвнiсть при
(g∗1, g

∗
2, h
∗, γ∗) =

(
g01, g

0
2, h

0,−1
)
. Отримуємо〈

(e, f, k),
(
g01, g

0
2, h

0
)〉
≥
〈
(e, f, k),

(
g01, g

0
2, h

0
)〉
− β.

Отже, β ≥ 0. Покажемо, що β > 0. Нехай вiд супротивного β = 0 Тодi,
покладаючи в лiвiй частинi нерiвностi (2.8)

(g1, g2, h) =
(
g01, g

0
2, h

0
)
+ ε(e, f, k), ε < 0 i γ > ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ∗0,

отримаємо〈
(e, f, k),

(
g01, g

0
2, h

0
)
+ ε(e, f, k)

〉
≥
〈
(e, f, k),

(
g01, g

0
2, h

0
)〉

або
ε
∣∣(e, f, k)∣∣2 ≥ 0.

А оскiльки ε < 0, то це можливо лише при
∣∣(e, f, k)∣∣ = 0. Отже, припущення

невiрне i β > 0. Роздiлимо нерiвностi (2.8) на β > 0〈
1
β (e, f, k), (g1, g2, f)

〉
+ γ ≥

〈
1
β (e, f, k),

(
g01, g

0
2, h

0
)〉
≥〈

1
β (e, f, k), (g

∗
1, g
∗
2, h
∗)
〉
+ γ∗.

(2.9)

Звiдси випливає, що при довiльному γ, яке задовольняє умовi

γ ≥ ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ∗0,
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лiва частина нерiвностi (2.9) повинна задовольняти спiввiдношенню

γ ≥
〈
− 1

β
(e, f, k),

(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
.

Покладаючи
γ = ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
,

отримаємо

ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
≥
〈
− 1

β
(e, f, k),

(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
.

Отже, трiйка
(
− 1
β e,−

1
β f,−

1
βk
)
, як випливає iз означення, є узагальненим

градiєнтом. Iз теореми 1.1 отримуємо, що(
− 1

β
e,− 1

β
f,− 1

β
k

)
=
(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
.

Покладаючи у правiй частинi нерiвностi (2.9) γ∗ = 0, отримаємо〈(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,
(
g∗1 − g01, g∗2 − g02, h∗ − h0

)〉
=

=
〈
− 1
β (e, f, k),

(
g∗1 − g01, g∗2 − g02, h∗ − h0

)〉
,

що i доводить необхiднiсть теореми.
Достатнiсть. Нехай виконуються умови теореми i в точцi

(
g01, g

0
2, h

0
)
∈ L1

iснує узагальнений градiєнт функцiї ϕ0 (g1, g2, h) , при якому виконується
нерiвнiсть〈(
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,
(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
≥ 0.

Але тодi, як випливає iз означення узагальненого градiєнта, виконується

ϕ0 (g1, g2, h)− ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
≥ 0,

тобто
ϕ0 (g1, g2, h) ≥ ϕ0

(
g01, g

0
2, h

0
)
,

i точка
(
g01, g

0
2, h

0
)
є точкою мiнiмума для функцiї ϕ0 (g1, g2, h) .

Приналежнiсть точки
(
g01, g

0
2, h

0
)
границi сфери випливає iз однорiдностi

функцiї ϕ0 (g1, g2, h) за змiнною (g1, g2, h) i виду областi L1.
Теорему доведено. �

I можна сформулювати наступнi умови стiйкостi рiвняння (1.1).
Теорема 2.3. Нехай g01, g

0
2, h

0 — додатнi числа такi, що для будь-яких
iнших g1, g2, h виконується〈(

E
(
g01, g

0
2, h

0
)
, F
(
g01, g

0
2, h

0
)
,K
(
g01, g

0
2, h

0
))
,
(
g1 − g01, g2 − g02, h− h0

)〉
≥ 0,(

g01
)2

+
(
g02
)2

+
(
h0
)2

= 1.

Тут
E
(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(1, 0, 0)z0, F

(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(0, 1, 0)z0,

K
(
g01, g

0
2, h

0
)
= −zT0 S(0, 0, 1)z0,

z0 =
(
z01 , z

0
2 , z

0
3

)
— одиничний вектор, на якому квадратична форма

zTS
(
g01, g

0
2, h

0
)
z
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досягає мiнiмального значення (власний вектор, який вiдповiдає мiнiмаль-
ному власному числу),

S(1, 0, 0) =

−1 0 0
0 e−βτ 0
0 0 0

 , S(0, 1, 0) =
 a2 −ab −ad
−ab −b2 −bd
−ad −bd e−βτ − d2

 ,
S(0, 0, 1) =

−2a −b −d
−b 0 0
−d 0 0

 .
Щоб рiвняння (1.1) було асиптотично стiйким, достатньо, щоб ма-

триця S
(
g01, g

0
2, h

0
)
була додатньо визначеною. Причому, якщо S

(
g01, g

0
2, h

0
)

не є додатньо визначеною, то за допомогою функцiонала Ляпунова–Кра-
совського виду (1.2) отримати твердження про асиптотичну стiйкiсть
не можна, тобто функцiонал

V0 [x(t), t] = h0x
2(t) +

t∫
t−τ

e−β(t−s)
{
g01x

2(s) + g02 (ẋ(s))
2
}
ds

є оптимальним у даному класi функцiоналiв.
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