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4

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено вивченню локаль-

них деформацiй додатних цiлочислових квадратичних форм.

Квадратичнi форми постiйно виникають при розв’язаннi рiзних задач

в багатьох галузях математики (див., напр., [1]–[38]). Серед них особливу

роль вiдiграють цiлочисловi квадратичнi форми. Це, зокрема, пов’язано з

введенням в сучаснiй теорiї зображень та класифiкацiйних задач лiнiйної

алгебри так званих квадратичних форм Тiтса.

У 1972 р. П. Габрiель [39] ввiв поняття зображення скiнченного сагай-

дака (орiєнтованого графа) i показав, що сагайдак має скiнченне число

класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень тодi i лише тодi, коли є

додатною деяка (введена ним) цiлочислова квадратична форма. Вiн наз-

вав цю форму квадратичною формою Тiтса вiдповiдного сагайдака. Ця

iдея П. Габрiеля природним чином узагальнюється на зображення (без

алгебраїчних спiввiдношень) iнших об’єктiв i, зокрема, зображення част-

ково впорядкованих множин (введених Л. О. Назаровою i А. В. Ройте-

ром у [40]). Ю. А. Дрозд [41] довiв, що частково впорядкована множина

має скiнченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень тодi

i лише тодi, коли вiдповiдна квадратична форма є слабо додатною (до-

датною на множинi векторiв iз невiд’ємними координатами). Найзагаль-

нiший випадок, що стосується зображень без алгебраїчних спiввiдношень,

розглянуто М. М. Клейнером i А. В. Ройтером [42] (для введених ними

трикутних диференцiальних градуйованих категорiй).

Пiзнiше були введенi i почали вивчатиcя квадратичнi форми Тiтса для

зображень об’єктiв iз алгебраїчними спiввiдношеннями (першою в цьо-

му напрямку була робота Ш. Бреннер для сагайдакiв зi спiввiдношен-



5

нями [43]).

Окрiм згаданих авторiв, квадратичнi форми Тiтса та їх природнi цiло-

числовi узагальнення вивчали М. Барот, В. М. Бондаренко, Н. С. Голо-

ващук, П. Дрекслер, М. В. Зельдiч, С. А. Овсiєнко, Х. А. де ла Пенья,

Ю. М. Перегуда, К. Рiнгель, Д. Сiмсон, М. В. Стьопочкiна, Х. И. фон

Хёне та iншi (див., зокрема, [44] – [60]). Багато авторiв дослiджували та-

кож зв’язки кадратичних форм Тiтса з вiдповiдними їм задачами теорiї

зображень.

З iншого боку, багато проблем сучасної математики пов’язанi з рiзними

деформацiями математичних об’єктiв, коли тi чи iншi числовi iнварiнти

замiнюються параметрами, що поглиблює вивчення початкових проблем.

Зокрема, глибоко дослiджувалися деформацiї асоцiативних алгебр, ал-

гебр Лi та алгебр Хопфа ([61] – [66]), деформацiй диференцiальних рiв-

нянь ([67] – [70]) та функцiоналiв [71], деформацiї структур на многовидах

([72] – [74]), тощо. Локальнi деформацiї квадратичних форм вiдносно кое-

фiцiєнтiв при квадратах змiнних (якi в [76] названi точково-локальними)

вивчалися в роботах [77] – [79].

У дисертацiї продовжується вивчення локальних деформацiй квадра-

тичних форм. Основнi результати стосуються додатних квадратичних

форм Тiтса для скiнченних графiв та частково впорядкованих множин.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тематика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями на

механiко-математичному факультетi Київського нацiонального унiверси-

тету iменi Тараса Шевченка — тема 11БФ038-03 “Застосування алгебро-

геометричних методiв в теорiях груп, напiвгруп, кiлець, зображень до за-

дач прикладної алгебри та захисту iнформацiї” (номер державної реєстра-

цiї 0111U005264).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис P -визна-

чальних полiномiв для додатних квадратичних форм Тiтса сагайдакiв i
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частково впорядкованих множин та отримання рiзних наслiдкiв iз такого

опису.

Об’єктом дослiдження є реберно-локальнi деформацiї та P -визначаль-

нi полiноми квадратичних форм над полем дiйсних чисел.

Предметом дослiдження є вивчення поведiнки квадратичних форм

при реберно-локальнiй деформацiї їх коефiцiєнтiв.

Методи дослiдження. Основними методами дослiджень є матрич-

ний метод та класичнi i сучаснi комбiнаторнi методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано

новi теоретичнi результати, основними iз яких є такi:

• Обчислено P -визначальнi полiноми та P -граничнi числа реберно-

локальних деформацiй квадратичних форм Тiтса для несерiйних дiаграм

Динкiна.

• Обчислено основнi геометричнi характеристики несерiйних дiаграм

Динкiна, оснащених ваговою функцiєю, яка задана P -граничними числа-

ми поточково-локальних деформацiй чи максимальними P -граничними

числами реберно-локальних деформацiй.

• Доведено, що зважена несерiйна схема Динкiна має єдиний центр

вiдносно як поточково-локальних, так i реберно-локальних деформацiй.

• Показано, що будь-який P -визначальний полiном несерiйної частко-

во впорядкованої множини реалiзується на частково впорядкованiй мно-

жинi ширини 2 з вузловим елементом, а для таких множин вказано явний

вигляд P -визначальних полiномiв для всiх пар порiвняльних елементiв.

• Виписано всi полiноми, якi можуть бути цiлочисловими P -визна-

чальними полiномами для несерiйних частково впорядкованих множин;

• Вказано мiнiмальну систему несерiйних частково впорядкованих

множин, на яких реалiзуються всi P -визначальнi полiноми.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути використанi



7

в загальнiй теорiї квадратичних форм i в подальших дослiдженнях де-

формацiй квадратичних форм для рiзних класiв алгебраїчних об’єктiв.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної робо-

ти отримано здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником

роботах останньому належать, як правило, постановки задач та загальнi

iдеї щодо методiв їх розв’язання, а практична реалiзацiя та низка кон-

кретних iдей належать здобувачевi. У статтi [85] (з трьома спiвавторами)

здобувачу належать всi результати про несерiйнi дiаграми Динкiна.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати дисертацiйної роботи оприлюднено на:

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-

рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.).

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3-6 червня

2015 р.);

— Сiмнадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-

хайла Кравчука (м. Київ, 19-20 травня 2016 р.);

— XI лiтнiй школi — алгебра, топологiя, аналiз (Одеса, 1-14 серпня 2016

р.)

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в шести нау-

кових роботах [81]–[86], всi з яких опублiкованi у фахових виданнях, одна

з них [85] — у виданнi, що вiдображається в наукометричнiй базi Scopus.

Чотири роботи опублiковано у тезах конференцiй [87]–[90].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та

додатку. Загальний обсяг роботи (без додатку) — 179 сторiнок, iз них спи-

сок використаних джерел займає 12 сторiнок (90 найменування); додаток

займає 17 сторiнок.

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керiвнику професору

В. М. Бондаренку за постiйну увагу, цiкавi iдеї та кориснi поради.



Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1. Квадратичнi форми над полем дiйсних чисел

У цьому пiдроздiлi приведемо вiдомi означення та твердження з теорiї

квадратичних форм (див. [80]).

Квадратичною формою f вiд n невiдомих x1, x2, . . . , xn називається

сума, кожний член якої є або квадратом однiєї з цих змiнних, або добут-

ком двох рiзних змiнних. Квадратична форма називається дiйсною, якщо

конфiцiєнти цiєї квадратичної форми є дiйсними числами.

Квадратичну форму можна записувати двома способами.

1) Вважаємо, що у квадратичнiй формi f вже зведено подiбнi члени,

причому зустрiчаються, з коефiцiєнтами, вирази вигляду x2i i xixj при

i < j; тодi

f = f(x1, . . . , xn) =
∑
i≤j

fijxixj.

Симетричною матрицею квадратичної форми f називається в цьому ви-

падку матриця A = (aij) (порядку n), де aii = fii i aij = aji = fij/2 для

i < j.

2) Вважаємо, що у квадратичнiй формi f зведено лише подiбнi члени,

пов’язанi з x2i , а для i 6= j коефiцiєнти при xixj i xjxi однаковi; якщо

коефiцiєнт при x2i позначити через fii, а при xixj i xjxi — вiдповiдно

через fij i fji (тодi fij = fji), то

f = f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

fijxixj.

8
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Симетричною матрицею квадратичної форми f називається в цьому ви-

падку матриця A = (fij).

Ми в наступних роздiлах притримуємося першої точки зору. У цьому

ж роздiлi бiльш зручно притримуватися другої.

Розглянемо лiнiйне перетворення xi =
∑n

k=1 qikyk, i = 1, 2, ..., n з мат-

рицею Q = (qik), яке дiє на змiннi x1, x2, . . . , xn квадратичної форми f .

Теорема 1.1. Квадратична форма вiд n невiдомих, з матрицею A,

пiсля виконання лiнiйного перетворення змiнних з матрицею Q пере-

творюється в квадратичну форму вiд нових змiнних, причому матри-

цею цiєї форми буде добуток Q′AQ.

Квадратичну форму називають додатно означеною (або просто додат-

ною), якщо всi її значення при дiйсних значеннях змiнних, якi одночасно

не дорiвнюють нулю, додатнi.

Кажуть, що квадратична форма має канонiчний вигляд, якщо всi ко-

ефiцiєнти при добутках рiзних змiнних рiвнi нулю, тобто квадратична

форма записана у виглядi суми квадратiв змiнних.

Теорема 1.2. Будь-яка квадратична форма може бути приведена де-

якими невиродженими лiнiйними перетвореннями до канонiчного виг-

ляду. Якщо при цьому розглядається дiйсна квадратична форма, то всi

її коефiцiєнти вказаного лiнiйного перетворення можна вважати дiйс-

ними.

Теорема 1.3. Квадратична форма є додатно означеною тодi i тiльки

тодi, коли пiсля зведення її до канонiчного вигляду всi коефiцiєнти при

квадратах нових змiнних є додатнiми.

Нехай дано квадратичну форму f вiд n змiнних з матрицею A = (aij).

Мiнори порядку 1, 2, . . . , n цiєї матрицi, розташованi в її лiвому верхньому

кутi, тобто мiнори
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a11,

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

. . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

iз яких останнiй спiвпадає, очевидно, iз визначником матрицi A, назива-

ються головними мiнорами форми f .

Теорема 1.4. (критерiй Сiльвестра) Квадратична форма f вiд n змiн-

них з дiйсними коефiцiєнтами є додатно означеною тодi i тiльки тодi,

коли всi її головнi мiнори строго додатнi.

1.2. Квадратична форма Тiтса скiнченного

сагайдака

Cагайдак — це (за означенням) довiльний орiєнтований графQ = (Q0, Q1)

(Q0 i Q1 позначають вiдповiдно множину вершин та множину стрiлок).

Сагайдак називається скiнченним, якщо множини Q0 i Q1 скiнченнi. Не

обмежуючи загальнiсть можна вважати, щоQ0 = {1, 2, . . . , n}. Початкова

вершина стрiлки λ позначається s(λ), а кiнцева — t(λ).

П. Габрiель у роботi [39] ввiв поняття зображення сайдака та опи-

сав сагайдаки скiнченного зображувального типу. До того ж вiн ввiв

для сагайдака Q = (Q0, Q1) наступну цiлочислову квадратичную фор-

му qQ(z) = qQ(z1, z2, . . . , zn):

qQ(z1, z2, . . . , zn) =
∑
i∈Q0

z2i −
∑
i→j

zizj,

де i→ j пробiгає множину всiх стрiлок Q1.

П. Габрiель назвав цю квадратичну форму квадратичною формою Тiт-

са сагайдака Q.

Iз результатiв вказаної статтi вкажемо на наступний.



11

Теорема 1.5. Квадратична форма Тiтса сагайдака Q є додатною то-

дi i лише тодi, коли вiдповiдний сагайдаку неорiєнтований граф є непере-

тинним об’єднанням дiаграм Динкiна з однократними ребрами, тобто

графiв наступного вигляду:

An
r r r r rp p p (n ≥ 1)

Dn
r r r r r

r
p p p (n ≥ 4)

E6
r r r

r
r r

E7
r r r

r
r r r

E8
r r r

r
r r r r

(графи An та Dn мають n вершин).

Для неорiєнтованого сагайдака квадратична форма Тiтса визначаєть-

ся наступним чином. Потрiбно зафiксувати яким-небудь чином напрямки

ребер i виписати вiдповiдну квадратичну форму Тiтса для цього орiєнто-

ваного графа. Очевидно, що при цьому отримана квадратична форма не

залежить вiд вибору напрямкiв ребер.

Дiаграми Динкiна An i Dn будемо називати серiйними (бо їх нескiн-

ченне число i залежать вони вiд одного натурального параметра), а дiа-

грами Динкiна E6, E7, E8 — несерiйними.
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1.3. Квадратична форма Тiтса скiнченної частково

впорядкованої множини

Нехай S — скiнченна частково впорядкована (скорочено ч. в.) множина.

Не обмежуючи загальностi будемо вважати, що S = {1, 2, . . . , n}. Частко-

ву впорядкованiсть будемо позначати символом � (щоб вiдрiзняти її вiд

природної лiнiйної впорядкованостi цiлих чисел). Будемо при цьому вва-

жати, що i < j кожного разу, коли i ≺ j. Ми ототожнюємо алгебраїчне

задання ч. в. множини (за допомогою вiдношення ≺) з графiчним. Нага-

даємо, що вiдповiдний малюнок при графiчному заданнi ч. в. множини

називається її дiаграмою Хассе.

Шириною ч. в. множини S називається максимальне число її попарно

непорiвняльних елементiв. Елемент a ∈ S називається вузловим, якщо

вiн порiвняльний з усiма iншими елементами.

Пiд пiдмножиною ч. в. множини S завжди будемо розумiти повну ч.

в. пiдмножину. Ч. в. множина S називається сумою своїх пiдмножин

A1, ..., An, якщо S = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An i Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j. Як-

що ж елементи рiзних доданкiв завжди непорiвняннi, то маємо справу з

прямою сумою.

Квадратичною формою Тiтса ч. в. множини S називається наступна

квадратична форма:

qS(z) = qS(z0, z1, z2, . . . , zn) = z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi.

Квадратичну форму над полем дiйсних чисел називається слабко до-

датною, якщо вона додатна на множинi векторiв iз невiд’ємними коорди-

натами.

Iз робiт [75] та [41] випливає наступна теорема.

Теорема 1.6. Квадратична форма Тiтса частково впорядкованої мно-

жини S є слабко додатною тодi i лише тодi, коли вона не мiстить
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пiдмножин наступного вигляду: K1 = (1, 1, 1, 1); K2 = (2, 2, 2): K3 =

(1, 3, 3); K4 = (1, 2, 5); K5 = (И, 4).

Тут координата s позначає лiнiйно впорядковану множину порядку s,

а круглi дужки — пряму суму ч. в. множин, якi вказанi в них.

Ч. в. множини Ki називаються критичними множинами Клейнера.

Додатно визначенi форми Тiтса ч. в. множин також виникають в теорiї

зображень (див., напр., [50]).

Ч. в. множини з додатною формою Тiтса повнiстю описанi. При цьому

виникають два рiзнi випадки: серiйнi i несерiйнi ч. в. множини.

Ч. в. множина S iз додатною квадратичною формою Тiтса називається

серiйною [49], якщо для будь-якого натурального m iснує ч. в. множина

T з додатною квадратичною формою Тiтса така, що S є пiдмножиною T

i |T \ S| = m. В iншому випадку форма Тiтса називається несерiйною.

Мають мiсце наступна теорема (див. [47]).

Теорема 1.7. Частково впорядкована множина S з додатною фор-

мою Тiтса є серiйною тодi i лише тодi, коли вона має одних iз наступ-

них виглядiв:
1) 2) q

q��
�
�
�
�
�
�
��

3)

q qq
q��

@@

@@

��

(тут вертикальнi лiнiї є ланцюгами, а похилi вiдрiзки не мiстять про-

мiжних точок).

При цьому в умовах 1) i 3) ланцюги (лiнiйно впорядкованi множини)

можуть бути порожнiми.

Несерiйнi ч. в. множини з додатною квадратичною формою Тiтса опи-

санi в роботi [47]. Всi означення та твердження взятi з цiїє роботи.
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Теорема 1.8. Частково впорядкована множина S з додатною квад-

ратичною формою Тiтса є несерiйною тодi i лише тодi, коли вона iзо-

морфно або антиiзоморфно однiй з зазначених в таблицi 1 частково впо-

рядкованих множин 1–108.

ТАБЛИЦЯ 1
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�
�
�
�
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�
�
�
�
s

2=1′

ss ss�
�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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Несерiйнi частково впорядкованi множини з додатно визначеною фор-

мою Тiтса вказанi в таблицi 1 з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзомор-

фiзму.

Деякi зауваження до таблицi 1.

Якщо в таблицi написано i = j′ чи i = j′′, то це означає, що ч. в.

множини з номерами i та j або є множинами ширину 2 з вузловими еле-

ментами, або є множинами ширинi 3 з прямими доданками, що мають

вузловi елементи, причому число (всiх) вказаних вузлових елементiв в

кожному з випадкiв одне i те ж i при їх вiдкиданнi отримуємо iзоморфнi

ч. в. множини. Iншими словами, такi ч. в. множини вiдрiзняються лише

“перерозподiлом” вузлових елементiв.

В обох випадках квадратичнi форми Тiтса таких ч. в. множин iзоморф-

нi (тобто рiвними з точнiстю до перенумерацiї змiнних). Це випливає без-

посередньо iз означення квадратичної форми Тiтса.

1.4. Квадратична форма бiграфа

Нехай Q = (Q0, Q1, Q−1) — орiєнтований бiграф, де Q0 — множина його

вершин, Q1 та Q−1 — вiдповiдно множина його суцiльних та переривча-
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стих стрiлок. Бiграфу Q можна природним чином зiставити цiлочислову

квадратичну форму

qQ(z1, z2, . . . , zn) =
∑
i∈Q0

z2i −
∑
αij∈Q1

zizj +
∑

βij∈Q−1

zizj,

У випадку неорiєнтованого бiграфа квадратична форма виписується та-

ким же чином, як i у випадку сагайдака: потрiбно зафiксувати довiльним

чином напрямки ребер i виписати вiдповiдну квадратичну форму Тiтса

уже для орiєнтовного бiграфа.

Розглянемо бiльш детально випадок неорiєнтовного бiграфа Q =

(Q0, Q1, Q−1), причому будемо вважати, що граф не мiстить кратних ре-

бер та петель. Тодi всi коефiцiєнти квадратичної форми належать мно-

жинi 0, 1,−1. При цьому, очевидно, форма є одиничною, тобто всi коефi-

цiєнти при z2i дорiвнюють одиницi. Навпаки, будь якiй такiй квадратичнiй

формi вiдповiдає бiграф.

Надалi в цьому пунктi будемо розглядати лише додатно визначенi квад-

ратичнi форми. Зауважимо, що в цьому випадку для одиничних форм

умова належностi її коефiцiєтiв множинi {0, 1,−1} виконується автома-

тично.

Будемо вважати, щоQ0 = {1, 2, . . . , n}. Тодi квадратичну форму qQ(z) =

qQ(z1, z2, . . . , zn), що вiдповiдає бiграфу Q, можна записати у такому виг-

лядi:

qQ(z1, z2, . . . , zn) =
∑
i∈Q0

z2i −
∑

i<j,(i,j)∈Q1

zizj +
∑

i<j,(i,j)∈Q−1

zizj.

Двi такi квадратичнi форми (як i взагалi будь-якi цiлочиловi форми)

називаються Z-еквiвалентними, якщо iснує лiнiйна цiлочислова замiна

змiнних з оборотною (над кiльцем Z) матрицею, яка переводить одну iз

цих квадратичних форм в iншу.
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1.5. Локальнi деформацiї квадратичних форм

Локальною деформацiєю квадратичної форми f(x) над полем дiйсних чи-

сел R називається квадратична форма, яка отримується iз f(x) замiною

її довiльного фiксованого коефiцiєнта fij 6= 0 на коефiцiєнт afij, де a

— параметр; локальна деформацiя буває поточково-локальною (випадок

i = j) i реберно-локальною (випадок i 6= j) [76]. Геометрична термiнологiя

прийнята в зв’язку з тим, що кожнiй квадратичнiй формi можна зiста-

вити граф, вершинами якого є змiннi квадратичної форми, а ребрами —

ненульовi коефiцiєнти (або бiграф, якщо вiдрiзняти додатнi та вiд’ємнi

коефiцiєнти).

Розглянемо локальнi деформацiї бiльш детально. Оскiльки дисертацiя

пов’язана з вивченням додатних квадратичних форм, то i при викладеннi

матерiалу цього пiдроздiлу будемо розглядати лише додатнi форми. За-

уважимо, що поняття поточково-локальних деформацiй введено в роботi

[79], але називались вони просто локальними. I лише в роботi [76] тер-

мiн локальнi деформацiї було замiнено на термiн поточково-локальних

деформацiй, оскiльки у цiй роботi був введений другий тип локальних

деформацiй, а саме реберно-локальнi деформацiї. Якщо ж говорити про

P -граничнi числа (для поточково-локальних деформацiй), про якi буде

сказано нижче, то вперше вони введенi в роботi [77] i вивчалися також в

iнших роботах (серед яких видiлимо роботу [78]).

Нехай

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
n∑
i=1

fiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj

— (додатна) квадратична форма над полем дiйсних чисел R. Її поточково-

локальною деформацiєю називається квадратична форма вигляду

f (s)(z, a) = f (s)(z1, . . . , zn, a) = afssz
2
s +

∑
i6=s

fiiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj,

де s ∈ {1, . . . , n}, а a — параметр, що пробiгає поле R.



20

Квадратична форма f (s)(z, a) називається також поточково-локальною

деформацiєю квадратичної форми f(z) вiдносно zs.

Позначимо через F (s)
+ множину всiх b ∈ R таких, що форма f (s)(z, b)

є додатною; очевидно, F (s)
+ ⊆ R+ = {r ∈ R | r > 0}. Покладемо F (s)

− =

R\F (s)
+ , тобто c ∈ F (s)

− , якщо iснує ненульовий вектор x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

такий, що f (s)(x, c) ≤ 0; очевидно, що при цьому c < 1. Оскiльки iз

c ∈ F
(s)
− випливає, що d ∈ F

(s)
− для довiльного d < c, то супремум

m
(s)
f = sup F

(s)
− є граничною точкою; легко показати, що m(s)

f — найбiль-

ший елемент F (s)
− (див. [79, теорема 2]). Число m(s)

f будемо називати P -

граничним числом для zs або s-им P -граничним числом (квадратичної

форми f(z)). Iншими словами, число c — P -граничне для zs, якщо квад-

ратична форма f (s)(z, x) є додатно визначеною для будь-якого x > c, а

форма f (s)(z, c) такою не є.

Iз сказаного вище випливає, що всi P -граничнi числа (додатної) квад-

ратичної форми f(z) лежать у напiввiдкритому iнтервалi [0, 1), а якщо

n > 1, то у вiдкритому iнтервалi (0, 1). Якщо до того ж коефiцiєнти

квадратичної форми f(z) є рацiональними, то i P -граничнi числа будуть

рацiональними.

Нагадаємо, що квадратична форма f(z) = f(z1, . . . , zn) називається

розкладною, якщо iснує власна пiдмножина S ⊂ N = {1, 2, . . . , n} така,

що fij = 0 при i ∈ S, j ∈ N \ S i при i ∈ N \ S, j ∈ S; в протилежному

випадку форма називається нерозкладною. Позначимо через g = g(zi | i ∈
S) квадратичну форму вiд змiнних zi, i ∈ S, яка виходить iз розкладної

форми f(z) “iгноруванням” змiнних zi, i ∈ N \ S (тобто в f(z) потрiбно

покласти zi = 0 при i ∈ N \ S).
Безпосередньо з означення P -граничних чисел випливає, що m

(s)
g =

m
(s)
f .

Переходимо тепер до реберно-локальних деформацiй.

Реберно-локальною деформацiєю квадратичної форми f(z) (див. вище)
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називається квадратична форма вигляду

f (p,q)(z, a) =
n∑
i=1

fiz
2
i + afpqzpzq +

∑
(i,j)6=(p,q)

fijzizj,

де p i q (p < q) такi, що fpq 6= 0, а a — параметр, що пробiгає поле R.

Квадратична форма f (p,q)(z, a) називається також реберно-локальною

деформацiєю квадратичної форми f(z) вiдносно zpzq.

Число b ∈ R називається P -граничним числом квадратичної форми

f(z) для zpzq або (p, q)-им P -граничним числом квадратичної форми f(z),

якщо f(z, b) не є додатною квадратичною формою i в кожному околi

числа b iснує число c таке, що f(z, c) є додатною квадратичною формою.

Оскiльки квадратична форма f(z) додатна, iснує два (p, q)-их P -гра-

ничних числа. Полiном ∆
(p,q)
f (t) = (t−b1)(t−b2), де b1 i b2 — цi P -граничнi

числа, називається P -визначальним полiномом квадратичної форми f(z)

для zpzq або P -визначальним (p, q)-полiномом квадратичної форми f(z).

Якщо b1 < b2, то квадратична форма f(z, a) додатна тодi i лише тодi, коли

a належить вiдкритому iнтервалу (b1, b2) (випадок b1 = b2 неможливий,

бо форма f (p,q)(z, 1) додатна). Якщо до того ж коефiцiєнти квадратичної

форми f(z) є рацiональними, то її P -визначальнi полiноми також ма-

ють рацiональнi коефiцiєнти. Тодi кожному P -визначальному полiному

природним чином вiдповiдає цiлочисловий полiном зi взаємно простими

коефiцiєнтами (в сукупностi) i додатнiм коефiцiєнтом при старшому членi

(треба спочатку помножити P -визначальний полiном на спiльний знамен-

ник, а потiм скоротити всi коефiцiєнти на найбiльший спiльний дiльник).

Вiн називається цiлочисловим P -визначальним полiномом i позначається

Z∆
(p,q)
f (t).

Цi поняття (для реберно-локальних деформацiй) введено в роботi [76].

У цiй же роботi доведенi вказанi властивостi P -граничних чисел.

Реберно-локальнi деформацiї (як i поточково-локальнi) достатньо вив-

чати для нерозкладних квадратичних форм (див. вище).



Роздiл 2

РЕБЕРНО-ЛОКАЛЬНI ДЕФОРМАЦIЇ ДЛЯ

ПРОСТИХ КЛАСIВ КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ

ТIТСА

Основнi означення, якi стосуються реберно-локальних деформацiй квад-

ратичних форм, приведенi в п. 1.5. Вiдносно квадратичної форми Тiтса

частково впорядкованих множин див. п. 1.3.

У цьому роздiлi ми розглянемо 2 класи несерiйних частково впорядко-

ваних множин з додатною квадратичною формою Тiтса.

Для зручностi (як в цьому, так i наступних роздiлах) замiсть симетрич-

них матриць квадратичних форм Тiтса чи їх реберно-локальних дефор-

мацiй ми завжди будемо розглядати удвоєнi (помноженi на 2) матрицi,

щоб вони не мiстили дробових елементiв, що не зручно при обчисленнях.

Зауважимо ще, що при обчисленнi P -визначальних полiномiв ми за-

мiсть параметра a (як це було ранiше) будемо використовувати параметр

t (бо змiнна t для полiному бiльш природна, нiж змiнна a).

2.1. Випадок несерiйних примiтивних частково впо-

рядкованих множин

2.1.1. Формулювання основного результату. Нехай S — скiнчен-

на частково впорядкована множина (що не мiстить елемента 0). Нагадає-

мо, що квадратичною формою Тiтса множини S називається квадратична

22
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форма, яка задається наступною рiвнiстю:

qS(z) = z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi.

Частково впорядкована множина називається примiтивною, якщо во-

на є таким об’єднанням ланцюгiв, що будь-якi елементи рiзних ланцюгiв

непорiвняльнi.

Ми розглядаємо задачу про опис P -визначальних полiномiв квадратич-

ної форми Тiтса частково впорядкованих множин у випадку, коли квад-

ратична форма додатна, а частково впорядкована множина є несерiйною

i примiтивною.

Iз результатiв роботи [47] (див.. також п. 1.3) випливає, що з точнiстю

до iзоморфiзму iснує 3 такi множини, а саме

1) P1 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5};

2) P2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6};

3) P3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7}.

Квадратичну форму Тiтса qS(z) частково впорядкованої множини S =

Pi будемо позначати, для простоти, qi = qi(z), i = 1, 2, 3.

Сформулюємо тепер основний результат цього пiдроздiлу.

Теорема 2.1. P -визначальнi полiноми квадратичної форми Тiтса

частково впорядкованої множини S = P1, P2, P3 (для zpzq, якi вiдповi-

дають p, q ∈ S, p < q) є наступними:

1) ∆
(2,3)
q1 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5, ∆

(4,5)
q1 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ;

2) ∆
(2,3)
q2 (t) = t2 − 8

3t+ 4
3, ∆

(p,q)
q2 (t) = t2 − 5

2t+ 1 при p, q ∈ {4, 5, 6};

3) ∆
(2,3)
q3 (t) = t2− 20

7 t+
12
7 , ∆

(p,q)
q3 (t) = t2− 8

3t+
4
3 при p, q ∈ {4, 5, 6, 7}.

2.1.2. Доведення теореми 2.1. Ми будемо користуватися критерiєм

Сiльвестра, розглядаючи симетричнi матрицi, що вiдповiдають реберно-
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локальним деформацiям. При цьому замiсть вказаних симетричних мат-

риць ми будемо розглядати удвоєнi матрицi (щоб вони не мiстили дробо-

вих елементiв).

Оскiльки ми розглядаємо додатнi квадратичнi форми Тiтса, то за кри-

терiєм Сiльвестра всi симетричнi мiнори їх симетричних матриць (тобто їх

головнi мiнори, а також головнi мiнори матриць, якi отриманi з початко-

вих матриць однаковою перестановкою рядкiв та стовпцiв) є додатними.

Звiдси маємо, що P -визначальний полiном ∆
(p,q)
qi (t) квадратичної форми

qi(z) для zpzq з точнiстю до ненульової константи дорiвнює визначнику

симетричної матрицi квадратичної форми q
(p,q)
i (z, t). Тому, зокрема, ми

можемо замiнити матрицю квадратичної форми бiльш простою, помно-

живши її на 2 (про це вже говорилося) i помноживши її 1-ий рядок та

1-ий стовпець на −1 (щоб вона не мала вiд’ємних елементiв). Таку мат-

рицю квадратичної форми q
(p,q)
i (z, t) будемо позначати через A(p,q)

i , а її

визначник через D(p,q)
i .

Обчислюючи всi такi визначники у випадках S = P1, P2, P3, отримуємо

доведення теореми 2.1. Вкажемо лише значення визначникiв та визна-

чальнi полiноми, а доведення, яке мiстить явне обчислення визначникiв,

приведено в п. 1. додатку до основної частини дисертацiї.

Випадок S = P1.

a) Визначник D(4,5)
1 матрицi

A
(4,5)
1 =



2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 t

1 0 0 0 t 2


дорiвнює −5t2 + 12t− 4.
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Отже,

∆(4,5)
q1

= t2 − 12

5
t+

4

5
.

a′) Оскiльки D(2,3)
1 = D

(4,5)
1 , то

∆(2,3)
q1

(t) = t2 − 12

5
t+

4

5
.

Випадок S = P2.

a) Визначник D(2,3)
2 матрицi

A
(2,3)
2 =



2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 t 0 0 0

1 0 t 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 2


дорiвнює −6t2 + 16t− 8.

Отже,

∆(2,3)
q2

= t2 − 8

3
t+

4

3
.

b) Визначник D(5,6)
2 матрицi

A
(5,6)
2 =



2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 t

1 0 0 0 1 t 2


дорiвнює −4t2 + 10t− 4.
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Отже,

∆(5,6)
q2

= t2 − 5

2
t+ 1.

b′) Оскiльки D(4,5)
2 = D

(4,6)
2 = D

(5,6)
2 , то

∆(4,5)
q2

(t) = ∆(4,6)
q2

(t) = t2 − 5

2
t+ 1.

Випадок S = P3.

a) Визначник D(2,3)
3 матрицi

A
(2,3)
3 =



2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0 0

1 0 2 t 0 0 0 0

1 0 t 2 0 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1 1

1 0 0 0 1 2 1 1

1 0 0 0 1 1 2 1

1 0 0 0 1 1 1 2


дорiвнює −7t2 + 20t− 12.

Отже,

∆(2,3)
q3

= t2 − 20

7
t+

12

7
.

b) Визначник D(6,7)
3 матрицi

A
(6,7)
3 =



2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1 1

1 0 0 0 1 2 1 1

1 0 0 0 1 1 2 t

1 0 0 0 1 1 t 2


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дорiвнює −3t2 + 8t− 4.

Отже,

∆(6,7)
q3

= t2 − 8

3
t+

4

3
.

b′) Оскiльки D
(4,5)
3 (t) = D

(5,6)
3 (t) = D

(4,6)
3 (t) = D

(5,7)
3 (t) = D

(4,7)
3 (t) =

D
(6,7)
3 (t), то

∆(4,5)
q3

(t) = ∆(5,6)
q3

(t) = ∆(4,6)
q3

(t) = ∆(5,7)
q3

(t) = ∆(4,7)
q3

(t) = t2 − 8

3
t+

4

3
.

2.1.3. Подальшi твердження. Згiдно означень п. 1.5 P -граничнi

числа — це коренi P -визначального полiному (чи цiлочислового P -визна-

чального полiному). Тому можна або спочатку описати P -визначальнi

полiноми i по сутi ми вже будемо знати P -граничнi числа, або навпаки.

Ми притримуємося першої точки зору, обчислюючи P -визначальнi полi-

номи. Як приклад у цьому пiдроздiлi вкажемо P -граничнi числа для тих

квадратичних форм Тiтса, якi розглядалися вище. Надалi в дисертацiї ми

будемо обчислювати лише P -визначальнi полiноми.

P -граничнi числа частково впорядкованої множини будемо позначати
←−m(s,k)

i (менше iз них) i −→m(s,k)
i (бiльше iз них).

Iз теореми 2.1 випливає наступна теорема (для S = P1, P2, P3).

Теорема 2.2. P -граничними числами для P -несерiйних примiтивних

частково впорядкованих множин є наступнi:

1) ←−m(s,k)
1 = 2

5,
−→m(s,k)

1 = 2 для s, k ∈ {2, 3, 4, 5};

2) ←−m(2,3)
2 = 2

3,
−→m(2,3)

2 = 2;

←−m(s,k)
2 = 1

2,
−→m(s,k)

2 = 2 для s, k ∈ {4, 5, 6};

3) ←−m(2,3)
3 = 6

7,
−→m(2,3)

3 = 2;

←−m(s,k)
3 = 2

3,
−→m(s,k)

3 = 2 для s, k ∈ {4, 5, 6, 7}.

Наслiдок 2.3. −→m(s,k)
i = 2 i 0 <←−m(s,k)

i < 1 для довiльних i, s, k.
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2.2. Випадок найменших несерiйних частково впоряд-

кованих множин

Ми розглядаємо задачу про опис P -визначальних полiномiв квадратичної

форми Тiтса частково впорядкованої множини у випадку, коли ця квад-

ратична форма додатна, а множина несерiйна найменшого можливого

порядку. Iз результатiв роботи [47] випливає, що з точнiстю до iзоморфiз-

му та дуальностi iснує 10 таких множин порядку 5 (i не iснує множин

меншого порядку):

M1 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5};

s ss ss

M2 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};

s ss ss�
�

M3 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};

s ss ss�
�

�
�

M4 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};

s s ss
s

�
�
�
�

M5 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4};

s s
ss s
�
�

�
�
�
�
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M6 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};

ss ss�
�

s

M7 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};

ss ss�
�
s

M8 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5}.

ss ss�
�

s
�
�

M9 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};

s ss
s

�
�
�
�

s

M10 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 3, 3 ≺ 4, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};

ss s
�
�

s
�
�
�
�
s

Квадратичну форму Тiтса qS(z) частково впорядкованої множини S =

Mi будемо позначати, для простоти, qi = qi(z).

Нагадаємо, що порiвняльнi елементи p i q частково впорядкованої мно-

жини S називаються сусiднiми, якщо не iснує елемента x такого, що

p < x < q або q < x < p. Таким i лише таким парам елементiв вiдпо-

вiдають ребра графа Хассе.
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Теорема 2.4. Нехай S — частково впорядкована множина з додат-

ною квадратичною формою Тiтса, яка є несерiйною порядку 5 (тобто

найменшого можливого порядку). У випадках S = Mi, i = 1, . . . , 10, P -

визначальнi полiноми квадратичної форми Тiтса qi(z), якi вiдповiдають

сусiднiм елементам p, q (p < q), є наступними:

1) ∆
(2,3)
q1 (t) = ∆

(4,5)
q1 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5;

2) ∆
(2,3)
q3 (t) = t2 − 8

5t, ∆
(2,5)
q3 (t) = t2 − t+ 3

4,

∆
(4,5)
q3 (t) = t2 − 8

5t;

3) ∆
(1,3)
q4 (t) = ∆

(4,5)
q4 (t) = t2 − t− 3

4,

∆
(2,3)
q4 (t) = ∆

(2,5)
q4 (t) = t2 − 4

5t−
4
5;

4) ∆
(2,5)
q2 (t) = t2 − 4

5t−
4
5, ∆

(3,4)
q2 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5,

∆
(4,5)
q2 (t) = t2 − t− 3

4;

5) ∆
(1,4)
q5 (t) = ∆

(2,5)
q5 (t) = t2 − t− 3

4,

∆
(2,3)
q5 (t) = ∆

(3,4)
q5 (t) = t2 − 4

5t−
4
5;

6) ∆
(1,2)
q8 (t) = t2 − 4

5t−
4
5, ∆

(1,4)
q8 (t) = t2 − 4

5t−
4
5,

∆
(3,4)
q8 (t) = t2 − t− 3

4, ∆
(4,5)
q8 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5;

7) ∆
(1,2)
q9 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5, ∆

(2,5)
q9 (t) = t2 − 4

5t−
4
5,

∆
(3,4)
q9 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5, ∆

(4,5)
q9 (t) = t2 − 4

5t−
4
5;

8) ∆
(1,2)
q10 (t) = t2 − 8

5t, ∆
(1,4)
q10 (t) = t2 − t− 3

4,

∆
(2,5)
q11 (t) = t2 − t− 3

4, ∆
(3,4)
q11 (t) = t2 − 8

5t, ∆
(4,5)
q1 (t) = t2 − 8

5t;

9) ∆
(1,4)
q6 (t) = t2 − 4

5t−
4
5, ∆

(2,3)
q6 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5,

∆
(3,4)
q6 (t) = t2 − t− 3

4, ∆
(4,5)
q6 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5;

10) ∆
(1,2)
q7 (t) = ∆

(2,5)
q7 (t) = t2 − 4

5t−
4
5,

∆
(1,3)
q7 (t) = ∆

(4,5)
q7 (t) = t2 − t− 3

4,
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∆
(3,4)
q7 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5.

Ця теорема доводиться аналогiчно теоремi 2.1; бiльш детально див. п.2

додатку до основної частини дисертацiї.

2.3. Загальнi зауваження.

При обчисленнi P -визначальних полiномiв частково впорядкованої мно-

жини S зручно користуватися наступними двома принципами:

1) розглядати цiлочисловi P -визначальнi полiноми (перевага в тому,

що всi коефiцiєнти цiлi);

2) у випадку p, q ∈ S замiсть “цiлочисловий P -визначальний полiном

квадратичної форми Тiтса qS(z) для zpzq” будемо говорити “цiлочисловий

P -визначальний полiном частково впорядкованої множини S для p i q”.

Це саме стосується i графiв (див. роздiл 3).

В усiх наступних роздiлах ми будемо користуватися принципами 1), 2).

З урахуванням вказаних принципiв i того факту, що (в силу симетрiї)

цiлочисловi P -визначальнi полiноми для s, k ∈ S не залежать вiд s i

k, якщо вони надежать одному i тому ж ланцюгу, теорему 2.1 можна

сформулювати в наступнiй (еквiвалентнiй) формi.

Теорема 2.5. Цiлочисловими P -визначальними полiномами для P -

несерiйних примiтивних частково впорядкованих множин є наступнi:

i i i
i i5t2−12t+4

5t2−12t+4
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i i i
i i

i
3t2−8t+4

2t2−5t+2

i i i
i i

i
i

7t2−20t+12

3t2−8t+4

Тут над кожним ланцюгом записаний цiлочисловий P -визначальний

полiном, який вiдповiдає парам елементiв цього ланцюга.

2.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi описано P -визначальнi полiноми квадратичної форми

Тiтса несерiйних примiтивних частково впорядкованих множин разом з

iх P -критичними числами i P -визначальнi полiноми квадратичної фор-

ми Тiтса найменших несерiйних частково впорядкованих множин (в обох

випадках вiдносно непорiвняльних елементiв множин). Обгрунтовуються

деякi принципи таких обчислень, якi в повнiй мiрi використовуються в

наступних роздiлах.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [81], [82] i [83].



Роздiл 3

РЕБЕРНО-ЛОКАЛЬНI ДЕФОРМАЦIЇ

КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ ТIТСА

НЕОРIЄНТОВАНИХ ГРАФIВ

3.1. Основний результат

Основнi означення, якi стосуються реберно-локальних деформацiй квад-

ратичних форм, приведенi в п. 1.5.

Нехай Q = (Q0, Q1) — (скiнченний) неорiєнтований граф з множиною

вершин Q0 та множиною ребер Q1. Для наших цiлей достатньо вважа-

ти, що граф не має петель i кратних ребер. Вважаємо також, що Q0 =

{1, 2, . . . , n}. Ребро мiж вершинами i i j будемо позначати через (i, j), ото-

тожнюючи звичайно (i, j) i (j, i). Нагадаємо, що квадратичною формою

Тiтса графа Q = (Q0, Q1) (див. п. 1.2) називається цiлочислова квадра-

тична форма qQ(z) = qQ(z1, z2, . . . , zn), яка задається наступною рiвнiстю:

qQ = qQ(z) = qQ(z1, z2, . . . , zn) =
∑
i∈Q0

z2i −
∑

(i,j)∈Q1,i<j

zizj.

Добре вiдомо (див. знову п. 1.2), що квадратична форма Тiтса графа Q

додатна тодi i лише тодi, коли Q є неперетинним об’єднанням дiаграм

Динкiна (якщо граф має петлi або кратнi ребра, то квадратична форма

Тiтса не буде додатною).

Ми розглядаємо задачу про опис цiлочислових P -визначальних полiно-

мiв Z∆
(i,j)
qQ , (i, j) ∈ Q1, квадратичної форми Тiтса qQ = qS(z) для несерiй-

них дiаграм Динкiна, тобто для дiаграм E6, E7, E8 (див. п. 1.2). У випад-

33
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ку i, j ∈ Q0, (i, j) ∈ Q1 замiсть “цiлочисловий P -визначальний полiном

квадратичної форми Тiтса qQ(z) для zizj” будемо говорити “цiлочисло-

вий P -визначальний полiном графа Q для ребра (i, j)”. Аналогiчно i для

P -граничних чисел.

Теорема 3.1. Цiлочисловi P -визначальнi полiноми для несерiйних

дiаграм Динкiна E6, E7, E8 є наступними:

s
5t2−8

s
4t2−5

s
4t2−5

s
5t2−8

s

s
3t2−4

s
3t2−4

s
8t2−9

s
9t2−10

s
5t2−6

s
2t2−3

s

s
6t2−7

s
7t2−8

s
20t2−21

s
24t2−25

s
15t2−16

s
8t2−9

s
3t2−4

s

s
15t2−16

Як видно iз теореми, в усiх цiлочислових P -визначальних полiномах

(степеня 2) вiдсутнiй середнiй член (а вiльний член завжди вiд’ємний, що

i повинно бути згiдно сказаного в п. 1.5) i значить в кожному випадку

(тобто для кожного ребра кожної дiаграми Динкiна Ei) два P -граничнi

числа мають рiзнi знаки i рiвнi за модулем. Див. вiдносно цiєї властивостi

п. 3.3.
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3.2. Доведення теореми 3.1

Нагадаємо, що при розглядi реберно-локальних деформацiй квадратич-

них форм ми замiсть параметра a (у вiдповiдних означеннях) будемо ви-

користовувати параметр t (бо змiнна t для полiному бiльш природна, нiж

змiнна a).

Ми будемо користуватися критерiєм Сiльвестра, розглядаючи симет-

ричнi матрицi, що вiдповiдають реберно-локальним деформацiям. При

цьому (як i в попередньому роздiлi) замiсть вказаних симетричних мат-

риць ми будемо розглядати удвоєнi матрицi (щоб вони не мiстили дробо-

вих елементiв). До того ж, обчислюючи визначник матрицi з параметром,

ми на першому кроцi з формальних мiркувань будемо спецiальним чином

переставляти рядки матрицi. При цьому, як правило, визначник не буде

змiнюватись, бо вказана перестановка є парною (бiльш детально в самому

доведеннi).

Елементарне перетворення з рядками матрицi, яке полягає в додаваннi

до i-го рядка j-го рядка, помноженого на дiйсне число x, будемо позначати

через [i] + x · [j].
Вершини дiаграми Динкiна En, n ∈ {6, 7, 8}, будемо позначати числа-

ми 1, 2, . . . , n− 1 (вершини нижнього ланцюга злiва направо) i n (верхня

вершина).

Нехай (i, j) — ребро графа En. Помножена на 2 матриця квадратичної

форми q(i,j)En
(z, t) — це (згiдно означення матрицi довiльної квадратичної

форми) симетрична матриця розмiру n× n вигляду

M (i,j)
n (t) =



2 ∗ . . . ∗ ∗
∗ 2 . . . ∗ ∗
... ... . . . ... ...

∗ ∗ . . . 2 ∗
∗ ∗ . . . ∗ 2


,
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де на мiсцях (i, j) i (j, i) стоїть параметр t, а на рештi мiсць (s, k), s 6= k,

стоїть -1 або 0 в залежностi вiд того, є ребро (s, k) чи нi. Зауважимо, що

матриця M (i,j)
n (t) при t = 1 дорiвнює помноженiй на 2 матрицi Mn квад-

ратичної форми Тiтса qEn
(z) графа En. Оскiльки En — граф з додатною

формою Тiтса, то за критерiєм Сiльвестра всi симетричнi мiнори матрицi

M
(i,j)
n (1) (тобто її головнi мiнори, а також головнi мiнори будь-якої мат-

рицi, яка отримана з матрицi M (i,j)
n (1) однаковою перестановкою рядкiв

та стовпцiв) є додатними. Переставимо (однаковим чином) рядки i стопцi

матрицi M (i,j)
n (t) так, щоб i-ий i j-ий рядки стали вiдповiдно n − 1-им

i n-им (а значить аналогiчна умова буде виконуватися i для стовпцiв).

Тодi всi головнi мiнори нової матрицi, не рахуючи мiнора (найбiльшо-

го) порядку n, будуть додатними. Значить (знову за критерiєм Сiльвест-

ра) P -визначальний полiном (графа En) для ребра (i, j) дорiвнює, з точ-

нiстю до постiйного множника (який є вiд’ємним), визначнику матрицi

M
(i,j)
n (t) (бiльш детально див. в [76]). Якщо ж говорити про цiлочисловий

P -визначальний полiном, то ситуацiя ще бiльш проста: визначник мат-

рицi M (i,j)
n (t) (як квадратний тричлен з цiлими коефiцiєнтами) потрiбно

подiлити на найбiльший спiльний дiльник своїх коефiцiєнтiв, помножений

на -1.

Переходимо безпосередньо до доведення теореми.

Випишемо удвоєнi симетричнi матрицi M6,M7,M8 дiаграм Динкiна

E6, E7, E8 в явному виглядi:

M6 =



2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 −1

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2


,
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M7 =



2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 2


,

E8 =



2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2


.

Спочатку розглянемо дiаграму Динкiна E6 i ребро (1, 2).

Згiдно сказаного вище, щоб обчислити цiлочисловий P -визначальний

полiном графа E6 для ребра (1, 2) треба обчислити визначник D
(1,2)
6 (t)

матрицi

M
(1,2)
6 (t) =



2 −t 0 0 0 0

−t 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 −1

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2


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або матрицi

M̃
(1,2)
6 (t) =



0 −1 2 −1 0 −1

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2

2 −t 0 0 0 0

−t 2 −1 0 0 0


,

яка отримана iз попередньої наступним розташуванням рядкiв: 3, 4, 5, 1, 2

(без перестановки стовпцiв); вiдповiдна перестановка є парною. Зробивши

з рядками матрицi M̃ (1,2)
6 (t) (яка розглядається замiсть матрицi M (1,2)

6 (t)

з формальних мiркувань) перетворення [1] + [5]; [5]− [1]; [6] + t
2 · [1]; [2] +

[5]; [5]− [2]; [6]+ t2+t−4
2 · [3]; [3]+[4]; [4]− [3]; [5]+1 · [3]; [6]− 3t2+t−10

2 · [3]; [5]+

3 · [4]; [6]− 6t2+3t−22
2 · [2]; [6] + 5t2+3t−20

6 · [5], отримуємо наступну трикутну

матрицю:

N
(1,2)
6 (t) =



2 −t− 1 2 −1 0 −1

0 1 −3 3 −1 1

0 0 −1 −1 2 2

0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 −3 2

0 0 0 0 0 −5t2+8
6


.

Звiдси маємо, що D(1,2)
6 (t) дорiвнює визначнику матрицi N (1,2)

6 (t), який в

свою чергу дорiвнює 2 · 1 · (−1) · 1 · (−3) · −5t2+8
6 = −5t2 + 8. А значить

(див. вище) вiдповiдний цiлочисловий P -визначальний полiном дорiвнює

5t2 − 8.

Основну частину цього доведення запишемо скорочено наступним чи-

ном.
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D
(1,2)
6 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 2 −1 0 −1

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2

2 −t 0 0 0 0

−t 2 −1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −t− 1 2 −1 0 −1

0 1 −3 3 −1 1

0 0 −1 −1 2 2

0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 −3 2

0 0 0 0 0 −5t2+8
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · 1 · (−1) · 1 · (−3) · −5t2+8
6 = −5t2 + 8.

Перетворення: [1] + [5]; [5]− [1]; [6] + t
2 · [1]; [2] + [5]; [5]− [2]; [6] + t2+t−4

2 ·
[3]; [3] + [4]; [4]− [3]; [5] + 1 · [3]; [6]− 3t2+t−10

2 · [3]; [5] + 3 · [4]; [6]− 6t2+3t−22
2 ·

[2]; [6] + 5t2+3t−20
6 · [5].

Решта випадкiв для дiаграми E6 i всi випадки для дiаграм E7 та E8

розглядаються по такiй же схемi. Ми вкажемо лише основнi частини вiд-

повiдних доведень у означеному вище скороченому виглядi.

Зауважимо, що в усiх випадках перестановка рядкiв початкової матри-

цi (яка при скороченому запису не виписується) здiйснюється по наступ-

ному правилу: два рядки, якi мiстять переметр t, паралельно перемiщу-

ються на два останнi мiсця, а решта рядкiв залишаються пiсля цього на

своїх (нових) мiсцях. Iз вказаної вище нумерацiї вершин дiаграм Динкiна

випливає, що вказана перестановка буде парною в усiх випадках, окрiм

випадку, коли дiаграмою Динкiна є E6, а параметр t присутнiй в 3-у та

7-у рядках.

Отже, переходимо до решти випадкiв.
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D
(2,3)
6 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2

−1 2 −t 0 0 0

0 −t 2 −1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

0 3
2 −t− 1 2 −1 0

0 0 −1 −1 2 2

0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 −3 2

0 0 0 0 0 −4t2+5
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · (−3) · −4t2+5
3 = −12t2 + 15.

Перетворення: [5] + 1
2 · [1]; [2] + [5]; [5] − [2]; [6] + 2t

3 · [2]; [3] + [4]; [4] −
[3]; [5] + 1 · [3]; [6]− 2t2+2t−6

3 · [3]; [5] + 3 · [4]; [6]− 2t2+6t−9
2 · [4]; [6] + 2t−2

3 · [5].

D
(3,4)
6 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 2

0 −1 2 −t 0 −1

0 0 −t 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0

0 0 −1 −1 2 2

0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 2t 5
3

0 0 0 0 0 4t2−5
2t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · 2t · 4t2−52t = −12t2 + 15.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [5] + 2

3 · [2]; [3] + [4]; [4]− [3]; [6] + t · [3]; [5]−
3t−4
3 · [4]; [6] + (t− 2) · [4]; [6]− 3

2t · [5].

D
(3,6)
6 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 −1 2 −1 0 −t
0 0 −t 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 2 t

0 0 0 0 0 −3t2+4
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= 2 · 32 · (−1) · (−1) · 2 · −3t2+4
2 = −9t2 + 12.

Перетворення: [2]+ 1
2 · [1]; [5]+ 2

3 · [2]; [5]+ 4
3 · [3]; [6]+ t · [3]; [5]+ 5

4 · [4]; [6]+

2t · [4]; [6]− 3t
2 · [5].

D
(4,5)
6 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 −1

0 0 −1 0 0 2

0 0 −1 2 −t 0

0 0 0 −t 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 −1

0 0 0 −3
4 0 5

4

0 0 0 0 t 4
3

0 0 0 0 0 5t2−8
3t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · 32 ·
4
3 · (−

3
4) · t · −5t2−83t = −5t2 + 8.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [4] + 3
4 · [3]; [5] + 3

4 · [3]; [5] + 5
3 ·

[4]; [6] + 4t
3 · [4]; [6]− 2

t · [5].

D
(1,2)
7 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 2 −1 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 2

2 −t 0 0 0 0 0

−t 2 −1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −t− 1 2 −1 0 0 −1

0 1 −3 3 −1 0 1

0 0 −1 −1 2 −1 2

0 0 0 1 −3 3 0

0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 −4 2

0 0 0 0 0 0 −3t2+4
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 1 · (−1) · 1 · 1 · (−4) · −3t2+4
4 = −6t2 + 8.

Перетворення: [1] + [6]; [6]− [1]; [7] + t
2 · [1]; [2] + [6]; [6]− [2]; [7] + t2+t−4

2 ·
[2]; [3] + [5]; [5]− [3]; [6] + 1 · [3]; [7]− 3t2+t−10

2 · [3]; [4] + [5]; [5]− [4]; [6] + 3 ·
[4]; [7]− 6t2+3t−22

2 · [4]; [6] + 6 · [5]; [7]− 11t2+6t−42
2 · [5]; [7] + 7t2+4t−28

8 · [6].
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D
(2,3)
7 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 2

−1 2 −t 0 0 0 0

0 −t 2 −1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 3
2 −t− 1 2 −1 0 0

0 0 −1 −1 2 −1 2

0 0 0 1 −3 3 0

0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 −4 2

0 0 0 0 0 0 −8t2+9
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · 1 · (−4) · −8t2+9
6 = −16t2 + 18.

Перетворення: [6] + 1
2 · [1]; [2] + [6]; [6] − [2]; [7] + 2t

3 · [2]; [3] + [5]; [5] −
[3]; [6] + 1 · [3]; [7]− 2t2+2t−6

3 · [3]; [4] + [5]; [5]− [4]; [6] + 3 · [4]; [7]− 2t2+6t−9
3 ·

[4]; [6] + 6 · [5]; [7]− 2t2+12t−15
3 · [5]; [7] + 8t−9

12 · [6].

D
(3,4)
7 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 2

0 −1 2 −t 0 0 −1

0 0 −t 2 −1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0

0 0 −1 −1 2 −1 2

0 0 0 1 −3 3 0

0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 −3t 5
3

0 0 0 0 0 0 −18t2+20
9t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · 1 · (−3t) · −18t2+20
9t = −18t2 + 20.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [6] + 2

3 · [2]; [3] + [5]; [5]− [3]; [6] + 4
3 · [3]; [7]−

t · [3]; [4] + [5]; [5] − [4]; [6] + 3t+4
3 · [4]; [7] − (t + 2) · [4]; [6] + 9t+4

3 · [5]; [7] −
(t+ 5) · [5]; [7] + 4

3t · [6].
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D
(3,7)
7 (t) =

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 −1 2 −1 0 0 −t
0 0 −t 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 0 7
3 −t

0 0 0 0 0 0 −12t2+14
7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −2 · 32 · (−1) · (−1) · (−1) · 37 ·
−12t2+14

7 = −12t2 + 14.

Перетворення: [2]+ 1
2 · [1]; [6]+ 2

3 · [2]; [6]+ 4
3 · [3]; [7]− t · [3]; [6]+ 5

3 · [4]; [7]−
2t · [4]; [6] + 2 · [5]; [7]− 3t · [5]; [7] + 12t

7 · [6].

D
(4,5)
7 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 −1

0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 2

0 0 −1 2 −t 0 0

0 0 0 −t 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 0 −1

0 0 0 −3
4 −1 2 5

4

0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 −2t 4
3

0 0 0 0 0 0 −5t2+6
3t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 ·
4
3 · (−

3
4) · 1 · (−2t) · −5t2+6

3t = −10t2 + 12.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [5] + 3
4 · [3]; [6] + 3

4 · [3]; [4] + [5]; [5]−
[4]; [6] + 5

3 · [4]; [7]− 4t
3 · [4]; [6] + (3t+5

3 ) · [5]; [7]− 4t+6
3 · [5]; [7] + 3

2t · [6].
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D
(5,6)
7 (t) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 −1 0 0 0 2

0 0 0 −1 2 −t 0

0 0 0 0 −t 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 0 −1

0 0 0 5
4 −1 0 −3

4

0 0 0 0 −3
5 0 4

5

0 0 0 0 0 −t 1

0 0 0 0 0 0 −4t2+6
3t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 ·
4
3 ·

5
4 · (−

3
5) · (−t) · −4t2+6

3t = −4t2 + 6.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [4] + 3
4 · [3]; [5] + 3

4 · [3]; [5] + 3
5 ·

[4]; [6] + 4
5 · [4]; [6] + 2 · [5]; [7]− 5t

3 · [5]; [7] + 2
t · [6].

D
(1,2)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 2 −1 0 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

2 −t 0 0 0 0 0 0

−t 2 −1 0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −t− 1 2 −1 0 0 0 −1

0 1 −3 3 −1 0 0 1

0 0 −1 −1 2 −1 0 2

0 0 0 1 −3 3 −1 0

0 0 0 0 1 −3 3 0

0 0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 0 −5 2

0 0 0 0 0 0 0 −7t2+8
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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= 2 · 1 · (−1) · 1 · 1 · 1 · (−5) · −7t2+8
10 = −7t2 + 8.

Перетворення: [1] + [7]; [7]− [1]; [8] + t
2 · [1]; [2] + [7]; [7]− [2]; [8] + t2+t−4

2 ·
[2]; [3] + [6]; [6]− [3]; [7] + 1 · [3]; [8]− 3t2+t−10

2 · [3]; [4] + [6]; [6]− [4]; [7] + 3 ·
[4]; [8]− 6t2+3t−22

2 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7] + 6 · [5]; [8]− 11t2+6t−42
2 · [5]; [7] +

10 · [6]; [8]− (9t2 + 5t− 35) · [6]; [8] + 9t2+5t−36
10 · [7].

D
(2,3)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

−1 2 −t 0 0 0 0 0

0 −t 2 −1 0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −t− 1 2 −1 0 0 0

0 0 −1 −1 2 −1 0 2

0 0 0 1 −3 3 −1 0

0 0 0 0 1 −3 3 0

0 0 −1 0 0 1 −2 0

−1 2 −t 0 0 0 −5 2

0 −t 2 −1 0 0 0 −20t2+21
15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · 1 · 1 · (−5) · −20t2+21
15 = −20t2 + 21.

Перетворення: [7]+ 1
2 ·[1]; [2]+[7]; [7]−[2]; [8]+ 2t

3 ·[2]; [3]+[6]; [6]−[3]; [7]+

1·[3]; [8]− 2t2+2t−6
2 ·[3]; [4]+[6]; [6]−[4]; [7]+3·[4]; [8]− 2t2+6t−9

3 ·[4]; [5]+[6]; [6]−
[5]; [7]+6·[5]; [8]− 2t2+12t−15

3 ·[5]; [7]+10·[6]; [8]− 2t2+20t−24
3 ·[6]; [8]+ 10t−12

15 ·[7].
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D
(3,4)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

0 −1 2 −t 0 0 0 −1

0 0 −t 2 −1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0 0

0 0 −1 −1 2 −1 0 2

0 0 0 1 −3 3 −1 0

0 0 0 0 1 −3 3 0

0 0 −1 0 0 1 −2 0

0 −1 2 −t 0 0 −4t 5
3

0 0 −t 2 −1 0 0 −24t2+25
12t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 · (−1) · 1 · 1 · 1 · (−4t) · −24t2+25
12t = −24t2 + 25.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [7] + 2

3 · [2]; [3] + [6]; [6]− [3]; [7] + 4
3 · [3]; [8]−

t · [3]; [4] + [6]; [6]− [4]; [7] + 3t+4
3 · [4]; [8]− (t+ 2) · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7] +

9t+4
3 · [5]; [8]− (t+ 5) · [5]; [7] + 18t+4

3 · [6]; [8]− (t+ 9) · [6]; [8] + 5
4t · [7].
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D
(3,8)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 −1 2 −1 0 0 0 −t
0 0 −t 0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 0 0 0 0 8
3 −t

0 0 0 0 0 0 0 −15t2+16
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 · (−1) · (−1) · (−1) · (−1) · 83 ·
−15t2+16

8 = −15t2 + 16.

Перетворення: [2]+ 1
2 · [1]; [7]+ 2

3 · [2]; [7]+ 4
3 · [3]; [8]− t · [3]; [7]+ 5

3 · [4]; [8]−
2t · [4]; [7] + 2 · [5]; [8]− 3t · [5]; [7] + 7

3 · [6]; [8]− 4t · [6]; [8] + 15t
8 · [7].
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D
(4,5)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 −1

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

0 0 −1 2 −t 0 0 0

0 0 0 −t 2 −1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 0 0 −1

0 0 0 −3
4 −1 2 −1 5

4

0 0 0 0 1 −3 3 0

0 0 0 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 0 0 −3t 4
3

0 0 0 0 0 0 0 −15t2+16
9t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 ·
4
3 · (−

3
2) · 1 · 1 · (−3t) · −15t2+16

9t = −15t2 + 16.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [6] + 3
4 · [3]; [7] + 3

4 · [3]; [4] + [6]; [6]−
[4]; [7] + 5

3 · [4]; [8]− 4t
3 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7] + 3t+5

3 · [5]; [8]− 4t+6
3 · [5]; [7] +

9t+5
3 · [6]; [8]− 4t+15

3 · [6]; [8] + 4
3t · [7].
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D
(5,6)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 2 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

0 0 0 −1 2 −t 0 0

0 0 0 0 −t 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 0 0 −1

0 0 0 5
4 −1 0 0 −3

4

0 0 0 0 6
5 −1 0 −3

5

0 0 0 0 0 −1
2 0 1

2

0 0 0 0 0 0 −t 2
3

0 0 0 0 0 0 0 −3t2+4
3t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 ·
4
3 ·

5
4 ·

6
5 · (−

1
2) · (−t) · −3t2+4

3t = −3t2 + 4.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [4] + 3
4 · [3]; [6] + 3

4 · [3]; [5] + 4
5 ·

[4]; [6] + 3
5 · [4]; [6] + 1

2 · [5]; [7] + 5
6 · [5]; [7] + 7

3 · [6]; [8]− 2t · [6]; [8] + 2
t · [7].
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D
(6,7)
8 (t) = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

−1 2 −1 0 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0 −1

0 0 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 2

0 0 0 0 −1 2 −t 0

0 0 0 0 0 −t 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 0 0 0 0 0

0 3
2 −1 0 0 0 0 0

0 0 4
3 −1 0 0 0 −1

0 0 0 5
4 −1 0 0 −3

4

0 0 0 0 6
5 −1 0 −3

5

0 0 0 0 0 −1
2 0 1

2

0 0 0 0 0 0 −t 2
3

0 0 0 0 0 0 0 −3t2+4
3t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 2 · 32 ·
4
3 ·

5
4 ·

6
5 · (−

1
2) · (−t) · −3t2+4

3t = −3t2 + 4.

Перетворення: [2] + 1
2 · [1]; [3] + 2

3 · [2]; [4] + 3
4 · [3]; [6] + 3

4 · [3]; [5] + 4
5 ·

[4]; [6] + 3
5 · [4]; [6] + 1

2 · [5]; [7] + 5
6 · [5]; [7] + 7

3 · [6]; [8]− 2t · [6]; [8] + 2
t · [7].

Зауважимо, що хоча всi визначники є полiномами вiд t, але в промiж-

них обчисленнях зустрiчаються i не цiлi рацiональнi функцiї вiд t. Проте

це не є недолiком схеми доведення (суттєвим є те, що вiдповiднi знамен-

ники неперервнi вiдносно змiнної t i перетворюються в нуль лише для

скiнченного числа її значень).

Теорема доведена.
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3.3. Зауваження про середнiй член

Як видно iз теореми 3.1, в усiх цiлочислових P -визначальних полiномах

вiдсутнiй середнiй член. Це випливає iз загальної властивостi визначникiв

спецiального вигляду, яку ми розглянемо в тiй степенi загальностi, яка

вiдповiдає нашiй ситуацiї.

Твердження 3.2. Нехай Q = (Q0, Q1), де Q0 = {1, 2, . . . , n}, — неорi-

єнтований граф, який є зв’язним, не має циклiв (зокрема, петель i крат-

них ребер) та має бiльше однiєї вершини, i qQ(z) — його квадратична

форма Тiтса. Видiлимо в симетричнiй матрицi для qQ(z) ненульовий

недiагональний елемент i помножимо його на параметр t разом iз си-

метричним до нього елементом. Тодi визначник отриманої матрицi є

квадратним тричленом вiд t без середнього члена.

Доведемо це твердження. Випадок |Q0| = 2 очевидний. Якщо ж |Q0| >
2, то iз вiдсутностi циклiв випливає iснування ребра λ = (i, j) такого, що

вершина i зв’язана ребром лише iз вершиною j, i, окрiм того, воно не є

видiленим. Не обмежуючи загальнiсть можна вважати, що i = 1, j = 2.

Позначимо нашу симетричну матрицю, (яка вже з параметром t) через

M(t), а матрицю, отриману iз M викреслюванням 1-го рядка та 1-го

стовпця (вiдповiдно 1-го i 2-го рядкiв та 1-го i 2-го стовпцiв), позначи-

мо через M1(t) (вiдповiдно M12(t)). Розкладаючи визначник матрицi M

по першому рядку, а потiм другий iз отриманих визначникiв по першому

стовпцю, маємо: |M(t)| = |M1(t)| − 1/4|M12(t)|. I оскiльки M1(1) є си-

метричною матрицею квадратичної форми Тiтса графа (Q0 \ {1}, Q1),

а M1(12) — симетричною матрицею квадратичної форми Тiтса графа

(Q0 \ {1, 2}, Q1), то можна застосувати iндукцiю по числу вершин.
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3.4. P -зваженi графи

3.4.1. Постановка задачi. Нехай Q = (Q0, Q1) — неорiєнтований

граф з множиною вершин Q0 та множиною ребер Q1. Для наших цiлей

достатньо вважати, що граф Q зв’язний i не має циклiв. Граф Q нази-

вається зваженим, якщо додатково задана вагова функцiя ϕ : Q1 → R+

iз множини ребер в множину додатних дiйсних чисел; число ϕ(λ) на-

зивається вагою ребра λ. Якщо u i v — вершини зваженого графа Q, то

ϕ-вiдстанню dϕ(u, v) мiж u i v називається вага
∑m

i=1 ϕ(λi) єдиного шляху

λ = λ1 · · ·λm мiж вершинами u i v. Найбiльша ϕ-вiдстань мiж вершинами

називається ϕ-дiаметром зваженого графа.

Дамо тепер означення радiуса зваженого графа Q. Для u ∈ Q0 позна-

чимо mu = max(u,v)∈Q1
dϕ(u, v). Тодi, як легко бачити, найбiльше серед

чисел mu є дiаметром зваженого графа, а ось найменше iз них, скажiмо,

r називається радiусом зваженого графа. Центром зваженого графа Q

називається кожна вершина w така, що mw = r.

Наприклад, якщо вагою будь-якого ребра вважати число 1 та позна-

чити через Dn i Rn — дiаметр i радiус дiаграми Динкiна En (n = 6, 7, 8),

то D6 = 4, R6 = 2; D7 = 5, R7 = 3; D8 = 6, R8 = 3. У цьому випадку

центром E6 є вершина 3, центром E8 є вершина 4, а E7 має два центри —

вершини 3 i 4.

Надалi у цьому пiдроздiлi ми розглянемо несерiйнi схеми Динкiна, вага

яких задається P -граничними числами. При цьому ми роглянемо 2 ви-

падки. Перший, коли вага ребра задається сумою P -граничних чисел для

вiдповiдних вершин (при поточково-локальнiй деформацiї), i другий, коли

вага ребра задається його додатним P -граничним числом (при реберно-

локальнiй деформацiї).

3.4.2. P -зваженi дiаграми Динкiна вiдносно поточково-локаль-

ної деформацiї. Як i ранiше, вершини дiаграми Динкiна G = En будемо



53

позначати числами 1, 2, . . . , n − 1 (вершини нижнього ланцюга злiва на-

право) i n (верхня вершина).

Ми розглядаємо поточково-локальнi деформацiї квадратичної форми

Тiтса дiаграм Динкiна En (див. п. 1.5). З формальних мiркувань зручнi-

ше говорити про P -граничнi числа графiв замiсть P -граничних чисел їх

квадратичних форм Тiтса. А саме, P -граничним числом вершини s графа

G називається s-е P -граничне число форми Тiтса qG(z).

Вкажемо всi P -граничнi числа дiаграм Динкiна (див. [79]):

u
5
8

u
17
20

u
11
12

u
3
4

u
17
20

u
5
8

u u u

u

u u u
2
3

3
4

11
12

23
24

6
7

14
15

7
8

u u u

15
16u

u u u u
7
8

27
28

59
60

39
40

23
24

11
12

3
4

Назвемо P -вагою ребра λ = (u, v) дiаграми Динкiна G = En (n =
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6, 7, 8) суму pld+(λ) = pld(u) + pld(v) P -граничних чисел pld(u) i pld(v),

що вiдповiдають вершинам u i v графа En. Дiаметр зваженого графа

G вiдносно такої вагової функцiї позначаємо через Dpld+(G), а радiус —

через Rpld+(G). Множина центрiв позначається через Cpld+(G).

Теорема 3.3.

Dpld+(G) =


629
60 ≈ 6.48 для G = E6,

847
60 ≈ 8.78 для G = E7,

11 37
168 ≈ 11.22 для G = E8.

Теорема 3.4.

Rpld+(G) =


3 29
120 ≈ 3.24 для G = E6,

5 29
120 ≈ 5.24 для G = E7,

5313
420 ≈ 5.75 для G = E8.

Теорема 3.5.

Dpld+(G)

2Rpld+(G)
=


1 для G = E6,

≈ 0.84 для G = E7,

≈ 0.98 для G = E8.

Теорема 3.6.

Cpld+(G) =


3 для G = E6,

3 для G = E7,

4 для G = E8.

Щоб обчислити дiаметр i радiус зваженого графа, який є деревом, до-

статньо знати вiдстань вiд кожної вершини до всiх крайнiх вершин. Ми

будемо записувати цi вiдстанi в виглядi таблицi, в якiй рядки — це всi

вершини, а стовпцi — крайнi вершини. Продемонструємо це на прикладi
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стандартної вiдстанi (кожному ребру вiдповiдає 1) для дiаграм Динкiна

E6, E7, E8.

Нагадаємо, що вершини дiаграми G = En, n ∈ {6, 7, 8}, ми позначаємо

числами 1, 2, . . . , n − 1 (вершини нижнього ланцюга злiва направо) i n

(верхня вершина).

Маємо наступнi таблицi:

E6 1 5 6

1 0 4 3

2 1 3 2

3 2 2 1

4 3 1 2

5 4 0 3

6 3 3 0

E7 1 6 7

1 0 5 3

2 1 4 2

3 2 3 1

4 3 2 2

5 4 1 3

6 5 0 4

7 3 4 0
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E8 1 7 8

1 0 6 3

2 1 5 2

3 2 4 1

4 3 3 2

5 4 2 3

6 5 1 4

7 6 0 5

8 3 5 0

Згiдно означень в кожному випадку дiаметр дiаграми дорiвнює най-

бiльшому числу таблицi (а точнiше її основної частини, яка мiстить всi

вiдстанi i не мiстить номерiв рядкiв та стовпцiв), а радiус — це найбiль-

ше число r в деякому рядку такому, що найбiльше число в будь-якому

iншому рядку не менше за r. Номер рядка, в якому стоїть число r (а це i

номер вершини дiаграми) є цетром дiаграми (вiн не обов’язково один).

Отже, якщо для дiаграми Динкiна G = En (n = 6, 7, 8) через D(G) i

R(G) позначити її дiаметр i радiус, а через C(G) — множину її центрiв,

то маємо:

D(G) =


4 для G = E6,

5 для G = E7,

6 для G = E8.

R(G) =


2 для G = E6,

3 для G = E7,

3 для G = E8.



57

D(G)

2R(G)
=


1 для G = E6,

5
6 для G = E7,

1 для G = E8.

C(G) =


3 для G = E6,

3, 4 для G = E7,

4 для G = E8.

Користуючись цiєю схемою, доведемо теореми 3.3 – 3.6.

Випишемо вiдповiднi таблицi вiдстаней iз подальшими вiдповiдними

обчисленнями. Щоб легше було порiвнювати вiдстанi, вони виписують-

ся не у виглядi звичайних дробiв, а у виглядi десяткових з точнiстю до

другого знаку. А коли ми вже вияснимо вiдстанi мiж якими вершина-

ми реалiзують дiаметр чи радiус, тодi вже обчислюємо їх i наближено, i

точно.

Випадок G = E6.
E6 1 5 6

1 0 6.48 4.91

2 1.48 5.01 3.43

3 3.24 3.24 1.67

4 5.01 1.48 3.43

5 6.48 0 4.91

6 4.91 4.91 0

Звiдси маємо, щоDpld+(E6) = pld+(1, 5) =
(
5
8 + 17

20

)
+
(
17
20 + 11

12

)
+
(
11
12 + 17

20

)
+(

17
20 + 5

8

)
= 629

60 ≈ 6.48. Також маємо, щоRpld+(E6) = pld+(3, 1) = pld+(3, 5) =(
5
8 + 17

20

)
+
(
17
20 + 11

12

)
= 3 29

120 ≈ 3.24. А тодi Cpld+(E6) = {3} i
Dpld+(E6)

2Rpld+(E6)
= 629

60 : 2
(
3 29
120

)
= 1.
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Випадок G = E7.
E7 1 6 7

1 0 8.78 5.36

2 1.67 7.12 3.69

3 3.54 5.24 1.82

4 5.43 3.35 3.71

5 7.24 1.54 5.52

6 8.78 0 7.06

7 5.36 7.06 0

Звiдси маємо, щоDpld+(E7) = pld+(1, 6) =
(
3
4 + 11

12

)
+
(
11
12 + 23

24

)
+
(
23
24 + 14

15

)
+(

14
15 + 7

8

)
+
(
7
8 + 2

3

)
= 847

60 ≈ 8.78. Також маємо, щоRpld+(E7) = pld+(3, 6) =(
23
24 + 14

15

)
+
(
14
15 + 7

8

)
+
(
7
8 + 2

3

)
= 5 29

120 ≈ 5.24. А тодi Cpld+(E7) = {3} i
Dpld+(E7)

2Rpld+(E7)
= 847

60 : 2
(
5 29
120

)
≈ 0.84.

Випадок G = E8.
E8 1 7 8

1 0 11.22 5.71

2 1.84 9.38 3.87

3 3.79 7.43 0.94

4 5.75 5.48 3.88

5 7.68 3.54 5.81

6 9.55 1.67 6.75

7 11.22 0 9.35

8 5.71 9.35 0

Звiдси маємо, щоDpld+(E8) = pld+(1, 7) =
(
7
8 + 27

28

)
+
(
27
28 + 59

60

)
+
(
59
60 + 39

40

)
+(

39
40 + 23

24

)
+
(
23
24 + 11

12

)
+
(
11
12 + 3

4

)
= 11 37

168 ≈ 11.22. Також маємо, щоRpld+(E8) =

pld+(4, 1) =
(
7
8 + 27

28

)
+
(
27
28 + 59

60

)
+
(
59
60 + 39

40

)
= 5313

420 ≈ 5.75. А тодi Cpld+(E8) =

{4} i
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Dpld+(E8)

2Rpld+(E8)
= 11 37

168 : 2
(
5313
420

)
≈ 0.98.

Теореми доведено.

3.4.3. P -зваженi дiаграми Динкiна вiдносно реберно-локаль-

ної деформацiї. Назвемо P -вагою ребра (u, v) дiаграми Динкiна G =

En (n = 6, 7, 8) єдине додатне P -граничне число для цього ребра (той

факт, що обидва P -граничнi числа вiдрiзняються лише знаком, робить це

означення природним). Вказану вагу позначаємо через eld(u, v). Дiаметр

реберно-зваженого графа G вiдносно такої вагової функцiї позначаємо

через Deld(G), а радiус — через Reld(G).

Теорема 3.7.

Deld(G)=



√
5 + 4

√
10
5 ≈4.77 для G=E6,

3
√
2

4 + 2
√
3

3 +
√
6
2 +

√
10
3 +

√
30
5 ≈5.59 для G=E7,

3
√
2

4 + 2
√
3

3 + 5
√
6

12 + 2
√
14
7 + 4

√
15

15 +
√
105
10 ≈

≈6.36 для G=E8.

Теорема 3.8.

Reld(G)=



√
5
2 + 2

√
10
5 ≈2.38 для G=E6,

3
√
2

4 + 2
√
3

3 +
√
10
3 ≈3.27 для G=E7,

3
√
2

4 + 2
√
3

3 + 4
√
15

15 ≈3.25 для G=E8.

Теорема 3.9.

Deld(G)

2Reld(G)
=


1 для G=E6,

≈ 0.85 для G=E7,

≈ 0.98 для G=E8.
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Теорема 3.10.

Celd(G) =


3 для G = E6,

4 для G = E7,

4 для G = E8.

Доведення теорем 3.7 – 3.10. Iз теореми 3.1 випливає, що додатнi P -

визначальнi числа для несерiйних дiаграм Динкiна E6, E7, E8 є наступ-

ними:

s
2
√
10
5

s
√
5
2

s
√
5
2

s
2
√
10
5

s

s
2
√
3

3

s
2
√
3

3

s
3
√
2

4

s
√
10
3

s
√
30
5

s
√
6
2

s

s
√
42
6

s
2
√
14
7

s
√
105
10

s
5
√
6

12

s
4
√
15

15

s
3
√
2

4

s
2
√
3

3

s

s
4
√
15

15

Доведення теорем проводимо по тiй же схемi, що i в попередньому

пунктi у випадку поточково-локальної деформацiї.

Випишемо вiдповiднi таблицi вiдстаней iз подальшими вiдповiдними

обчисленнями.
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Випадок G = E6.
E6 1 5 6

1 0 4.77 3.54

2 1.26 3.51 2.27

3 2.38 2.38 1.15

4 3.51 1.26 2.27

5 4.77 0 3.54

6 3.54 3.54 0

Звiдси маємо, що Deld(E6) = eld(1, 5) = 2
√
10
5 +

√
5
2 +

√
5
2 + 2

√
10
5 =

√
5 +

4
√
10
5 ≈ 4.77. Також маємо, що Reld(E6) = eld(3, 1) = eld(3, 5) =

√
5
2 +

2
√
10
5 ≈ 2.38. А тодi Celd(E6) = {3} i
Deld(E6)
2Reld(E6)

=
(√

5 + 4
√
10
5

)
: 2
(√

5
2 + 2

√
10
5

)
= 1.

Випадок G = E7.
E7 1 6 7

1 0 5.59 3.30

2 1.15 4.43 2.14

3 2.22 3.37 1.08

4 3.27 2.32 2.13

5 4.36 1.22 3.23

6 5.59 0 4.45

7 3.30 4.45 0

Звiдси маємо, що Deld(E7) = eld(1, 6) = 2
√
3

3 + 3
√
2

4 +
√
10
3 +

√
30
5 +

√
6
2 =

3
√
2

4 + 2
√
3

3 +
√
6
2 +

√
10
3 +

√
30
5 ≈ 5.59. Також маємо, що Reld(E7) = eld(4, 1) =

2
√
3

3 + 3
√
2

4 +
√
10
3 ≈ 3.27. А тодi Celd(E7) = {4} i

Deld(E7)
2Reld(E7)

=
(
3
√
2

4 + 2
√
3

3 +
√
6
2 +

√
10
3 +

√
30
5

)
: 2
(
2
√
3

3 + 3
√
2

4 +
√
10
3

)
≈ 0.85.
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Випадок G = E8.
E8 1 7 8

1 0 6.36 3.13

2 1.07 5.29 2.06

3 2.09 4.27 1.03

4 3.11 3.25 2.05

5 4.15 2.22 3.09

6 5.21 1.15 4.15

7 6.36 0 5.3

8 3.13 5.3 0

Звiдси маємо, що Deld(E8) = eld(1, 7) = 2
√
14
7 +

√
105
10 + 5

√
6

12 + 4
√
15

15 +

3
√
2

4 + 2
√
3

3 = 3
√
2

4 + 2
√
3

3 + 5
√
6

12 + 2
√
14
7 + 4

√
15

15 +
√
105
10 ≈ 6.36. Також маємо, що

Reld(E8) = eld(4, 7) = 4
√
15

15 + 3
√
2

4 + 2
√
3

3 ≈ 3.25. А тодi Celd(E8) = {4} i
Deld(E8)
2Reld(E8)

=
(
3
√
2

4 + 2
√
3

3 + 5
√
6

12 + 2
√
14
7 + 4

√
15

15 +
√
105
10

)
: 2
(
4
√
15

15 + 3
√
2

4 + 2
√
3

3

)
≈

0.98.

Теореми доведено.

.

3.4.4. Порiвняння характеристик P -зважених дiаграм. Випи-

шемо порiвняльнi таблицi для несерiйних дiаграм Динкiна E6, E7, E8 вiд-

носно стандартної вiдстанi E (кожному ребру вiдповiдає 1), вiдстанi pld+

та eld (якi пов’язанi вiдповiдно з поточково-локальною i реберно-локаль-

ною деформацiями). Порiвнюються центри дiаграм (як номери вершин

вiдносно природної нумерацiї) та вiдношення дiаметра до двох радiусiв.

Зауважимо, що (як i ранiше) ми виписуємо дроби з точнiстю до другого

знаку, а у випадку, коли числа, записанi з такою точнiстю збiгаються,

розглядаємо i третiй знак.

Спочатку випишемо таблицю порiвняння центрiв.
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C E pld+ eld

E6 3 3 3

E7 3, 4 3 4

E8 4 4 4

Як видно iз таблицi, на вiдмiну вiд стандартної вiдстанi, вiдстанi пов’я-

занi з поточково-локальною та реберно-локальною деформацiями забез-

печують єдиний центр для кожної дiаграми — вiдповiдно 3 i 4 (а вiдносно

стандартної вiдстанi центрами є i 3, i 4).

Порiвняємо тепер вiдношення дiаметра до двох радiусiв.

D/2R E pld+ eld

E6 1 1 1

E7 ≈ 0.83 ≈ 0.84 ≈ 0.85

E8 1 ≈ 0.976 ≈ 0.979

Як видно iз таблицi, вiдстань eld (яка пов’язана з реберно-локальною

деформацiєю) краща за вiдстань pld+ (яка пов’язана з поточново-локаль-

ною деформацiєю) у тому сенсi, що вiдношення дiаметра до двох радiусiв

ближче до одиницi (в усiх випадках). Порiвняти (у вказаному сенсi) цi вiд-

станi зi стандарною вiдстанню E не можна. Мабуть, первопричина цього

в тому, що E7 має два центри вiдносно стандарної вiдстанi.

3.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi описано цiлочисловi P -визначальнi полiноми та P -гра-

ничнi числа несерiйних дiаграм Динкiна вiдносно реберно-локальних де-

формацiй. У кожному з випадкiв обчислено геометричнi iнварiанти —

дiаметри, радiуси, центри, тощо. Такi ж iнварiанти обчислено у випадку

P -зважених графiв вiдносно поточково-лоукальних деформацiй.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [85] – [89].



Роздiл 4

РЕБЕРНО-ЛОКАЛЬНI ДЕФОРМАЦIЇ

КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ ТIТСА НЕСЕРIЙНИХ

ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН

(ЗАГАЛЬНИЙ ВИПАДОК)

Основнi означення, якi стосуються реберно-локальних деформацiй квад-

ратичних форм, приведенi в п. 1.5. Вiдносно квадратичної форми Тiтса

частково впорядкованих множин див. п. 1.3.

Ми розглядаємо задачу про опис цiлочислових P -визначальних полi-

номiв Z∆
(p,q)
Q , p, q ∈ S (p < q), квадратичної форми Тiтса Q = qS(z) для

частково впорядкованої множини S, коли ця форма додатна, а сама мно-

жина несерiйна. Несерiйнi частково впорядкованi множини з додатною

формою Тiтса, якi вказанi в таблицi 1 (див. 1.3), будемо позначати через

Si, де i пробiгає вказанi в таблицi номери.

Викладення матерiалу цього роздiлу наступне.

У пiдроздiлi 4.1 описується всi цiлочисловi P -визначальнi полiноми для

несерiйних частково впорядкованих множин з вузловими елементами.

У пiдроздiлi 4.2 показано, що загальний випадок хводиться до випадку,

розглянутому в 4.1.

У пiдроздiлi 4.3 приведено загальнi наслiдки iз викладеного в 4.1 та

4.2.

64
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4.1. Опис цiлочислових P -визначальних полiномiв для

несерiйних частково впорядкованих множин з вуз-

ловими елементами

У цьому пiдроздiлi описується всi цiлочисловi P -визначальнi полiноми

для для несерiйних частково впорядкованих множин з вузловими елемен-

тами. Нагадаємо, що вузловим називається елемент, який порiвняльний з

усiма iншими.

Як i ранiше, “цiлочисловий P -визначальний полiном квадратичної фор-

ми Тiтса qS(z) для zpzq” будемо говорити “цiлочисловий P -визначальний

полiном частково впорядкованої множини S для p i q”. Всi цiлочисловi

P -визначальнi полiноми для S будемо записувати у виглядi симетричної

матрицi з нульовими елементами на головнiй дiагоналi, в якiй на мiсцi

(p, q) i (q, p) стоїть цiлочисловий P -визначальний полiном для p i q, якщо

p < q, i елемент 0, якщо p i q непорiвняльнi. Таку матрицю називатимемо

матрицею цiлочислових P -визначальних полiномiв для S i позначатимемо

через ZDP (S).

Очевидно, що якщо iснує бiєктивне вiдображення мiж частково впо-

рядкованими множинами S i T , яке зберiгає порiвняльнiсть елементiв, то

матрицi ZDP (S) i ZDP (T ), однаковi з точнiстю до (однiєї i тiєї) переста-

новки рядкiв та стовпцiв. Оскiльки таке вiдображення iснує для дуальних

частково впорядкованих множин, а також для пар множин Si, Si′ i Si, Si′′

(див. 1.3), то для опису всiх P -визначальних полiномiв несерiйних частко-

во впорядкованих множин з додатною формою Тiтса, що мають вузловi

елементи, достатньо розглянути частково впорядкованi множини, якi ма-

ють один максимальний елемент (тодi вiн є вузловим) i бiльше одного

мiнiмальних елементiв.

Сукупнiсть всiх таких множин Sj позначимо через P0 (згiдно таблицi

1 всi вони мають ширину 2). При цьому за номери таких множин беремо
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номери iз загальної таблицi 1; аналогiчно нумеруємо i вiдповiднi випадки

в теоремi, до формулювання якої ми переходимо.

Теорема 4.1. Цiлочисловi матрицi P -визначальних полiномiв ZDP (Si)

для частково впорядкованих множин Si ∈ P0 мають наступний вигляд:

1)

s ss
s

�
�
�
�

s


0 0 0 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4

0 0 5t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3

0 5t2 − 12t+ 4 0 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3

5t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 0 5t2 − 12t+ 4

5t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 5t2 − 12t+ 4 0


4)

ss ss�
�
s


0 5t2 − 12t+ 4 0 0 5t2 − 4t− 4

5t2 − 12t+ 4 0 0 0 5t2 − 4t− 4

0 0 0 5t2 − 12t+ 4 5t2 − 4t− 4

0 0 5t2 − 12t+ 4 0 5t2 − 4t− 4

5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 5t2 − 4t− 4 0


5)

ss ss�
�

s
�
�


0 5t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 3 5t2 − 8t

5t2 − 8t 0 0 0 4t2 − 4t− 3

0 0 0 5t2 − 8t 4t2 − 4t− 3

4t2 − 4t− 3 0 5t2 − 8t 0 5t2 − 8t

5t2 − 8t 4t2 − 4t− 3 4t2 − 4t− 3 5t2 − 8t 0


6)

s ss
s

�
�
�
�

ss
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0 0 0 3t2 − 3t− 1 3t2 − 3t− 1 3t2 − 3t− 1

0 0 3t2 − 8t+ 4 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

0 3t2 − 8t+ 4 0 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

3t2 − 3t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2

3t2 − 3t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 5t+ 2

3t2 − 3t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2 0


8)

s ss
s

�
�
�
�
�
��
ss


0 0 0 0 3t2 − 2t− 2 3t2 − 2t− 2

0 0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

0 2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

3t2 − 2t− 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 0 3t2 − 8t+ 4

3t2 − 2t− 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 3t2 − 8t+ 4 0


13)

ss
s s�
�ss


0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2 0 0 3t2 − 3t− 1

2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 5t+ 2 0 0 3t2 − 3t− 1

2t2 − 5t+ 2 2t2 − 5t+ 2 0 0 0 3t2 − 3t− 1

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 2t− 2

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 2t− 2

3t2 − 3t− 1 3t2 − 3t− 1 3t2 − 3t− 1 3t2 − 2t− 2 3t2 − 2t− 2 0


14)

s sss
�
�

s
�
�

s


0 3t2 − 6t+ 2 0 2t2 − 3t 2t2 − 3t 2t2 − 3t

3t2 − 6t+ 2 0 0 0 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

0 0 0 3t2 − 6t+ 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1

2t2 − 3t 0 3t2 − 6t+ 2 0 2t2 − 3t 2t2 − 3t

2t2 − 3t 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 3t 0 2t2 − 5t+ 2

2t2 − 3t 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 3t 2t2 − 5t+ 2 0


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16)

s sss
�
�

s
�
�
�
�
s


0 3t2 − 4t 0 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 3t2 − 6t+ 2

3t2 − 4t 0 0 0 0 2t2 − 2t− 1

0 0 0 2t2 − 3t 2t2 − 3t 2t2 − 3t

2t2 − 2t− 1 0 2t2 − 3t 0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 3t

2t2 − 2t− 1 0 2t2 − 3t 2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 3t

3t2 − 6t+ 2 2t2 − 2t− 1 2t2 − 3t 2t2 − 3t 2t2 − 3t 0


18)

s sss
�
�
�
�
s

�
�
�
�
s


0 3t2 − 6t+ 2 0 0 2t2 − 2t− 1 3t2 − 4t

3t2 − 6t+ 2 0 0 0 0 2t2 − 2t− 1

0 0 0 2t2 − 5t+ 2 2t2 − 3t 2t2 − 2t− 1

0 0 2t2 − 5t+ 2 0 2t2 − 3t 2t2 − 2t− 1

2t2 − 2t− 1 0 2t2 − 3t 2t2 − 3t 0 3t2 − 6t+ 2

3t2 − 4t 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 2t2 − 2t− 1 3t2 − 6t+ 2 0


21)

s ss
s

�
�
�
�

ss
s


0 0 0 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t

0 0 7t2 − 20t+ 12 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 7t2 − 20t+ 12 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0


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24)

s ss
s

�
�
�
�
�
�
�
�ss
s


0 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4

0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

7t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 0 7t2 − 20t+ 12

7t2 − 4t− 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 20t+ 12 0


28)

ss ss�
�
�
�
�
��

ss
s


0 7t2 − 20t+ 12 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4

7t2 − 20t+ 12 0 0 0 0 0 7t2 − 4t− 4

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t

0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t

0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 7t2 − 8t

0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 7t2 − 8t

7t2 − 4t− 4 7t2 − 4t− 4 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 7t2 − 8t 0


31)

ss ss�
�

s
�
�

ss


0 7t2 − 16t+ 8 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t

7t2 − 16t+ 8 0 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 0 0 7t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

4t2 − 8t+ 3 0 7t2 − 16t+ 8 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t

3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4

3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4

3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0


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33)

ss ss�
�

s
�
�
�
�
ss


0 7t2 − 12t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3

7t2 − 12t+ 4 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1

0 0 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t

3t2 − 4t 0 4t2 − 8t+ 3 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t

3t2 − 4t 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t

4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4

4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0


36)

ss ss�
�

s
�
�
�
�
�
��ss


0 7t2 − 8t 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 16t+ 8

7t2 − 8t 0 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t

7t2 − 16t+ 8 4t2 − 4t− 1 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0


38)

ss ss�
�
�
�
s

�
�
�
�
�
��ss


0 7t2 − 12t+ 4 0 0 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 12t+ 4

7t2 − 12t+ 4 0 0 0 0 0 3t2 − 4t

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t

0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 8t+ 3

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3

7t2 − 12t+ 4 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0


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40)

ss ss�
�
�
�
�
��s

�
�
�
�
�
��ss


0 7t2 − 16t+ 8 0 0 0 4t2 − 4t− 1 7t2 − 8t

7t2 − 16t+ 8 0 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1

0 0 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1

0 0 3t2 − 8t+ 4 3t2 − 8t+ 4 0 3t2 − 4t 4t2 − 4t− 1

4t2 − 4t− 1 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 7t2 − 16t+ 8

7t2 − 8t 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 16t+ 8 0


44)

ss ss
�
�ss s

�
�
�
�


0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0 0 3t2 − 4t 7t2 − 12t+ 4

4t2 − 8t+ 3 0 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 4t2 − 4t− 1

4t2 − 8t+ 3 3t2 − 8t+ 4 0 0 0 0 4t2 − 4t− 1

0 0 0 0 3t2 − 8t+ 4 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1

0 0 0 3t2 − 8t+ 4 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 4t− 1

3t2 − 4t 0 0 4t2 − 8t+ 3 4t2 − 8t+ 3 0 7t2 − 12t+ 4

7t2 − 12t+ 4 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 4t2 − 4t− 1 7t2 − 12t+ 4 0


45)

ss ss�
�
ss s

�
�

�
�


0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3

4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3 0 0 3t2 − 4t 3t2 − 4t

3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0 0 0 0 3t2 − 4t

0 0 0 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t

3t2 − 4t 0 0 4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t

3t2 − 4t 3t2 − 4t 0 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0 4t2 − 8t+ 3

4t2 − 8t+ 3 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 3t2 − 4t 4t2 − 8t+ 3 0


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Доведення теореми 4.1.

Нехай Si ∈ P0 i n = |Si|. Помножена на 2 матриця квадратичної форми

q
(p,q)
Si

(z, t) — це симетрична матриця розмiру (n+ 1)× (n+ 1) вигляду

M
(p,q)
i (t) =



2 −1 −1 . . . −1 −1

−1 2 ∗ . . . ∗ ∗
−1 ∗ 2 . . . ∗ ∗
... ... ... . . . ... ...

−1 ∗ ∗ . . . 2 ∗
−1 ∗ ∗ . . . ∗ 2


(перший рядок i стовпець вiдповiдають змiннiй z0, тобто мають номер

0); тут на мiсцях (p, q) i (q, p) стоїть параметр t, а на рештi мiсць (s, k),

s 6= k, s, k 6= 0, стоїть 1 або 0 в залежностi вiд того, порiвняльнi s i k

чи нi. Оскiльки Si — частково впорядкована множина з додатною фор-

мою Тiтса, то за критерiєм Сiльвестра всi симетричнi мiнори матрицi

M
(p,q)
i (1) (тобто її головнi мiнори, а також головнi мiнори будь-якої мат-

рицi, яка отримана з матрицi M (p,q)
i (1) однаковою перестановкою рядкiв

та стовпцiв) є додатними. Переставимо (однаковим чином) рядки i стоп-

цi матрицi M (p,q)
i (t) так, щоб p-ий i q-ий рядки стали вiдповiдно n-им i

n+ 1-им (а значить аналогiчна умова буде виконуватися i для стовпцiв).

Тодi всi головнi мiнори нової матрицi, не рахуючи мiнора (найбiльшого)

порядку n + 1, будуть додатними. Значить (знову за критерiєм Сiльве-

стра) P -визначальний полiном (частково впорядкованої множини Si) для

p i q дорiвнює, з точнiстю до постiйного множника визначнику матрицi

M
(p,q)
i (t).

Переходимо безпосередньо до доведення теореми.
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1) Частково впорядкованiй множинi S1 вiдповiдає матриця

A1 =



2 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 1 1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 1 1

−1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 4.

Матриця

D
(1,4)
1 =



2 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 t 1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 1 1

−1 t 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


пiсля t-стандартної перестановки її рядкiв (яка є парною) має наступний

вигляд: 

2 −1 −1 −1 −1 −1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 2

−1 2 0 0 t 1

−1 t 1 1 2 1


.

Зробивши з рядками цiєї матрицi послiдовно перетворення [2] − (−1
2) ·

[1], [3]− (−1
2) · [1], [4]− (−1

2) · [1], [5]− (−1
2) · [1], [6]− (−1

2) · [1], [3]− [2]; [4]−
(−1) · [2], [5]− (−3) · [2], [6]− (−2t+1) · [2], [4]− (−2) · [3], [5]− (−4) · [3], [6]−
(−3t+ 1) · [3], [5]− 5

3 · [4], [6]− 4t−1
3 · [4], [6]− −t+4

3t−2 · [5], отримуємо (верхньо)
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трикутну матрицю

2 1 1 1 1 1

0 −1
2

3
2

1
2

1
2

1
2

0 0 −1 1 0 0

0 0 0 3 1 2

0 0 0 0 3t−2
3 −4

3

0 0 0 0 0 −5t2+4t+4
3t−2


.

Отже, визначник матрицi D(1,4)
1 дорiвнює (з урахуванням парностi пере-

становки рядкiв на першому кроцi) 2 · (−1
2) · (−1) · 3 · 3t−23 ·

−5t2+4t+4
3t−2 =

−5t2 + 4t + 4. Значить цiлочисловий визначальний полiном Z∆
(1,4)
1 , що

вiдповiдає парi порiвняльних елементiв 1 ≺ 4 дорiвнює 5t2 − 4t− 4.

Запишемо це доведення в скороченому виглядi наступним чином.

МатрицяD(1,4)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3, 3t−23 , −5t

2+4t+4
3t−2 . Значить

Z∆
(1,4)
1 = 5t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3] − [2]; [4] − (−1) · [2]; [5] − (−3) · [2]; [6] − (−2t + 1) · [2]; [4] − (−2) ·
[3]; [5]− (−4) · [3]; [6]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− 5

3 · [4]; [6]− 4t−1
3 · [4]; [6]− −t+4

3t−2 · [5].

Надалi для всiх випадкiв ми приводимо скорочне доведення, а не дiа-

гональнi елементи заключної матрицi (якi не впливають на доведення)

вкажемо в додатку до основного тексту дисертацiї.

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3,−4

3 ,
−5t2+4t+4

4 . Значить

Z∆
(1,5)
1 = 5t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−
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[2]; [4] − (−1) · [2]; [5] − (−3) · [2]; [6] − (−2t + 1) · [2]; [4] − (−2) · [3]; [5] −
(−4) · [3]; [6]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− 5

3 · [4]; [6]− 4t−1
3 · [4]; [6]− 5t−2

4 · [5].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
2
3 , t − 2, 1, −5t+3

2 . Значить

Z∆
(2,3)
1 = 5t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − 1

3 · [2]; [5] − (−1
3) · [2]; [6] − (−1

3) · [2]; [4] − [3]; [5] − 2 ·
[3]; [6]− 3t−2

2 · [3]; [4] + [5]; [5]− [4]; [6]− (−1) · [4]; [6]− (−2t− 1) · [5].

Випадок 2 ≺ 4.

МатрицяD(2,4)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2, 2t−12 , −4t

2+4t+3
2t−1 . Значить

Z∆
(2,3)
1 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−

(−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 4 · [3]; [6]−
(3t− 1) · [3]; [5]− 5

2 · [4]; [6]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2
2t−1 · [5].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−2, −4t

2+4t+3
4 . Значить

Z∆
(2,5)
1 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 4 ·
[3]; [6]− (3t− 1) · [3]; [5]− 5

2 · [4]; [6]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2t−1
2 · [5].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

2t−1
2 , −4t

2+4t+3
2t−1 . Значить
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Z∆
(3,4)
1 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 1
2 · [3]; [5]− 1

4 ·
[3]; [6]− 1

2 · [3]; [5]− 5
2 · [4]; [6]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2

2t−1 · [5].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−2, −4t

2+4t+3
4 . Значить

Z∆
(3,5)
1 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−

(−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 1
2 · [3]; [5]− 1

4 · [3]; [6]−
1
2 · [3]; [5]− 5

2 · [4]; [6]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2t−1
2 · [5].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
1 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,
−5t2+12t−4

4 . Значить

Z∆
(4,5)
1 = 5t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 1
4 · [3]; [5]− 1

2 ·
[3]; [6]− 1

2 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 2

5 · [4]; [6]− 5t−6
4 · [5].

4) Частково впорядкованiй множинi S4 вiдповiдає матриця

A4 =



2 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 0 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


.
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Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 , t − 2, 2,−3

2 ,
−5t+2

3 . Значить

Z∆
(1,2)
4 = 5t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−3) · [2]; [6]− (−2t+ 1) · [2]; [3] + [5]; [5]−
[3]; [6]− (−1) · [3]; [5]− 1

2 · [4]; [6]− 3t+1
2 · [4]; [6]− t−1

3 · [5].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 6, −5t
2+4t+4
6 . Значить

Z∆
(1,5)
4 = 5t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−

(−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− 3 · [2]; [6]− (2t− 1) · [2]; [4]− [3]; [5]− (−4) ·
[3]; [6]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− (−5) · [4]; [6]− (−4t+ 2) · [4]; [6]− 5t−2

3 · [5].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1, 6, −5t

2+4t+4
6 . Значить

Z∆
(2,5)
4 = 5t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−frac13) · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]−

(−4) · [3]; [6]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− (−5) · [4]; [6]− (−4t+ 2) · [4]; [6]− 5t−2
6 · [5].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

3
4 , t − 2, −5t+2

3 . Значить

Z∆
(3,4)
4 = 5t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм
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[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]−frac13 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]−
(−1

4) · [3]; [6]− (−1
4) · [3]; [5]− 5

3 · [4]; [6]− 4t−3
3 · [4]; [6]− (−1) · [5].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−6, −5t

2+4t+4
6 . Значить

Z∆
(3,5)
4 = 5t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−

frac13 · [2]; [4] − (−1
3) · [2]; [5] − (−1

3) · [2]; [6] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

4) · [3]; [5] −
(−1

4) · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [5]− 5 · [4]; [6]− (4t− 1) · [4]; [6]− 5t−2

6 · [5].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
4 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,
−5t2+4t+4

6 . Значить

Z∆
(4,5)
4 = 5t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3] − frac13 · [2]; [4] − (−1
3) · [2]; [5] − (−1

3) · [2]; [6] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

4) ·
[3]; [5]− (−1

4) · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [6]− 5t−2

6 · [5].

5) Частково впорядкованiй множинi S5 вiдповiдає матриця

A5 =



2 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 2, t − 2, −5t

2+8t
2t−4 . Значить



79

Z∆
(1,2)
5 = 5t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−3) · [2]; [6]− (−2t+1) · [2]; [5]− (−t+
2) · [3]; [6]− (t− 2) · [3]; [5]− t · [4]; [6]− t+2

2 · [4]; [6]− t+2
2 · [4]; [6]− −3t+4

2t−4 · [5].

Випадок 1 ≺ 4.

МатрицяD(1,4)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 2,
2t−3
2 ,−2t − 1. Значить

Z∆
(1,4)
5 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− 3 · [2]; [6]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]−
(−4) · [3]; [6]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− 5

2 · [4]; [6]− 4t−1
2 · [4]; [6]− (−1) · [5].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
4
3 ,
−5t2+8t

4 . Значить

Z∆
(1,5)
5 = 5t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [3]−

(−1) · [2]; [4]− [2]; [5]−3 · [2]; [5]−3 · [2]; [6]− (2t−1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]−
(−4) · [3]; [6]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 5

2 · [4]; [6]− 4t−2
3 · [4]; [6]− 5t−4

4 · [5].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами , 32 ,−
1
3 ,−2, 2, −4t

2+4t+3
4 . Значить

Z∆
(2,5)
5 = 4t2 − 4t− 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− (−4) ·
[3]; [6]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− (−5

2) · [4]; [6]− (−2t+ 1) · [4]; [6]− 2t−1
2 · [5].
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Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

3
4 ,

3t−4
3 , −5t

2+8t
3t−4 . Значить

Z∆
(3,4)
5 = 5t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

4) ·
[3]; [6]− (−1

2) · [3]; [5]− 5
3 · [4]; [6]− 4t−2

3 · [4]; [6]− −2t+4
3t−4 · [5].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 − 2, −4t

2+4t+3
4 . Значить

Z∆
(3,5)
5 = −4t2 + 4t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − 1

3 · [2]; [5] − (−1
3) · [2]; [6] − 1

3 · [2]; [4] − (−1
2) · [3]; [5] −

(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [5]− 5
2 · [4]; [6]− 4t−1

2 · [4]; [6]− 2t−1
2 · [5].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
5 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,
−5t2+8t

4 . Значить

Z∆
(4,5)
5 = 5t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]−

(−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 3

5 · [4]; [6]− 5t−4
4 · [5].

6) Частково впорядкованiй множинi S6 вiдповiдає матриця
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A6 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 1 1 1

−1 0 2 1 1 1 1

−1 0 1 2 1 1 1

−1 1 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 4.

Матриця D
(1,4)
6 = перетвореннями рядкiв приводиться до трикутно-

го вигляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3, 3t−23 , 1, −6t

2+6t+2
3t−2 . Зна-

чить

Z∆
(1,4)
6 = 6t2 − 6t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) · [2]; [7]−

(−2t+1)·[2]; [4]−(−2)·[3]; [5]−(−2)·[3]; [6]−(−4)·[3]; [7]−(−3t+1)·[3]; [5]−
[4]; [6]− 5

3 · [4]; [7]− 4t−1
3 · [4]; [5]+[6]; [6]− [5]; [7]− −t+4

3t−2 · [5]; [7]− −5t2+3t+8
3t−2 · [6].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,
−5t2+4t+4

4 , 6t
2−6t−2

5t2−4t−4 . Значить

Z∆
(1,5)
6 = 6t2 − 6t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 2t−1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− t+1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− t+1
5 ·

[4]; [7]− 2
5 · [4]; [6]− −3t+2

4 · [5]; [7]− (−1
4) · [5]; [7]− 3t−2

5t2−4t−4 · [6].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-
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ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3,−1,−1, −6t

2+6t+2
3 . Значить

Z∆
(1,6)
6 = 6t2 − 6t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) · [2]; [7]−

(−2t+ 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 1) ·
[3]; [5]− [4]; [6]− 5

3 · [4]; [7]− 4t−1
3 · [4]; [6]− 4

3 · [5]; [7]− 5t−2
3 · [5]; [7]−(2t−1) · [6].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
2
3 , t − 2,−1,−1,−3t + 2. Значить

Z∆
(2,3)
6 = 6t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [3] − 1

3 · [2]; [4] − 1
3 · [2]; [5] − 1

3 · [2]; [6] − (−1
3) · [2]; [7] −

(−1
3) · [2]; [4] − [3]; [5] − [3]; [6] − 2 · [3]; [7] − 3t−2

2 · [3]; [6] − (−1) · [4]; [7] −
(−1) · [4]; [6]− (−1) · [5]; [7]− (2t+ 1) · [5]; [7]− t−4

2 · [6].

Випадок 2 ≺ 4.

МатрицяD(2,4)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2, 2t−12 , 1, −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(2,4)
6 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 ·
[4]; [7]− (2t− 1) · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− 2

2t−1 · [5]; [7]− −4t2+4t+5
2t−1 · [6].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(2,5)
6 = 4t2 − 4t− 2.
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Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 ·
[4]; [7]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 2

2t−1 · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−1,−3

2 ,
−4t2+4t+2

3 . Значить

Z∆
(2,6)
6 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 ·
[4]; [7]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 4t−2

3 · [6].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

2t−1
2 , 1, −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(3,4)
6 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 · [4]; [7]−
(2t− 1) · [4]; [6]− (−1) · [5]; [6]− [5]; [7]− 2

2t−1 · [5]; [7]− −4t2+4t+5
2t−1 · [6].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(3,5)
6 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 · [4]; [7]−
(2t− 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 2

2t−1 · [6].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−3

2 ,
−4t2+4t+2

3 . Значить

Z∆
(3,6)
6 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− 5

2 · [4]; [7]−
(2t− 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 4t−2

3 · [6].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , t − 2, 4t − 2. Значить

Z∆
(4,5)
6 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]−

2
5 · [4]; [6]− (−4) · [5]; [7]− (−5t+ 6) · [5]; [7]− (−1) · [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , 3,

−4t2+10t−4
3 . Значить

Z∆
(4,6)
6 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]−
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2
5 · [4]; [6]− (−4) · [5]; [7]− (−5t+ 6) · [5]; [7]− 4t−5

3 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
6 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,
−4t2+10t−4

3 . Значить

Z∆
(5,6)
6 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]−

2
5 · [4]; [6]− (−1

4) · [5]; [7]− (−1
4) · [5]; [7]− 4t−5

3 · [6].

8) Частково впорядкованiй множинi S8 вiдповiдає матриця

A8 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 0 1 1

−1 0 2 1 1 1 1

−1 0 1 2 1 1 1

−1 0 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1,−1, 4, 2t−12 , −3t

2+2t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(1,5)
8 = 6t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3] − [2]; [4] − [2]; [5] − (−1) · [2]; [6] − (−3) · [2]; [7] − (−2t + 1) ·

[2]; [4]− [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 1) · [3]; [5]−3 · [4]; [6]−
(−5) · [4]; [7]− (−4t+ 1) · [4]; [6]− 3

2 · [5]; [7]− 5t−1
4 · [5]; [7]− −t+5

4t−2 · [6].

Випадок 1 ≺ 6.
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МатрицяD(1,6)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1,−1, 4,−1, −3t

2+2t+2
2 . Значить

Z∆
(1,6)
8 = 6t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− [2]; [4]− [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) · [2]; [7]− (−2t+

1) · [2]; [4] − [3]; [5] − (−2) · [3]; [6] − (−4) · [3]; [7] − (−3t + 1) · [3]; [5] − 3 ·
[4]; [6]− (−5) · [4]; [7]− (−4t+ 1) · [4]; [6]− 3

2 · [5]; [7]− 5t−1
4 · [5]; [7]− 3t−1

2 · [6].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 , t − 2,−2,−1,−2t + 1. Значить

Z∆
(2,3)
8 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

(−1
3) · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 2) · [3]; [4] + [6]; [6]−

[4]; [7]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [5]; [7]− (2t+ 2) · [5]; [7]− (−2) · [6].

Випадок 2 ≺ 4.

МатрицяD(2,4)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2, t − 2, 1,−2t + 1. Значить

Z∆
(2,4)
8 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

(−1
3) · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 2) · [3]; [5]− [4]; [6]−

5
2 · [4]; [7]− 4t−3

2 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− (−1) · [5]; [7]− (−2t− 1) · [6].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1,−2, t, −2t

2+2t+1
t . Значить
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Z∆
(2,5)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 1) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 5 ·
[4]; [7]− (4t− 2) · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3

2 · [5]; [7]− t+1
2t · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1,−2,−2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(2,6)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 1) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 5 ·
[4]; [7]− (4t− 2) · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2t−1
2 · [6].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 , t − 2, 1,−2t + 1. Значить

Z∆
(3,4)
8 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

(−1
3) · [2]; [4] − 1

2 · [3]; [5] − 1
2 · [3]; [6] − 1

4 · [3]; [7] − 1
4 · [3]; [5] − [4]; [6] − 5

2 ·
[4]; [7]− 4t−3

2 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− (−1) · [5]; [7]− (−2t− 1) · [6].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2, t, −2t

2+2t+1
t . Значить

Z∆
(3,5)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3] − (−1

3)[2]; [4] − (−1
3) · [2]; [5] − 1

3 · [2]; [6] − (−1
3) · [2]; [7] − 1

3 ·
[2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 5 · [4]; [7]−

(4t− 2) · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3
2 · [5]; [7]− t+1

2t · [6].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2,−2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(3,6)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]−2 · [4]; [6]−5 · [4]; [7]−

(4t− 2) · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3
2 · [5]; [7]− 2t−1

2 · [6].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 , t,

−2t2+2t+1
t . Значить

Z∆
(4,5)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]−

2
5 · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3

2 · [5]; [7]− t+1
2t · [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(4,6)
8 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3] − (−1

3)[2]; [4] − (−1
3) · [2]; [5] − 1

3 · [2]; [6] − (−1
3) · [2]; [7] − 1

3 ·
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[2]; [4]− 1
4 · [3]; [5]− 1

2 · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [7]− 1

2 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 1

5 · [4]; [7]−
2
5 · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2t−1
2 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
8 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,
−3t2+8t−4

2 . Значить

Z∆
(5,6)
8 = 6t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3)[2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]−

2
5 · [4]; [6]− 1

3 · [5]; [7]− 1
3 · [5]; [7]− 3t−4

2 · [6].

13) Частково впорядкованiй множинi S13 вiдповiдає матриця

A13 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 1 0 0 1

−1 1 2 1 0 0 1

−1 1 1 2 0 0 1

−1 0 0 0 2 1 1

−1 0 0 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , t − 2, 1, 1, 3, −4t+2
3 . Значить

Z∆
(1,2)
13 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]−3 · [2]; [7]− (2t−

1) · [2]; [3] + [6]; [6]− [3]; [7]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]−
(−3t− 1) · [4]; [6]− (−1) · [5]; [7]− (t+ 1) · [5]; [7]− 2t−1

3 · [6].
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Випадок 1 ≺ 3.

МатрицяD(1,3)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, t − 2, 2,−3
2 ,
−4t+2

3 . Значить

Z∆
(1,3)
13 = 4t2 + 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4]− [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [4] + [6]; [6]−
[4]; [7]− (−1) · [4]; [6]− 1

2 · [5]; [7]− 4t+1
2 · [5]; [7]− 2t−1

3 · [6].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1,−1, 7, −6t
2+6t+2
7 . Значить

Z∆
(1,6)
13 = 6t2 − 6t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]−3 · [2]; [7]− (2t−

1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]−4 · [3]; [7]− (3t−2) · [3]; [5]− [4]; [6]−
(−5) · [4]; [7]− (−4t+ 3) · [4]; [6]− (−6) · [5]; [7]− (−5t+ 3) · [5]; [7]− 6t−3

7 · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

Иатриця D(2,6)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 , 1,−1, 7, −6t

2+6t+2
7 . Значить

Z∆
(2,6)
13 = −6t2 + 6t+ 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
(−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− 4 · [3]; [7]− (3t− 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−5) ·
[4]; [7]− (−4t+ 3) · [4]; [6]− (−6) · [5]; [7]− (−5t+ 3) · [5]; [7]− 6t−3

7 · [6].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-
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ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,−

1
4 ,−1, 7, −6t

2+6t+2
7 . Значить

Z∆
(3,6)
13 = 6t2 − 6t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4] − (−1

4) · [3]; [5] − (−1
4) · [3]; [6] − 1

4 · [3]; [7] − 1
4 · [3]; [5] − [4]; [6] −

(−5) · [4]; [7]− (−4t+ 3) · [4]; [6]− (−6) · [5]; [7]− (−5t+ 3) · [5]; [7]− 6t−3
7 · [6].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 , t − 2, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(4,5)
13 = 6t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− (−1

3) ·
[2]; [4] − 1

4 · [3]; [5] − 1
4 · [3]; [6] − (−1

4) · [3]; [7] − (−1
4) · [3]; [5] − 1

5 · [4]; [6] −
(−1

5) · [4]; [7]− (−1
5) · [4]; [6]− 3

2 · [5]; [7]− 5t−4
4 · [5]; [7]− (−1) · [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−7, −6t

2+4t+4
7 . Значить

Z∆
(4,6)
13 = 6t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
1
4 · [3]; [5]− (−1

4) · [3]; [6]− (−1
4) · [3]; [7]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
5) · [4]; [6]− (−1

5) ·
[4]; [7]− 1

5 · [4]; [6]− 6 · [5]; [7]− (5t− 1) · [5]; [7]− 6t−2
7 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
13 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 ,
−6t2+4t+4

7 . Значить

Z∆
(5,6)
13 = 6t2 − 4t− 4.
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Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]−
(−1

5) · [4]; [7]− 1
5 · [4]; [6]− 1

6 · [5]; [7]− 2
3 · [5]; [7]− 6t−2

7 · [6].

14) Частково впорядкованiй множинi S14 вiдповiдає матриця

A14 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1 1

−1 1 2 0 0 1 1

−1 0 0 2 1 1 1

−1 1 0 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

Иатриця D(1,2)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 2, t − 2, 1, −3t

2+6t−2
t−2 . Значить

Z∆
(1,2)
14 = 6t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) ·

[2]; [7]− (−2t+ 1) · [2]; [6]− (−t+ 2) · [3]; [7]− (t− 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− t ·
[4]; [7]− t+2

2 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− −3t+4
2t−4 · [5]; [7]− −5t2+5t+4

2t−4 · [6].

Випадок 1 ≺ 4.

Значить D(1,4)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 2,
2t−3
2 , 1,−2t. Значить

Z∆
(1,4)
14 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4] − (−1) · [3]; [5] − (−1) · [3]; [6] − (−4) · [3]; [7] − (−3t + 1) · [3]; [5] −
[4]; [6]− 5

2 · [4]; [7]− 4t−1
2 · [4]; [5]+[6]; [6]− [5]; [7]−(−1) · [5]; [7]−(−2t−2) · [6].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 , t,−4t + 6. Значить

Z∆
(1,5)
14 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) · [2]; [4]−

(−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2
3 · [4]; [6]−

5
3 · [4]; [7]− 4t−2

3 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 4) · [5]; [7]− [6].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 ,−3, −4t

2+6t
3 . Значить

Z∆
(1,6)
14 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2
3 ·

[4]; [6]− 5
3 · [4]; [7]− 4t−2

3 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 4) · [5]; [7]− 4t−3
3 · [6].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2, 1, 2t−12 , −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(2,5)
14 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2
3 ·
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[4]; [6]− 5
3 · [4]; [7]− 4t−2

3 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 4) · [5]; [7]− 4t−3
3 · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2, 1,−3

2 ,
−4t2+4t+2

3 . Значить

Z∆
(2,6)
14 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
2 · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− (−1) · [4]; [6]−
(−5

2) · [4]; [7]− (−2t+ 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 4t−2
3 · [6].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

3
4 ,

3t−4
3 , 1, −6t

2+12t−4
3t−4 . Значить

Z∆
(3,4)
14 = 6t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−5

3) ·
[4]; [7]− 4t−2

3 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− −2t+4
3t−4 · [5]; [7]− −5t2+6t+4

3t−4 · [6].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+2
2t−1 . Значить

Z∆
(3,5)
14 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
(−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 5
2 · [4]; [7]−

4t−1
2 · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 2

2t−1 · [6].

Випадок 3 ≺ 6.



95

МатрицяD(3,6)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−3

2 ,
−4t2+4t+2

3 . Значить

Z∆
(3,6)
14 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 5
2 ·

[4]; [7]− 4t−1
2 · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 4t−2

3 · [6].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 , t,−4t + 6. Значить

Z∆
(4,5)
14 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 2
5 ·

[4]; [7]− 3
5 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 4) · [5]; [7]− [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−3, −4t

2+6t
3 . Значить

Z∆
(4,6)
14 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
(−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]−

3
5 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 4) · [5]; [7]− 4t−3

3 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
14 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,
−4t2+10t−4

3 . Значить
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Z∆
(5,6)
14 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [3] − 1

3 · [2]; [4] − (−1
3) · [2]; [5] − 1

3 · [2]; [6] − 1
3 · [2]; [7] −

1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 ·

[4]; [7]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 · [5]; [7]− 1
4 · [5]; [7]− 4t−5

3 · [6].

16) Частково впорядкованiй множинi S16 вiдповiдає матриця

A16 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1 1

−1 1 2 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1

−1 1 0 1 2 1 1

−1 1 0 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 2, 1, t − 2, −3t

2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(1,2)
16 = 6t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) ·

[2]; [7]−(−2t+1) · [2]; [4]− [3]; [6]−(−t+2) · [3]; [7]−(t−2) · [3]; [4]+[5]; [5]−
[4]; [6]− t · [4]; [7]− t+2

2 · [4]; [6]− (2t−2) · [5]; [7]− (−t+3) · [5]; [7]− −2t+2
t−2 · [6].

Випадок 1 ≺ 4.

МатрицяD(1,4)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,
1
3 , t − 2, −4t

2+4t+2
t−2 . Значить

Z∆
(1,4)
16 = −4t2 + 4t+ 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− 2
3 ·

[4]; [6]− 5
3 · [4]; [7]− 4t−1

3 · [4]; [6]−(3t−2) · [5]; [7]−(−t+4) · [5]; [7]− −2t+2
t−2 · [6].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 , t − 2, −4t

2+4t+2
t−2 . Значить

Z∆
(1,5)
16 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) · [2]; [4]−

(−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− 2
3 · [4]; [6]−

5
3 · [4]; [7]− 4t−1

3 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 2) · [5]; [7]− −2t+2
t−2 · [6].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−1,−1, −6t
2+12t−4
3 . Значить

Z∆
(1,6)
16 = 6t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4] − (−2) · [3]; [5] − (−2) · [3]; [6] − (−4) · [3]; [7] − (−3t + 2) · [3]; [5] −
[4]; [6]− 5

3 · [4]; [7]− 4t−2
3 · [4]; [6]− 4

3 · [5]; [7]− 5t−4
3 · [5]; [7]− (2t− 2) · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2,−1, 32 ,

−4t2+4t+2
3 . Значить

Z∆
(2,6)
16 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [4]−
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2 · [3]; [5] − 2 · [3]; [6] − (−4) · [3]; [7] − (−3t + 2) · [3]; [5] − [4]; [6] − (−5
2) ·

[4]; [7]− (−2t+ 1) · [4]; [6]− (−2) · [5]; [7]− (−2t+ 1) · [5]; [7]− 4t−2
3 · [6].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

1
2 , 2t − 3,−2t. Значить

Z∆
(3,4)
16 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]−
5
2 · [4]; [7]− (2t− 1) · [4]; [6]− (2t− 1) · [5]; [7]− 2 · [5]; [7]− (−1) · [6].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−32 ,−2t. Значить

Z∆
(3,5)
16 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]−
5
2 · [4]; [7]− (2t− 1) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− (−1) · [6].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−3

2 ,
−4t2+6t

3 . Значить

Z∆
(3,6)
16 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4] − (−1

2) · [3]; [5] − (−1
2) · [3]; [6] − (−1

4) · [3]; [7] − 1
4 · [3]; [5] − [4]; [6] −

5
2 · [4]; [7]− 4t−1

2 · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− (2t− 1) · [5]; [7]− 4t−3
3 · [6].
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Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 , t − 2,−4t + 2. Значить

Z∆
(4,5)
16 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]−
2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [6]− 4 · [5]; [7]− (5t− 6) · [5]; [7]− (−1) · [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , 3,

−4t2+6t
3 . Значить

Z∆
(4,6)
16 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]−
2
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [6]− (−4) · [5]; [7]− (−5t+ 4) · [5]; [7]− 4t−3
3 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
16 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,
−4t2+6t

3 . Значить

Z∆
(5,6)
16 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]−
2
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [6]− (−1
4) · [5]; [7]− 1

4 · [5]; [7]− 4t−3
3 · [6].
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18) Частково впорядкованiй множинi S18 вiдповiдає матриця

A18 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 0 1 1

−1 1 2 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1

−1 0 0 1 2 1 1

−1 1 0 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 1, 3, 3t−53 , −6t

2+12t−4
3t−5 . Значить

Z∆
(1,2)
18 = 6t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−3) · [2]; [7]−

(−2t+ 1) · [2]; [3] + [4]; [4]− [3]; [6]− (−t+ 2) · [3]; [7]− (t− 2) · [3]; [5]− 2 ·
[4]; [6]− (t+ 2) · [4]; [7]− 2t · [4]; [6]− 3t−1

3 · [5]; [7]− t+3
3 · [5]; [7]− −4t+6

3t−5 · [6].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 3, t − 1, −4t
2+4t+2
3t−3 . Значить

Z∆
(1,5)
18 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]− 3 · [2]; [7]− (2t− 1) ·

[2]; [4] − [3]; [5] − (−1) · [3]; [6] − (−4) · [3]; [7] − (−3t + 1) · [3]; [5] − (−2) ·
[4]; [6]− (−5) · [4]; [7]− (−4t+1) · [4]; [6]−2 · [5]; [7]− 5t−1

3 · [5]; [7]− −2t+4
3t−3 · [6].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 4,−1, −3t
2+4t
2 . Значить
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Z∆
(1,6)
18 = 6t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]−3 · [2]; [7]− (2t−

1) · [2]; [4]− [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− (−3) ·
[4]; [6]− (−5) · [4]; [7]− (−4t+ 2) · [4]; [6]− 3

2 · [5]; [7]− 5t−2
4 · [5]; [7]− 3t−2

2 · [6].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1,−2, 2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(2,6)
18 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− (−1

3) · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− (−4) · [3]; [7]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]−
(−5) · [4]; [7]− (−4t+ 2) · [4]; [6]− (−3) · [5]; [7]− −5t+2

2 · [5]; [7]− 2t−1
2 · [6].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 , t − 2, 1,−2t + 1. Значить

Z∆
(3,4)
18 = 4t2 − 10t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− 1
3 · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− (−1

3) ·
[2]; [4]− (−1

2)[3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
4) · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]−
5
2 · [4]; [7]− 4t−3

2 · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]− (−1) · [5]; [7]− (−2t− 1) · [6].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−3, t − 1, −4t

2+6t
3t−3 . Значить

Z∆
(3,5)
18 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]−3 · [4]; [6]−

5 · [4]; [7]− (4t− 2) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− 5t−3
3 · [5]; [7]− −t+3

3t−3 · [6].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2,−2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(3,6)
18 = −4t2 + 4t+ 2.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]−

1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
4) · [3]; [5]− 2 ·

[4]; [6]− 5 · [4]; [7]− (4t− 1) · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−2
2 · [5]; [7]− 2t−1

2 · [6].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

3
5 , t − 1, −4t

2+6t
3t−3 . Значить

Z∆
(4,5)
18 = 4t2 − 6t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]−
1
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]− 5t−3
3 · [5]; [7]− −t+3

3t−3 · [6].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−2, −2t

2+2t+1
2 . Значить

Z∆
(4,6)
18 = 4t2 − 4t− 2.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− 1

3 · [2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 ·
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[2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− (−1
4) · [3]; [7]− 1

4 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]−

1
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [6]− 3 · [5]; [7]− 5t−2
2 · [5]; [7]− 2t−1

2 · [6].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
18 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,
−3t2+6t−2

2 . Значить

Z∆
(5,6)
18 = −6t2 + 12t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [3]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
3) · [2]; [5]− (−1

3) · [2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 ·
[2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]−
2
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [6]− 1
3 · [5]; [7]− 1

2 · [5]; [7]− 3t−3
2 · [6].

21) Частково впорядкованiй множинi S21 вiдповiдає матриця

A21 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 1 1 1 1

−1 0 2 1 1 1 1 1

−1 0 1 2 1 1 1 1

−1 1 1 1 2 1 1 1

−1 1 1 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 4.

МатрицяD(1,4)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3, 3t−23 ,−1,−1, −7t

2+8t
3t−2 . Зна-

чить Z∆
(1,4)
21 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]−
(−1) · [2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]−
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(−2)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+1)·[3]; [5]−[4]; [6]−[4]; [7]− 5
3 ·[4]; [8]− 4t−1

3 ·
[4]; [5]+[7]; [7]−[5]; [8]−−t+4

3t−2 ·[5]; [7]−(−1)·[6]; [8]−5t2−3t−8
3t−2 ·[6]; [8]− t2−3t+6

3t−2 ·[7].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3,−1, 3t−23 , 1, −7t

2+8t
3t−2 . Значить

Z∆
(1,5)
21 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−[2]; [4]−(−1)·[2]; [5]−(−1)·[2]; [6]−(−1)·[2]; [7]−
(−3) · [2]; [8]− (−2t+1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−2) · [3]; [7]−
(−4) · [3]; [8]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−1
3 · [4]; [6]−

[5]; [7]− 4
3 · [5]; [8]− 5t−2

3 · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]− −t+4
3t−2 · [6]; [8]− −6t2+5t+6

3t−2 · [7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3,−1,−1, 3t−23 , −7t

2+8t
3t−2 . Зна-

чить Z∆
(1,6)
21 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]−
(−1) · [2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]−
(−2) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]−
4t−1
3 ·[4]; [6]−[5]; [7]− 4

3 ·[5]; [8]− 5t−2
3 ·[5]; [7]−[6]; [8]−(2t−1)·[6]; [8]−−t+4

3t−2 ·[7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 3,−1,−1,−2

3 ,
−7t2+8t

2 . Значить

Z∆
(1,6)
21 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−1) ·
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[2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−2) ·
[3]; [7]− (−4) · [3]; [8]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−1
3 ·

[4]; [6]− [5]; [7]− 4
3 · [5]; [8]− 5t−2

3 · [5]; [7]− [6]; [8]− (2t−1) · [6]; [8]− 7t−4
2 · [7].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
2
3 , t − 2,−1,−1, 1, −7t+6

2 . Значить

Z∆
(2,3)
21 = 7t2 − 20t+ 12.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− (−1
3) · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− [3]; [7]− 2 · [3]; [8]−

3t−2
2 · [3]; [4] + [7]; [7]− [4]; [8]− (−1) · [4]; [6]− [5]; [7]− (−1) · [5]; [8]− (2t+

1) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− t−4
2 · [6]; [8]− (−5t

2 ) · [7].

Випадок 2 ≺ 4.

МатрицяD(2,4)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2, 2t−12 ,−1,−1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Зна-

чить Z∆
(2,4)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 2 · [3]; [7]− 4 ·

[3]; [8] − (3t − 1) · [3]; [5] − [4]; [6] − [4]; [7] − 5
2 · [4]; [8] − (2t − 1) · [4]; [5] +

[7]; [7]− [5]; [8]− 2
2t−1 · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 4t2−4t−5

2t−1 · [6]; [8]− 3
2t−1 · [7].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−1, 2t−12 , 1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(2,5)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−2 · [3]; [5]−2 · [3]; [6]−2 · [3]; [7]−4 · [3]; [8]−

(3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5
2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [6]− [5]; [7]− 2 ·

[5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 2
2t−1 · [6]; [8]− −4t2+4t+4

2t−1 · [7].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−1,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+1
2t−1 . Зна-

чить Z∆
(2,6)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 2 · [3]; [7]− 4 ·

[3]; [8] − (3t − 1) · [3]; [5] − [4]; [6] − [4]; [7] − 5
2 · [4]; [8] − (2t − 1) · [4]; [6] −

[5]; [7]− 2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 2

2t−1 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−2,−1,−1,−1, −4t

2+4t+1
2 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− 2 · [3]; [7]− 4 ·

[3]; [8] − (3t − 1) · [3]; [5] − [4]; [6] − [4]; [7] − 5
2 · [4]; [8] − (2t − 1) · [4]; [6] −

[5]; [7]−2 · [5]; [8]− (2t−1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− (2t−1) · [6]; [8]− (2t−1) · [7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

2t−1
2 ,−1,−1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(3,4)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [5] + [7]; [7]−
[5]; [8]− 2

2t−1 · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 4t2−4t−5
2t−1 · [6]; [8]− 3

2t−1 · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−12 , 1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(3,5)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [6]− [5]; [7]−
2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 2

2t−1 · [6]; [8]− −4t2+4t+4
2t−1 · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(3,6)
21 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [6]− [5]; [7]−
2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3

2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 2
2t−1 · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1,−1, −4t

2+4t+1
2 . Значить

Z∆
(3,7)
21 = −4t2 + 4t+ 1.
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Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

2 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [6]− [5]; [7]−
2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3

2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− (2t− 1) · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , t − 2, 1, 3t − 2. Значить

Z∆
(4,5)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]−
1
2 · [3]; [8]− 1

2 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 2

5 · [4]; [7]− 5
2 · [4]; [8]− 2

5 · [4]; [6]− [5]; [7]−
(−4) · [5]; [8]− (−5t+6) · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (4t−3) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 ,−1, t − 2, 3t − 2. Значить

Z∆
(4,6)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [8]−

1
2 · [3]; [5] − 2

5 · [4]; [6] − 2
5 · [4]; [7] − 2

5 · [4]; [8] − 2
5 · [4]; [6] − [5]; [7] − (−4) ·

[5]; [8]− (−5t+ 6) · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 ,−1, 2, −3t

2+8t−4
2 . Значить
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Z∆
(4,7)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]−
1
2 · [3]; [8]− 1

2 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 2

5 · [4]; [7]− 2
5 · [4]; [8]− 2

5 · [4]; [6]− [5]; [7]−
(−4) · [5]; [8]− (−5t+ 6) · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− 3t−4

2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,−

1
4 , t − 2, 3t − 2. Значить

Z∆
(5,6)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]−(−1

4) · [5]; [7]−
(−1

4) · [5]; [8]− (−1
4) · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,−

1
4 , 2,

−3t2+8t−4
2 . Значить

Z∆
(5,7)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
2 · [3]; [8]−

1
2 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− (−1

4) · [5]; [7]− (−1
4) ·

[5]; [8]− (−1
4) · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− 3t−4

2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
21 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-
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ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,

2
3 ,
−3t2+8t−4

2 . Значить

Z∆
(6,7)
21 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]−
1
2 · [3]; [8]− 1

2 · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 2

5 · [4]; [7]− 2
5 · [4]; [8]− 2

5 · [4]; [6]− (−1
4) ·

[5]; [7]− (−1
4) · [5]; [8]− (−1

4) · [5]; [7]− (−1
3) · [6]; [8]− (−1

3) · [6]; [8]− 3t−4
2 · [7].

24) Частково впорядкованiй множинi S24 вiдповiдає матриця

A24 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 0 0 0 0 1 1

−1 0 2 1 1 1 1 1

−1 0 1 2 1 1 1 1

−1 0 1 1 2 1 1 1

−1 0 1 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1,−1,−1, 5, 5t−25 , −7t

2+4t+4
5t−2 . Зна-

чить Z∆
(1,6)
24 = 7t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− (−1) · [2]; [7]− (−3) ·
[2]; [8]−(−2t+1)·[2]; [4]−[3]; [5]−[3]; [6]−(−2)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

1) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−3) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 1) · [4]; [6]− (−4) ·
[5]; [7]− (−6) · [5]; [8]− (−5t+ 1) · [5]; [7]− 7

5 · [6]; [8]− 6t−1
5 · [6]; [8]− −t+6

5t−2 · [7].

Випадок 1 ≺ 7.
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МатрицяD(1,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1,−1,−1, 5,−4

5 ,
−7t2+4t+4

4 . Зна-

чить Z∆
(1,7)
24 = 7t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− [2]; [5]− [2]; [6]− (−1) · [2]; [7]− (−3) ·
[2]; [8]−(−2t+1)·[2]; [4]−[3]; [5]−[3]; [6]−(−2)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

1) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−3) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 1) · [4]; [6]− (−4) ·
[5]; [7]− (−6) · [5]; [8]− (−5t+ 1) · [5]; [7]− 7

5 · [6]; [8]− 6t−1
5 · [6]; [8]− 7t−2

4 · [7].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,

1
3 , t− 2,−2,−1, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(2,3)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6] − 1
3 · [2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − (−1
3) · [2]; [4] − [3]; [5] − 2 · [3]; [6] − 2 ·

[3]; [7]−4 · [3]; [8]− (3t−2) · [3]; [4]+ [7]; [7]− [4]; [8]− (−1) · [4]; [6]− [5]; [7]−
(−1

2) · [5]; [8]− 4t+3
2 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (t− 1) · [6]; [8]− (−t− 1) · [7].

Випадок 2 ≺ 4.

МатрицяD(2,4)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1, t− 2,−2,−1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(2,4)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − (−1
3) · [2]; [4] − [3]; [5] − 2 · [3]; [6] − 2 · [3]; [7] − 4 ·

[3]; [8]− (3t− 2) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 3) · [4]; [5] +

[7]; [7]− [5]; [8]− (−1) · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 5t+4
2 · [6]; [8]− −t−42 · [7].
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Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1,−2, t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(2,5)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − (−1
3) · [2]; [4] − [3]; [5] − 2 · [3]; [6] − 2 · [3]; [7] − 4 ·

[3]; [8]− (3t− 2) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 3) · [4]; [6]−
[5]; [7]−3 · [5]; [8]− 5t−4

2 · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]−(−2t−1) · [7].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1,−1,−2, 2t+1

2 , −4t
2+4t+1
2t+1 . Зна-

чить Z∆
(2,6)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− 2 · [3]; [7]− 4 · [3]; [8]−

(3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 2) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]−
6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t
2t+1 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 ,−1,−1,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− 2 · [3]; [7]− 4 ·

[3]; [8]− (3t− 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 2) · [4]; [6]− 2 ·
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[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7
2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 , t − 2,−2,−1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(3,4)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 ·
[3]; [7]− 1

4 · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 3) ·

[4]; [5]+[7]; [7]− [5]; [8]− (−1) · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 5t+4
2 · [6]; [8]− −t−42 · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2, t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(3,5)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
2 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]−2 · [4]; [6]−2 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]−(4t−3) · [4]; [6]− [5]; [7]−

3 · [5]; [8]− 5t−4
2 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (−2t− 1) · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−2, 2t+1

2 , −4t
2+4t+1
2t+1 . Значить

Z∆
(3,6)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]−
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1
4 · [3]; [8]− 1

2 · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 2) · [4]; [6]− 2 ·
[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t
2t+1 · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(3,7)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − 1

4 · [3]; [5] − 1
4 · [3]; [6] − 1

2 · [3]; [7] −
1
4 · [3]; [8]− 1

2 · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 2) · [4]; [6]− 2 ·
[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t−1
2 · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 , t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(4,5)
24 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

2 ·
[3]; [7]− 1

4 · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

[5]; [7]−3 · [5]; [8]− 5t−4
2 · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]−(−2t−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−2, 2t+1

2 , −4t
2+4t+1
2t+1 . Значить

Z∆
(4,6)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−



115

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]−

6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7
2 · [6]; [8]− (3t− 1) · [6]; [8]− 2t

2t+1 · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(4,7)
24 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6] − 1
3 · [2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − 1

4 · [3]; [5] − 1
4 · [3]; [6] − 1

2 ·
[3]; [7]− 1

4 · [3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]−

2 · [5]; [7]−6 · [5]; [8]− (5t−3) · [5]; [7]− 7
2 · [6]; [8]− (3t−2) · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
3 ,

2t+1
2 , −4t

2+4t+1
2t+1 . Значить

Z∆
(5,6)
24 = −4t2 + 4t+ 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6] − 1
3 · [2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − 1

4 · [3]; [5] − 1
4 · [3]; [6] − 1

2 ·
[3]; [7]− 1

4 · [3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]−

1
3 · [5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
3 · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t
2t+1 · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
3 ,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(5,7)
24 = 4t2 − 4t− 1

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−
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(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

2 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− 1

3 · [5]; [7]−
1
6 · [5]; [8]− 1

3 · [5]; [7]− 7
2 · [6]; [8]− (3t− 2) · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
24 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 ,

4
7 ,
−7t2+20t−12

4 . Значить

Z∆
(6,7)
24 = 7t2 − 20t+ 12.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
2 ·

[3]; [8]− 1
2 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− 1

6 · [5]; [7]−
1
3 · [5]; [8]− 1

3 · [5]; [7]− 2
7 · [6]; [8]− 2

7 · [6]; [8]− 7t−10
4 · [7].

28) Частково впорядкованiй множинi S28 вiдповiдає матриця

A28 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 0 0 0 1

−1 1 2 0 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 0 0 1 2 1 1 1

−1 0 0 1 1 2 1 1

−1 0 0 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 , t − 2,−1, 1, 1, 5, −7t+6

5 . Значить

Z∆
(1,2)
28 = 7t2 − 20t+ 12.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − (−1) ·
[2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+ 1) · [2]; [3] + [7]; [7]− [3]; [8]− (−1) · [3]; [5]−
[4]; [6]− (−2) · [4]; [7]− (−1) · [4]; [8]− (−3t− 1) · [4]; [5] + [6]; [6]− [5]; [7]−
(−1) · [5]; [8]− (t+ 1) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− t−3

5 · [7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1,−1,−1, 8, −7t
2+4t+4
8 . Значить

Z∆
(1,7)
28 = −7t2 + 4t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−(−1)·[2]; [5]−(−1)·[2]; [6]−(−1)·
[2]; [7]−3 · [2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]−(−5) · [4]; [8]−(−4t+2) · [4]; [6]− [5]; [7]−
(−6) · [5]; [8]− (−5t+ 2) · [5]; [7]− (−7) · [6]; [8]− (−6t+ 2) · [6]; [8]− 7t−2

8 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1,−1,−1, 8, −7t

2+4t+4
8 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
28 = 7t2 − 4t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

(−1
3) · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−

(−3t+2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]−(−5) · [4]; [8]−(−4t+2) · [4]; [6]− [5]; [7]−
(−6) · [5]; [8]− (−5t+ 2) · [5]; [7]− (−7) · [6]; [8]− (−6t+ 2) · [6]; [8]− 7t−2

8 · [7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 , t − 2,−3,−1, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(3,4)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:



118

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]− (4t−3) · [4]; [5]+

[7]; [7]− [5]; [8]− (−1) · [5]; [7]− (−1
3) · [6]; [8]− 5t+3

3 · [6]; [8]− (t− 1) · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1, t − 2, 3, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(3,5)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]−(−1
4) · [3]; [5]− [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]−(4t−3) · [4]; [6]−3 ·

[5]; [7]−6 · [5]; [8]−(5t−4) · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]− −6t−53 · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−3, t − 2, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(3,6)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]− (4t−3) · [4]; [6]−

3 · [5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [7]− 7
3 · [6]; [8]− 6t−5

3 · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−1,−8, −7t

2+8t
8 . Значить

Z∆
(3,7)
28 = 7t2 − 8t.
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Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− (−1

3) ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]−(−1

4) · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8] − 1
4 · [3]; [5] − [4]; [6] − [4]; [7] − 5 · [4]; [8] − (4t − 1) · [4]; [6] −

[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 2) · [5]; [7]− 7 · [6]; [8]− (6t− 3) · [6]; [8]− 7t−4
8 · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 , t − 2, 3, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(4,5)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
2 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]− 3 ·

[5]; [7]−6 · [5]; [8]−(5t−4) · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]− −6t−53 · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−3, t − 2, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(4,6)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

3 · [5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [7]− 7
3 · [6]; [8]− 6t−5

3 · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−1,−8, −7t

2+8t
8 . Значить
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Z∆
(4,7)
28 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− (−1

3) ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]−(−1

4) · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8] − 1
4 · [3]; [5] − 1

5 · [4]; [6] − 1
5 · [4]; [7] − 1

5 · [4]; [8] − 3
5 · [4]; [6] −

[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 2) · [5]; [7]− 7 · [6]; [8]− (6t− 3) · [6]; [8]− 7t−4
8 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
2 , t − 2, −3t+2

3 . Значить

Z∆
(5,6)
28 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

1
2 · [5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
6 · [5]; [7]− 7

3 · [6]; [8]− 6t−5
3 · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
6 ,−8, −7t

2+8t
8 . Значить

Z∆
(5,7)
28 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− (−1

3) ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]−(−1

4) · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

6 ·
[5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
2 · [5]; [7]− 7 · [6]; [8]− (6t− 3) · [6]; [8]− 7t−4

8 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
28 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-
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ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 ,

8
7 ,
−7t2+8t

8 . Значить

Z∆
(6,7)
28 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6] − (−1
3) · [2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

4) · [3]; [5] − (−1
4) ·

[3]; [6]− (−1
4) · [3]; [7]− (−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− 1

5 ·
[4]; [8]− 3

5 ·[4]; [6]− 1
6 ·[5]; [7]− 1

6 ·[5]; [8]− 1
2 ·[5]; [7]− 1

7 ·[6]; [8]− 3
7 ·[6]; [8]− 7t−4

8 ·[7].

31) Частково впорядкованiй множинi S31 вiдповiдає матриця

A31 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1 1 1

−1 1 2 0 0 1 1 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 1 0 1 2 1 1 1

−1 1 1 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 2, t−2,−1,−1, −7t

2+16t−8
2t−4 . Зна-

чить

Z∆
(1,2)
31 = 7t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) ·
[2]; [6]− (−1) · [2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+ 1) · [2]; [7]− (−t+ 2) · [3]; [8]−
(t− 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− t · [4]; [8]− t+2

2 · [4]; [5] + [7]; [7]− [5]; [8]−
−3t+4
2t−4 · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 5t2−5t−4

2t−4 · [6]; [8]− t2−7t+8
2t−4 · [7].

Випадок 1 ≺ 4.
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МатрицяD(1,4)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 2,
2t−3
2 ,−1,−1,−2t + 1. Значить

Z∆
(1,4)
31 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] −
[2]; [7]− 3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) ·
[3]; [7]− (−4) · [3]; [8]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− 4t−1
2 ·

[4]; [5]+[7]; [7]−[5]; [8]−(−1)·[5]; [7]−(−1)·[6]; [8]−(2t+2)·[6]; [8]−(−2)·[7].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 , t, 1,−3t + 4. Значить

Z∆
(1,5)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) ·
[3]; [8]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2

3 · [4]; [6]− 2
3 · [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−2
3 · [4]; [6]−

[5]; [7]−4 · [5]; [8]− (5t−4) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− [6]; [8]− (−4t+ 7) · [7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 ,−1, t,−3t + 4. Значить

Z∆
(1,6)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] −
[2]; [7]− 3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) ·
[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+2)·[3]; [5]− 2

3 ·[4]; [6]− 2
3 ·[4]; [7]− 5

3 ·[4]; [8]− 4t−2
3 ·

[4]; [6]− [5]; [7]−4 · [5]; [8]− (5t−4) · [5]; [7]−3 · [6]; [8]− (4t−3) · [6]; [8]− [7].
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Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 ,−1,−2, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(1,7)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) ·
[3]; [8]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− 2

3 · [4]; [6]− 2
3 · [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−2
3 · [4]; [6]−

[5]; [7]− 4 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− 3t−2
4 · [7].

Випадок 2 ≺ 5.

МатрицяD(2,5)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2, 1, 2t−12 , 1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(2,5)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−2 · [3]; [5]−(−1) · [3]; [7]−(−4) · [3]; [8]−(−3t+

2) · [3]; [5]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5
2) · [4]; [8]− (−2t+ 1) · [4]; [6]−

[5]; [7]−2·[5]; [8]−(2t−1)·[5]; [6]+[7]; [7]−[6]; [8]− 2
2t−1 ·[6]; [8]−−4t2+4t+4

2t−1 ·[7].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2, 1,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+1
2t−1 . Зна-

чить Z∆
(2,6)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]−2 · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+ 2) · [3]; [5]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5

2) · [4]; [8]− (−2t+ 1) ·
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[4]; [6]−[5]; [7]−2·[5]; [8]−(2t−1)·[5]; [7]− 3
2 ·[6]; [8]−(2t−1)·[6]; [8]− 2

2t−1 ·[7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2, 1,−1,−1, −4t

2+4t+1
2 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]−(−1

2) · [1]; [3]−(−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]− 1
3 ·

[2]; [8]− 1
3 ·[2]; [4]−2·[3]; [5]−(−1)·[3]; [6]−(−1)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

2) · [3]; [5]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5
2) · [4]; [8]− (−2t+ 1) · [4]; [6]−

[5]; [7]−2 · [5]; [8]− (2t−1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− (2t−1) · [6]; [8]− (2t−1) · [7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

3
4 ,

3t−4
3 ,−1,−1, −7t

2+16t−8
3t−4 . Значить

Z∆
(3,4)
31 = 7t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−2
3 · [4]; [5] + [7]; [7]−

[5]; [8]− −2t+4
3t−4 · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− 5t2−6t−4

3t−4 · [6]; [8]− t2−6t+8
3t−4 · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−12 , 1, −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(3,5)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·
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[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 3
2 · [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− 4t−1
2 · [4]; [6]− [5]; [7]−

2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 2
2t−1 · [6]; [8]− −4t2+4t+4

2t−1 · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1, 2t−12 , −4t

2+4t+1
2t−1 . Значить

Z∆
(3,6)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7] − (−1

3) · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

2) · [3]; [5] − 1
4 · [3]; [6] − 1

4 · [3]; [7] −
(−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 3
2 · [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− 4t−1
2 · [4]; [6]−

[5]; [7]− 2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 2

2t−1 · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1,−1, −4t

2+4t+1
2 . Значить

Z∆
(3,7)
31 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 3
2 · [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− 4t−1
2 · [4]; [6]− [5]; [7]−

2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− (2t− 1) · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 , t, 1,−3t + 4. Значить

Z∆
(4,5)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−
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1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− [6]; [8]− (−4t+ 7) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−1, t,−3t + 4. Значить

Z∆
(4,6)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−1,−2, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(4,7)
31 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,−

1
4 , t − 2, 3t − 2. Значить

Z∆
(5,6)
31 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 · [5]; [7]−
1
4 · [5]; [8]− 1

4 · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,−

1
4 , 2,

−3t2+8t−4
2 . Значить

Z∆
(5,7)
31 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 · [5]; [7]−
1
4 · [5]; [8]− 1

4 · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 5) · [6]; [8]− 3t−4
2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
31 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,

2
3 ,
−3t2+8t−4

2 . Значить

Z∆
(6,7)
31 = −3t2 + 8t− 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 3

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 · [5]; [7]−
1
4 · [5]; [8]− 1

4 · [5]; [7]− (−1
3) · [6]; [8]− (−1

3) · [6]; [8]− 3t−4
2 · [7].
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33) Частково впорядкованiй множинi S33 вiдповiдає матриця

A33 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1 1 1

−1 1 2 0 0 0 1 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 1 0 1 2 1 1 1

−1 1 0 1 1 2 1 1

−1 1 1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 2, 1, t − 2, 1, −7t

2+12t−4
2t−4 . Зна-

чить Z∆
(1,2)
33 = 7t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) ·
[2]; [6]− (−1) · [2]; [7]− (−3) · [2]; [8]− (−2t+ 1) · [2]; [4]− [3]; [7]− (−t+ 2) ·
[3]; [8]−(t−2)·[3]; [4]+[5]; [5]−[4]; [6]−[4]; [7]−[4]; [8]− t+2

2 ·[4]; [6]−[5]; [7]−
(2t−2)·[5]; [8]−(−t+3)·[5]; [6]+[7]; [7]−[6]; [8]−−2t+2

t−2 ·[6]; [8]−−3t2+2t+2
t−2 ·[7].

Випадок 1 ≺ 4.

МатрицяD(1,4)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,
1
3 , t − 2, 1, −3t

2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(1,4)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+1)· [3]; [5]− 2

3 · [4]; [6]− 2
3 · [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−1
3 · [4]; [6]− [5]; [7]−(3t−

2) · [5]; [8]− (−t+ 4) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− −2t+2
t−2 · [6]; [8]− −4t2+2t+4

t−2 · [7].
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Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−
1
3 , t − 2, 1, −3t

2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(1,5)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+ 1) · [3]; [5]− 2

3 · [4]; [6]− 2
3 · [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−1
3 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 2) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− −2t+2
t−2 · [6]; [8]− −4t2+2t+4

t−2 · [7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−1,−1, 13 ,−4t2+8t−3. Значить

Z∆
(1,6)
33 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+2) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2

3 · [4]; [7]− 5
3 · [4]; [8]− 4t−2

3 · [4]; [6]− 1
3 · [5]; [7]− 4

3 ·
[5]; [8]− 5t−4

3 · [5]; [6]+ [7]; [7]− [6]; [8]− (2t−2) · [6]; [8]− (−6t2 +14t−6) · [7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−1,−1,−2
3 ,
−4t2+8t−3

2 . Значить

Z∆
(1,7)
33 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) ·
[3]; [8]− (−3t+ 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2

3 · [4]; [7]− 5
3 · [4]; [8]− 4t−2

3 · [4]; [6]− 1
3 ·
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[5]; [7]− 4
3 · [5]; [8]− 5t−4

3 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (2t−2) · [6]; [8]− 4t−3
2 · [7].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2,−1, 1, 2t−12 , −4t

2+4t+1
2t−1 . Зна-

чить Z∆
(2,6)
33 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]−(−1

2) · [1]; [3]−(−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]− 1
3 ·

[2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−2 · [3]; [5]−2 · [3]; [6]−(−1) · [3]; [7]−(−4) · [3]; [8]−(−3t+

2) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5
2) · [4]; [8]− (−2t+ 1) · [4]; [6]− (−1) ·

[5]; [7]−(−2) · [5]; [8]−(−2t+1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]−(2t−1) · [6]; [8]− 2

2t−1 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2,−1, 1,−1, −4t

2+4t+1
2 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
33 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 ·[2]; [8]− 1
3 ·[2]; [4]−2·[3]; [5]−2·[3]; [6]−(−1)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−

(−3t+2)·[3]; [5]−[4]; [6]−(−1)·[4]; [7]−(−5
2)·[4]; [8]−(−2t+1)·[4]; [6]−(−1)·

[5]; [7]−(−2)·[5]; [8]−(−2t+1)·[5]; [7]− 3
2 ·[6]; [8]−(2t−1)·[6]; [8]−(2t−1)·[7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

1
2 , 2t − 3, 1,−2t + 1. Значить

Z∆
(3,4)
33 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·
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[3]; [8]−(−1
2)·[3]; [5]− 3

2 ·[4]; [6]− 3
2 ·[4]; [7]− 5

2 ·[4]; [8]−(2t−1)·[4]; [6]−[5]; [7]−
(2t− 1) · [5]; [8]− 2 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (−2t− 1) · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 2t−32 , 1,−2t + 1. Значить

Z∆
(3,5)
33 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) · [3]; [8]−

(−1
2) · [3]; [5]− 3

2 · [4]; [6]− 3
2 · [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− (2t− 1) · [4]; [6]− [5]; [7]−
2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (−2t− 1) · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1

2 , t,−3t + 4. Значить

Z∆
(3,6)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− [4]; [6]− 3

2 · [4]; [7]− 5
2 · [4]; [8]− 4t−1

2 · [4]; [6]− [5]; [7]−
2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1

2 ,−2, −3t
2+4t
2 . Значить

Z∆
(3,7)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
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[2]; [7]− (−1
3) · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
2) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [7]−

(−1
4) · [3]; [8] − 1

4 · [3]; [5] − [4]; [6] − 3
2 · [4]; [7] − 5

2 · [4]; [8] − 4t−1
2 · [4]; [6] −

[5]; [7]− 2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− 3t−2
2 [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 , t − 2, 1,−3t + 2. Значить

Z∆
(4,5)
33 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 6) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (−4t+ 1) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , 1, t,−3t + 4. Значить

Z∆
(4,6)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− (−1) ·

[5]; [7]− (−4) · [5]; [8]− (−5t+ 4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , 1,−2, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(4,7)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]−(−1) · [5]; [7]−

(−4) · [5]; [8]− (−5t+ 4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

1
4 , t,−3t + 4. Значить

Z∆
(5,6)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 ·
[5]; [7]− (−1

4) · [5]; [8]− 1
4 · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

1
4 ,−2, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(5,7)
33 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

4 ·
[5]; [7]− (−1

4) · [5]; [8]− 1
4 · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 3) · [6]; [8]− 3t−2

2 [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
33 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,

2
3 ,
−3t2+8t−4

2 . Значить

Z∆
(6,7)
33 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 3

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4 · [5]; [8]− (5t− 6) · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− (−1) · [6]; [8]− (−4t+ 1) · [7].

36) Частково впорядкованiй множинi S36 вiдповiдає матриця

A36 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 1 1 1 1

−1 1 2 0 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 1 0 1 2 1 1 1

−1 1 0 1 1 2 1 1

−1 1 0 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 2,−1,−1, t−2, −7t
2+8t

2t−4 . Значить

Z∆
(1,2)
36 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) ·
[2]; [6]−(−1)·[2]; [7]−(−3)·[2]; [8]−(−2t+1)·[2]; [4]−[3]; [5]−[3]; [7]−(−t+
2) · [3]; [8]− (t− 2) · [3]; [4] + [6]; [6]− [4]; [7]− t · [4]; [8]− t+2

2 · [4]; [6]− (−1) ·
[5]; [7]−(−2t+2)·[5]; [8]−(t−3)·[5]; [7]−t·[6]; [8]−(t+1)·[6]; [8]−−5t+4

2t−4 ·[7].

Випадок 1 ≺ 4.

МатрицяD(1,4)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,
1
3 , 1,−1, 4t2 − 4t − 1. Значить

Z∆
(1,4)
36 = 4t2 − 4t− 1.
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Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t−1)·[2]; [4]−(−2)·[3]; [5]−(−2)·[3]; [6]−(−1)·[3][7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2
3 · [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−1
3 · [4]; [5]+[6]; [6]− [5]; [7]−(3t−

2) · [5]; [8]−(−t+4) · [5]; [7]−(4t−4) · [6]; [8]−(−3t+6) · [6]; [8]−(2t−1) · [7].

Випадок 1 ≺ 5. Матриця D(1,5)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до

трикутного вигляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1 ·3,−1, 13 ,−1, 4t2−
4t− 1. Значить Z∆

(1,5)
36 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−1) · [3][7]− (−4) ·
[3]; [8]− (−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2

3 · [4]; [7]− 5
3 · [4]; [8]− 4t−1

3 · [4]; [6]− 1
3 ·

[5]; [7]− 4
3 ·[5]; [8]− 5t−2

3 ·[5]; [7]−(3t−2)·[6]; [8]−(−t+4)·[6]; [8]−(2t−1)·[7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−1,−1,−1
3 , 4t

2−4t−1. Значить

Z∆
(1,6)
36 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−1) · [3][7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2

3 · [4]; [7]− 5
3 · [4]; [8]− 4t−1

3 · [4]; [6]− 1
3 · [5]; [7]−

4
3 · [5]; [8]− 5t−2

3 · [5]; [6]+ [7]; [7]− [6]; [8]− (2t−1) · [6]; [8]− (6t2−4t−3) · [7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1, 3,−1,−1,−2
3 ,
−7t2+16t−8

2 . Значить

Z∆
(1,7)
36 = 7t2 − 16t+ 8.
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Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− (−2) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−2) · [3][7]− (−4) ·
[3]; [8]−(−3t+2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

3 · [4]; [8]− 4t−2
3 · [4]; [6]− [5]; [7]−

4
3 · [5]; [8]− 5t−4

3 · [5]; [7]− [6]; [8]− (2t− 2) · [6]; [8]− 7t−8
2 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−2,−1,−1, 1, −4t

2+4t+1
2 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
36 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−2 · [3]; [5]−2 · [3]; [6]−2 · [3][7]− (−4) · [3]; [8]−

(−3t+2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]−(−5
2) · [4]; [8]−(−2t+1) · [4]; [6]− [5]; [7]−

(−2)· [5]; [8]−(−2t+1)·[5]; [7]−(−3
2)·[6]; [8]−(−2t+1)·[6]; [8]−(2t−1)·[7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,

1
2 , 1, t − 2, −3t

2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(3,4)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3)·[2]; [8]− 1
3 ·[2]; [4]−(−1

2)·[3]; [5]−(−1
2)·[3]; [6]− 1

4 ·[3]; [7]−(−1
4)·

[3]; [8]−(−1
2)·[3]; [5]−[4]; [6]− 3

2 ·[4]; [7]− 5
2 ·[4]; [8]−(−2t−1)·[4]; [5]+[6]; [6]−

[5]; [7]−(2t−1)·[5]; [8]−2·[5]; [7]−(4t−4)·[6]; [8]−(−2t+5)·[6]; [8]−−2t+2
t−2 ·[7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1, 12 , t − 2, −3t

2+4t
t−2 . Значить
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Z∆
(3,5)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8] − (−1
2) · [3]; [5] − [4]; [6] − 3

2 · [4]; [7] − 5
2 · [4]; [8] − (2t − 1) · [4]; [6] −

[5]; [7]− 2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− (2t− 1) · [6]; [8]− 2 · [6]; [8]− −2t+2
t−2 · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1

2 , t − 2, −3t
2+4t
t−2 .Значить

Z∆
(3,6)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− [4]; [6]− 3

2 · [4]; [7]− 5
2 · [4]; [8]− (2t−1) · [4]; [6]−

[5]; [7]− 2 · [5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 2) · [6]; [8]− −2t+2
t−2 · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 ,−1,−1,−1, −4t

2+8t−3
2 . Значить

Z∆
(3,7)
36 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

2) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− 5

2 · [4]; [8]− 4t−1
2 · [4]; [6]− [5]; [7]− 2 ·

[5]; [8]− (2t− 1) · [5]; [7]− 3
2 · [6]; [8]− 4t−3

2 · [6]; [8]− (2t− 2) · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-
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ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , t− 2,−1,−3t+ 2. Значить

Z∆
(4,5)
36 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]−(−1
2)·[3]; [5]− 2

5 ·[4]; [6]− 3
5 ·[4]; [7]− 2

5 ·[4]; [8]− 2
5 ·[4]; [6]−(−1)·[5]; [7]−

(−4) · [5]; [8]−(−5t+6) · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]−(−4t+1) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 , 1, t − 2,−3t + 2. Значить

Z∆
(4,6)
36 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [7]− (−1

2) · [3]; [8]−
(−1

2) · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 3

5 · [4]; [7]− 2
5 · [4]; [8]− 2

5 · [4]; [6]− (−1) · [5]; [7]−
(−4) · [5]; [8]− (−5t+ 6) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 5) · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,−

1
5 ,−1, 2, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(4,7)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− [5]; [7]−

(−4) · [5]; [8]− (−5t+ 4) · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 3) · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.
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МатрицяD(5,6)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

1
4 , t − 2,−3t + 2. Значить

Z∆
(5,6)
36 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]− 1

4 ·
[5]; [7]− (−1

4) · [5]; [8]− (−1
4) · [5]; [7]− 3 · [6]; [8]− (4t− 5) · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,−

1
4 , 2,

−3t2+4t
2 . Значить

Z∆
(5,7)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− (−1
2) · [3]; [7]− (−1

2) ·
[3]; [8] − 1

4 · [3]; [5] − 2
5 · [4]; [6] − 2

5 · [4]; [7] − 2
5 · [4]; [8] − 3

5 · [4]; [6] − (−1
4) ·

[5]; [7]− (−1
4) · [5]; [8]− 1

4 · [5]; [7]− (−3) · [6]; [8]− (−4t+ 3) · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
36 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

4
5 ,

3
4 ,

2
3 ,
−3t2+4t

2 . Значить

Z∆
(6,7)
36 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− (−1
2) · [3]; [7]− (−1

2) ·
[3]; [8] − 1

4 · [3]; [5] − 2
5 · [4]; [6] − 2

5 · [4]; [7] − 2
5 · [4]; [8] − 3

5 · [4]; [6] − (−1
4) ·

[5]; [7]− (−1
4) · [5]; [8]− 1

4 · [5]; [7]− (−1
3) · [6]; [8]− 1

3 · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].
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38) Частково впорядкованiй множинi S38 вiдповiдає матриця

A38 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 0 1 1 1

−1 1 2 0 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 0 0 1 2 1 1 1

−1 1 0 1 1 2 1 1

−1 1 0 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1, 1, 3, 1, 3t−43 , −7t

2+12t−4
3t−4 . Значить

Z∆
(1,2)
38 = 7t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]−
(−1)·[2]; [7]−(−3)·[2]; [8]−(−2t+1)·[2]; [3]+[4]; [4]−[3]; [5]−[3]; [7]−(−t+
2)·[3]; [8]−(t−2)·[3]; [5]−[4]; [6]−2·[4]; [7]−(t+2)·[4]; [8]−2t·[4]; [5]+[6]; [6]−
[5]; [7]− 3t−1

3 ·[5]; [8]− t+3
3 ·[5]; [7]−(2t−2)·[6]; [8]−(−t+3)·[6]; [8]−−5t+6

3t−4 ·[7].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 4, 14 , 2t−2, −4t
2+4t+1
2t−2 . Значить

Z∆
(1,5)
38 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]−(−1

2) · [1]; [3]−(−1) · [2]; [4]−(−1) · [2]; [5]− [2]; [6]− [2]; [7]−3 ·
[2]; [8]−(2t−1) · [2]; [4]− [3]; [5]−(−2) · [3]; [6]−(−1) · [3]; [7]−(−4) · [3]; [8]−
(−3t+1)·[3]; [5]−(−3)·[4]; [6]−(−2)·[4]; [7]−(−5)·[4]; [8]−(−4t+1)·[4]; [6]−
3
4 ·[5]; [7]− 3

2 ·[5]; [8]− 5t−1
4 ·[5]; [7]−(4t−2)·[6]; [8]−(−t+5)·[6]; [8]−−2t+3

2t−2 ·[7].
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Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 4,−1
2 , t−1, −4t

2+4t+1
2t−2 . Значить

Z∆
(1,6)
38 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]−
[2]; [7]−3·[2]; [8]−(2t−1)·[2]; [4]−[3]; [5]−(−2)·[3]; [6]−(−1)·[3]; [7]−(−4)·
[3]; [8]−(−3t+1)·[3]; [5]−(−3)·[4]; [6]−(−2)·[4]; [7]−(−5)·[4]; [8]−(−4t+1)·
[4]; [6]− 3

4 ·[5]; [7]− 3
2 ·[5]; [8]− 5t−1

4 ·[5]; [7]−2·[6]; [8]−(3t−1)·[6]; [8]−−2t+3
2t−2 ·[7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 4,−1,−1
2 ,
−7t2+12t−4

2 . Значить

Z∆
(1,7)
38 = 7t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]− [2]; [7]−
3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− (−2) · [3]; [7]− (−4) ·
[3]; [8]−(−3t+2) · [3]; [5]−(−3) · [4]; [6]−(−3) · [4]; [7]−(−5) · [4]; [8]−(−4t+

2) · [4]; [6]− [5]; [7]− 3
2 · [5]; [8]− 5t−2

4 · [5]; [7]− [6]; [8]− 3t−2
2 · [6]; [8]− 7t−6

2 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1,−2,−1, 1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(2,7)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1
3) · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − 1
3 ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]−2 · [3]; [6]−2 · [3]; [7]−(−4) ·

[3]; [8]−(−3t+2)·[3]; [5]−2·[4]; [6]−2·[4]; [7]−(−5)·[4]; [8]−(−4t+2)·[4]; [6]−
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[5]; [7]−(−3)·[5]; [8]−−5t+2
2 ·[5]; [7]−(−2)·[6]; [8]−(−2t+1)·[6]; [8]− 3t−2

2 ·[7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
2 , t− 2,−1,−1

2 ,−3t+ 2. Значить

Z∆
(3,4)
38 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

2) · [3]; [5]−(−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− [4]; [6]− 3

2 · [4]; [7]− 5
2 · [4]; [8]− 4t−3

2 · [4]; [5] +

[7]; [7]− [5]; [8]− (−1) · [5]; [7]− (−1) · [6]; [8]− (2t+ 1) · [6]; [8]− (2t− 3) · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2, 12 , 2t − 2, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(3,5)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− 3 · [4]; [7]− 5 · [4]; [8]− (4t− 2) · [4]; [6]−

3
2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2t · [6]; [8]− (t+ 1) · [6]; [8]− −t+2
2t−2 · [7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2,−1, t − 1, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(3,6)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
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(−1
4) · [3]; [8]−(−1

2) · [3]; [5]−2 · [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]−(4t−2) · [4]; [6]−
3
2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− −t+2
2t−2 · [7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2,−1,−1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(3,7)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8] − 1
4 · [3]; [5] − 2 · [4]; [6] − 2 · [4]; [7] − 5 · [4]; [8] − (4t − 1) · [4]; [6] −

[5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−2
2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 3t−2

2 · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,

1
2 , 2t − 2, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(4,5)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 · [4]; [6]−

3
2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2t · [6]; [8]− (t+ 1) · [6]; [8]− −t+2
2t−2 · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−1, t − 1, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(4,6)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
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[2]; [7]− (−1
3) · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

2) · [3]; [6]− 1
4 · [3]; [7]−

(−1
4) · [3]; [8]− (−1

2) · [3]; [5]− 2
5 · [4]; [6]− 3

5 · [4]; [7]− 1
5 · [4]; [8]− 2

5 · [4]; [6]−
3
2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−3

2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− −t+2
2t−2 · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−1,−1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(4,7)
38 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− (−1

2) ·
[3]; [7]−(−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]−

[5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−2
2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 3t−2

2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,
−3t2+8t−4

2 , 12 . Значить

Z∆
(5,6)
38 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 ·
[3]; [7]−(−1

2)·[3]; [8]−(−1
2)·[3]; [5]− 1

5 ·[4]; [6]− 3
5 ·[4]; [7]− 2

5 ·[4]; [8]− 2
5 ·[4]; [6]−

1
2 · [5]; [7]− 1

3 · [5]; [8]− 1
3 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 3t−4

2 · [6]; [7] + [8]; [8]− [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,−

1
3 , 1,

−4t2+8t−3
2 . Значить

Z∆
(5,7)
38 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−
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(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

3 ·
[5]; [7]− 1

3 · [5]; [8]− 1
2 · [5]; [7]− (−2) · [6]; [8]− (−3t+ 3) · [6]; [8]− (2t− 2)[7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
38 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,

1
2 ,
−4t2+8t−3

2 . Значить

Z∆
(6,7)
38 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6] − 1
3 · [2]; [7] − 1

3 · [2]; [8] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

4) · [3]; [5] − (−1
4) · [3]; [6] −

(−1
2) · [3]; [7]− (−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]−
3
5 · [4]; [6]− 1

3 · [5]; [7]− 1
3 · [5]; [8]− 1

2 · [5]; [7]− (−1
2) · [6]; [8]− (2t− 2)[7].

40) Частково впорядкованiй множинi S40 вiдповiдає матриця

A40 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 0 0 0 1 1

−1 1 2 0 0 0 0 1

−1 0 0 2 1 1 1 1

−1 0 0 1 2 1 1 1

−1 0 0 1 1 2 1 1

−1 1 0 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2,−1
2 ,−1,−1,−1, 4, 2t−32 , −7t

2+16t−8
4t−6 . Зна-

чить Z∆
(1,2)
40 = 7t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·
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[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]− (−1) ·
[2]; [7]−(−3) · [2]; [8]−(2t+1) · [2]; [3]+[5]; [5]− [3]; [7]−(−t+2) · [3]; [8]−(t−
2)·[3]; [5]−(−1)·[4]; [6]−(−2)·[4]; [7]−(−t−2)·[4]; [8]−(−2t)·[4]; [6]−(−1)·
[5]; [7]−(−2t+3)·[5]; [8]−(t−3)·[5]; [7]− 2t−1

2 ·[6]; [8]− t+4
4 ·[6]; [8]−−5t+8

4t−6 ·[7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1,−1, 4, 4t−34 , −4t
2+4t+1
4t−3 . Значить

Z∆
(1,6)
40 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−(−1)·[2]; [5]−(−1)·[2]; [6]−[2]; [7]−
3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+ 1) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−2) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 1) · [4]; [6]−
(−3)·[5]; [7]−(−6)·[5]; [8]−(5t+1)·[5]; [7]− 7

4 ·[6]; [8]− 6t−1
4 ·[6]; [8]−−2t+5

4t−3 ·[7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1,−1, 5,−4
5 ,
−7t2+8t

4 . Значить

Z∆
(1,7)
40 = 7t2 − 8t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−(−1)·[2]; [5]−(−1)·[2]; [6]−[2]; [7]−
3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [4]− [3]; [5]− [3]; [6]− (−2) · [3]; [7]− (−4) · [3]; [8]−
(−3t+ 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− (−3) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 2) · [4]; [6]−
(−4)·[5]; [7]−(−6)·[5]; [8]−(−5t+2)·[5]; [7]− 7

5 ·[6]; [8]− 6t−2
5 ·[6]; [8]− 7t−4

4 ·[7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1,−1,−2, 2, −4t

2+4t+1
4 . Зна-

чить Z∆
(2,7)
40 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:



147

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 ·[2]; [8]− 1
3 ·[2]; [4]−[3]; [5]−[3]; [6]−2·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

2) · [3]; [5]− [4]; [6]− 3 · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 2) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]−
(−6) · [5]; [8]− (−5t+ 2) · [5]; [7]− (−7

2) · [6]; [8]− (−3t+ 1) · [6]; [8]− 2t−1
2 · [7].

Випадок 3 ≺ 4.

МатрицяD(3,4)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 , t − 2,−3,−2

3 ,
−3t+2

2 . Значить

Z∆
(3,4)
40 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8] − (−1
4) · [3]; [5] − 2 · [4]; [6] − 3 · [4]; [7] − 5 · [4]; [8] − (4t − 3) ·

[4]; [5] + [7]; [7]− [5]; [8]− (−1) · [5]; [7]− (−2
3) · [6]; [8]− 5t+4

3 · [6]; [8]− t−4
2 · [7].

Випадок 3 ≺ 5.

МатрицяD(3,5)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−2, t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(3,5)
40 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]−(−1
4) · [3]; [5]−2 · [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]−(4t−3) · [4]; [6]−

3
2 ·[5]; [7]−3·[5]; [8]− 5t−4

2 ·[5]; [6]+[7]; [7]−[6]; [8]−(−1)·[6]; [8]−(−2t−1)·[7].

Випадок 3 ≺ 6.

МатрицяD(3,6)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−3, 3t−23 , −3t

2+4t
3t−2 . Значить

Z∆
(3,6)
40 = 3t2 − 4t.
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Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 ·
[3]; [7]− (−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− [4]; [6]−3 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]− (4t−2) ·

[4]; [6]−3·[5]; [7]−6·[5]; [8]−(5t−3)·[5]; [7]− 7
3 ·[6]; [8]− 6t−4

3 ·[6]; [8]− 2
3t−2 ·[7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

1
4 ,−1,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(3,7)
40 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]−

(−1
2) · [3]; [7]−(−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− [4]; [6]−2 · [4]; [7]−5 · [4]; [8]−(4t−1) ·

[4]; [6]−2·[5]; [7]−6·[5]; [8]−(5t−2)·[5]; [7]− 7
2 ·[6]; [8]− 6t−3

2 ·[6]; [8]− 2t−1
2 ·[7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 , t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(4,5)
40 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]−(−1
3) · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
4) · [3]; [5]− 2

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]− 3

2 ·
[5]; [7]−3 · [5]; [8]− 5t−4

2 · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]−(−2t−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−3, 3t−23 , −3t

2+4t
3t−2 . Значить
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Z∆
(4,6)
40 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]−

1
4 · [3]; [7]− (−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 ·

[4]; [6]−3·[5]; [7]−6·[5]; [8]−(5t−3)·[5]; [7]− 7
3 ·[6]; [8]− 6t−4

3 ·[6]; [8]− 2
3t−2 ·[7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(4,7)
40 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]−

(−1
2) · [3]; [7]− (−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 3
5 ·

[4]; [6]−2·[5]; [7]−6·[5]; [8]−(5t−2)·[5]; [7]− 7
2 ·[6]; [8]− 6t−3

2 ·[6]; [8]− 2t−1
2 ·[7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
2 ,

3t−2
3 , −3t

2+4t
3t−2 . Значить

Z∆
(5,6)
40 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]−

1
4 · [3]; [7]− (−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 3
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 2
5 ·

[4]; [6]− 1
2 · [5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
3 · [5]; [7]− 7

3 · [6]; [8]− 6t−4
3 · [6]; [8]− 2

3t−2 · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-



150

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
3 ,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(5,7)
40 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−(−1

4) · [3]; [5]−(−1
4) · [3]; [6]−(−1

2) · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 2
5 · [4]; [7]− 1

5 · [4]; [8]− 3
5 · [4]; [6]− 1

3 ·
[5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
2 · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− 6t−3
2 · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
40 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 ,

4
7 ,
−7t2+16t−8

4 . Значить

Z∆
(6,7)
40 = 7t2 − 16t+ 8.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − 1
3 · [2]; [4] − (−1

3) · [2]; [5] − (−1
3) ·

[2]; [6]− (−1
3) · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]−

(−1
4) · [3]; [7]− (−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− 1

5 · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− 2

5 · [4]; [8]−
3
5 · [4]; [6]− 1

6 · [5]; [7]− 1
3 · [5]; [8]− 1

2 · [5]; [7]− 2
7 · [6]; [8]− 3

7 · [6]; [8]− 7t−8
4 · [7].

44) Частково впорядкованiй множинi S44 вiдповiдає матриця

A44 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 1 0 0 1 1

−1 1 2 1 0 0 0 1

−1 1 1 2 0 0 0 1

−1 0 0 0 2 1 1 1

−1 0 0 0 1 2 1 1

−1 1 0 0 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.
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МатрицяD(1,2)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1,−1, 3, 2t−43 , −4t
2+8t−3
2t−4 . Значить

Z∆
(1,2)
44 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]−
[2]; [7]−3 · [2]; [8]−(2t−1) · [2]; [3]+[5]; [5]− [3]; [7]−(−t+2) · [3]; [8]−(t−2) ·
[3]; [5]− (−1) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−t−2) · [4]; [8]− (−2t) · [4]; [6]− (−1) ·
[5]; [7]−(−2t+3)·[5]; [8]−(t−3)·[5]; [7]− 4t−2

3 ·[6]; [8]− t+4
3 ·[6]; [8]−−4t+5

2t−4 ·[7].

Випадок 1 ≺ 3.

МатрицяD(1,3)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1, 1, 3, 2t−43 , −4t
2+8t−3
2t−4 . Значить

Z∆
(1,3)
44 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1) · [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− [2]; [6]−
[2]; [7]−3·[2]; [8]−(2t−1)·[2]; [4]−[3]; [5]−(−2)·[3]; [6]−(−1)·[3]; [7]−(−4)·
[3]; [8]−(−3t+2)·[3]; [4]+[5]; [5]−[4]; [7]−(−t+2)·[4]; [8]−(t−2)·[4]; [6]−2·
[5]; [7]−(2t+1) · [5]; [8]−(2t+1) · [5]; [7]− 4t−2

3 · [6]; [8]− t+4
3 · [6]; [8]− −4t+5

2t−4 · [7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1,−1, 3, 3t−43 ,−t. Значить

Z∆
(1,6)
44 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]− (−1) · [2]; [5]− (−1) · [2]; [6]−
[2]; [7]−3 · [2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− [3]; [7]−4 ·
[3]; [8]−(3t−1)·[3]; [5]−[4]; [6]−(−1)·[4]; [7]−(−5)·[4]; [8]−(−4t+1)·[4]; [6]−
(−2)·[5]; [7]−(−6)·[5]; [8]−(−5t+1)·[5]; [7]− 7

3 ·[6]; [8]− 6t−1
3 ·[6]; [8]−(−1)·[7].
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Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1,−1, 5,−4
5 ,
−7t2+12t−4

4 . Значить

Z∆
(1,7)
44 = 7t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]−(−1

2) · [1]; [3]− [2]; [4]−(−1) · [2]; [5]−(−1) · [2]; [6]− [2]; [7]−3 ·
[2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]−2 · [3]; [7]−4 · [3]; [8]−
(3t−2)·[3]; [5]−[4]; [6]−(−3)·[4]; [7]−(−5)·[4]; [8]−(−4t+3)·[4]; [6]−(−4)·
[5]; [7]− (−6) · [5]; [8]− (−5t+ 3) · [5]; [7]− 7

5 · [6]; [8]− 6t−3
5 · [6]; [8]− 7t−6

4 · [7].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 , t − 2,−2, 1, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(2,3)
44 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− (−1
3) ·

[2]; [6]− 1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− [3]; [5]− 2 · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]−

(−4) · [3]; [8] − (−3t + 2) · [3]; [4] + [7]; [7] − [4]; [8] − (−1) · [4]; [6] − (−1) ·
[5]; [7]−(−1

2)·[5]; [8]−−4t−12 ·[5]; [7]−(−1)·[6]; [8]−(t+1)·[6]; [8]−(t−1)·[7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 , 1,−1,−2, 2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(2,7)
44 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]− 1
3 ·[2]; [4]−(−1

3)·[2]; [5]−(−1
3)·[2]; [6]− 1

3 ·[2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−2) · [3]; [7]−4 · [3]; [8]−
(3t− 2) · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 3) · [4]; [6]− 2 ·
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[5]; [7]−(−6)·[5]; [8]−(−5t+3)·[5]; [7]−(−7
2)·[6]; [8]−−6t+3

2 ·[6]; [8]− 2t−1
2 ·[7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,−

1
4 ,−1,−2, 2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(3,7)
44 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]− 1
3 ·[2]; [4]−(−1

3)·[2]; [5]−(−1
3)·[2]; [6]− 1

3 ·[2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1
4) · [3]; [5]− (−1

4) · [3]; [6]− (−1
2) · [3]; [7]− 1

4 · [3]; [8]−
1
4 · [3]; [5]− [4]; [6]− 2 · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 3) · [4]; [6]− 2 · [5]; [7]−
(−6) · [5]; [8]− (−5t+ 3) · [5]; [7]− (−7

2) · [6]; [8]− −6t+3
2 · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 , t − 2, 1, −3t+2

2 . Значить

Z∆
(4,5)
44 = 3t2 − 8t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]−(−1

3)·[2]; [8]−(−1
3)·[2]; [4]− 1

4 ·[3]; [5]−(−1
2)·[3]; [6]− 1

4 ·[3]; [7]−(−1
4)·

[3]; [8]−(−1
4)·[3]; [5]−(−2

5)·[4]; [6]− 1
5 ·[4]; [7]−(−1

5)·[4]; [8]−(−1
5)·[4]; [6]−2·

[5]; [7]−3 · [5]; [8]− 5t−4
2 · [5]; [6]+[7]; [7]− [6]; [8]−(−1) · [6]; [8]−(−2t−1) · [7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−4, 4t−54 , −4t

2+8t−3
4t−5 . Значить

Z∆
(4,6)
44 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
(−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) · [3]; [8]−
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(−1
2) · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− (−1

5) · [4]; [8]− (−2
5) · [4]; [6]− 4 ·

[5]; [7]− 6 · [5]; [8]− (5t− 3) · [5]; [7]− 7
4 · [6]; [8]− 3t−2

2 · [6]; [8]− −2t+4
4t−5 · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

1
5 ,−2,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(4,7)
44 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]−
(−1

4)·[3]; [8]− 1
4 ·[3]; [5]−(−1

5)·[4]; [6]−(−2
5)·[4]; [7]−(−1

5)·[4]; [8]− 1
5 ·[4]; [6]−

2 · [5]; [7]−6 · [5]; [8]− (5t−1) · [5]; [7]− 7
2 · [6]; [8]− (3t−1) · [6]; [8]− 2t−1

2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,

4t−5
4 , −4t

2+8t−3
4t−5 . Значить

Z∆
(5,6)
44 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]−
(−1

4) · [3]; [8]− (−1
2) · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− (−1

5) · [4]; [8]− (−2
5) ·

[4]; [6]− 2
3 · [5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 1
3 · [5]; [7]− 7

4 · [6]; [8]− 3t−2
2 · [6]; [8]− −2t+4

4t−5 · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
3 ,−2, −4t

2+4t+1
4 . Значить

Z∆
(5,7)
44 = 4t2 − 4t− 1.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
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(−1
3) · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

4) · [3]; [6]− (−1
2) · [3]; [7]− (−1

4) ·
[3]; [8]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
5) · [4]; [6]− (−2

5) · [4]; [7]− (−1
5) · [4]; [8]− 1

5 · [4]; [6]−
1
3 · [5]; [7]− 1

6 · [5]; [8]− 2
3 · [5]; [7]− 7

2 · [6]; [8]− (3t− 1) · [6]; [8]− 2t−1
2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
44 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

7
6 ,

4
7 ,
−7t2+12t−4

4 . Значить

Z∆
(6,7)
44 = 7t2 − 12t+ 4.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

(−1
3) · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

4) · [3]; [7]−
(−1

2) · [3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− (−1
5) · [4]; [7]− (−2

5) · [4]; [8]− 1
5 ·

[4]; [6]− 1
6 · [5]; [7]− 1

3 · [5]; [8]− 2
3 · [5]; [7]− 2

7 · [6]; [8]− 4
7 · [6]; [8]− 7t−6

4 · [7].

45) Частково впорядкованiй множинi S45 вiдповiдає матриця

A45 =



2 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

−1 2 1 1 0 1 1 1

−1 1 2 1 0 0 1 1

−1 1 1 2 0 0 0 1

−1 0 0 0 2 1 1 1

−1 1 0 0 1 2 1 1

−1 1 1 0 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 1 1 2


.

Випадок 1 ≺ 2.

МатрицяD(1,2)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1,−1, 3, 13 ,−1, 4t2−8t+3. Значить

Z∆
(1,2)
45 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7] − (−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − (−1) · [2]; [4] − [2]; [5] − [2]; [6] −
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[2]; [7]− 3 · [2]; [8]− (2t− 1) · [2]; [3] + [4]; [4]− [3]; [7]− (−t+ 2) · [3]; [8]− (t−
2) · [3]; [5]− 2 · [4]; [6]− [4]; [7]− (t+ 2) · [4]; [8]− 2t · [4]; [6]− 2

3 · [5]; [7]− 3t−1
3 ·

[5]; [8]− t+3
3 · [5]; [6]+[7]; [7]−(3t−5) · [6]; [8]−(−4t+6) · [6]; [8]−(2t−2) · [7].

Випадок 1 ≺ 3.

МатрицяD(1,3)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 , 1,−1,−1,−1, t−2, −3t
2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(1,3)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2)·[1]; [8]−(−1

2)·[1]; [3]−(−1)·[2]; [4]−[2]; [5]−[2]; [6]−[2]; [7]−3·[2]; [8]−
(2t−1)·[2]; [4]−(−2)·[3]; [5]−(−1)·[3]; [6]−(−1)·[3]; [7]−(−4)·[3]; [8]−(−3t+

2) · [3]; [5]− [4]; [6]− [4]; [7]− (−t+2) · [4]; [8]− (t−2) · [4]; [6]− (−2) · [5]; [7]−
(−3t+1) · [5]; [8]− (−t−3) · [5]; [7]− (t+1) · [6]; [8]− (2t) · [6]; [8]− −2t+2

t−2 · [7].

Випадок 1 ≺ 5.

МатрицяD(1,5)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1, 3, 13 , t − 2, −3t
2+4t
t−2 . Значить

Z∆
(1,5)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − [2]; [4] − (−1) · [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− [3]; [6]− [3]; [7]−4 · [3]; [8]− (3t−1) ·
[3]; [5]− (−2) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 1) · [4]; [6]− 2

3 ·
[5]; [7]−2 · [5]; [8]− 5t−1

3 · [5]; [7]−(3t−3) · [6]; [8]−(−2t+4) · [6]; [8]− −2t+2
t−2 · [7].

Випадок 1 ≺ 6.

МатрицяD(1,6)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1, 4,−1, −3t
2+4t
2 , 12 . Значить

Z∆
(1,6)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−
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(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − [2]; [4] − (−1) · [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]−2 · [3]; [6]− [3]; [7]−4 · [3]; [8]− (3t−
2) · [3]; [5]− (−3) · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+2) · [4]; [6]− 1

2 ·
[5]; [7]− 3

2 · [5]; [8]− 5t−2
4 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 3t−2

2 · [6]; [7] + [8]; [8]− [7].

Випадок 1 ≺ 7.

МатрицяD(1,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 12 ,−1, 1, 4,−1
2 ,−1, −4t

2+8t−3
2 . Значить

Z∆
(1,7)
45 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8] − (−1

2) · [1]; [3] − [2]; [4] − (−1) · [2]; [5] − [2]; [6] − [2]; [7] − 3 ·
[2]; [8]− (2t−1) · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]−2 · [3]; [6]− [3]; [7]−4 · [3]; [8]− (3t−
2) · [3]; [5]− (−3) · [4]; [6]− (−2) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 3) · [4]; [6]−
3
4 · [5]; [7]− 3

2 · [5]; [8]− 5t−3
4 · [5]; [7]−2 · [6]; [8]− (3t−3) · [6]; [8]− (2t−2) · [7].

Випадок 2 ≺ 3.

МатрицяD(2,3)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,−
1
3 ,−1, 2, 1, 2t−32 ,−2t + 1. Значить

Z∆
(2,3)
45 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− (−1
3) · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 2 · [3]; [5]− (−1) · [3]; [6]− (−1) · [3]; [7]−

(−4) · [3]; [8]− (−3t+ 2) · [3]; [4] + [5]; [5]− [4]; [7]− (−t+ 2) · [4]; [8]− (t−2) ·
[4]; [6]− [5]; [7]− 5

2 · [5]; [8]− 4t−3
2 · [5]; [7]− t · [6]; [8]− t · [6]; [8]− (−1) · [7].

Випадок 2 ≺ 6.

МатрицяD(2,6)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 , 1,−2, 1, t − 1, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(2,6)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:
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[2]−(−1
2) · [1]; [3]−(−1

2) · [1]; [4]−(−1
2) · [1]; [5]−(−1

2) · [1]; [6]−(−1
2) · [1]; [7]−

(−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 · [2]; [7]−
1
3 · [2]; [8]− 1

3 · [2]; [4]− (−1) · [3]; [5]− (−2) · [3]; [6]− [3]; [7]−4 · [3]; [8]− (3t−
2) · [3]; [5]−2 · [4]; [6]− (−1) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+2) · [4]; [6]− (−1) ·
[5]; [7]− (−3) · [5]; [8]− −5t+2

2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− −t+2
2t−2 · [7].

Випадок 2 ≺ 7.

МатрицяD(2,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
1
3 , 1,−2, 1,−1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(2,7)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]−(−1) · [3]; [5]−(−2) · [3]; [6]− [3]; [7]−4 · [3]; [8]−

(3t−2) · [3]; [5]−2 · [4]; [6]− (−2) · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+ 3) · [4]; [6]−
(−3

2)·[5]; [7]−(−3)·[5]; [8]−−5t+3
2 ·[5]; [7]−2·[6]; [8]−(2t−1)·[6]; [8]− 3t−2

2 ·[7].

Випадок 3 ≺ 7.

МатрицяD(3,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,−

1
4 ,−2,−1, 1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(3,7)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

3) · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− (−1

4) · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]−2 · [4]; [6]−3 · [4]; [7]− (−5) · [4]; [8]− (−4t+3) · [4]; [6]− 3

2 ·
[5]; [7]−(−3)·[5]; [8]−−5t+3

2 ·[5]; [7]−(−2)·[6]; [8]−(−2t+1)·[6]; [8]− 3t−2
2 ·[7].

Випадок 4 ≺ 5.

МатрицяD(4,5)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

3
5 ,

1
3 , 2t − 3,−2t + 1. Значить

Z∆
(4,5)
45 = 4t2 − 8t+ 3.
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Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− 1
4 · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]−(−1
2) · [3]; [5]−(−3

5) · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]−(−1

5) · [4]; [8]−(−2
5) · [4]; [6]−

4
3 ·[5]; [7]−2·[5]; [8]− 5t−3

2 ·[5]; [7]−(3t−3)·[6]; [8]−(−t+3)·[6]; [8]−(−1)·[7].

Випадок 4 ≺ 6.

МатрицяD(4,6)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−1, t − 1, −3t

2+4t
2t−2 . Значить

Z∆
(4,6)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−2

5) · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− (−1

5) · [4]; [8]− (−3
5) · [4]; [6]−

2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−2
2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− −t+2

2t−2 · [7].

Випадок 4 ≺ 7.

МатрицяD(4,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

2
5 ,−1,−1, −3t

2+4t
2 . Значить

Z∆
(4,7)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− 1
3 · [2]; [6]− 1

3 ·
[2]; [7]− (−1

3) · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
2) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
4) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−2

5) · [4]; [6]− (−3
5) · [4]; [7]− (−1

5) · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

3
2 · [5]; [7]− 3 · [5]; [8]− 5t−1

2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (2t− 1) · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 5 ≺ 6.

МатрицяD(5,6)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

1
3 , t − 1, −4t

2+8t−3
2t−2 . Значить
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Z∆
(5,6)
45 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− 1
5 · [4]; [7]− (−2

5) · [4]; [8]− (−3
5) · [4]; [6]−

2
3 · [5]; [7]− 1

3 · [5]; [8]− 1
2 · [5]; [7]− 2 · [6]; [8]− (3t− 3) · [6]; [8]− 1

2t−2 · [7].

Випадок 5 ≺ 7.

МатрицяD(5,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,−

1
2 ,
−3t2+4t

2 . Значить

Z∆
(5,7)
45 = 3t2 − 4t.

Вкажемо цi перетворення: непарна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− 1

4 · [3]; [7]− (−1
2) ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− (−3
5) · [4]; [7]− (−2

5) · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

1
2 · [5]; [7]− 1

3 · [5]; [8]− 2
3 · [5]; [6] + [7]; [7]− [6]; [8]− 3t−2

2 · [6]; [8]− 3t−2
2 · [7].

Випадок 6 ≺ 7.

МатрицяD(6,7)
45 перетвореннями рядкiв приводиться до трикутного виг-

ляду з дiагональними елементами 2, 32 ,
4
3 ,

5
4 ,

6
5 ,

2
3 ,

1
2 ,
−4t2+8t−3

2 . Значить

Z∆
(6,7)
45 = 4t2 − 8t+ 3.

Вкажемо цi перетворення: парна t-стандартна перестановка i потiм:

[2] − (−1
2) · [1]; [3] − (−1

2) · [1]; [4] − (−1
2) · [1]; [5] − (−1

2) · [1]; [6] − (−1
2) ·

[1]; [7]− (−1
2) · [1]; [8]− (−1

2) · [1]; [3]− 1
3 · [2]; [4]− 1

3 · [2]; [5]− (−1
3) · [2]; [6]−

1
3 · [2]; [7]− 1

3 · [2]; [8]− 1
3 · [2]; [4]− 1

4 · [3]; [5]− (−1
4) · [3]; [6]− (−1

2) · [3]; [7]− 1
4 ·

[3]; [8]− 1
4 · [3]; [5]− (−1

5) · [4]; [6]− (−2
5) · [4]; [7]− (−3

5) · [4]; [8]− 1
5 · [4]; [6]−

1
3 · [5]; [7]− 1

2 · [5]; [8]− 2
3 · [5]; [8]− 1

2 · [6]; [8]− (2t− 2) · [7].

Теорема 4.1 доведена.
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4.2. Загальнi теореми

У цьому пiдроздiлi сформульованi та доведенi загальнi теореми про ч. в.

множини з додатною формою Тiтса, що є несерiйними. Усi цiлочисловi

P -визначальнi полiноми розташовуються в лексикографiчному порядку

вiдносно їх коефiцiєнтiв, а P -граничнi числа (у випадку, коли вони випи-

суються без вiдповiдних полiномiв) — в порядку зростання.

4.2.1. Зведення до випадку з вузловими елементами. Дамо оз-

начення мiнiмаксної еквiвалентностi частково впорядкованих множин [46].

Нехай S — (скiнченна) ч. в. множина. Для її мiнiмального (вiдповiдно

максимального) елемента a ∈ S позначимо через S↑a (вiдповiдно S↓a) ч. в.

множину, яка збiгається iз заданою як звичайна множина, i при цьому

вiдношення часткового порядку задається наступними умовами:

a) a — максимальний (вiдповiдно мiнiмальний) елемент S↑a (вiдповiдно

S↓a);

b) якщо x, y 6= a, то x < y в S↑a (вiдповiдно S↓a) тодi i лише тодi, коли

x < y в S;

c) a > x в S↑a (вiдповiдно a < x S↓a) тодi i лише тодi, коли a >< x в S.

Надалi будемо писати S↑↑xy замiсть (S↑x)
↑
y, тощо.

Частково впорядкована множина T називається мiнiмаксно еквiвалент-

ною частково впорядкованiй множинi S, якщо T має вигляд S
ε1ε2...εp
x1x2...xp,

p ≥ 0, де εi ∈ {↑, ↓} i для кожного i = 1, . . . , p елемент xi є мiнiмальним

(вiдповiдно максимальним) в Si−1 = S
ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1, якщо εi =↑ (вiдповiдно

εi =↓); для p = 0 вважаємо, що S = S. Частково впорядкованi множини

S i S ′ називаються мiнимаксно iзоморфними, якщо iснує ч. в. множина

T , яка мiнiмаксно еквiвалентна S i iзоморфна S ′.

У випадку, коли всi xi попарно рiзнi i ε1 = . . . = εp = ε, замiсть Sε1ε2...εpx1x2...xp

пишуть SεX , де X = {x1, x2, . . . , xp}.
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Твердження 4.2. Нехай a — елемент частково впорядкованої мно-

жини S. Тодi iснує мiнiмаксно еквiвалентна до S частково впорядкована

множина T , в якiй a є максимальним вузловим елементом.

Це твердження можна узагальнити наступним чином.

Твердження 4.3. Нехай a, b — елементи частково впорядкованої

множини S такi, що a > b. Тодi iснує мiнiмаксно еквiвалентна до S

частково впорядкована множина T така, що виконуються наступнi

умови:

a) при переходi вiд S до T операцiї вигляду Sεa i Sεb не використову-

ються;

b) a є максимальним вузловим елементом в T (тодi, враховуючи a)

маємо, що a > b в T ).

Дiйсно, в обох випадках, якщо позначити через A пiдмножину част-

ково впорядкованої множини S, що складається iз усiх x > a, а через B

пiдмножину, що складається iз усiх x, непорiвняльних iз a, то, як легко

бачити, T = (S↓A)↓B є потрiбною частково впорядкованою множиною.

Згiдно твердження 19 [47] мiнiмаксно еквiвалентнi частково впорядко-

ванi множини мають Z-еквiвалентнi квадратичнi форми Тiтса. При цьо-

му, якщо говорити про еквiвалентнi форми Тiтса qS(z) для S та qS′(z)

для S ′ = Sεa(ε ∈ {↑, ↓}), то за вiдповiдну лiнiйну замiну можна взяти

наступну: z′a = −za, z′0 = z0 − za, z′x = zx для x ∈ S, x 6= a. Звiдси, вра-

ховуючи твердження 4.3, випливає, як легко бачити (наприклад, кори-

стуючись трактовкою P -граничних полiномiв через визначники матриць

квадратичних форм), наступна теорема.

Теорема 4.4. Будь-який цiлочисловий P -визначальний полiном не-

серiйної частково впорядкованої множини дорiвнює деякому такому ж

полiному деякої несерiйної частково впорядкованої множини з макси-

мальним вузловим елементом.
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4.2.2. Теореми про цiлочисловi P -визначальнi полiноми.

Теорема 4.5. Цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiй-

них частково впорядкованих множин порядку 5 є наступнi i лише на-

ступнi полiноми:

4t2 − 4t− 3, 5t2 − 4t− 4, 5t2 − 8t, 5t2 − 12t+ 4.

Теорема 4.6. Цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiй-

них частково впорядкованих множин порядку 6 є наступнi i лише на-

ступнi полiноми:

2t2 − 2t− 1, 2t2 − 3t, 2t2 − 5t+ 2, 3t2 − 2t− 2,

3t2 − 3t− 1, 3t2 − 4t, 3t2 − 6t+ 2, 3t2 − 8t+ 4.

Теорема 4.7. Цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiй-

них частково впорядкованих множин порядку 7 є наступнi i лише на-

ступнi полiноми:

3t2 − 4t, 3t2 − 8t+ 4, 4t2 − 4t− 1, 4t2 − 8t+ 3, 7t2 − 4t− 4,

7t2 − 8t, 7t2 − 12t+ 4, 7t2 − 16t+ 8, 7t2 − 20t+ 12.

Теореми 4.5 – 4.7 випливають iз результатiв двох попереднiх пiдроздiлiв.

Iз них випливає наступне твердження.

Теорема 4.8. Цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiй-

них частково впорядкованих множин є наступнi i лише наступнi полi-

номи:

2t2 − 2t− 1, 2t2 − 3t, 2t2 − 5t+ 2, 3t2 − 2t− 2, 3t2 − 3t− 1,

3t2 − 4t, 3t2 − 6t+ 2, 3t2 − 8t+ 4, 4t2 − 4t− 1, 4t2 − 4t− 3,

4t2 − 8t+ 3, 5t2 − 4t− 4, 5t2 − 8t, 5t2 − 12t+ 4, 7t2 − 4t− 4,

7t2 − 8t, 7t2 − 12t+ 4, 7t2 − 16t+ 8, 7t2 − 20t+ 12.
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4.2.3. Теореми про P -граничнi числа.

Теорема 4.9. P -граничними числами несерiйних частково впорядко-

ваних множин порядку 5 є наступнi i лише наступнi дiйснi числа:

2−2
√
6

5 , −1
2, 0, 2

5,
2+2
√
6

5 , 11
2, 13

5, 2.

Теорема 4.10. P -граничними числами несерiйних частково впоряд-

кованих множин порядку 6 є наступнi i лише наступнi дiйснi числа:

1−
√
7

3 , 1−
√
3

2 , 3−
√
21

6 , 0, 3−
√
3

3 , 1
2,

2
3,

1+
√
7

3 , 3+
√
21

6 , 11
3,

1+
√
3

2 , 11
2,

3+
√
3

3 , 2.

Теорема 4.11. P -граничними числами несерiйних частково впоряд-

кованих множин порядку 7 є наступнi i лише наступнi дiйснi числа:

2−4
√
2

7 , 1−
√
2

2 , 0, 6−2
√
2

7 , 1
2,

2
3,

8−2
√
2

7 , 6
7,

2+4
√
2

7 , 11
7,

1+
√
2

2 , 6+2
√
2

7 , 11
3, 11

2,
8+2
√
2

7 , 2.

Теореми 4.9 – 4.11 випливають iз результатiв попереднього пiдроздiла.

Iз них випливає наступне твердження.

Теорема 4.12. P -граничними числами несерiйних частково впоряд-

кованих множин є наступнi i лише наступнi дiйснi числа:

2−2
√
6

5 , 1−
√
7

3 , 2−4
√
2

7 , −1
2,

1−
√
3

2 , 3−
√
21

6 , 1−
√
2

2 , 0, 2
5,

3−
√
3

3 ,

6−2
√
2

7 , 1
2,

2
3,

8−2
√
2

7 , 6
7,

2+4
√
2

7 , 11
7,

1+
√
2

2 , 1+
√
7

3 , 6+2
√
2

7 ,

3+
√
21

6 , 11
3,

1+
√
3

2 , 2+2
√
6

5 , 11
2,

8+2
√
2

7 , 3+
√
3

3 , 13
5, 2.
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4.2.4. Пiдсумкова таблиця. Викладенi вище результати обчислень

про цiлочисловi P -визначальнi полiноми (несерiйних ч. в. множин) та їх

коренi запишемо, для наглядностi, у виглядi таблицi.

№ Порядок множини Полiном Менший корiнь Бiльший корiнь

1 6 2t2 − 2t− 1 1−
√
3

2 ≈ −0.37 1+
√
3

2 ≈ 1.37

2 6 2t2 − 3t 0 11
2 = 1.5

3 6 2t2 − 5t+ 2 1
2 = 0.5 2

4 6 3t2 − 2t− 2 1−
√
7

2 ≈ −0.55 1+
√
7

2 ≈ 1.22

5 6 3t2 − 3t− 1 3−
√
21

6 ≈ −0.26 3+
√
21

6 ≈ 1.26

6 6, 7 3t2 − 4t 0 11
3 ≈ 1.33

7 6 3t2 − 6t+ 2 3−
√
3

3 ≈ 0.42 3+
√
3

3 ≈ 1.58

8 6, 7 3t2 − 8t+ 4 2
3 ≈ 0.67 2

9 7 4t2 − 4t− 1 1−
√
2

2 ≈ −0.21 1+
√
2

2 ≈ 1.21

10 5 4t2 − 4t− 3 −1
2 = −0.5 11

2 = 1.5

11 7 4t2 − 8t+ 3 1
2 = 0.5 11

2 = 1.5

12 5 5t2 − 4t− 4 2−2
√
6

5 ≈ −0.58 2+2
√
6

5 ≈ 1.38

13 5 5t2 − 8t 0 13
5 = 1.6

14 5 5t2 − 12t+ 4 2
5 = 0.4 2

15 7 7t2 − 4t− 4 2−4
√
2

7 ≈ −0.52 2+4
√
2

7 ≈ 1.09

16 7 7t2 − 8t 0 11
7 ≈ 1.14

17 7 7t2 − 12t+ 4 6−2
√
2

7 ≈ 0.45 6+2
√
2

7 ≈ 1.26

18 7 7t2 − 16t+ 8 8−2
√
2

7 ≈ 0.74 8+2
√
2

7 ≈ 1.55

19 7 7t2 − 20t+ 12 6
7 ≈ 0.86 2
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4.2.5. Мiнiмальнi реалiзацiї всiх P -визначальних полiномiв.

Нехай P0 позначає сукупнiсть всiх несерiйних частково впорядкованих

множин i нехай X ⊂ P0. Будемо говорити, що на X реалiзуються всi

цiлочисловi P -визначальнi полiноми, якщо будь-який цiлочисловий P -

визначальний полiном несерiйної частково впорядкованої множини дорiв-

нює деякому такому ж полiному деякої частково впорядкованої множини

iз X.

Використовуючи теореми 4.1 i 4.4, легко впевнитися, що всi цiлочисловi

P -визначальнi полiноми реалiзуються на пiдмножинi iз P0, що складаєть-

ся iз наступних семи частково впорядкованих множин:

ss ss�
�
s

ss ss�
�

s
�
�

ss ss�
�
�
�
ss

s sss
�
�

s
�
�
�
�
s

ss ss�
�
�
�
�
��ss
s

ss ss�
�

s
�
�

ss

ss ss�
�

s
�
�
�
�
ss

4.3. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi описано P -визначальнi полiноми несерiйних частково

впорядкованих множин з вузловими елементами i доведено, що до та-

ких множин зводиться загальний випадок. Описано цiлочисловi полiноми,

якi можуть бути цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiйних

частково впорядкованих множин, а також вказано їх коренi. Вказано мiнi-

мальну реалiзацiю всiх P -визначальних полiномiв.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [81] – [84] i [90].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню локальних деформацiй додат-

них цiлочислових квадратичних форм над полем дiйсних чисел. Основна

увага придiлена квадратичним формам Тiтса несерiйних дiаграм Динкiна

та частково впорядкованих множин.

Описано цiлочисловi P -визначальнi полiноми та P -граничнi числа не-

серiйних дiаграм Динкiна вiдносно реберно-локальних деформацiй. У кож-

ному з випадкiв обчислено геометричнi iнварiанти P -зваженого вiдносно

таких деформацiй графа — дiаметри, радiуси, центри, тощо. Такi ж iн-

варiанти обчислено у випадку P -зважених графiв вiдносно поточково-

локальних деформацiй. Зроблено порiвняння трьох типiв зважених дiа-

грам Динкiна: вiдносно реберно-локальних i поточково-локальних дефор-

мацiй та класичного випадку.

Описано цiлочисловi P -визначальнi полiноми несерiйних частково впо-

рядкованих множин з вузловими елементами i доведено, що до таких мно-

жин зводиться загальний випадок. Описано цiлочисловi полiноми, якi мо-

жуть бути цiлочисловими P -визначальними полiномами несерiйних част-

ково впорядкованих множин, а також вказано їх коренi. Вказано мiнi-

мальну реалiзацiю всiх цiлочислових P -визначальних полiномiв несерiй-

них частково впорядкованих множин.
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ДОДАТОК

Додатковi данi про пов’язанi з матрицями обчислення

1. Детальне обчислення визначникiв у доведеннi тео-

реми 2.1

Розглянемо спочатку випадок S = P1. Оскiльки (в силу симетрiї квадра-

тичної форми q1(z)) ∆
(2,3)
q1 (t) = ∆

(4,5)
q1 (t), то достатньо обчислити полiном

∆
(4,5)
q1 (t).

Обчислимо визначник D(4,5)
1 матрицi

A
(4,5)
1 =



2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 t

1 0 0 0 t 2


.

Розкладемо по останньому рядку спочатку сам визначник, а потiм всi

новi визначники, якi мiстять параметр t:

D
(4,5)
1 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= −


−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

2 0 0 0

0 2 1 0

0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

2 0 0 0

0 2 1 0

0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−

−t



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

2 0 0 0

0 2 1 0

0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1

1 2 0 0

1 0 2 1

1 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Оскiльки (як легко порахувати)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

2 0 0 0

0 2 1 0

0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −6,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1

1 2 0 0

1 0 2 1

1 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4,

то

D
(4,5)
1 = −(12− 6t)− t(−6 + 5t) + 8 = −5t2 + 12t− 4.

Отже, ∆
(4,5)
q1 = t2 − 12

5 t+ 4
5 .

Розглянемо тепер випадок S = P2. Оскiльки (в силу симетрiї квадратич-

ної форми q2(z)) ∆
(4,5)
q2 (t) = ∆

(5,6)
q2 (t) = ∆

(4,6)
q2 (t), то достатньо обчислити

полiноми ∆
(2,3)
q2 (t) i ∆

(5,6)
q2 (t).



182

a) Обчислимо визначник D(2,3)
2 матрицi

A
(2,3)
2 =



2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 t 0 0 0

1 0 t 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 2


.

Розкладемо по останньому рядку сам визначник, а потiм всi новi виз-

начники, якi мiстять параметр t:

D
(2,3)
2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 t 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 1

0 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 t 0 0 0

1 0 0 2 1 1

1 0 0 1 2 1

1 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0

1 0 0 2 1 1

1 0 0 1 2 1

1 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −


−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 1 2 1

0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 1 2 1

0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−

−t



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 1 2 1

0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 1

1 0 1 2 1

1 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0

1 0 0 2 1 1

1 0 0 1 2 1

1 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Оскiльки (як легко порахувати)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 1 2 1

0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −8,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 1

1 0 1 2 1

1 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0

1 0 0 2 1 1

1 0 0 1 2 1

1 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4,

то

D
(2,3)
2 = −(16− 8t)− t(−8 + 6t) + 8 = −6t2 + 16t− 8.

Отже, ∆
(2,3)
q2 = t2 − 8

3t+ 4
3 .

b) Обчислимо визначник D(5,6)
2 матрицi

A
(5,6)
2 =



2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 t

1 0 0 0 1 t 2


.

Розкладемо по останньому рядку сам визначник, а потiм всi новi виз-

начники, якi мiстять параметр t:

∆(5,6)
q2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
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−t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+

+


−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−

−t


−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+

+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Оскiльки (як легко порахувати)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

2 0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

1 2 0 0 0

1 0 2 1 0

1 0 1 2 0

1 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3,

то

D
(5,6)
2 = (0− 12 + 6t) + (0 + 2− t)− t(−6 + 1 + 4t) + 6 = −4t2 + 10t− 4.

Отже, ∆
(5,6)
q2 = t2 − 5

2t+ 1.

Розглянемо, нарештi, випадок S = P3. Оскiльки (в силу симетрiї квад-

ратичної форми q3(z)) ∆
(4,5)
q3 (t) = ∆

(5,6)
q3 (t) = ∆

(6,7)
q3 (t) = ∆

(4,6)
q3 (t) = ∆

(5,7)
q3 (t)

= ∆
(4,7)
q3 (t), то достатньо обчислити полiноми ∆

(2,3)
q3 (t) i ∆

(6,7)
q3 (t).

a) Обчислимо визначник D(2,3)
3 матрицi

A
(2,3)
3 =



2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0 0

1 0 2 t 0 0 0 0

1 0 t 2 0 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1 1

1 0 0 0 1 2 1 1

1 0 0 0 1 1 2 1

1 0 0 0 1 1 1 2


.
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Розкладемо по останньому рядку сам визначник, а потiм всi новi виз-

начники, якi мiстять параметр t:

D
(2,3)
3 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0 0

0 2 t 0 0 0 0

0 0 0 2 1 1 1

0 0 0 1 2 1 1

0 0 0 1 1 2 1

0 0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 t 0 0 0 0

1 0 0 2 1 1 1

1 0 0 1 2 1 1

1 0 0 1 1 2 1

1 0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0 0

1 0 0 2 1 1 1

1 0 0 1 2 1 1

1 0 0 1 1 2 1

1 0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −


−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 0 2 1 1 1

0 0 1 2 1 1

0 0 1 1 2 1

0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 0 2 1 1 1

0 0 1 2 1 1

0 0 1 1 2 1

0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−
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−t



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 0 2 1 1 1

0 0 1 2 1 1

0 0 1 1 2 1

0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 1 1

1 0 1 2 1 1

1 0 1 1 2 1

1 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0 0

1 0 0 2 1 1 1

1 0 0 1 2 1 1

1 0 0 1 1 2 1

1 0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Оскiльки (як легко порахувати)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 0 2 1 1 1

0 0 1 2 1 1

0 0 1 1 2 1

0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −10,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 1 1

1 0 1 2 1 1

1 0 1 1 2 1

1 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 7,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0 0

1 0 0 2 1 1 1

1 0 0 1 2 1 1

1 0 0 1 1 2 1

1 0 0 1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 4,

то

D
(2,3)
3 = −(20− 10t)− t(−10 + 7t) + 8 = −7t2 + 20t− 12.

Отже, ∆
(2,3)
q3 = t2 − 20

7 t+ 12
7 .

b) Обчислимо визначник D(6,7)
3 матрицi

A
(6,7)
3 =



2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1 1

1 0 0 0 1 2 1 1

1 0 0 0 1 1 2 t

1 0 0 0 1 1 t 2


.
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Розкладемо по останньому рядку сам визначник, а потiм всi новi визнач-

ники, якi мiстять параметр t:

D
(6,7)
3 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0 0

0 1 2 0 0 0 0

0 0 0 2 1 1 1

0 0 0 1 2 1 1

0 0 0 1 1 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 1 2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −


−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
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−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−

−t



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Оскiльки (як легко порахувати)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1 1

2 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −6,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 2 1

1 0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1 1 1

1 2 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 0 0

1 0 1 2 0 0 0

1 0 0 0 2 1 1

1 0 0 0 1 2 1

1 0 0 0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2,

то D(6,7)
3 = −(0 + 0 + 12− 6t)− (0 + 0− 2 + t) + (0 + 0 + 2− t)− t(−6 +

1 + 1 + 3t) + 4 = −3t2 + 8t− 4.

Отже, ∆
(6,7)
q3 = t2 − 8

3t+ 4
3 .
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2. Детальне доведення теореми 2.4

Iз сказаного у вступнiй частинi статтi маємо, що P -визначальний полiном

∆
(p,q)
qi (t) квадратичної форми qi(z) для zpzq можна розглядати як визнач-

ник помноженої на 2 симетричної матрицi квадратичної форми q(p,q)i (z, t).

Таку матрицю будемо позначати через A(p,q)
i , а її визначник через D(p,q)

i .

Для квадратичної форми Тiтса частково впорядкованих множин M1 –

M10 маємо такi матрицi та їх визначники.

A
(2,3)
1 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 t 0 0

−1 0 t 2 0 0

−1 0 0 0 2 1

−1 0 0 0 1 2


, A

(2,3)
2 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 t 0 1

−1 0 t 2 0 0

−1 0 0 0 2 1

−1 0 1 0 1 2


,

D
(2,3)
1 = −5t2 + 12t− 4; D

(2,3)
2 = −5t2 + 8t;

A
(2,5)
2 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 1 0 t

−1 0 1 2 0 0

−1 0 0 0 2 1

−1 0 t 0 1 2


, A

(4,5)
2 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 1 0 1

−1 0 1 2 0 0

−1 0 0 0 2 t

−1 0 1 0 t 2


,

D
(2,5)
2 = −4t2 + 4t+ 3; D

(4,5)
2 = −5t2 + 8t;
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A
(1,3)
3 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 t 0 0

−1 0 2 1 0 1

−1 t 1 2 0 0

−1 0 0 0 2 1

−1 0 1 0 1 2


, A

(2,3)
3 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 1 0 0

−1 0 2 t 0 1

−1 1 t 2 0 0

−1 0 0 0 2 1

−1 0 1 0 1 2


,

D
(1,3)
3 = −4t2 + 4t+ 3; D

(2,3)
3 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(2,5)
4 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 0 0 t

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 1

−1 0 t 1 1 2


, A

(3,4)
4 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 0 0 1

−1 0 0 2 t 1

−1 0 0 t 2 1

−1 0 1 1 1 2


,

D
(2,5)
4 = −5t2 + 4t+ 4; D

(3,4)
4 = −5t2 + 12t− 4;

A
(4,5)
4 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 0 0

−1 0 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 t

−1 0 1 1 t 2


, A

(1,4)
5 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 t 0

−1 0 2 1 0 1

−1 0 1 2 1 0

−1 t 0 1 2 0

−1 0 1 0 0 2


,

D
(4,5)
4 = −4t2 + 4t+ 3; D

(1,4)
5 = −4t2 + 4t+ 3;
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A
(2,3)
5 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 1 0

−1 0 2 t 0 1

−1 0 t 2 1 0

−1 1 0 1 2 0

−1 0 1 0 0 2


, A

(1,2)
6 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 t 0 1 1

−1 t 2 0 0 0

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 0 1 1 2


,

D
(2,3)
5 = −5t2 + 4t+ 5; D

(1,2)
6 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(1,4)
6 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 t 1

−1 1 2 0 0 0

−1 0 0 2 1 1

−1 t 0 1 2 1

−1 1 0 1 1 2


, A

(3,4)
6 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 0

−1 0 0 2 t 1

−1 1 0 t 2 1

−1 1 0 1 1 2


,

D
(1,4)
6 = −5t2 + 4t+ 4; D

(3,4)
6 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(4,5)
6 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 0

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 t

−1 1 0 1 t 2


, A

(1,2)
7 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 t 0 0 1

−1 t 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(4,5)
6 = −5t2 + 12t− 4; D

(1,2)
7 = −5t2 + 12t− 4;
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A
(2,5)
7 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 0 1

−1 1 2 0 0 t

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 1

−1 1 t 1 1 2


, A

(3,4)
7 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 0 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 t 1

−1 0 0 t 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(2,5)
7 = −5t2 + 4t+ 4; D

(3,4)
7 = −5t2 + 12t− 4;

A
(4,5)
7 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 0 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 0 0 1 2 t

−1 1 1 1 t 2


, A

(1,2)
8 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 t 0 1 1

−1 t 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(4,5)
7 = −5t2 + 4t+ 4; D

(1,2)
8 = −5t2 + 8t;

A
(1,4)
8 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 t 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 t 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


, A

(2,5)
8 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 t

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 t 1 1 2


,

D
(1,4)
8 = −4t2 + 4t+ 3; D

(2,5)
8 = −4t2 + 4t+ 3;
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A
(3,4)
8 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 t 1

−1 1 0 t 2 1

−1 1 1 1 1 2


, A

(4,5)
8 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 0 1 1

−1 1 2 0 0 1

−1 0 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 t

−1 1 1 1 t 2


,

D
(3,4)
8 = −5t2 + 8t; D

(4,5)
8 = −5t2 + 8t;

A
(1,4)
9 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 t 1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 1 1

−1 t 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


, A

(2,3)
9 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 1 1

−1 0 2 t 1 1

−1 0 t 2 1 1

−1 1 1 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(1,4)
9 = −5t2 + 4t+ 4; D

(2,3)
9 = −5t2 + 12t− 4;

A
(3,4)
9 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 1 1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 t 1

−1 1 1 t 2 1

−1 1 1 1 1 2


, A

(4,5)
9 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 0 0 1 1

−1 0 2 1 1 1

−1 0 1 2 1 1

−1 1 1 1 2 t

−1 1 1 1 t 2


,

D
(3,4)
9 = −4t2 + 4t+ 3; D

(4,5)
9 = −5t2 + 12t− 4;
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A
(1,2)
10 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 t 1 1 1

−1 t 2 0 0 1

−1 1 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


, A

(1,3)
10 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 t 1 1

−1 1 2 0 0 1

−1 t 0 2 1 1

−1 1 0 1 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(1,2)
10 = −5t2 + 4t+ 4; D

(1,3)
10 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(3,4)
10 =



2 −1−1−1−1−1

−1 2 1 1 1 1

−1 1 2 0 0 1

−1 1 0 2 t 1

−1 1 0 t 2 1

−1 1 1 1 1 2


,

D
(3,4)
10 = −5t2 + 12t− 4.

Безпосередньо iз вказаних значень визначникiв випливає твердження

теореми 2.4. Обчислюються цi визначники стандартним чином (див. по-

переднiй параграф).


