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Abstract. The article describes a numerical method for optimizing
the chemotherapy of malignant tumors on the basis of drug delivery
using increased convection. The problem of optimal control with poi-
nt sources for reaching the desired intratumor distribution of drugs
in macroscopic scale granting the properties of intersticial space and
effects of convective diffusion is considered. The efficiency of proposed
algorithm for optimal control is shown.
Keywords: convective diffusion, drug transfer, gradient descent equ-
ation.

Анотацiя. У статтi описується чисельний метод оптимiзацiї хi-
мiотерапiї злоякiсних пухлин на основi доставки лiкiв за допомо-
гою посиленої конвекцiї. Розглянуто задачу оптимального керу-
вання точковими джерелами для досягнення бажаного внутрi-
шньопухлинного розподiлу лiкiв у макроскопiчному масштабi,
що ураховує властивостi мiжклiтинного простору i ефекти, що
виникають при пiдсиленiй конвективнiй дифузiї. Показано ефе-
ктивнiсть побудованого алгоритму оптимального керування.
Ключовi слова: конвективна дифузiя, перенесення лiкiв, гра-
дiєнтний спуск.

1. Вступ

Однiєю з найскладнiших проблем сучасної онкологiї є втрата ефектив-
ностi лiкiв пiд час їхнього перенесення по кровоноснiй системi. Особли-
вої гостроти ця проблема набуває при лiкуваннi пухлин головного мозку,
оскiльки гематоенцефалiчний бар’єр перешкоджає проникненню молекул
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протипухлинних лiкiв iз кровоносної системи в головний мозок i тим са-
мим знижує ефективнiсть хiмiотерапiї. Для вирiшення цiєї проблеми нинi
застосовуються нанотехнологiї [1–3]. Тим не менш, хiмiотерапiя на осно-
вi наночастинок в даний час все ще носить експериментальний характер,
оскiльки залишаються невирiшеними багато завдань управлiння цiльовою
доставкою цих частинок в пухлину, пов’язанi з подолання гематоенцефа-
лiчного бар’єру [4, 5]. У зв’язку з цим робляться спроби винаходу нових
способiв лiкування, що передбачають точкову та контрольовану дiю на пу-
хлину. Одним iз таких методiв є доставка з посиленою конвекцiєю через
катетер (convection-enhanced delivery). Першi роботи в цьому напрямку бу-
ли виконанi в 1990-х роках при лiкуваннi неврологiчних захворювань [6–10],
але останнiми роками цей метод привернув увагу провiдних онкологiчних
клiнiк [11–15]. Математичнi моделi фармакодинамiки, транспортування та
розподiлу протиракових лiкiв усерединi пухлин вивчалися на роботах [16–
21].

Перенесення молекул лiкарської речовини у мiжклiтинному просторi все-
рединi пухлини при доставцi з посиленою конвекцiєю описується рiвнянням
конвекцiї-дифузiї, записаним у сферичних координатах [13]:
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де r — вiдстань вiд центру катетера до центру пухлини, а θ та ϕ — це
зенiтнiй та азимутальнi координати кiнця катетера вiдповiдно. Припуска-
ючи для простоти, що розподiл геометричних та фiзичних властивостей
пухлини є осесиметричним, зведемо задачу до одновимiрного випадку пе-
ренесення вздовж радiальної осi.

2. Обернена задача

Розглядається обернена задача для нестацiонарного рiвняння конвекцiї-
дифузiї, що описує процес перенесення молекул лiкiв в мiжклiтинному про-
сторi пухлини:

∂(C)

∂t
=

∂

∂x

(
D
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∂x

)
− ∂

∂x
(vC) +

p∑
m=1

qm(t)δ(x− rm), (1)

0 < x < L, 0 < t ≤ T,

де C — концентрацiя лiкiв, D — коефiцiєнт дифузiї, v — швидкiсть сере-
довища, qm(t) —- потужнiсть джерел лiкiв (0 ≤ qm(t) ≤ Qm), δ(x − rm) —
дельта-функцiя Дiрака в точцi rm, точки x = rm,m = 1, p визначають мiсця
розташування джерел лiкiв (шуканi точки розташування кiнця катетера в
пухлинi).
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Рiвняння (1) розглядається при крайових умовах

C(0, t) = φ(t),
∂C(L, t)

∂x
= 0, 0 < t ≤ T (2)

та початковоiй умовi

C(x, 0) = C0(x), 0 ≤ x ≤ L, (3)

Вважається, що спостереження з концентрацiєю лiкiв вiдбувається в то-
чцi x = L протягом всього промiжку часу T . З огляду на необхiднiсть
обмежувати дозу лiкiв внаслiдок його токсичностi необхiдно знайти пара-
метри джерел лiкiв, за яких концентрацiя в точцi спостереження не пере-
вищує заданого значення протягом усього перiоду спостереження. Задача
визначення параметрiв джерел лiкiв зводиться до мiнiмiзацiї функцiонала

J(q) =

T∫
0

(Cq(L, t)− Z(t))2dt, (4)

де Z(t) — деяка задана функцiя 0 ≤ Z(t) ≤ Z0, Z0 — гранично допустима
концентрацiя лiкiв в точцi спостереження. Мiнiмум (4) знаходиться за умо-
ви, що функцiя Cq(L, t) задовольняє задачi (1) – (3) при заданих потужно-
стях джерел qm(t). Iснування та єдинiсть розв’язку цiєї задачi розглянутi
в роботi [22].

3. Оптимальне керування

Для знаходження мiнiмуму функцiонала (4) використовується метод про-
єкцiї градiєнта. Градiєнт функцiонала знаходиться через розв’язок задачi,
спряженої до задачi (1) – (3). Для цього запишемо прирiст функцiонала (4)

∆J(q) = J(q + h)− J(q) =

=

T∫
0
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−
T∫
0
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=

T∫
0
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−
L∫

0
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= 2
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0
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0
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де ∆C(x, t) — прирiст функцiї C(x, t), який вiдповiдає приросту h функцiї
q(t).

Функцiя ∆C задовольняє крайову задачу:

∂∆C
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D
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0 < x < L, 0 < t ≤ T,

∆C(0, t) = 0, 0 < t ≤ T, (6)
∂∆C(L, t)
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= 0, 0 < t ≤ T, (7)

∆C(x, 0) = 0, 0 < x < L. (8)

Запишемо:
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Далi перетворимо цей вираз, використовуючи формулу Грiна. Маємо

T∫
0

L∫
0

∂∆C

∂t
Ψdx dt =

L∫
0

∆C Ψ|T0 dx dt−
T∫
0

L∫
0

∆C
∂Ψ

∂t
dx dt.

Використаємо умову (8) i покладемо Ψ (x, T ) = 0. Отримаємо
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L∫
0

∆c(x, T )Ψ(x, T )dx−
L∫

0

T∫
0

∂Ψ

∂t
∆cdtdx =

=

T∫
0

D
∂∆c

∂x
Ψ|L0 dt−

L∫
0

D∆c
∂Ψ

∂x
|L0 dt+

+

L∫
0

T∫
0

∆c
∂

∂x

(
D
∂Ψ

∂x

)
dtdx−

T∫
0

v∆c(L, t)Ψ(L, t)dt+

T∫
0

v∆c(0, t)Ψ (0, t) dt+

+

L∫
0

T∫
0

v
∂Ψ

∂x
∆cdxdt+

L∫
0

T∫
0

hΨdxdt±
T∫
0

2 (CL − CP ) ∆cdt = 0,

−
T∫
0

D∆c
∂Ψ

∂x
|L dt−

T∫
0

v∆c(L, t)Ψ(L, t)dt−
T∫
0

2 (CL − CP ) ∆cdt = 0,

D
∂Ψ

∂x
+ vΨ = −2 (CL − CP )|L .

Для знаходження компонентiв градiєнта функцiонала використовується
спряжена задача. Задача, спряжена до крайової задачi (5)–(8), записується
наступним чином:

− ∂ψ

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂Ψ

∂x

)
+ v

∂Ψ

∂x
, (9)

0 < x < L, 0 < t ≤ T. (10)

Крайовi та початковi умови для рiвняння (1) записуються у виглядi:

ψ(0, t) = 0, T < t ≤ 0, (11)

D
∂ψ(L, t)

∂x
+ vΨ(L, t) = −2(C(L, t)− Z(t)), T < t ≤ 0, (12)

ψ(x, T ) = 0, , 0 ≤ x ≤ L. (13)

Градiєнт функцiонала визначається через розв’язок спряженої задачi як

J ′(q) = −Ψ,

де Ψ(t)=(ψ(r1, t), ψ(r2, t), ..., ψ(rp, t)) — значення вектор-функцiї спряжено-
го станув точках rm. Уточнення значень qm(t) здiйснюється за формулою

qs+1(t) = PU (qs(t)− αJ ′(qs(t))),

де s = 0, 1, 2, ..., α > 0 — множник, який вибирається з мiркувань збiжностi,

U = {q(t) = (q1(t), q2(t), ..., qp(t)) | 0 ≤ qm(t) ≤ Qm,m = 1, p}.

Алгоритм. Для розв’язання прямих та спряжених крайових задач вико-
ристовуються монотоннi рiзницевi схеми. Iтерацiйна процедура визначення
параметрiв джерел складається з наступних крокiв:
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1. Задаються початковi значення qsm(tk),m = 1, p, де s = 0, tk —-
моменти часу, що визначаються дискретизацiєю задачi за часовою
змiнною;

2. Заходиться розв’язок прямої задачi (1)–(3) при заданих потужно-
стях джерел лiкiв.

3. Обчислюються значення функцiї

Zs(tk) =

{
Cs(L, tk), if C

s(L, tk) ≤ Z0,
Z0, if C

s(L, tk) > Z0,
(14)

де Cs(L, tk) — знайденi значення розв’язкiв в точцi x = L в дискре-
тнi моменти часу tk.

4 . Знаходиться розв’язок задачi (10)–(13) при обчисленiй за форму-
лою (14) функцiї спостереження Zs(tk).

5 . Уточняються qs+1
m (tk) за формулою:

qs+1
m (tk) =

 0, (qsm(tk)− αΨs(rm, tk)) < 0,
qsm(tk)− αΨs(rm, tk), 0 ≤ (qsm(tk)− αΨs(rm, tk)) ≤ Qm,
Cm, (q

s
m(tk)− αΨs(rm, tk)) > Qm,

s = 0, 1, 2, ..., де Ψs(rm, tk) — чисельний розв’язок задачi (10)–(13)
в точках rm в моменти часу tk, до того ж вважається, що точки rm
збiгаються з вузлами рiзницевої сiтки. Iтерацiйна процедура повто-
рюється доти, поки не виконується умова max

q
|J ′(q)| < ε.

4. Результати обчислень

У вiдповiдностi до наведеного алгоритму розроблено програмне забезпе-
чення, для демонстрацiї працездатностi якого розглядалася задача, в якiй
параметри набували такi значення: v = 0.25, D = 0.01, L = 10, T = 50. По-
чаткова концентрацiя лiкiв, а також концентрацiя лiкiв на лiвiй межi обла-
стi дорiвнювали нулю: φ(t) = 0, 0 < t ≤ T , C0(x) = 0, 0 ≤ x ≤ L. Розгляда-
лися три точкових джерела лiкiв q1(t) в точцi x = 0.4, q2(t) в точцi x = 2.4
i q3(t) в точцi x = 4.4, якi набували ненульовi значення при 0.05 ≤ t ≤ 0.9.
Для цих джерел в розрахунках були використанi такi початковi значення:
q1(t) = 100, q2(t) = 50, q3(t) = 150. В розрахунках використана рiвномiрна
рiзницева сiтка з кроком 0.1, часовий крок дорiвнював 0.05. Також були
використанi такi параметри алгоритму: ε = 0.000001, α = 0.3. Результати
розрахункiв наведенi на рис. 1–4. Для досягнення заданої точностi знадо-
билось 799 iтерацiй.

5. Висновок

Розроблено ефективний чисельний метод оптимiзацiї хiмiотерапiї зло-
якiсних пухлин на основi доставки лiкiв за допомогою посиленої конвекцiї.
Розглянуто задачу оптимального керування точковими джерелами для до-
сягнення бажаного внутрiшньопухлинного розподiлу лiкiв у макроскопi-
чному масштабi, що ураховує властивостi мiжклiтинного простору i ефе-
кти, що виникають при пiдсиленiй конвективнiй дифузiї. Показано точнiсть
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Рис. 1. Розв’язок в точцi x = L, 0 < t ≤ T (суцiльна лiнiя)
при початкових потужностях джерел. Початкова функцiя
Z0(t) показана пунктирною лiнiєю.

Рис. 2. Розв’язок в точцi x = L, 0 < t ≤ T , обчислений при
знайдених потужностях джерел qm(t), m = 1, p.

i швидку збiжнiсть побудованого алгоритму оптимального керування на
пiдставi обчислювального експерименту.
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