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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Zn � öiëî÷èñåëüíà ðåøiòêà ðàíãó n

k � äåÿêå ïîëå (ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå)

⊗ � òåíçîðíèé äîáóòîê íàä ïîëåì k

A � êàòåãîðiÿ

V � êîàëãåáðà íàä êàòåãîði¹þ A

M � ìîäóëü, êîìîäóëü íàä êàòåãîði¹þ A

k-mod � êàòåãîðiÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàä k

V−comod êàòåãîðiÿ êîìîäóëiâ íàä A-êîàëãåáðîþ V

A = (A, V, µ, ε) � áîêñ

A-mod � êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü áîêñà

XV = V ⊗
A
X � iíäóêîâàíèé V -êîìîäóëü

V−icomod � êàòåãîðiÿ iíäóêîâàíèõ V -êîìîäóëiâ

U � äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ àáî äãê

d � äèôåðåíöiàë íà äãê U

Γ = (Γ0,Γ1, s, t, deg) � îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô

deg x = |x| � ãðàäóþâàííÿ ðåáðà íà ãðàôi, ìîðôiçìà äãê

ΓS, S ⊂ Γ0 � ïîâíèé ïiäãðàô ãðàôà Γ íà ìíîæèíi âåðøèí S

kΓ, P � k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ øëÿõiâ ãðàôà Γ

addP � àäèòèâíå çàìêíåííÿ êàòåãîði¨ øëÿõiâ P
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B = B(Γ) = (Γ0,B1) � íåîði¹íòîâàíèé áiãðàô, àñîöiéîâàíèé ç êîðåêòíî

âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ = (Γ0,Γ1, s, t)

B|S � ïîâíèé ïiäáiãðàô ãðàôà Γ íà ìíîæèíi âåðøèí S

−→x � õâiñò áiãðàôà (òîáòî ïiäáiãðàô ñïåöiàëüíîãî òèïó, îçíà÷åííÿ 1.31)

χ = χ(Γ) � öiëà óíiòàðíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ãðàôà Γ

T+
ij, T

−
ij � iíôëÿöiÿ, äåôëÿöiÿ äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè χ

T � òðàíñôîðìàöiÿ äãê, ãðàôà

An (n > 1), Dn (n > 4), En (n = 6, 7, 8) � äiàãðàìè (ñõåìè) Äèíêiíà

Ãn (n > 1), D̃n (n > 4), Ẽn (n = 6, 7, 8) � àôiííi (Åâêëiäîâi) äiàãðàìè

(ñõåìè)

A = (U ,Γ,B) � çàäà÷à, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äãê U ðàçîì ç ¨¨ îði¹íòîâàíèì

ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ òà íåîði¹íòîâàíèì áiãðàôîì B

Υ � êëàñ çàäà÷ (U ,Γ,B)

Rij � ðåäóêöiÿ äãê U àáî ãðàôà Γ ïî ðåáðó (ij)

R � ïîñëiäîâíiñòü ðåäóêöié

Γ+
0 � ïiäìíîæèíà âåðøèí i ∈ Γ0, òàêèõ ùî Γ1(i, j) = ∅,∀j ∈ Γ0, j 6= i

Γ−0 � ïiäìíîæèíà âåðøèí i ∈ Γ0, òàêèõ ùî Γ1(j, i) = ∅,∀j ∈ Γ0, j 6= i

D(k)
j � çìiíà ñòåïåíÿ òâiðíèõ äëÿ äãê U

W � ãðóïà Âåéëÿ ãðàôà Γ

ei � ïðîñòèé êîðiíü êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè χ

Πχ � ìíîæèíà ïðîñòèõ êîðåíiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè χ
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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà â îñíîâíîìó ïðèñâÿ÷åíà ðîçâ'ÿçêó êëàñèôiêàöiéíèõ

çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié, äëÿ öüîãî ïîáóäîâà-

íî òà çàñòîñîâàíî àëãîðèòìè ðåäóêöi¨. Òàêi àëãîðèòìè øèðîêî âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ó òåîði¨ çîáðàæåíü. Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äîñëiäæóâàíèõ

çàäà÷ ¹ iíäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, êîðåíi ÿêî¨, çà äåÿêèõ óìîâ, âiäïî-

âiäàþòü íåðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì. Òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ùî çà-

ñòîñîâó¹òüñÿ â òåîði¨ çîáðàæåíü, äîáðå âiäîìà ç ðîáiò À.Â. Ðîéòåðà ([10]),

Ñ.À. Îâñi¹íêà ([3]), Þ.À. Äðîçäà ([2]), Ì.Áàðîòà, Äæ.À. äå ëà Ïåíü¨ ([4]).

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi íàäàþòüñÿ îäíî÷àñíi àëãîðèòìè òðàíñôîðìàöié

(ðåäóêöié) äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ çi ñïåöiàëüíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè òà âiäïîâiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíèõ

òåîðåì.

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ñåðåä âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ

ñêií÷åííîãî òèïó, ùî êëàñèôiêóþòüñÿ äiàãðàìàìè Äèíêiíà, ¹ ñèñòåìè êî-

ðåíiâ äëÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Âiäîìî, ùî òàêi çàäà÷i

äîîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâîäÿòüñÿ äî äiàãðàì Äèíêiíà. Ìè ðîçãëÿ-

äà¹ìî ñèñòåìè êîðåíiâ äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ áiëiíiéíèõ ôîðì, âîíè êëàñè-

ôiêóþòüñÿ îði¹íòîâàíèìè ãðàäóéîâàíèìè ãðàôàìè. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

íå êëàñè÷íå, à ìîäèôiêîâàíå ïîíÿòòÿ êîðåíåâî¨ áàçè. Ìè äîâîäèìî, ùî çà

äåÿêèõ óìîâ ñêií÷åííîñòi òà êîðåêòíîñòi, êîðåíåâà áàçà ðåäóêó¹òüñÿ äå-

ÿêèìè òðàíñôîðìàöiÿìè, ùî çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ âiäïîâiäíîãî ãðàôà,
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äî êëàñè÷íî¨ áàçè, ùî âiäïîâiäà¹ äiàãðàìàì Äèíêiíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíèõ òåîðåì âèêîðèñòîâóþòüñÿ ãðàôè, ùî

âiäïîâiäàþòü äèôåðåíöiàëüíèì ãðàäóéîâàíèì êàòåãîðiÿì. Çîêðåìà, âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ñõåìè Äèíêiíà òà ðîçøèðåíi ñõåìè Äèíêiíà, ùî ¹ íàäçâè-

÷àéíî âàæëèâèìè îá'¹êòàìè ó ñó÷àñíié àëãåáði. Âîíè âïåðøå âèíèêëè ó

ðîáîòàõ Å.Á. Äèíêiíà ([40]).

Ïîíÿòòÿ áîêñà, ùî áóëî ââåäåíî â ñòàòòi Ì. Êë¹éíåðà òà À.Â. Ðîéòåðà

[7], ¹ îá'¹äíóþ÷èì äëÿ äîñëiäæåííÿ â òåîði¨ çîáðàæåíü. Þ.À. Äðîçäîì â

[8] áóëî ðîçðîáëåíî òåõíiêó ðåäóêöi¨ áîêñà. Âîíà âèÿâèëàñÿ âàæëèâîþ â

äîâåäåííi Þ. À. Äðîçäà óçàãàëüíåíî¨ ãiïîòåçè Áðàóåðà-Òðåëëà. Ç iíøî-

ãî áîêó, Ì.Êë¹éíåðîì â [9] áóëî äîâåäåíî, ùî êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü áîêñà

åêâiâàëåíòíà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ íàä äåÿêîþ êîàëãåáðîþ. Ó

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóäó¹òüñÿ iíòåðïðåòàöiÿ ðåäóêöi¨ áîêñà ç [8] âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òåõíiêó êîàëãåáð ç [9].

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Àëãîðèòìè ðåäóêöi¨ ëiíiéíèõ êàòåãîðié òà ií-

øèõ ñòðóêòóð, ùî ïîëÿãàþòü ó çâåäåííi öèõ êàòåãîðié òà ¨õ çîáðàæåíü

äî íàéïðîñòiøèõ, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó òåîði¨ çîáðàæåíü. Òàêèé

ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè çîáðàæåííÿ iíäóêòèâíî, çâîäÿ÷è âiäïîâiäíi êà-

òåãîði¨ êðîê çà êðîêîì äî êàòåãîðié, ùî ¹ ïðîñòiøèìè ç òî÷êè çîðó

çîáðàæåíü([2]). Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóäóþòüñÿ òàêi àëãîðèòìè äëÿ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié. Òàêîæ äîâåäåíî ðÿä êëàñèôiêà-

öiéíèõ òåîðåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó. Êðiì òîãî àëãîðèòìè ðåäóêöi¨ çàñòîñîâóþòüñÿ äî òàêîãî âàæëè-

âîãî äëÿ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè ïîíÿòòÿ ÿê êîðåíåâà áàçà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Òåìàòèêà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîâ'ÿçàíà ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè êà-
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ôåäðè àëãåáðè òà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà � òåìà 11ÁÔ038-03 �Çàñòîñóâàííÿ àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ â òåîðiÿõ ãðóï, íàïiâãðóï, êiëåöü, çîáðàæåíü, äî

çàäà÷ ïðèêëàäíî¨ àëãåáðè òà çàõèñòó iíôîðìàöi¨�, òåðìií 01.01.2011 �

31.12.2016 (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U005264), íàóêîâèé êåðiâíèê:

ïðîô. Êèðè÷åíêî Âîëîäèìèð Âàñèëüîâè÷

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñèôiêàöiÿ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç íàïiââèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ

ôîðìîþ Òiòñà çà äîïîìîãîþ ñõåì Äèíêiíà òà ðîçøèðåíèõ ñõåì Äèíêiíà,

äî ÿêèõ âîíè çâîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ äîïóñòèìèõ òðàíñôîðìàöié,

òà ïîáóäîâà àëãîðèòìiâ òàêèõ òðàíñôîðìàöié.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷i, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíî¨

äðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ (äãê) ðàçîì ç àñîöiéîâàíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ, ¨¨ ãðàäóéîâàíèì îði¹íòîâàíèì ãðàôîì òà áiãðàôîì.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ� êëàñèôiêàöiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ

êàòåãîðié ç íàïiââèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ Òiòñà çà äîïîìîãîþ

ñõåì Äèíêiíà òà ðîçøèðåíèõ ñõåì Äèíêiíà, äî ÿêèõ âîíè çâîäÿòüñÿ, à

òàêîæ âiäïîâiäíi òðàíñôîðìàöi¨.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.Îñíîâíèìè ìåòîäàìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè

äîñëiäæåííÿõ, ¹ ìåòîäè ðåäóêöi¨ òà ïðèâåäåííÿ, à òàêîæ ñòàíäàðòíi ìå-

òîäè òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ àâòîðîì

îòðèìàíî íîâi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè, îñíîâíèìè ç ÿêèõ ¹ íàñòóïíi:

• Ïîáóäîâàíî ïîâíèé i òî÷íèé ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êî-

ìîäóëiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìîâó êîìîäóëiâ.

• Ðîçâ'ÿçàíî êëàñèôiêàöiéíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéî-
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âàíèõ êàòåãîðié ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâåäåíî, ùî òàêi

çàäà÷i ìîæóòü áóòè òðàíñôîðìîâàíi ó äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êà-

òåãîði¨ ç ãðàôîì, ùî ¹ êîë÷àíîì òèïó Äèíêiíà. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè

òàêèõ òðàíñôîðìàöié.

• Îäåðæàíî êëàñèôiêàöiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç

êðèòè÷íîþ íàïiâ âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâåäåíî, ùî òàêà

çàäà÷à, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêèì óìîâàì êîðåêòíîñòi, ìîæå áóòè òðàíñ-

ôîðìîâàíà äî äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç ãðàôîì, ùî ¹

êîë÷àíîì àôiííîãî (ðîçøèðåíîãî) òèïó.

• Äîâåäåíî, ùî ÿêùî íà êàòåãîði¨ øëÿõiâ çâ'ÿçíîãî ãðàäóéîâàíîãî

ãðàôà äåÿêî¨ íåñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâà-

äðàòè÷íîþ ôîðìîþ ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðà-

äóéîâàíî¨ êàòåãîði¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ î÷åâèäíèì óìîâàì êîðåêòíîñòi, òî

ñòàíäàðòíà áàçà öi¹¨ ôîðìè ¹ ðåäóêîâàíîþ ç äåÿêîãî ãðàäóéîâàíîãî êîë-

÷àíà òèïó Äèíêiíà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â íié ðåçóëüòàòè,

à òàêîæ ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âîíè îòðèìàíi, ìîæóòü áóòè âèêîðè-

ñòàíi ó òåîði¨ çîáðàæåíü, à òàêîæ ïðè ÷èòàííi ñïåöiàëüíèõ êóðñiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äiÿëü-

íîñòi òà ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü ìî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Îâñi¹íêó

Ñ.À. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Ó ñïiëüíèõ ç Ãîëîâàùóê Í.Ñ. ðîáîòàõ îñòàííié íàëåæàòü, ÿê ïðàâèëî,

ïîñòàíîâêè çàäà÷, çàãàëüíi ïiäõîäè òà iäå¨ ùîäî ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ, à

ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ òà ðÿä êîíñòðóêòèâíèõ iäåé íàëåæàòü çäîáóâà÷åâi.

Çi ñïiëüíèõ ðîáiò íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi çäîáó-
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âà÷åì îñîáèñòî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè îïðèëþäíåíî:

• íà 8th International Algebraic Conference in Ukraine, Lugansk Taras

Shevchenko National University Ukraine, July 5-12, 2011

• íà òðåòié ìiæóíiâåðñèòåòñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ

ç ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè, Êè¨â � 2013

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 7 íàóêîâèõ

ðîáîòàõ. Iç íèõ 5 ñòàòòåé � ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ ([11], [12], [13], [14], [15])

òà 2 � ó ìàòåðiàëàõ òà òåçàõ äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ ([16], [17]).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçäiëåíèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïè-

ñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè � 111 ñòîðiíîê, iç íèõ

ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 5 ñòîðiíîê (40 íàéìåíóâàíü).

Ïîäÿêè. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó

äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Îâñi¹íêó Ñ.À. òà ñòàðøîìó íàóêîâî-

ìó ñïiâðîáiòíèêó êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Ãîëîâàùóê Í.Ñ.

çà ïîñòiéíó óâàãó, ïiäòðèìêó, öiêàâi iäå¨ òà êîðèñíi ïîðàäè à òàêîæ çà

íàäàíó ìåíi ìîæëèâiñòü ïîïðàöþâàòè ó òàêié öiêàâié òà êðàñèâié ãàëóçi

ìàòåìàòèêè.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü íàóêîâî¨ ïðîáëåìè, ðîçêðèòî ¨¨

ñóòü i ñó÷àñíèé ñòàí, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ,

àðãóìåíòîâàíî ¨¨ íîâèçíó, íàóêîâå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, íàâåäåíî äà-

íi ïðî àïðîáàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ i ïóáëiêàöi¨, ÿêi âiäîáðàæàþòü

îñíîâíèé çìiñò ðîáîòè, âèçíà÷åíî îñîáèñòèé âíåñîê äèñåðòàíòà ó ïóáëi-

êàöiÿõ, âèêëàäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ.

Ïåðøèé ðîçäië íîñèòü áàçîâèé õàðàêòåð, â íüîìó íàâåäåíî îñíîâíi

îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äîñëiäæåííi. À

ñàìå, îïèñàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ó ãàëóçi äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ

êàòåãîðié, áîêñiâ, êîàëãåáð òà êîìîäóëiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ çäîáóâà-

÷åì. Òàêîæ íàâåäåíî ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè ç òåîði¨ ãðàôiâ òà êâàäðà-

òè÷íèõ ôîðì, îñêiëüêè öi òâåðäæåííÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ äîâå-

äåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Äàíî êîðîòêèé îãëÿä

ðåçóëüòàòiâ ç ðiçíèõ íàïðÿìêiâ ìàòåìàòèêè, â ÿêèõ âèíèêàþòü ñõåìè Äèí-

êiíà.

Ó ïiäðîçäiëàõ 1.1 òà 1.2 íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ êàòåãîðié òà

äèôåðåíöàëüíî ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié.

Äëÿ äåÿêîãî àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíîãî ïîëÿ k ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ k-

ëiíiéíî¨ êàòåãîði¨. Êàòåãîðiÿ A íàçèâà¹òüñÿ k-ëiíiéíîþ êàòåãîði¹þ àáî

k-êàòåãîði¹þ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Ob(A) A(x, y) ¹ k-ìîäóëåì (âå-

êòîðíèì ïðîñòîðîì) òà ìíîæåííÿ ¹ k-ëiíiéíèì. k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ U íà-

çèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíîþ, ÿêùî U(i, j) = ⊕q∈ZUq(i, j) ¹ ñóìîþ ñêií÷åííî

âèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ Uq(i, j) = deg−1(q), i, j ∈ Ob U .

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ãðàäóéîâàíà k-êàòåãîðiÿ U íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöi-

àëüíîþ ãðàäóéîâàíîþ àáî äãê, ÿêùî çàäàíî äèôåðåíöiàë d : U → U ,
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d : Uq(i, j) → Uq+1(i, j), q ∈ Z, i, j ∈ Ob U , i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi:

1. d(1i) = 0, i ∈ Ob U ;

2. ïðàâèëî Ëåéáíiöà:

d(x1 . . . xi . . . xk) =
k∑
i=1

(−1)|x1|x1 . . . (−1)|xi−1|xi−1d(xi)xi+1 . . . xk =

=
k∑
i=1

(−1)|x1|+...+|xi−1|x1 . . . xi−1d(xi)xi+1 . . . xk;

3. d2 = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 1.3 êîðîòêî îïèñàíî ãðàôè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äè-

ñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi, à ñàìå îði¹íòîâàíi ãðàôè, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ

Γ = (Γ0,Γ1, s, t), äå Γ0 � ìíîæèíà âåðøèí ãðàôà, Γ1 � ìíîæèíà îði¹í-

òîâàíèõ ðåáåð, s : Γ1 → Γ0 � âiäîáðàæåííÿ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

êîæíîìó ðåáðó éîãî ïî÷àòêîâó âåðøèíó, t : Γ1 → Γ0 � âiäîáðàæåííÿ, ùî

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ðåáðó éîãî êiíöåâó âåðøèíó òà íåîði¹í-

òîâàíi ãðàôè, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ B = B(Γ) = (Γ0,B1), äå B1 � ìíîæèíà

íåîði¹íòîâàíèõ ðåáåð. Òàêîæ íàâåäåíî êîðîòêèé îïèñ ãàëóçåé ñó÷àñíî¨

ìàòåìàòèêè, äå âèíèêàþòü ãðàôè Äèíêiíà òà ðîçøèðåíi ãðàôè Äèíêiíà

òà íàâåäåíî ¨õ ïåðåëiê. Òàêîæ íàâåäåíî äåÿêi âàæëèâi òâåðäæåííÿ.

Ïåðåëiê ãðàôiâ Äèíêiíà:

An :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

3◦
n

Dn :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

n◦
3
3◦

n+1
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E6 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

6◦
3

3◦
4

3◦
5

E7 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

E8 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

8◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

3◦
7

Ïåðåëiê àôiííèõ (ðîçøèðåíèõ, Åâêëiäîâèõ) ãðàôiâ Äèíêiíà:

Ãn :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

3◦
n

n+1◦
3

D̃n

1◦
3
3◦
2

3◦
3

3◦
4
· · · 3◦

n−1

n◦
3
3◦

n+1

Ẽ6 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

6◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

Ẽ7 :
3◦
0

3◦
1

3◦
2

3◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

Ẽ8 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

9◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

3◦
7

3◦
8
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Ïiäðîçäië 1.4 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ îði¹íòîâàíèõ ãðàäóéîâàíèõ ãðàôiâ

òà êàòåãîði¨ øëÿõiâ îði¹íòîâàíîãî ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà. Íàäàëi ëiñîì íà-

çèâàòèìåìî îá'¹äíàííÿ îäíîçâ'ÿçíèõ ãðàôiâ, ëiñ íàçèâàòèìåìî ëiñîì òèïó

Äèíêiíà, ÿêùî óñi éîãî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ¹ ãðàôàìè òèïó Äèíêiíà.

Ãðàô Γ = (Γ0,Γ1, s, t) íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíèì (àáî Z-

ãðàäóéîâàíèì), ÿêùî çàäàíî âiäîáðàæåííÿ deg : Γ1 → Z, òàêå ùî

Γ1 =
⊔
q∈Z

Γq1,Γ
q
1 =

⊔
i,j∈Γ0

Γq1(i, j) = deg−1(q).

Ââåäåíî âàæëèâå ïîíÿòòÿ êàòåãîði¨ øëÿõiâ kΓ ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà

Γ. Öå êàòåãîðiÿ, ùî ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ íàä k óñiìà øëÿõàìè íà Γ.

Êàòåãîðiÿ kΓ ¹ k-ëiíiéíîþ êàòåãîði¹þ. Êàòåãîðiÿ kΓ óñïàäêîâó¹ ãðàäóþ-

âàííÿ âiä Γ, òàêå ùî deg x1x2 . . . xk =
∑k

i=1 deg xi.

Ó ïiäðîçäiëi 1.5 îïèñó¹òüñÿ çâ'ÿçîê òàêèõ ïîíÿòü, ÿê äèôåðåíöiàëüíà

ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ òà ãðàäóéîâàíèé ãðàô. Îïèñàíî, ÿê ìàþ÷è äãê U

ç |Ob U| < ∞, âèçíà÷èòè âiäïîâiäíèé îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô

Γ = Γ(U). Öå ãðàô (Γ0,Γ1), òàêèé ùî Γ0 = Ob U , òà Γ1(i, j) ¹ áàçîþ

(U/U⊗2)(i, j), i, j ∈ Γ0 ç iíäóêîâàíèì ãðàäóþâàííÿì. Äèôåðåíöiàë d âè-

çíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì d : Γq1 → kΓq+1(i, j), i, j ∈ Γ0, q ∈ Z, ùî

ðîçøèðÿ¹òüñÿ íà óñþ êàòåãîðiþ kΓ çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1.4.

Òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî óìîâè êîðåêòíîñòi ãðàôà, à ñàìå, ãðàô Γ íàçèâà-

¹òüñÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, ÿêùî âií ¹ îði¹íòîâàíèì ãðàôîì áåç öèêëiâ

òà ïàðàëåëüíèõ ðåáåð. Ó öüîìó âèïàäêó kΓ ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ.

Ðîçäië òàêîæ ìiñòèòü ðÿä îçíà÷åíü, ùî îïèñóþòü òèïè ðåáåð, ãðàôiâ òà

ïiäãðàôiâ, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íàäàëi. Òàêîæ íàâåäåíî ïîíÿòòÿ

áiãðàôà òà ââåäåíî ôîðìè Îéëåðà òà Òiòñà.

Ïiäðîçäië 1.6 ïðèñâÿ÷åíî êâàäðàòè÷íèì ôîðìàì. Íàâåäåíî îçíà÷åííÿ
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öiëî÷èñåëüíî¨ óíiòàðíî¨ ôîðìè. Äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàâåäåíî îçíà÷å-

ííÿ äîäàòíîñòi, âiä'¹ìíîñòi òà íàïiââèçíà÷åíîñòi, à òàêîæ âèçíà÷åíî åêâi-

âàëåíòíiñòü äâîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ áiãðàôà êâà-

äðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Òàêîæ ó öüîìó ïiäðîçäiëi äàíî îçíà÷åííÿ òðàíñôîðìàöié, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Íåõàé B � ái-

ãðàô, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íié ôîðìi χ. Äëÿ âåðøèíè i ∈ B0, ÷åðåç

Ti : Zn → Zn ïîçíà÷à¹òüñÿ Z-ëiíiéíà òðàíñôîðìàöiÿ:

Ti(e
t) =

 et, if t 6= i;

−ei, if t = i.
(1)

Òàêà òðàíñôîðìàöiÿ Ti íàçèâà¹òüñÿ çìiíîþ çíàêó äëÿ χ ó òî÷öi i. Äëÿ

{i, j} ∈ B1, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç T εij : Zn → Zn Z-ëiíiéíó òðàíñôîðìàöiþ

([4], [13]):

T εij(e
t) =

 et, if t 6= i;

ei + (−1)|{i,j}|ej, if t = i.
(2)

ç ε = (−1)|{i,j}| ∈ {+,−}. ßêùî ñòåïiíü ðåáðà |{i, j}| ïàðíà, òî ìè íà-

çèâà¹ìî T+
ij iíôëÿöi¹þ äëÿ χ, ÿêùî |{i, j}| íåïàðíà, ìè íàçèâà¹ìî T−ij

äåôëÿöi¹þ äëÿ χ.

Ó ïiäðîçäiëi 1.7 âèçíà÷åíî ãðóïó Âåéëÿ W ãðàôà Γ ÿê ïiäãðóïó

Aut(Z|Γ0|) ïîðîäæåíó ïðîñòèìè âiäáèòòÿìè σi âiäïîâiäíî äî åëåìåíòiâ

ñòàíäàðòíî¨ áàçè E. Äàíî îçíà÷åííÿ äiéñíîãî êîðåíÿ òà êîðåíåâî¨ áàçè.

Ïîáóäîâàíî îði¹íòîâàíèé áiãðàô, àñîöiéîâàíèé ç êîðåíåâîþ áàçîþ, à òà-

êîæ ñôîðìóëüîâàíî âèçíà÷åííÿ êîðåêòíîñòi âiäïîâiäíèõ ãðàôiâ.

Ïiäðîçäië 1.8 ïðèñâÿ÷åíî ïîíÿòòÿì ìîäóëÿ, êîìîäóëÿ òà áîêñà. Äàíî

îçíà÷åííÿ ìîäóëÿ òà êîìîäóëÿ, à òàêîæ áîêñà:

Îçíà÷åííÿ 1.36. Áîêñ A = (A, V, µ, ε) ñêëàäà¹òüñÿ ç k-êàòåãîði¨ A,
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òà A-êîàëãååáðè V ç êîìíîæåííÿì µ : V → V ⊗
A
V òà êîîäèíèöåþ

ε : V → A.

Äëÿ áîêñà A, âèçíà÷à¹òüñÿ êàòåãîðiÿ A-mod çîáðàæåíü. Îá'¹êòàìè êà-

òåãîði¨ ¹ ìîäóëi ç A-mod, ìîðôiçìè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ:

HomA(M,N) = HomA(V ⊗
A
M,N), äå M,N ∈ A-mod,

êîìïîçèöiÿ ìîðôiçìiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ñó-

ïåðïîçèöi¨.

Â Äðóãîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êî-

ìîäóëiâ i äîâîäèòüñÿ, ùî âií ¹ ïîâíèì i ñòðîãèì (òî÷íèì). Áóäó¹òüñÿ ií-

òåðïðåòàöiÿ ðåäóêöi¨ áîêñà ç [1] âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó êîàëãåáð ç [9].

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äëÿ êîàëãåáðè V íàä êàòåãîði¹þ A, òà ìîäóëÿ X ∈

A-mod âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêîâàíèé V -êîìîäóëü XV = V ⊗
A
X ðàçîì ç êî-

ìíîæåííÿì µXV
= µ⊗ 1X : XV −→ V ⊗

A
XV . Òàêîæ íàâåäåíî òâåðäæåííÿ

ïðî åêâiâàëåíòíiñòü êàòåãîði¨ çîáðàæåíü áîêñà òà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ

êîìîäóëiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 áóäó¹òüñÿ iíäóêîâàíèé ôóíêòîð äëÿ êàòåãîði¨ êîìîäó-

ëiâ.

Ïiäðîçäië 2.3 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi áîêñà, iíäóêîâàíîãî k-ëiíiéíèì ôóí-

êòîðîì ϕ : A −→ B, äå A òà B � k-êàòåãîði¨. Îïèñàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè

òàêîãî áîêñà, òèì ñàìèì äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé A = (A, V, µ, ε). Ôóíêòîð ϕ : A −→ B iíäóêó¹ áîêñ

B = Aϕ = (B, V ϕ, µϕ, εϕ).

Ïiäðîçäië 2.4 ïðèñâÿ÷åíî äîâåäåííþ îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ äðóãîãî

ðîçäiëó.
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Òåîðåìà 2.2. Íåõàé A, B êàòåãîði¨, ϕ : A −→ B ôóíêòîð, ϕ∗ :

B-mod −→ A-mod òà ϕ∗ : A-mod −→ B-mod iíäóêîâàíi ôóíêòîðè íà

êàòåãîði¨ ìîäóëiâ. Òîäi iñíó¹ iíäóêîâàíèé ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêî-

âàíèõ êîìîäóëiâ

ϕ∗icomod : V ϕ−icomod −→ V −icomod,

ùî ïåðåâîäèòü V ϕ ⊗
B
M ó V ⊗

A
ϕ∗(M). Öåé ôóíêòîð ϕ∗icomod ïîâíèé i

òî÷íèé.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ çàäà÷i äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèòüñÿ ó äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó âèâ÷àþòüñÿ AD-

ðåäóêîâàíi äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòåãîði¨, òîáòî òàêi, ùî ¨õ ãðàô

B(Γ) ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì Äèíêiíà òèïó An (n > 1), Dn

(n > 4). Çàäà÷àì òàêîãî òèïó ïðèñâÿ÷åíî ïiäðîçäiëè 3.1-3.3.

Äàëi âèâ÷à¹òüñÿ çàãàëüíèé âèïàäîê, ùî âêëþ÷à¹ âèïàäîê äiàãðàìè

Äèíêiíà òèïó E. Öå äîñëiäæåííÿ îïèñàíî ó ïiäðîçäiëàõ 3.4-3.5.

Íà îñíîâi öèõ äâîõ âèïàäêiâ îòðèìó¹òüñÿ çàãàëüíèé ðåçóëüòàò ïðî êëà-

ñèôiêàöiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç äîäàòíî âèçíà÷å-

íîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS, S = {i1, . . . , ik} ⊂ Γ0 íàçèâà-

¹òüñÿ ÷èñòèì, ÿêùî Γ1(is, it) ∪ Γ1(it, is) = ∅, |s − t| > 1 (mod k) òà

|Γ1(ij, ij+1) ∪ Γ1(ij+1, ij)| = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Îáõiä ΓS íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíèì (àáî êîíòóðîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî òèïó), ÿêùî κxi1i2 . . . xik−1ik ¹ äîäàíêîì äèôåðåíöiàëà ðåáðà

xi1ik, κ ∈ k.
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Îçíà÷åííÿ 1.15. Ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ãëèáîêèì, ÿêùî íà Γ

íåìà¹ iíøèõ øëÿõiâ ç i äî j. Âåðøèíè i, j íàçèâàþòüñÿ 1-çâÿ'çíèìè

âåðøèíàìè, ÿêùî iñíó¹ ãëèáîêå ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) ∪ Γ1(j, i).

Îçíà÷åííÿ 1.16. Ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

d(a) = 0.

Êàæåìî, ùî Γ ¹ ðåäóêîâàíèì (íàïðèêëàä A-ðåäóêîâàíèì), ÿêùî éî-

ãî áiãðàô B(Γ) ìîæå áóòè ðåäóêîâàíèì äî äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äi-

àãðàì Äèíêiíà (äiàãðàì Äèíêiíà òèïó A). Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷i, ùî

ñêëàäàþòüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ (äãê) U ðàçîì ç

¨¨ îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ òà íåîði¹íòîâàíèì áiãðàôîì B.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè òi äãê, äëÿ ÿêèõ êîæåí ÷èñòèé êîíòóð ¹ àêòèâ-

íèì, òà ãðàô ÿêèõ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Òàêi çàäà÷i ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç

(U ,Γ,B). Êëàñ òàêèõ çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υ.

Çâ'ÿçíà çàäà÷à (U ,Γ,B) ∈ Υ íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Äèíêiíà, à âiäïîâiä-

íèé ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì ãðàôîì Äèíêiíà, ÿêùî B(Γ) ¹ îäíi-

¹þ ç äiàãðàì Äèíêiíà (An, Dn, E6, E7, E8). ßêùî B(Γ) = An òîäi êàçàòè-

ìåìî, ùî Γ ¹ An− ãðàôîì, òà àíàëîãi÷íî äëÿ óñiõ òèïiâ An, Dn, E6, E7, E8.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi òðàíñôîðìàöi¨, ùî çîáðàæàþòüñÿ

íà îði¹íòîâàíîìó ãðàôi äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨. Öi òðàíñ-

ôîðìàöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî òà

íàñòóïíîãî ðîçäiëiâ.

Ïåðøîþ ç öèõ òðàíñôîðìàöié ¹ ðîçâåðòàííÿ ñòðiëîê ó òî÷öi j ∈ Γ0 òà



19

îäåðæàííÿ âiäïîâiäíèõ ôîðìóë äëÿ äèôåðåíöiàëiâ ðåáåð.
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Êðiì îïèñó äàíî¨ òðàíñôîðìàöi¨ òàêîæ íàâîäèòüñÿ îá ðóíòóâàííÿ êîðå-

êòíîñòi âèêîðèñòàííÿ òàêî¨ òðàíñôîðìàöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéî-

âàíî¨ êàòåãîði¨.

Ëåìà 3.1. Âèçíà÷èìî äãê U ′, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äãê U íàñòóïíèì

÷èíîì: çàìiñòü ñòðiëîê a1, . . . , ap âîíà ìiñòèòü ñòðiëêè b1, . . . , bp, à

äèôåðåíöiàë çàäàíèé ôîðìóëàìè:

[ΘjΨj] = [Θj] [Ψj] = [d(bi)] = (d(b1) . . . d(bp))
t,

äå Ψj : j → i1 ⊕ i2 ⊕ . . . ⊕ ip, [Ψj]
t =

(
bk
)p
k=1

, Θj : i1 ⊕ i2 ⊕ . . . ⊕ ip →

i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip, [Θj] =
(
θij
)
, θij ∈ kΓ(ii, ij).

Òîäi U ′ êîðåêòíî âèçíà÷åíà òà äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì

äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó òàê ñàìî ÿê äëÿ U .

Äàëi ó òîìó æ ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàéâàæëèâiøà òðàíñôîðìàöiÿ,

ðåäóêöiÿ. Îïóñòèâøè òåõíi÷íi äåòàëi, ðåäóêöiþ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéî-

âàíî¨ êàòåãîði¨ çà ãëèáîêèì ðåáðîì ìîæíà çîáðàçèòè íà ¨¨ îði¹íòîâàíîìó

ãðàôi íàòóïíèì ÷èíîì.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî τ ∈ Γ1(i, j) ãëèáîêå ìiíiìàëüíå ðåãóëÿðíå ðåáðî ñòå-

ïåíÿ deg τ = |τ |. Ìà¹ìî:

i j
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Ïîçíà÷èìî Û äã êàòåãîðiþ òà Γ - âiäïîâiäíèé ãðàô, äîïîâíåíèé ìíî-

æèíîþ ïåòåëü

Ω = {ωi ∈ Γ1
1(i, i) | i ∈ Γ0}

ç äèôåðåíöiàëîì ∂ : Û → Û , òàêèì ùî ∂(ωi) = ω2
i òà ∂(a) = aωi +

(−1)|a|+1ωja + d(a), a ∈ Γ1(i, j), a 6∈ Ω. Òîäi óìîâà ∂2 = 0 òà ïðàâèëî

Ëåéáíiöà âèêîíóþòüñÿ. Äãê Û íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâíåíîþ äëÿ U .

Âèçíà÷èìî ðåäóêöiþ Rij(U). Ìè äîäà¹ìî íîâå ðåáðî τ ∗ : j→ i2, òàêå

ùî ττ ∗ = 1j.

Ñïåðøó ó Û îòðèìó¹ìî

ωi ⇐⇒

 ωi1 ϕ21

ϕ12 ωi2



=

 (1−τ ∗τ)ωi(1−τ ∗τ) (1−τ ∗τ)ωiτ ∗τ

τ ∗τωi(1−τ ∗τ) τ ∗τωiτ
∗τ

 òà τ ⇐⇒
(

0 τ
)
.

À äëÿ äîâiëüíèõ x : ix → i òà y : i→ iy, ¹ íàñòóïíi ðåáðà íà RijU :

x : ix → i ⇐⇒

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

 ,

y : i→ iy ⇐⇒
(
y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ

)
.

i1 i2 j

ix

iy

it

iz

x2

��

x1

��

ss y2++y1

t��

��
z

ϕ12
++

kk
ϕ21

rr
τ∗

τ
33

Ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨ â òî÷öi i2 ïî τ
∗τ − 1i2 îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíó

ãðàäóéîâàíó êàòåãîðiþ RijU òà ãðàô RijΓ.
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Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äëÿ AD âèïàäêó ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî ó

ïiäðîçäiëi 3.2.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé U äãê ç êîðåêòíî âèçíà÷åíèì AD-ðåäóêîâàíèì ãðà-

äóéîâàíèì ãðàôîì Γ, òà äîäàòíî âèçíà÷åíîîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

χΓ. Ïðèïóñòèìî, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì äèôåðåíöi-

àëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié T : U → U ′, òàêà ùî ΓU ′

¹ 0-ëiñîì òèïó Äèíêiíà.

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî âèñíîâêàì äëÿ âèïàäêó AD-ðåäóêîâàíèõ çà-

äà÷, à òàêîæ ñëóæèòü ïåðåõîäîì äî çàãàëüíîãî âèïàäêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 êîðîòêî îïèñó¹òüñÿ àëãîðèòì ðåäóêöi¨, à òàêîæ äîâî-

äÿòüñÿ äâi äîïîìiæíi Ëåìè, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ äîâåäåííÿ

çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó. Êàæåìî, ùî ãðàô áåç öèêëiâ (äåðåâî) Γ ¹ äîáðå

îði¹íòîâàíèì, ÿêùî âií íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ øëÿõiâ äîâæèíè > 1. Âåð-

øèíà äåðåâà, iíöèíäåíòíà áiëüø íiæ äâîì ðåáðàì, íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíîþ

ðîçãàëóäæåííÿ. ßêùî ïðèêðiïëþþ÷à âåðøèíà x íå ¹ âåðøèíîþ ðîçãàëó-

äæåííÿ, òà Γ|S çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà Γ|Γ0\{x}, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçãà-

ëóäæåííÿ, òîäi ïîâíèé ïiäáiãðàô Γ|S∪{x} íàçèâà¹òüñÿ õâîñòîì x òà ïî-

çíà÷à¹òüñÿ −→x . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ+
0 (âiäïîâiäíî, Γ−0 ) ïiäìíîæèíó âåðøèí

i ∈ Γ0, òàêèõ ùî Γ1(i, j) = ∅ (âiäïîâiäíî, Γ1(j, i) = ∅) äëÿ äîâiëüíî¨

j ∈ Γ0.

Ëåìà 3.3. Íåõàé (U ,Γ,B) ∈ Υ. Íåõàé τ ∈ Γ1(i, j) � ìiíiìàëüíå ãëè-
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áîêå ðåãóëÿðíå ðåáðî, òà íåõàé Rij : U → U ′ � ïîâíà ðåäóêöiÿ, òîáòî

ðåäóêöiÿ òà ïîâíà ðåãóëÿðèçàöiÿ. Òîäi (RijU ,RijΓ,RijB) ∈ Υ.

Ëåìà 3.4. Íåõàé ïiäãðàô Γ|{1,2,...,k} ãðàôà Γ ¹ õâîñòîì ç ïðèêðiïëþþ÷îþ

âåðøèíîþ k ∈ Γ0. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié R = Ri1,j1 · · ·Rik,jk ç

ir ∈ {1, . . . , k − 1}, jr ∈ {1, . . . , k − 2} òàêà ùî:

1. B(Γ) òà B(RΓ) çáiãàþòüñÿ;

2. RΓ|{1,...,k} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì õâîñòîì;

3. îði¹íòàöiÿ ðåáðà (k − 1, k) íå çìiíþ¹òüñÿ.

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî ãðàô Γ ¹ ãðàôîì òèïó Äèíêiíà, òîäi iñíó¹ êîì-

ïîçèöiÿ ðåäóêöié R, òàêà ùî RΓ ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì

ãðàôîì âiäïîâiäíîãî òèïó. Êðiì òîãî, B(RΓ) = B(Γ).

Ïiäðîçäië 3.5 ìiñòèòü ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëü-

òàòó óñüîãî òðåòüîãî ðîçäiëó. Ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ùå òðè äîïîìiæíi ëåìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Υ� ïiäêëàñ çàäà÷

(A, j) ç A ∈ Υ, ùî ìà¹ âåøèíó ðîçðèâó j ∈ Γ±0 ç óìîâîþ, ùî óñi çâ'ÿçíi

êîìïîíåíòè ΓΓ0\{j} ¹ A-òèïó.

Ëåìà 3.5. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ, χ > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî j ∈ Γ+
0 òà

ïiäãðàô ΓΓ0\{j} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì òèïó Äèíêiíà. Òîäi iñíó¹ ðåäóêöiÿ

R, òàêà ùî îòðèìàíà çàäà÷à RA ∈ Υ ìà¹ âåðøèíó ðîçðèâó ç Γ±0 .

Ëåìà 3.6. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ, j ∈ Γ+
0 ¹ âåðøèíîþ ðîçðèâó. Òî-

äi iñíó¹ åêâiâàëåíòíà çàäà÷à A′
R∼ A òà âåðøèíà ðîçðèâó j′, òàêi ùî

(A′, j′) ∈ Υ�.

Ëåìà 3.7. Íåõàé j ∈ Γ+
0 � âåðøèíà ðîçðèâó òà (A, j) ∈ Υ�. Òîäi iñíó¹

åêâiâàëåíòíà çàäà÷à A′
R∼ A, òàêà, ùî A′ ¹ äåðåâîì òèïó Äèíêiíà.



23

Îòæå îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì òðåòüîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà, äî-

âåäåííÿ ÿêî¨ âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ òðüîõ Ëåì 3.5, 3.6, 3.7.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé U äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ ç êîðå-

êòíî âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ, i êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ ¹ äîäà-

òíî âèçíà÷åíîþ. Ìè ââàæà¹ìî, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòó-

ðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié R : U → U ′,

òàêà ùî ΓU ′ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ãðàôiâ òèïó Äèíêiíà.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ êëàñèôiêàöiéíî¨ çàäà÷i

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié, àñîöiéîâàíèõ ç íàïiââèçíà-

÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâîäèòüñÿ, ùî òàêà çàäà÷à, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ äåÿêi óìîâè êîðåêòíîñòi, ìîæå áóòè òðàíñôîðìîâàíà äî äèôåðåíöi-

àëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî

¹ êîë÷àíîì àôiííîãî (ðîçøèðåíîãî) òèïó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåõíiêà, àíàëîãi÷íà òié,

ùî áóëà âèêîðèñòàíà ó òðåòüîìó ðîçäiëi, òîìó ó ïiäðîçäiëi 4.1 ëèøå êî-

ðîòêî îïèñàíî äîïóñòèìi òðàíñôîðìàöi¨, à òàêîæ íàâîäèòüñÿ ðîçøèðåííÿ

àëãîðèòìó ðåäóêöié, ùî áóâ ïîáóäîâàíèé ó ïiäðîçäiëàõ 3.1 òà 3.4. Òàêîæ

ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâîäèòüñÿ îïèñ òðàíñôîðìàöi¨, ùî íå çãàäóâàëàñÿ òà íå

âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, à ñàìå, çìiíà ñòåïåíÿ.

Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z, A ∈ Υ òà äîâiëüíî¨ j ∈ Γ0 âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíó

òðàíñôîðìàöiþ D(k)
j : A → A′. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî êàòåãîðiÿ U ′ ìà¹ òi ñàìi

îá'¹êòè òà ìîðôiçìè, ùî i U . Äëÿ äîâiëüíî¨ i ∈ Γ0, ïîêëàäåìî

degU ′ a =


degU a+ k if t(a) = j,

degU a− k if s(a) = j,

a ∈ Γ1.

Òîäi äèôåðåíöiàë d íà U êîðåêòíî âèçíà÷åíèé íà U ′ òàêîæ. Äëÿ äîâiëü-
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íîãî r ∈ Zn âèçíà÷à¹ìî âåêòîð r′ ∈ Zn, òàêèé ùî r′k = rk, ÿêùî k 6= j,

òà r′j âèçíà÷åíî çà ôîðìóëàìè: r
′
j = (−1)krj. Òîäi A

′ ∈ Υ. Òðàíñôîðìàöiÿ

D(k)
j íàçèâà¹òüñÿ çìiíîþ ñòåïåíÿ äëÿ äãê U â òî÷öi j.

Ïiäðîçäië 4.1 ìiñòèòü ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòà-

òó ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó. Ïiäêëàñ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó öüîìó ðîçäiëi, ñêëà-

äà¹òüñÿ ç çàäà÷, ùî ìàþòü êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ = χB.

Îçíà÷åííÿ 1.27. Íàïiââèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ ç áiãðàôîì B

íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ, ÿêùî êîæíà ïîâíà ¨¨ ïiäôîðìà ¹ äîäàòíîþ.

ßäðîì ôîðìè χ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà kerχ = {x ∈ Qn | χ(x, y) =

0 äëÿ äîâiëüíèõ y ∈ Qn}.

Ïiäêëàñ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó öüîìó ðîçäiëi, ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäà÷, ùî

ìàþòü êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ = χB, îòæå χ ¹ íàïiââèçíà÷åíîþ

êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ç òî÷íèì îäíîïàðàìåòðè÷íèì ÿäðîì. Öåé êëàñ

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υ0. Ïiäêëàñ Υ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäà÷ ç äîäàòíîþ

êâàäðàòè÷íîþ χ = χB áóäå ïîçíà÷àòèñÿ Υ+. Êîæíà çàäà÷à ç Υ0 ìà¹ ¹äèíèé

òî÷íèé óÿâíèé êîðiíü r ∈ kerχ, òàêèé ùî rj = 1 äëÿ äåÿêî¨ j ∈ Γ0. Òîìó,

çàäà÷à ç Υ0 ¹ ÷åòâiðêîþ A = (U ,Γ,B, r), äå (U ,Γ,B) ∈ Υ.

Çâ'ÿçíà çàäà÷à A ∈ Υ0 íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ çàäà÷åþ, i âiäïîâiäíèé

ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ àôiííèì (ðîçøèðåíèì) îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì

ãðàôîì, ÿêùî B(Γ) ¹ îäíi¹þ ç àôiííèõ äiàãðàì (Ãn, D̃n (n > 4), Ẽ6, Ẽ7,

Ẽ8). Ó öüîìó âèïàäêó r ¹ äîáðå âiäîìèì ìiíiìàëüíèì äîäàòíiì óÿâíèì

êîðåíåì, ùî ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí åëåìåíò ðiâíèé 1. Ïiäêëàñ àôiííèõ

çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υaff ⊂ Υ0.

Äëÿ öüîãî êëàñó çàäà÷ äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé U � äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ ç êîðå-
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êòíî âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ i êðèòè÷íîþ íàïiâ âèçíà÷åíîþ

êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χB. Ïðèïóñòèìî, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹

êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ òðàíñôîðìàöié

R : U → U ′, òàêà ùî U ′ ¹ àôiííîþ çàäà÷åþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ç òðåòüîãî ðîçäiëó, ùî

äëÿ çðó÷íîñòi ìîæå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíî íàòóïíèì ÷èíîì.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ A = (U ,Γ,B) ∈ Υ+ iñíó¹ êîìïîçèöiÿ

äîçâîëåíèõ òðàíñôîðìàöié R : A→ A′ = (U ′,Γ′,B′), òàêèõ ùî A′ ∈ Υ+ ¹

äåðåâîì, îòæå B′ ¹ äiàãðàìîþ Äèíêiíà.

Òàêîæ äëÿ çðó÷íîñòi ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ ïåðåôîðìóþ¹òüñÿ Òåîðåìó 4.1

àíàëîãi÷íèì äî Òâåðäæåííÿ 4.1 ÷èíîì:

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, iñíó¹ êîìïîçèöiÿ äîïó-

ñòèìèõ òðàíñôîðìàöié R : A→ A′ = (U ′,Γ′,B′, r′), òàêèõ ùî A′ ∈ Υaff ,

îòæå B′ ¹ àôiííîþ äiàãðàìîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ðîçäiëó òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ðÿä äîâåäåíèõ ó òîìó æ ïiäðîçäiëi 4.2 òåõíi÷íèõ Ëåì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Γ+
0 (âiäïîâiäíî, Γ−0 ) ïiäìíîæèíó âåðøèí i ∈ Γ0, òàêèõ ùî Γ1(i, j) = ∅

(âiäïîâiäíî, Γ1(j, i) = ∅) äëÿ äîâiëüíî¨ j ∈ Γ0.

Ëåìà 4.3. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ+, òà íåõàé Γ äîáðå îði¹íòîâàíå

äåðåâî Äèíêiíà. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ òðàíñôîðìàöié òèïó çìiíè ñòå-

ïåíÿ R : A→ A′, òàêà ùî ãðàô Γ′ ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì 0-äåðåâîì òèïó

Äèíêiíà.

Ëåìà 4.4. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ+
0 (àáî n ∈ Γ−0 ) òà ΓΓ0\{n}

äîáðå îði¹íòîâàíå 0-äåðåâî, òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
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1. ßêùî i1, i2 ∈ Γ0\{n} ¹ ñóñiäíiìè i îáèäâi iíöèäåíòíi äî n, òîäi

ïiäçàäà÷à Γ|{i1,i2,n} ¹ àêòèâíèì òðèêóòíèêîì.

2. ßêùî i1, i2 ∈ Γ0\{n} îáèäâi iíöèäåíòíi äî n, òîäi óñi ïðîìiæíi

âåðøèíè òàêîæ iíöèäåíòíi äî n.

3. Äâà òðèêóòíèêè iíöèäåíòíi àáî ñïiëüíîìó ìiíiìàëüíîìó àáî ìà-

êñèìàëüíîìó ðåáðó.

4. Äîâiëüíå ðåáðî ç Γ1 ¹ àáî ìiíiìàëüíèì ãëèáîêèì àáî ìàêñèìàëüíèì.

Ëåìà 4.5. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ±0 òà Γ̌ � äîáðå îði¹íòîâàíå

0-äåðåâî. Âèêîðèñòîâóþ÷è, ÿêùî íåîáõiäíî, çìiíó ñòåïåíÿ ó òî÷öi n òà,

ÿêùî íåîáõiäíî, ðîçâåðòàííÿ ðåáåð ó òî÷öi n, îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíó

çàäà÷ó A′, òàêó ùî n ∈ Γ±0 ,

• óñi ìàêñèìàëüíi ðåáðà íà Γ′ ìàþòü ñòåïiíü 0,

• óñi ìiíiìàëüíi ðåáðà íà Γ′ iíöèäåíòíi äî n, ìàþòü ñòåïiíü 1,

• r′ ñïiâïàäà¹ ç r.

Ëåìà 4.6. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ+
0 òà Γ̌ � äîáðå îði¹íòîâàíå

0-äåðåâî, r ∈ kerχ � äîäàòíèé òî÷íèé âåêòîð ç rn = 1. Òîäi iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü ðåäóêöié R : A → A′, òàêà ùî A′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì Ëåìè,

òà
∑
i∈Γ0

r′i >
∑
i∈Γ0

ri.

Ï'ÿòèé ðîçäië ìiñòèòü ùå îäèí öiêàâèé ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ àëãî-

ðèòìiâ, íàâåäåíèõ ó òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó ðîçäiëàõ äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè. Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ êîðåíåâèõ áàç

äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ



27

ôîðìîþ. Êîðåíåâà áàçà, ÿêà ïðèâåäåíà çi ñòàíäàðòíî¨ êîðåíåâî¨ áàçè êîë-

÷àíà òèïó Äèíêiíà, âèçíà÷à¹ ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨

êàòåãîði¨ òà âiäïîâiäíó íåñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó. Äîâîäèòüñÿ, ùî

ÿêùî íà êàòåãîði¨ øëÿõiâ çâ'ÿçíîãî ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà äåÿêî¨ íåñèìå-

òðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨

ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïðèðîäíèì óìîâàì êîðåêòíîñòi,

òî ñòàíäàðòíà áàçà öi¹¨ ôîðìè ¹ ðåäóêîâàíîþ ç äåÿêîãî ãðàäóéîâàíîãî

êîë÷àíà òèïó Äèíêiíà. Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè âèêîðèñòîâó¹ òåîðå-

ìó 3.2 ç òðåòüîãî ðîçäiëó äëÿ áiëiíiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiäíîñíî

¨õ êîðåíiâ òà êîðåíåâèõ áàç.

Ó ïiäðîçäië 5.1 îïèñó¹òüñÿ ñòðóêòóðà äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨

êàòåãîði¨, ùî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ó öüîìó ðîçäiëi. Ïiäðîçäië 5.2 ìi-

ñòèòü êîðîòêèé îïèñ àëãîðèòìó ðåäóêöi¨ ó êîíòåêñòi êîðåíåâèõ áàç.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 íàâåäåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó, à òàêîæ äâà éîãî

öiêàâi íàñëiäêè.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé U � êîðåêòíî âèçíà÷åíà äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéî-

âàíà êàòåãîðiÿ, Γ = (Γ0,Γ1) � ¨¨ çâ'ÿçíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô, ùî ìà¹

äîäàòíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ = χΓ, òà E � ñòàíäàðòíà

áàçà Z|Γ0|. Òîäi äãê çàäà÷à (U ,Γ, E) ¹ çàäà÷åþ òèïó Äèíêiíà.

Íàñëiäîê 5.1. Çà ïðèïóùåíü Òåîðåìè 5.1, iñíó¹ çñóâ ãðàäóþâàííÿ T :

(U ,Γ, E)→ (U ′,Γ′, E), òàêèé ùî äãê çàäà÷à (U ′,Γ′, E) ¹ êëàñè÷íîãî òèïó

Äèíêiíà (àáî êîë÷àííîãî 0-òèïó).

Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Γ1(i, j), ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ā îði¹íòîâàíå ðåáðî ç i

äî j çi ñòåïåíåì deg ā = |a|, òà ïîêëàäåìî Γ1 = {ā | a ∈ Γ1}. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç Γ = (Γ0,Γ1) îði¹íòîâàíèé áiãðàô îòðèìàíèé ç Γ âçÿòòÿì ñòåïåíiâ
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ïî ìîäóëþ 2. Òóò Γ̄1 = Γ̄0
1 ∪ Γ̄1

1.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé 〈 , 〉 � íåñèìåòðè÷íà öiëà áiëiíiéíà ôîðìà ç àñî-

öiéîâàíèì çâ'ÿçíèì áiãðàôîì B = (B0, B1), i êâàäðàòè÷íà ôîðìà χB

¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Òîäi iñíó¹ ãðàäóéîâàíèé êîë÷àí Äèíêiíà Q òà

ðåäóêîâàíà äiéñíà êîðåíåâà áàçà R, òàêà, ùî 〈 , 〉 = 〈 , 〉R òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíà äãê çàäà÷à (U ,Γ, E) ç E � ñòàíäàðòíîþ

áàçîþ Z|B0|, òàêi ùî áiãðàôè Γ òà B ñïiâïàäàþòü.

Ó âèñíîâêàõ êîðîòêî íàâåäåíî îñíîâíi ïiäñóìêè ðîáîòè òà ñôîðìó-

ëüîâàíî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.



ÐÎÇÄIË 1

Çàãàëüíi âiäîìîñòi

Â öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ, ùî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äîñëiäæåííi. À ñàìå, íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ó

ãàëóçi äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié, áîêñiâ, êîàëãåáð òà êî-

ìîäóëiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ çäîáóâà÷åì. Òàêîæ íàâåäåíî ïîíÿòòÿ òà

ðåçóëüòàòè ç òåîði¨ ãðàôiâ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îñêiëüêè âîíè øèðîêî

çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòi.

Ðîçãëÿíóòî ðåçóëüòàòè â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ ìàòåìàòèêè, â ÿêèõ âèíèêà-

þòü ñõåìè Äèíêiíà.

1.1. Êàòåãîði¨ òà ôóíêòîðè

Îçíà÷åííÿ 1.1. Êàòåãîðiÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç

1. ìíîæèíè Ob(A) îá'¹êòiâ (âåðøèí);

2. ìíîæèíè Mor(A) ìîðôiçìiâ (ñòðiëîê) ;

3. âiäîáðàæåííÿ id : Ob(A) → Mor(A), ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

êîæíîìó îá'¹êòó x îäèíè÷íèé ìîðôiçì 1x;

4. äâîõ îïåðàöié s, t : Mor(A) → Ob(A), ùî âèçíà÷àþòü äâà îá'-

¹êòà � ïî÷àòîê (îáëàñòü âèçíà÷åííÿ) òà êiíåöü (îáëàñòü çíà-

29
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÷åíü) ìîðôiçìà; äëÿ êîæíèõ x, y ∈ Ob(A) òàêîæ âèçíà÷à¹òüñÿ

A(x, y) = {α ∈ Mor(A) | s(α) = x, t(α) = y};

5. îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨ ◦ : Mor(A)2 → Mor(A), äå Mor(A)2 = {(α, β) |

(s(α) = t(β))} ⊂ Mor(A) × Mor(A), äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ A(y, x) òà

β ∈ A(z, y) îòðèìó¹ìî αβ ∈ A(z, x);

Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi àêñiîìè:

1. s(αβ) = s(β), t(αβ) = t(α) äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ Mor(A);

2. s(1x) = t(1x) = x äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Ob(A);

3. äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ A(x, y) âèêîíó¹òüñÿ 1yα = α1x = α;

4. äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ìîðôiçìiâ t
γ→ z

β→ y
α→ x âèêîíó¹òüñÿ α(βγ) =

(αβ)γ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé A1 òà A2 êàòåãîði¨. Êîâàðiàíòíèì ôóíêòîðîì

F : A1 → A2 íàçèâà¹òüñÿ ïàðà âiäîáðàæåíü FOb : Ob(A1) → Ob(A2),

FMor : Mor(A1)→Mor(A2), äëÿ ÿêèõ:

1. ÿêùî α : x→ y ó A1, òî FMor(α) : FOb(x)→ FOb(y) ó A2;

2. FMor(1x) = 1FOb(x);

3. FMor(α ◦ β) = FMor(α) ◦ FMor(β).

Ôóíêòîð íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ îá'¹êòiâ

x, y ∈ Ob(A1) òà äëÿ äîâiëüíîãî ìîðôiçìà α2 : F (x) → F (y) ó

êàòåãîði¨ A2 iñíó¹ ìîðôiçì α1 : x → y ó êàòåãîði¨ A1, äëÿ ÿêîãî

α2 = F (α1).
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Ôóíòêòîð íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ îá'¹êòiâ

x, y ∈ Ob(A1) òà äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ìîðôiçìiâ α, β : x→ y êàòåãî-

ði¨ A1, ç ðiâíîñòi F (α) = F (β) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü α = β.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêå àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè 0.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Êàòåãîðiÿ A íàçèâà¹òüñÿ k-ëiíiéíîþ êàòåãîði¹þ àáî

k-êàòåãîði¹þ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Ob(A) A(x, y) ¹ k-ìîäóëåì (âå-

êòîðíèì ïðîñòîðîì) òà ìíîæåííÿ ¹ k-ëiíiéíèì:

α(β + β′) = αβ + αβ′, α, β, β′ ∈ Mor(A);

(α + α′)β = αβ + α′β, α, α′, β ∈ Mor(A; )

α(cβ) = (cα)β = c(αβ), α, β ∈ Mor(A), c ∈ k.

1.2. Äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòåãîði¨

Îçíà÷åííÿ 1.4. k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ U íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíîþ,

ÿêùî

U(i, j) = ⊕q∈ZUq(i, j)

¹ ñóìîþ ñêií÷åííî âèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ Uq(i, j) = deg−1(q),

i, j ∈ Ob U .

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ãðàäóéîâàíà k-êàòåãîðiÿ U íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöi-

àëüíîþ ãðàäóéîâàíîþ àáî äãê, ÿêùî çàäàíî äèôåðåíöiàë d : U → U ,

d : Uq(i, j) → Uq+1(i, j), q ∈ Z, i, j ∈ Ob U , i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi:

1. d(1i) = 0, i ∈ Ob U ;
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2. ïðàâèëî Ëåéáíiöà:

d(x1 . . . xi . . . xk) =
k∑
i=1

(−1)|x1|x1 . . . (−1)|xi−1|xi−1d(xi)xi+1 . . . xk =

=
k∑
i=1

(−1)|x1|+...+|xi−1|x1 . . . xi−1d(xi)xi+1 . . . xk;

3. d2 = 0.

1.3. Ãðàôè òà Äiàãðàìè (ñõåìè, ãðàôè) Äèíêiíà

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çóñòði÷àòèìóòüñÿ äâà âèäè ãðàôiâ, à ñàìå îði¹í-

òîâàíi ãðàôè, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ Γ = (Γ0,Γ1, s, t) òà íåîði¹íòîâàíi ãðàôè,

ùî ïîçíà÷àþòüñÿ B = B(Γ) = (Γ0,B1), âîíè òàêîæ ìîæóòü íàçèâàòèñÿ

ñõåìàìè àáî äiàãðàìàìè. Îði¹íòîâàíi ãðàôè çàçâè÷àé áóäóòü ãðàäóéîâà-

íèìè. Íåîði¹íòîâàíi ãðàôè çàçâè÷àé áóäóòü áiãðàôàìè, òîáòî 0, 1− ãðàäó-

éîâàíèìè. ×iòêi îçíà÷åííÿ òà çâ'ÿçîê ìiæ îði¹íòîâàíèìè ãðàäóéîâàíèìè

ãðàôàìè òà íåîði¹íòîâàíèìè áiãðàôàìè, à òàêîæ ¨õ çâ'ÿçîê ç äèôåðåíöi-

àëüíèìè ãðàäóéîâàíèìè êàòåãîðiÿìè îïèñàíî ó âiäïîâiäíèõ ïiäðîçäiëàõ

öüîãî ðîçäiëó. Ïîòî÷íèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî êîðîòêîìó îïèñàííþ ãðà-

ôiâ Äèíêiíà, ùî âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.

Ãðàôè Äèíêiíà òà ðîçøèðåíi ãðàôè Äèíêiíà (äèâ. ïåðåëiê íèæ÷å), öå

ãðàôè, ùî íà äèâî ÷àñòî âèíèêàþòü ó ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëi-

íàõ, íàïðèêëàä ó òåîði¨ ãðóï, ùî ïîðîäæåíi âiäáèòòÿìè, òåîði¨ îñîáëèâî-

ñòåé, òåîði¨ çîáðàæåíü êîë÷àíiâ, òåîði¨ ïðîñòèõ àëãåáð Ëi òà iíøèõ. Ãðà-

ôè Äèíêiíà (Êîêñòåðà àáî Äèíêiíà-Êîêñòåðà) øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ïðè öüîìó â äåÿêèõ âè-

ïàäêàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íåîði¹íòîâàíi, îði¹íòîâàíi àáî ÷àñòêîâî îði¹í-

òîâàíi ãðàôè áåç àáî ç êðàòíèìè ðåáðàìè. Îði¹íòîâàíi ãðàôè Äèíêiíà
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âiäïîâiäàþòü ñèñòåìàì êîðåíiâ òà íàïiâïðîñòèì àëãåáðàì Ëi íàä àëãåáðà-

¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì. Íåîði¹íòîâàíi ãðàôè Äèíêiíà âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ äîñëiäæåííÿ äié ãðóï Âåéëÿ.

Ïåðåëiê ãðàôiâ Äèíêiíà:

An :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

3◦
n

Dn :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

n◦
3
3◦

n+1

E6 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

6◦
3

3◦
4

3◦
5

E7 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

E8 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

8◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

3◦
7

Ïåðåëiê àôiííèõ ãðàôiâ (ðîçøèðåíèõ ãðàôiâ Äèíêiíà àáî åâêëiäîâèõ

ãðàôiâ):

Ãn :
3◦
1

3◦
2

3◦
3
· · · 3◦

n−1

3◦
n

n+1◦
3

D̃n

1◦
3
3◦
2

3◦
3

3◦
4
· · · 3◦

n−1

n◦
3
3◦

n+1
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Ẽ6 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

6◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

Ẽ7 :
3◦
0

3◦
1

3◦
2

3◦
3

7◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

Ẽ8 :
3◦
1

3◦
2

3◦
3

9◦
3

3◦
4

3◦
5

3◦
6

3◦
7

3◦
8

Íàâåäåìî äåÿêi âàæëèâi çàãàëüíî âiäîìi ôàêòè ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì (äèâ., íàïðèêëàä, [4], [18]). Ïîíÿòòÿ, ùî âæèâàþòüñÿ îïèñàíî ó ðîç-

äiëi 1.6. Êðiì òîãî, êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ, ÿêùî êî-

åôiöi¹íòè ïðè êâàäðàòàõ ðiâíi 1, i íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íîþ, ÿêùî ðåøòà

êîåôiöi¹íòiâ âiä'¹ìíi.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé χ : Zn → Z � óíiòàðíà êëàñè÷íà êâàäðàòè÷íà ôîð-

ìà, âèçíà÷åíà çâ'ÿçíèì ãðàôîì B. Ðiâíî îäíå ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü

âèêîíó¹òüñÿ:

1. Ñèìåòðè÷íà ôîðìà χ ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, òîäi B ¹ ãðàôîì (äià-

ãðàìîþ) Äèíêiíà,

2. Ñèìåòðè÷íà ôîðìà χ ¹ äîäàòíî íàïiâ âèçíà÷åíîþ, òîäi B ¹ ðîçøè-

ðåíèì ãðàôîì Äèíêiíà,

3. Iñíó¹ x ∈ Zn, x ≥ 0, òàêèé ùî χ(x) < 0. Òîäi B íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì

íåâèçíà÷åíîãî òèïó.

Ç ðåçóëüòàòiâ [4] âèäiëèìî òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 1.2. Íåõàé χ : Zn → Z � çâ'ÿçíà óíiòàðíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà,

B � âiäïîâiäíèé áiãðàô.

1. ßêùî χ � äîäàòíî âèçíà÷åíà, òîäi iñíó¹ Z-îáîðîòíà òðàíñôîðìàöiÿ

T : Zn → Zn, χ 7→ χ′,B 7→ B′, òàêà ùî B′ ¹ ãðàôîì Äèíêiíà. Òèï

Äèíêiíà âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî.

2. ßêùî χ � êðèòè÷íà íàïiâ âèçíà÷åíà, òîäi iñíó¹ Z-îáîðîòíà òðàíñ-

ôîðìàöiÿ T : Zn → Zn, χ 7→ χ′,B 7→ B′, òàêà ùî B′ ¹ ðîçøèðåíèì

ãðàôîì Äèíêiíà. Òèï ãðàôà âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî.

1.4. Îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô òà éîãî êàòå-

ãîðiÿ øëÿõiâ

Íåõàé k � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî kΓ k-ëiíiéíó êà-

òåãîðiþ øëÿõiâ ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà Γ, ùî ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ

íàä k óñiìà øëÿõàìè íà Γ. Ìè ïîçíà÷à¹ìî coe�x1...xkx = κ, κ ∈ k, äå

x = κx1 . . . xk + . . . � ðîçêëàä ïî áàçi. Êàòåãîðiÿ kΓ óñïàäêîâó¹ ãðàäóþâà-

ííÿ âiä Γ, òàêå ùî deg x1x2 . . . xk =
∑k

i=1 deg xi.

Íåõàé Γ = (Γ0,Γ1, s, t) � îði¹íòîâàíèé ãðàô ç ìíîæèíîþ âåðøèí Γ0

òà ìíîæèíîþ ðåáåð (ñòðiëîê) Γ1 ç äâîìà âiäîáðàæåííÿìè s : Γ1 → Γ0 òà

t : Γ1 → Γ0, ùî ïîâåðòàþòü ïî÷àòêîâó òà êiíöåâó (çàâåðøóþ÷ó) âåðøèíó

ðåáðà âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Äâi âåðøèíè i, j ∈ Γ0 íàçèâàþòüñÿ iíöèäåíòíèìè íà

Γ, ÿêùî Γ1(i, j) ∪ Γ1(j, i) 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ãðàô Γ = (Γ0,Γ1, s, t) íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíèì (àáî
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Z-ãðàäóéîâàíèì), ÿêùî çàäàíî âiäîáðàæåííÿ deg : Γ1 → Z, òàêå ùî

Γ1 =
⊔
q∈Z

Γq1,Γ
q
1 =

⊔
i,j∈Γ0

Γq1(i, j) = deg−1(q).

Ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ áiãðàäóéîâàíèì àáî áiãðàôîì, ÿêùî deg : Γ1 →

{0, 1}. Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç |x| = deg x òà x̂ = (−1)|x|x. Ãðàô Γ íàçèâà¹-

òüñÿ êëàñè÷íèì,0-êîë÷àíîì àáî êîë÷àíîì, ÿêùî Γq1(i, j) = ∅, êîëè q 6= 0,

òîáòî deg(a) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Γ1.

Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Γ1(i, j), ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ā îði¹íòîâàíå ðåáðî ç

i äî j çi ñòåïåíåì deg ā = |a| mod 2, òà ïîêëàäåìî Γ1 = {ā | a ∈ Γ1}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ = (Γ0,Γ1) îði¹íòîâàíèé áiãðàô, ñòåïåíi ðåáåð ÿêîãî

îòðèìàíî âçÿòòÿì ñòåïåíiâ ðåáåð Γ ïî ìîäóëþ 2. Òóò Γ̄1 = Γ̄0
1 ∪ Γ̄1

1.

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ Γ1(i, j), ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ã íåîði-

¹íòîâàíå ðåáðî ìiæ âåðøèíàìè i òà j, òà ïîêëàäåìî Γ̃1 = {ã | a ∈ Γ1}.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Γ̃ = (Γ0, Γ̃1) íåîði¹íòîâàíèé áiãðàô îòðèìàíèé ç

Γ ñòèðàííÿì îði¹íòàöi¨ ñòðiëîê. Òàê âèçíà÷åíèé ãðàô Γ̃ áóäå íàçèâàòèñÿ

ñõåìîþ Γ.

Ìè àñîöiþ¹ìî ç îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ íåñèìåòðè÷íó

áiëiíiéíó ôîðìó 〈 , 〉 : ZΓ0×ZΓ0 → Z ðàçîì ç êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χ. Ìè

ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç E = {ei}i∈Γ0
ñòàíäàðòíó áàçó (ñèñòåìó ïîðîäæóþ÷èõ)

ðåøiòêè ZΓ0. Åëåìåíòè ZΓ0 áóäóòü çàïèñóâàòèñÿ àáî ÿê x = (xi) àáî ÿê

x =
∑
i∈Γ0

xiei. Âèçíà÷èìî áiëiíiéíó ôîðìó 〈−,−〉 = 〈−,−〉Γ : ZΓ0 × ZΓ0 →

Z, ùî íàçèâà¹òüñÿ ôîðìîþ Îéëåðà ãðàôà Γ: äëÿ x = (xi), y = (yi) ∈ ZΓ0,

〈x, y〉 =
∑
i∈Γ0

xiyi −
∑

a∈Γ1(i,j)

(−1)|a| xiyj,

Çà îçíà÷åííÿì, áiëiíiéíi ôîðìè 〈−,−〉Γ òà 〈−,−〉Γ ¹ iäåíòè÷íèìè. Ñèìå-

òðèçàöiÿ ôîðìè Îéëåðà (x, y) = 〈x, y〉 + 〈y, x〉 íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨
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íà Γ, òîìó âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ Γ̃ i íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ ôîðìîþ Îé-

ëåðà ãðàôà Γ. Öiëî÷èñëîâà óíiòàðíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ : ZΓ0 → Z,

òàêà ùî

χ(x) =
∑
i∈Γ0

x2
i −

∑
a∈Γ1(i,j)

(−1)|a|xixj

àñîöiéîâàíà ç ôîðìîþ Îéëåðà (−,−) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìîþ Òiòñà íà ZΓ0,

âîíà çàëåæèòü ëèøå âiä ãðàôà Γ̃.

Íàãàäà¹ìî, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ,

ÿêùî χ(x) > 0, äëÿ óñiõ x 6= 0. Êëàñè÷íèé çâ'ÿçíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô ç

äîäàòíîþ ôîðìîþ Òiòñà ¹ îäíi¹þ ç äiàãðàì Äèíêiíà. Çâ'ÿçíèé îði¹íòîâà-

íèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ (ãðàäóéîâàíèì) êîë÷àíîì Äèíêiíà,

ÿêùî éîãî ñõåìà Γ̃ ¹ äiàãðàìîþ Äèíêiíà, òà êëàñè÷íèì êîë÷àíîì Äèíêiíà

(àáî 0-êîë÷àíîì), ÿêùî Γ ¹ êëàñè÷íèì ãðàôîì, i ìè ïðèñâîþ¹ìî êîæíié

ñòðiëöi ñòåïiíü 0.

Ó êàòåãîði¨ øëÿõiâ kΓ, ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç coe�x1...xkx = κ, κ ∈ k,

êîëè x = κx1 . . . xk + . . . ¹ ðîçêëàäîì çà áàçîþ. Ó êàòåãîði¨ kΓ, ìà¹ìî

deg x1x2 . . . xk =
∑k

i=1 deg xi.

Íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî êëàñ ãðàôiâ ç äåÿêèìè îáìåæåííÿìè. Ñêií-

÷åííèé îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ êîðåêòíî âèçíà-

÷åíèì ãðàôîì, ÿêùî éîãî êàòåãîðiÿ øëÿõiâ kΓ íå ìà¹ öèêëiâ òà êðàòíèõ

ðåáåð, òà, áiëüøå òîãî, äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ ãðàäóéîâàíèì îáõîäîì.

Ó öüîìó âèïàäêó kΓ ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ. Òîäi ìà¹ìî Γ1(i, i) = ∅,

|Γ1(i, j)| 6 1, òà |Γ1(i, j)| · |Γ1(j, i)| = 0 äëÿ äîâiëüíèõ 1 6 i, j 6 |Γ0|.

Ôîðìà Òiòñà χΓ ó òàêîìó âèïàäêó ¹ öiëîþ àáî óíiòàðíîþ, ùî îçíà÷à¹, ùî

êîåôiöi¹íòè ïðè x2
i ðiâíi 1.

Íåõàé Γ � êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ãðàô. Äëÿ åëåìåíòiâ ñòàíäàðòíî¨ áà-
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çè E âèêîíó¹òîñÿ (ei, ei) = χ(ei) = 1, òà Γ1(i, i) = ∅. Áiëüøå òîãî,

|Γ̄0
1(i, j)| = max{−〈ei, ej〉, 0}, òà |Γ̄1

1(i, j)| = max{〈ei, ej〉, 0}.

1.5. Îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô äèôåðåíöiàëü-

íî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨

Ìàþ÷è äãê U ç |Ob U| < ∞, âèçíà÷èìî âiäïîâiäíèé îði¹íòîâàíèé ãðà-

äóéîâàíèé ãðàô Γ = Γ(U), òàêèé ùî Γ0 = Ob U , òà Γ1(i, j) ¹ áàçîþ

(U/U⊗2)(i, j), i, j ∈ Γ0 ç iíäóêîâàíèì ãðàäóþâàííÿì. Äèôåðåíöiàë d

âêëþ÷à¹ âiäîáðàæåííÿ

d : Γq1 → kΓq+1(i, j), i, j ∈ Γ0, q ∈ Z,

ùî ðîçøèðÿ¹òüñÿ íà óñþ kΓ çà ïðàâèëîì Ëåéáíiöà.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Äîâiëüíå ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì,

ÿêùî äèôåðåíöiàë a íå ìà¹ äîäàíêó òèïó κx, äå x ∈ Γ1(i, j) òà κ ∈ k,

òîáòî øëÿõè äîâæèíè = 1 íå ¹ äîäàíêàìè äèôåðåíöiàëà a.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Äãê U íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî óñi ðåáðà Γ1 ðå-

ãóëÿðíi.

Îïèøåìî ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöi¨ äãê U . Ðîçãëÿíåìî íåðåãóëÿðíå ðå-

áðî b, òîáòî a, b ∈ Γ1(i, j), a ¹ ìiíiìàëüíèì òà a íàëåæèòü äî d(b), òîáòî

d(b) = a + d′(b). Òîäi â ðiâíîñòÿõ äëÿ äèôåðåíöiàëiâ ïîêëàäåìî: b = 0,

d(b) = 0, a = −d′(b) òà îòðèìà¹ìî íîâó äãê U ′ ç ãðàôîì Γ′ áåç ðåáåð a, b.

Áóäåìî êàçàòè, ùî U ′ îòðèìó¹òüñÿ ç U çà äîïîìîãîþ ðåãóëÿðèçàöi¨ a, b.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà χΓ íå çìiíþ¹òüñÿ ïiñëÿ îïåðàöi¨ ðåãóëÿðèçàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ïîâíèé ïiäãðàô ΓS, S ⊂ Γ0, |S| > 1 íàçèâà¹òüñÿ çà-

ìêíóòèì êîíòóðîì, ÿêùî iñíó¹ âïîðÿäêóâàííÿ S = {i1, . . . , ik}, k > 1,
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òàêå ùî |Γ1(ij, ij+1)∪Γ1(ij+1, ij)| > 0, j = 1, . . . , k−1, òà |Γ1(i1, ik)∪

Γ1(ik, i1)| > 0.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS, S = {i1, . . . , ik} ⊂ Γ0 íàçèâà-

¹òüñÿ ÷èñòèì, ÿêùî Γ1(is, it) ∪ Γ1(it, is) = ∅, |s − t| > 1 (mod k) òà

|Γ1(ij, ij+1) ∪ Γ1(ij+1, ij)| = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì öè-

êëîì, ÿêùî |Γ1(ij, ij+1)| > 0, j = 1, . . . , k − 1, òà |Γ1(ik, i1)| > 0.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS íàçèâà¹òüñÿ îáõîäîì, ÿêùî

|Γ1(ij, ij+1)| > 0, j = 1, . . . , k − 1, òà |Γ1(i1, ik)| > 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij ðåáðî, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ó i òà çàêií÷ó¹òüñÿ ó j.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Îáõiä ΓS íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíèì (àáî êîíòóðîì äèôå-

ðåíöiàëüíîãî òèïó), ÿêùî κxi1i2 . . . xik−1ik ¹ äîäàíêîì äèôåðåíöiàëà ðåáðà

xi1ik.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ãëèáîêèì, ÿêùî íà Γ

íåìà¹ iíøèõ øëÿõiâ ç i äî j. Âåðøèíè i, j íàçèâàþòüñÿ 1-çâ'ÿçíèìè

âåðøèíàìè, ÿêùî iñíó¹ ãëèáîêå ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) ∪ Γ1(j, i).

Îçíà÷åííÿ 1.16. Ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

d(a) = 0.

1.6. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Íåõàé V - âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ B : V ×V →

k, ùî ¹ ëiíiéíîþ ïî êîæíîìó àðãóìåíòó:
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B(x+ z, y) = B(x, y)B(z, y);

B(x, y + z) = B(x, y)B(x, z);

B(λx, y) = λB(x, y);

B(x, λy) = λB(x, y), äå x, y, z ∈ V, λ ∈ k.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Áiëiíiéíà ôîðìà B íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

B(x, y) = B(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ V .

Áiëiíiéíà ôîðìà ÷àñòî ïîçíà÷à¹òüñÿ äóæêîþ ( , ).

Îçíà÷åííÿ 1.19. Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ùî âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíié ôîð-

ìi B íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ χ : V → k, òàêå ùî χ(x) = B(x, x), x ∈

V.

Äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòè÷íîõ ôîðìè χ iñíó¹ ¹äèíà ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà

ôîðìà B, òàêà ùî χ(x) = B(x, x), x ∈ V. Öÿ áiëiíiéíà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ

ïîëÿðíîþ äî χ òà ìîæå áóòè îòðèìàíà çà ôîðìóëîþ B(x, y) = 1
2(χ(x +

y)− χ(x)− χ(y)).

Âèçíà÷èìî ñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó òà êâàäðàòè÷íó ôîðìó íà öi-

ëî÷èñåëüíié ðåøiòöi Zn:

Îçíà÷åííÿ 1.20. Öiëî÷èñëîâîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóí-

êöiÿ B : Zn × Zn → 1
2Z, ùî ¹ ëiíiéíîþ ïî êîæíîìó àðãóìåíòó:

• B(x+ z, y) = B(x, y)B(z, y);

• B(x, y + z) = B(x, y)B(x, z), äå x, y, z ∈ Zn.

Îçíà÷åííÿ 1.21. Öiëî÷èñëîâîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ùî âiäïîâiäà¹

áiëiíiéíié ôîðìi B, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ χ : Zn → Z, òàêå ùî

χ(x) = B(x, x), x ∈ Zn. Öiëî÷èñëîâà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ
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öiëîþ, ÿêùî âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè xixj äî êîåôiöi¹íòiâ ïðè xi ¹

öiëèì äëÿ óñiõ i. Öiëî÷èñëîâà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ óíiòàð-

íîþ, ÿêùî óñi êîåôiöi¹íòè ïðè x2
i äîðiíþþòü 1.

Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî÷èñëîâî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè χ iñíó¹ ¹äèíà ñèìå-

òðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà B, òàêà ùî χ(x) = B(x, x), x ∈ V. Öÿ áiëiíiéíà

ôîðìà íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿðíîþ äî χ òà ìîæå áóòè îòðèìàíà çà ôîðìóëîþ

B(x, y) =
1

2
(χ(x+ y)− χ(x)− χ(y)).

Âèçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó òà íåîði¹íòîâàíèé áiãðàô, ùî ïîâ'ÿçàíi

ç ãðàôîì Γ = (Γ0,Γ1, s, t).

Ìè àñîöiþ¹ìî ç êîðåêòíî âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ =

(Γ0,Γ1, s, t) íåîði¹íòîâàíèé áiãðàô B = B(Γ) = (Γ0,B1) íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ïîçà÷à¹ìî ÷åðåç B1 ìíîæèíó ïàð {i, j} âåðøèí ç Γ0, ùî ¹ çâ'ÿçíèìè ó Γ.

Ãðàäóþâàííÿ íà B1 âiäïîâiäà¹ ãðàäóþâàííþ íà Γ: deg({i, j}) = |{i, j}| =

deg a (mod 2), a ∈ Γ1(i, j)∪ Γ1(j, i), òîäi B1 = B0
1 tB1

1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

χ = χ(Γ) öiëî÷èñëîâó óíiòàðíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ : Zn → Z :

χ(x) =
∑
i∈Γ0

x2
i −

∑
{i,j}∈B1

(−1)|{i,j}|xixj.

Äëÿ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà Γ = (Γ0,Γ1, s, t) òà âåðøèí i, j ∈ Γ0 ïîçíà-

÷à¹ìî ÷åðåç (i, j) - ðåáðî ãðàôà Γ ç íåâiäîìîþ àáî äîâiëüíîþ îði¹íòàöi-

¹þ. Íà ðèñóíêàõ îði¹íòîâàíi ãðàôè íàäàëi çîáðàæàþòüñÿ çà íàñòóïíèìè

ïðàâèëàìè. Ðåáðà ç ïàðíèì (íåïàðíèì) ñòåïåíåì çàçâè÷àé çîáðàæàþòüñÿ

ñóöiëüíèìè (ïåðåðèâ÷àñòèìè). Ðåáðà çîáðàæàþòüñÿ îði¹íòîâàíèìè, ÿêùî

îði¹íòàöiÿ ìà¹ çíà÷åííÿ òà íåîði¹íòîâàíèìè, ÿêùî îði¹íòàöiÿ çíà÷åííÿ íå

ìà¹.

Îçíà÷åííÿ 1.22. Êàæåìî, ùî χ ¹ äîäàòíîþ ( âiä'¹ìíîþ) ôîðìîþ, ÿêùî

χ(r) > 0 (χ(r) < 0) äëÿ óñiõ r 6= 0. Êàæåìî, ùî χ ¹ íàïiââèçíà÷åíîþ
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ôîðìîþ, ÿêùî χ(r) > 0 (χ(r) 6 0) äëÿ óñiõ r 6= 0. Íåâèçíà÷åíîþ íàçèâà-

¹òüñÿ êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ, ùî íàáóâà¹ i äîäàòíiõ i âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü.

Iíîäi íàïiââèçíà÷åíó ôîðìó ùå íàçèâàþòü íàïiâäîäàòíîþ, òàêîæ äîäà-

òíi òà âiä'¹ìíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ÷àñòî íàçèâàþòü äîäàòíî âèçíà÷åíèìè

òà âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèìè âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 1.23. Öiëèé âåêòîð r ç öiëî÷èñåëüíî¨ ðåøiòêè Zn íàçèâà-

¹òüñÿ êîðåíåì (äiéñíèì êîðåíåì), ÿêùî χ(r) = 1, i âií íàçèâà¹òüñÿ

óÿâíèì êîðåíåì, ÿêùî χ(r) = 0.

Âåêòîðè ei ∈ Zn, òàêi ùî eij = 0, j 6= i, eii = 1 óòâîðþþòü áàçó Zn, ùî

íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íîþ áàçîþ. Âåêòîðè ç êàíîíi÷íî¨ áàçè ei ¹ êîðåíÿìè

äîäàòíî¨ öiëî÷èñëîâî¨ óíiòàðíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà íàïiââèçíà÷åíî¨

öiëî÷èñëîâî¨ óíiòàðíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, âîíè íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè

êîðåíÿìè.

Íàäàëi n = |Γ0|. Êîðiíü, ðîçêëàäåíèé ïî êàíîíi÷íié áàçi r =
∑
i∈Γ0

rie
i,

ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç r = (ri)i∈Γ0

Îçíà÷åííÿ 1.24. Êîðiíü r = (ri)i∈Γ0
íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì êîðåíåì

(âiäïîâiäíî, âiä'¹ìíèì êîðåíåì), ÿêùî äîäàòêîâî ri ∈ Z+ (âiäïîâiäíî,

ri ∈ Z−) äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ Γ0 (ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî 0 ∈ Z+ ∩ Z−).

Îçíà÷åííÿ 1.25. Êîðiíü r íàçèâà¹òüñÿ òî÷íèì, ÿêùî ri 6= 0 äëÿ óñiõ

i ∈ Γ0.

Îçíà÷åííÿ 1.26. ßäðîì ñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè íàçèâà¹òüñÿ

ìíîæèíà âåêòîðiâ

kerχ = {x ∈ Qn | χ(x, y) = 0 äëÿ óñiõ y ∈ Qn}

.
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Äëÿ íàïiââèçíà÷åíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, êîæåí óÿâíèé êîðiíü íàëå-

æèòü äî ÿäðà.

Îçíà÷åííÿ 1.27. Íàïiââèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ ç áiãðàôîì B

íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ, ÿêùî êîæíà ïîâíà ¨¨ ïiäôîðìà ¹ äîäàòíîþ.

kerχ = {x ∈ Qn | χ(x, y) = 0 äëÿ äîâiëüíèõ y ∈ Qn}.

Êðèòè÷íi ôîðìè ìàþòü òî÷íå îäíîâèìiðíå ÿäðî.

Íåõàé B � áiãðàô, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íié ôîðìi χ.

Îçíà÷åííÿ 1.28. Äëÿ âåðøèíè i ∈ B0, ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Ti : Zn →

Zn Z-ëiíiéíó òðàíñôîðìàöiþ:

Ti(e
t) =

 et, ïðè t 6= i;

−ei, ïðè t = i.
(1.1)

Ìè íàçèâà¹ìî Ti çìiíîþ çíàêó äëÿ χ ó òî÷öi i.

Îçíà÷åííÿ 1.29. Äëÿ {i, j} ∈ B1, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç T εij : Zn → Zn

Z-ëiíiéíó òðàíñôîðìàöiþ ([4], [13]):

T εij(e
t) =

 et, ïðè t 6= i;

ei + (−1)|{i,j}|ej, ïðè t = i.
(1.2)

ç ε = (−1)|{i,j}| ∈ {+,−}. ßêùî ñòåïiíü |{i, j}| ïàðíèé, òî ìè íà-

çèâà¹ìî T+
ij iíôëÿöi¹þ äëÿ χ, ÿêùî |{i, j}| íåïàðíà, ìè íàçèâà¹ìî T−ij

äåôëÿöi¹þ äëÿ χ.

Îïèñàíi âèùå òðàíñôîðìöi¨ âïåðøå âèíèêëè ó ðîáîòàõ [4] òà [5]. Âî-

íè çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ äåÿêèõ îá'¹êòiâ ó åêâiâàëåíòíi. Ìè

çàñòîñó¹ìî òàêi òðàíñôîðìàöi¨ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòå-

ãîðié.
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Ìè ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíi òðàíñôîðìàöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà öiëî-

÷èñåëüíî¨ ðåøiòêè Zn îäíi¹þ ëiòåðîþ T , ùî ìîæå áóòè îäíi¹þ ç òðàíñ-

ôîðìàöié îïèñàíèõ âèùå àáî ¨õ êîìïîçèöi¹þ. Ôîðìó îäåðæàíó ç χ çà äî-

ïîìîãîþ äåÿêî¨ òðàíñôîðìàöi¨ T ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç χT. Îäíàêîâî ïî-

çíà÷à¹òüñÿ T : χ→ χ′ = χT äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà T : r→ r′ = rT

äëÿ âåêòîðà r =
∑
j∈Γ0

rje
j, òàêi ùî

∑
j∈Γ0

rje
j =

∑
j∈Γ0

r′je
′j àáî χ(r) = χ′(r′).

Îçíà÷åííÿ 1.30. Äâi öiëi ôîðìè χ, χ′ : Zn → Z íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåí-

òíèìè (àáî Z-åêâiâàëåíòíèìè), ÿêùî âîíè îïèñóþòü îäíàêîâi âiäîáðàæå-

ííÿ ç òî÷íiñòþ äî çìiíè áàçèñó, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíà Z-îáîðîòíà

òðàíñôîðìàöiÿ T : Zn → Zn, ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ äîïóñòèìèõ òðàíñôîð-

ìàöié, òàêèõ ùî χ′ = χT .

Ôîðìè χ òà âèçíà÷åíà çà íîâèì áàçèñîì ôîðìà χT εij ¹ Z-

åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî χ ¹ óíiòàðíîþ ôîðìîþ, òîäi χ′ = χT εij ¹ óíiòàðíîþ

ôîðìîþ. Òà χ ¹ äîäàòíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè χ′ ¹ äîäàòíîþ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ïðîñòà ëåìà.

Ëåìà 1.1. Íåõàé T : χ → χT � åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

ßêùî χ ¹ öiëî÷èñëîâîþ óíiòàðíîþ ôîðìîþ, òî χT òåæ ¹ óíiòàðíîþ

ôîðìîþ, òà χT ¹ äîäàòíîþ (íåâiä'¹ìíîþ, êðèòè÷íîþ) òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè χ ¹ äîäàòíîþ (íåâiä'¹ìíîþ, êðèòè÷íîþ). Êðiì òîãî, T : kerχ →

kerχ′.

Äëÿ áiãðàôà B ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ ëàíöþãà, ïðîñòîãî

i çàìêíóòîãî ëàíöþãà, äåðåâà òà ëiñó ó çàãàëüíîìó ðîçóìiííi. Êàæåìî,

ùî äåðåâî (ëiñ) B ¹ 0-äåðåâîì (0-ëiñîì), ÿêùî äîâiëüíå ðåáðî ìà¹ ñòåïiíü

0. Âåðøèíà äåðåâà, iíöèíäåíòíà áiëüø íiæ äâîì ðåáðàì, íàçèâà¹òüñÿ âåð-
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øèíîþ ðîçãàëóäæåííÿ. Íåõàé S ∈ Γ0 � äåÿêà ïiäìíîæèíà âåðøèí, ÷åðåç

B|S ïîçíà÷àòèìåìî ïiäáiãðàô áiãðàôà B, ìíîæèíîþ âåðøèí ÿêîãî ¹ S, à

ìíîæèíîþ ðåáåð ¹ óñi ðåáðà B, ïî÷àòêîâà òà êiíöåâà âåðøèíè ÿêèõ ìiñòè-

òüñÿ ó S. Çâ'ÿçíèé ïiäáiãðàô áiãðàôà B, ùî íå çâ'ÿçàíèé ç ðåøòîþ òî÷îê,

íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ áiãðàôà B.

Îçíà÷åííÿ 1.31. ßêùî âåðøèíà x íå ¹ âåðøèíîþ ðîçãàëóäæåííÿ òà

B|S çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà B|Γ0\{x}, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçãàëóäæåííÿ,

òîäi ïîâíèé ïiäáiãðàô B|S∪{x} íàçèâà¹òüñÿ õâîñòîì x òà ïîçíà÷à¹òüñÿ

−→x .

Ïåðåôîðìóëþ¹ìî âiäîìi ðåçóëüòàòè (äèâ. [4]) ó çðó÷íîìó äëÿ ïîäàëü-

øîãî âèêîðèñòàííÿ âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Íåõàé χ � öiëî÷èñëîâà äîäàòíà (âiäïîâiäíî, íàïiâäî-

äàòíà ç îäíîâèìiðíèì ÿäðîì) óíiòàðíà ôîðìà, B �¨¨ áiãðàô. Òîäi iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü çìií çíàêó òèïó (1.1) òà äåôëÿöié òèïó (1.2) ç êîìïîçè-

öi¹þ T , òàêîþ ùî áiãðàô BT ôîðìè χT ¹ 0-ëiñîì òèïó Äèíêiíà (âiäïî-

âiäíî, àôiííîãî òèïó).

Äëÿ äîäàòíî¨ ôîðìè, BT ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ ç íàñòó-

ïíèõ äiàãðàì Äèíêiíà: An (n > 1), Dn (n > 4), àáî En (n = 6, 7, 8).

Ó âèïàäêó àôiííî¨ ôîðìè, BT ¹ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ ç

íàñòóïíèõ àôiííèõ äiàãðàì: Ãn (n > 1), D̃n (n > 4), àáî Ẽn (n = 6, 7, 8).

ßêùî B çâ'ÿçíèé, òîäi BT äåðåâîì. Òèï Äèíêiíà (àôiííèé òèï) âè-

çíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ïî χ.

Íàñòóïíi äâi ëåìè ¹ çàãàëüíîâiäîìèìè íàñëiäêàìè öüîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.2. Íåõàé (χ,B) � êðèòè÷íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Òîäi ÿäðî ¹

îäíîâèìiðíèì: kerχ = Z · r, äå r =
n∑
i=1

rie
i ∈ Zn ¹ òî÷íèì óÿâíèì
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êîðåíåì, êðiì òîãî, iñíó¹ j ∈ Γ0, òàêà ùî rj = 1 òà r =
∑
i6=j
rie

i ∈ Zn−1

¹ òî÷íèì êîðåíåì íà äîäàòíî âèçíà÷åíié ïîâíié ïiäôîðìi B|Γ0\{j}.

Ëåìà 1.3. Íåõàé (χ,B) � êðèòè÷íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà òà r � ¨¨ òî÷íèé

êîðiíü, ùî ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí åëåìåíò = 1. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

T çìií çíàêó òà äåôëÿöié, òàêà ùî r′ = rT ¹ òî÷íèì äîäàòíiì êîðåíåì,

iñíó¹ j ∈ Γ0, òàêà ùî r
′
j = 1, òà r′i 6 6 äëÿ äîâiëüíî¨ i ∈ Γ0.

Êîæåí áiãðàô, ùî ¹ äåðåâîì, ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíèé äî áiãðàôà 0-

äåðåâà çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi äåôëÿöié òà iíôëÿöié. Äëÿ äiàãðàìè

Äèíêiíà ç äîäàòíîþ ôîðìîþ êiëüêiñòü óñiõ êîðåíiâ ¹ ñêií÷åííîþ òà êiëü-

êiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ, êðiì òîãî

êîæåí êîðiíü ¹ àáî äîäàòíèì àáî âiä'¹ìíèì. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ áóëî

äîâåäåíî ó [4].

Òâåðäæåííÿ 1.2. ßêùî χ ¹ äîäàòíîþ, a ∈ B1(i, j) òà T+
ij äåôëÿöiÿ, òî-

äi êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ôîðìè χT+
ij ñòðîãî áiëüøà íiæ êiëüêiñòü

äîäàòíèõ êîðåíiâ ôîðìè χ. Ôîðìà òèïó Äèíêiíà ìà¹ ìàêñèìàëüíó ìî-

æëèâó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ.

Êàæåìî, ùî Γ ¹ ðåäóêîâàíèì (A-ðåäóêîâàíèì), ÿêùî éîãî áiãðàô B(Γ)

ìîæå áóòè ðåäóêîâàíèì äî äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äiàãðàì Äèíêiíà (äi-

àãðàì Äèíêiíà òèïó A).

1.7. Äiéñíi êîðåíi òà ãðóïà Âåéëÿ

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ñêií÷åííèé îði¹íòîâàíèé ãðàäóéî-

âàíèé ãðàô Γ = (Γ0,Γ1, deg) ðàçîì ç âiäïîâiäíèì áiãðàôîì Γ, éîãî ñõåìîþ

Γ̃, êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χ òà âiäïîâiäíîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ 〈, 〉.
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Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ ZΓ0, òàêîãî ùî (x, x) = 1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç σx

âiäáèòòÿ ZΓ0 íà ãiïåðïëîùèíó, îðòîãîíàëüíó äî x, òîäi σx(y) = y −

2(x, y)x, y ∈ ZΓ0. Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Γ0 = {1, 2, . . . , n}, n =

|Γ0|, òîäi ZΓ0 ' Zn. Ìè íàäàìî øèðîêî âiäîìèé îïèñ áàçîâèõ âëàñòèâîñòåé

âiäáèòòiâ.

Ëåìà 1.4. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ Zn, (x, x) = 1 âèêîíó¹òüñÿ

1. σ2
x = idZn, òîáòî σx : Zn → Zn ¹ iíâîëþöi¹þ;

2. σ−x(y) = σx(y);

3. σx(−y) = −σx(y);

4. σx(x) = −x;

5. (σx(y), σx(z)) = (y, z);

6. σσx(y)(z) = σxσyσ
−1
x (z).

Âiäáèòòÿ âiäíîñíî i-òîãî åëåìåíòà ñòàíäàðòíî¨ áàçè E âèçíà÷à¹òüñÿ

÷åðåç σi(y) = y − (y, ei)ei. Ó öüîìó âèïàäêó ìè íàçèâà¹ìî σi ïðîñòèì

âiäáèòòÿì íà ZΓ0, ìè íàçèâà¹ìî ei ïðîñòèì êîðåíåì, òà ïîçíà÷à¹ìî

÷åðåç Πχ ìíîæèíó óñiõ ïðîñòèõ êîðåíiâ.

Âèçíà÷èìî ãðóïó Âåéëÿ W ãðàôà Γ ÿê ïiäãðóïó Aut(ZΓ0), ïîðîäæåíó

ïðîñòèìè âiäáèòòÿìè σi çàñòîñîâàíèìè ó âiäïîâiäíîìó ïîðÿäêó äî åëå-

ìåíòiâ ñòàíäàðòíî¨ áàçè E. Îñêiëüêè ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà (−,−)

íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ Γ, òî ãðóïàW íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ Γ, òî-

ìó âèçíà÷à¹òüñÿ Γ̃ (àáî, åêâiâàëåíòíî, êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χ). Åëåìåíò

ZΓ0 íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì êîðåíåì çà óìîâè, ùî âií íàëåæèòü äîW -îðáiòè

äåÿêîãî ei. Ìíîæèíà Φχ = ∪
w∈W

w(Πχ) ⊂ ZΓ0 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äié-

ñíèõ êîðåíiâ χ (î÷åâèäíî, êîæåí x ∈ Φχ çàäîâîëüíÿ¹ χ(x) = 〈x, x〉 = 1).
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Êîðiíü x ∈ ZΓ0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷íèì, ÿêùî xi 6= 0 äëÿ óñiõ i ∈ Γ0. Äîáðå

âiäîìî, ùî óñi äiéñíi êîðåíi êëàñè÷íèõ êîë÷àíiâ Äèíêiíà ¹ äîäàòíiìè àáî

âiä'¹ìíèìè.

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ R = {αi}i∈1,n ðåøiòêè ZΓ0 ' Zn íà-

çèâà¹òüñÿ êîðåíåâîþ áàçîþ âiäíîñíî ãðàôà Γ (òà áiëiíiéíî¨ ôîðìè 〈 , 〉Γ),

ÿêùî αi ∈ Φχ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ 1, n. Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ΓR = Γ′ =

(Γ′0,Γ
′
1) îði¹íòîâàíèé áiãðàô, ïîáóäîâàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:: (i) Γ′0 = R;

(ii) äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ 1, n, i 6= j ¹ |〈αi, αj〉| ðåáðà ç Γ′1(αi, αj) àáî ñòåïåíÿ

0, ÿêùî 〈αi, αj〉 < 0, òà ñòåïåíÿ 1 ó iíøîìó âèïàäêó; (iii) |Γ′1(αi, αi)| = ∅.

Ïîìiòèìî, ùî äëÿ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ ôîðìè |〈αi, αj〉| 6 1 òà 〈αi, αi〉 = 1.

Ìè íàçèâà¹ìî ΓR îði¹íòîâàíèì áiãðàôîì, àñîöiéîâàíèì ç êîðåíåâîþ áà-

çîþ R òà íåñèìåòðè÷íîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ 〈 , 〉.

Êîðåíåâà áàçà R ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî ¨¨ ãðàô ΓR ¹ òàêèì. ó

öüîìó âèïàäêó Γ′1(αi, αi) = ∅, |Γ′1(αi, αj)| 6 1, òà |Γ′1(αi, αj)|·|Γ′1(αj, αi)| =

0 äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ 1, n. Ìè ãîâîðèìî, ùî êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ãðàô

Γ′ = ΓR ¹ ïðàâèëüíî ãðàäóéîâàíèì, ÿêùî deg(a) ≡ 〈αi, αj〉 (mod 2) äëÿ

äîâiëüíîãî a ∈ Γ′1(αi, αj), i, j ∈ 1, n, i 6= j.

Íåõàé {ei}i∈1,n � ñòàíäàðòíà êîðåíåâà áàçà ðåøiòêè ZΓ0 ' Zn. Äëÿ

i ∈ Γ0, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ti : Zn → Zn íàñòóïíó Z-ëiíiéíó òðàíñôîðìàöiþ:

Ti(e
t) =

 et, ïðè t 6= i;

−ei, ïðè t = i.

Ìè íàçèâà¹ìî Ti a çìiíîþ çíàêó äëÿ χ ó òî÷öi i. Äëÿ i, j ∈ Γ0, ïîçíà÷à-

¹ìî ÷åðåç T εij : Zn → Zn Z-ëiíiéíó òðàíñôîðìàöiþ ([4], [11]):

T εij(e
t) =

 et, ïðè t 6= i;

ei + (−1)|{i,j}|ej, ïðè t = i.
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ç ε = (−1)|{i,j}| ∈ {+,−}. ßêùî ñòåïiíü |{i, j}| ïàðíèé, òî ìè íàçèâà¹ìî

T+
ij iíôëÿöi¹þ äëÿ χ, ÿêùî |{i, j}| ¹ íåïàðíèì, íàçèâà¹ìî T−ij äåôëÿöi¹þ

äëÿ χ.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíó òðàíñôîðìàöiþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè òà öiëó

ãðàòêó Zn îäíi¹þ ëiòåðîþ. Îòæå ¹ T : χ → χ′ = χT äëÿ êâàäðàòè÷íî¨

ôîðìè òà T : r → r′ = rT äëÿ âåêòîðà r =
∑
j∈Γ0

rjej, òàêå ùî
∑
j∈Γ0

rjej =∑
j∈Γ0

r′je
′
j àáî χ(r) = χ′(r′).

Äâi öiëi ôîðìè χ, χ′ : Zn → Z íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (àáî Z-

åêâiâàëåíòíèìè), ÿêùî âîíè îïèñóþòü òi ñàìi âiäîáðàæåííÿ ç òî÷íiñòþ

äî âèùåçãàäàíèõ çìií áàçèñó, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíà Z-îáîðîòíà òðàíñ-

ôîðìàöiÿ T : Zn → Zn, ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ äîïóñòèìèõ òðàíñôîðìàöié,

òàêèõ ùî χ′ = χT . Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ïðîñòà Ëåìà.

Ëåìà 1.5. Íåõàé T : χ → χT � åêâiâàëåíòíiñòü êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.

ßêùî χ öiëî÷èñëîâà óíiòàðíà ôîðìà, òîäi χT � òåæ öiëî÷èñëîâà óíi-

òàðíà ôîðìà, òà χT ¹ äîäàòíîþ (íå íåãàòèâíîþ, êðèòè÷íîþ) òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè χ ¹ äîäàòíîþ (íå íåãàòèâíîþ, êðèòè÷íîþ).

Äëÿ ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà Γ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìî ïîíÿòòÿ ëàíöþãà,

ïðîñòîãî, çàìêíóòîãî ëàíöþãà, äåðåâà òà ëiñó ó çàãàëüíîìó ðîçóìiííi.

Êàæåìî, ùî äåðåâî Γ ¹ 0-äåðåâîì (0-ëiñîì), ÿêùî äîâiëüíå ðåáðî ìà¹

ñòåïiíü 0.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçàíî ó [3].

Òåîðåìà 1.3. ([4])Íåõàé χ � çâ'ÿçíà öiëî÷èñëîâà äîäàòíÿ óíiòàðíà ôîð-

ìà, Γ ¨¨ îði¹íòîâàíèé ãðàô. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü çìií çíàêó òà äå-

ôëÿöié ç êîìïîçèöi¹þ T ,òàêîþ ùî áiãðàô ΓT ôîðìè χT ¹ 0-ëiñîì òè-

ïó Äèíêiíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ôîðìè, ΓT ¹ íåïåðåòèííèì îá'¹ä-
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íàííÿì íàñòóïíèõ äiàãðàì Äèíêiíà: An (n > 1), Dn (n > 4) àáî En

(n = 6, 7, 8). Òèï Äèíêiíà âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì çà χ.

1.8. Ìîäóëi, êîìîäóëi òà áîêñè

Çàôiêñó¹ìî äåÿêå ïîëå k. Ïîçíà÷èìî k-mod êàòåãîðiþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ

âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàä k òà ⊗ òåíçîðíèé äîáóòîê íàä k. Íåõàé A � öå

ìàëà k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ ç ìíîæåííÿì mA : A⊗ A→ A.

Îçíà÷åííÿ 1.32. Ìîäóëåì (ëiâèì ìîäóëåì) íàä A ¹ (êîâàðiàíòíié)

ôóíêòîð M : A→ k-mod.

Öå îçíà÷à¹, ùî

1. äëÿ äîâiëüíîãî I ∈ ObA çàäàíî M(I) ∈ k-mod,

2. äëÿ äîâiëüíîãî I, J ∈ ObA çàäàíî k-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

A(I, J)⊗M(I) → M(J),

(α⊗m) 7→ α(m) = αm.

3. äëÿ óñiõ I, J,K ∈ ObA òà äëÿ óñiõ α ∈ A(I, J), β ∈ A(K, I),m ∈

M(K) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü α(βm) = (αβ)m.

Âèçíà÷èìî mM : A⊗M →M � âiäïîâiäíå k-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.33. Äëÿ ìîäóëiâ M,N íàä A, âiäîáðàæåííÿ f : M → N

íàçèâà¹òüñÿ ìîðôiçìîì ìîäóëiâ, ÿêùî äiàãðàìà

A⊗M 1A⊗f−−−→ A⊗N
mM

y ymN

M −−→
f

N

êîìóòàòèâíà.
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Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç A-mod êàòåãîðiþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ìîäóëiâ íàä

A.

Îçíà÷åííÿ 1.34. V íàçèâà¹òüñÿ êîàëãåáðîþ íàä êàòåãîði¹þ A àáî A-

êîàëãåáðîþ ÿêùî V ¹ A-áiìîäóëåì çi ñòðóêòóðîþ êîàëãåáðè, òîáòî çà-

äàíî êîàñîöiàòèâíå êîìíîæåííÿ µ : V → V ⊗
A
V òà êîîäèíèöÿ ε : V → A

âiäíîñíî µ, äå µ, ε � A-áiìîäóëüíi ìîðôiçìè òà âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíi

ðiâíîñòi:

• (µ⊗
A

1V )µ = (1V ⊗
A
µ)µ;

• (ε⊗
A

1V )µ = ıl and (1V ⊗
A
ε)µ = ır,

äå ıl : V → A⊗
A
V òà ır : V → V ⊗

A
A êàíîíi÷íi içîìîðôiçìè.

Îçíà÷åííÿ 1.35. Ìîäóëü M íàä êàòåãîði¹þ A íàçèâà¹òüñÿ êîìîäóëåì

íàä A-êîàëãåáðîþ V , ÿêùî çàäàíî êîìíîæåííÿ µM : M → V ⊗
A
M , òàêå

ùî íàñòóïíà äiàãðàìà êîìóòó¹:

M
µM−−→ V ⊗

A
M

µM

y y1⊗µM

V ⊗
A
M −−−→

µ⊗1M
V ⊗

A
V ⊗

A
M

Îçíà÷åííÿ 1.36. Äëÿ êîìîäóëiâ M,N íàä V , k-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

f : M → N íàçèâà¹òüñÿ ìîðôiçìîì êîìîäóëiâ, ÿêùî íàñòóïíà äiàãðàìà

êîìóòó¹:

M
f−−→ N

µM

y yµN
V ⊗

A
M −−−→

1V⊗f
V ⊗

A
N

Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç V−comod êàòåãîðiþ êîìîäóëiâ íàä A-êîàëãåáðîþ

V .
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Îçíà÷åííÿ 1.37. Áîêñ A = (A, V, µ, ε) ñêëàäà¹òüñÿ ç k-êàòåãîði¨ A,

òà A-êîàëãååáðè V ç êîìíîæåííÿì µ : V → V ⊗
A
V òà êîîäèíèöåþ

ε : V → A.

Äëÿ áîêñà A, âèçíà÷à¹ìî êàòåãîðiþ A-mod çîáðàæåíü. Îá'¹êòàìè êà-

òåãîði¨ ¹ ìîäóëi ç A-mod, ìîðôiçìè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ:

HomA(M,N) = HomA(V ⊗
A
M,N),

êîìïîçèöiÿ ìîðôiçìiâ ψ : V ⊗
A
N → L òà ϕ : V ⊗

A
M → N âèçíà÷à¹òüñÿ

ñóïåðïîçèöi¹þ:

V ⊗
A
M −→

µ⊗1M
V ⊗

A
V ⊗

A
M −→

1V ⊗ϕ
V ⊗

A
N −→

ψ
L.

Ìîðôiçìîì F äâîõ áîêñiâ A = (A, V ) òà B = (B,W ) ¹ ïàðà (F0, F1),

äå F0 : A→ B � ôóíêòîð i F1 : VA → WA � A -ãîìîìîðôiçì, òàêi ùî

F0 ◦ εA = εB ◦ F1,

ν̃ ◦ F1 ⊗ F2 ◦ µA = µB ◦ F1.

Öå îçíà÷à¹, ùî äiàãðàìè
V

εA−−→ A

F1

y yF0

AWA −−→
εB

B

V ⊗
A
V

F1⊗F1 //
AWA ⊗

A
AWA

ν̃

��
V

µA
OO

F1

//
AWA µB

//W ⊗
B
W

êîìóòóþòü, äå ν̃ :A WA ⊗
A
AWA → W ⊗

B
W öå âiäîáðàæåííÿ ïîðîäæåíå

ïðèðîäíîþ ïðîåêöi¹þ ν : BA ⊗
A
AB → B.



ÐÎÇÄIË 2

Iíäóêîâàíi êîìîäóëi íàä êîàëãåáðîþ

Â öüîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ i

äîâîäèòüñÿ, ùî âií ¹ ïîâíèì i ñòðîãèì.

Ïîíÿòòÿ áîêñà, ùî áóëî ââåäåíî â [7] òà [8], ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì

äëÿ òåîði¨ çîáðàæåíü. Â [9] áóëî äîâåäåíî, ùî êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü áîêñà

åêâiâàëåíòíà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ íàä äåÿêîþ êîàëãåáðîþ.

Â äàíîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ iíòåðïðåòàöiÿ ðåäóêöi¨ áîêñà ç [8], âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òåõíiêó êîàëãåáð ç [9].

Óñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ äëÿ äàíîãî ðîçäiëó îïèñàíî

â ïiäðîçäiëàõ "1.1 Êàòåãîði¨ òà ôóíêòîðè"òà "1.8 Ìîäóëi, êîìîäóëi òà

áîêñè"ïåðøîãî ðîçäiëó. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå ïîëå k. Ïîçíà÷èìî k-mod êà-

òåãîðiþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàä k òà ⊗ òåíçîðíèé

äîáóòîê íàä k. Íåõàé A � öå ìàëà k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ ç ìíîæåííÿì

mA : A ⊗ A → A. Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç A-mod êàòåãîðiþ ëiâèõ ñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ ìîäóëiâ íàä A. Íàäàëi óñi êàòåãîði¨ ââàæà¹ìî k-ëiíiéíèìè.

Òàêîæ ðîçãëÿíåìî áîêñ A = (A, V, µ, ε). Äëÿ áîêñà A, âèçíà÷à¹ìî êà-

òåãîðiþ A-mod çîáðàæåíü (äèâ. Îçíà÷åííÿ 1.37 áîêñà òà êàòåãîði¨ çîáðà-

æåíü ïiñëÿ íüîãî).

53
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2.1. Iíäóêîâíi êîìîäóëi

Íåõàé V � êîàëãåáðà íàä A ç êîìíîæåííÿì µ : V → V ⊗
A
V òà êîîäèíèöåþ

ε : V → A, òà X ∈ A-mod.

Îçíà÷åííÿ 2.1. V -êîìîäóëü XV = V ⊗
A
X ðàçîì ç iíäóêîâàíèì êîìíî-

æåííÿì µXV
= µ ⊗ 1X : XV −→ V ⊗

A
XV íàçèâà¹òüñÿ iíäóêîâàíèì

V -êîìîäóëåì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V−icomod êàòåãîðiþ iíäóêîâàíèõ V -êîìîäóëiâ. Äëÿ

X, Y ∈ A−mod, ìîðôiçì V ⊗
A
X → V ⊗

A
Y , ¹ 1V ⊗ f , äå f : X → Y ¹

ìîðôiçìîì A-ìîäóëiâ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíî ó [9]:

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé V � êîàëãåáðà íàä êàòåãîði¹þ A, A =

(A, V, µ, ε) � áîêñ, X, Y � ëiâi A-ìîäóëi, òà XV , YV � âiäïîâiäíi iíäóêîâàíi

êîìîäóëi. Òîäi iñíó¹ êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì

HomV−icomod(XV , YV ) ' HomA(V ⊗
A
X, Y ).

Êàòåãîðiÿ çîáðàæåíü áîêñà òà êàòåãîðiÿ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ ¹ åêâi-

âàëåíòíèìè:

V−icomod ' A−mod.

2.2. Iíäóêîâàíèé ôóíêòîð ìiæ êàòåãîðiÿìè ìîäóëiâ

Íåõàé A òà B � k-êàòåãîði¨, ϕ : A −→ B � k-ëiíiéíèé ôóíêòîð. Ôóíêòîð

ϕ íàäiëÿ¹ êàòåãîðiþ B ñòðóêòóðîþ ëiâîãî (ïðàâîãî) A-ìîäóëÿ. Ôóíêòîð

ϕ iíäóêó¹ äâà ôóíêòîðà

A-mod

ϕ∗
++
B-modϕ∗kk
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Ôóíêòîð ϕ∗ äi¹ íà N∈B-mod çà ïðàâèëîì:

(∗) ϕ∗(N) = (A
ϕ→ B → k-mod) ∈ A-mod.

Òàêèì ÷èíîì ϕ∗(N) = HomB(BBA, N) ∈ A-mod. Äîâiëüíèé ìîðôiçì

f∈HomB(N1, N2) êàíîíi÷íî ïîðîäæó¹ ìîðôiçì ϕ∗(f) : HomB(B,N1) →

HomB(B,N2), òîìó ϕ
∗ ¹ êîâàðiàíòíèì ôóíêòîðîì.

ÄëÿM∈A-mod, ïîêëàäåìî ϕ∗(M) = BA⊗
A
M∈B-mod, òà äëÿ çàäàíîãî

ìîðôiçìà f ∈ HomA(M1,M2), ïîêëàäåìî ϕ∗(f) = 1B ⊗ f : B ⊗
A
M1 →

B ⊗
A
M2.

Ôóíêòîðè ϕ∗ òà ϕ
∗ ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ äîâiëüíîãî M ∈

A-mod òà N∈B-mod, âèêîíó¹òüñÿ ([8]):

HomB(ϕ∗(M), N) ' HomA(M,ϕ∗(N)). (2.1)

2.3. Áîêñ iíäóêîâàíèé ôóíêòîðîì

Íåõàé A òà B � k-êàòåãîði¨, ϕ : A −→ B � k-ëiíiéíèé ôóíêòîð òà A =

(A, V, µ, ε) � áîêñ.

Ìè áóäó¹ìî B-êîàëãåáðó

V ϕ = BBA ⊗
A
V ⊗

A
ABB

ç êîìíîæåííÿì µϕ : V ϕ −→ V ϕ ⊗
B
V ϕ çàäàíèì íàñòóïíèì ÷èíîì:

µϕ(1⊗ v ⊗ 1) = Σ1⊗ v(1) ⊗ 1⊗ v(2) ⊗ 1

äå µ(v) = Σv(1) ⊗ v(2); òà ç êîîäèíèöåþ εϕ : V ϕ −→ B, òàêîþ ùî

εϕ : V ϕ 1B⊗ε⊗1B−→ B ⊗
A
A⊗

A
B

'−→ B ⊗
A
B

mB−→ B,

òóò mB : B ⊗
A
B−→B iíäóêîâàíå ìíîæåííÿ ó êàòåãîði¨ B.
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Òåîðåìà 2.1. Íåõàé A = (A, V, µ, ε) � äåÿêèé áîêñ, B � êàòåãîðiÿ. Ôóí-

êòîð ϕ : A −→ B iíäóêó¹ áîêñ

B = Aϕ = (B, V ϕ, µϕ, εϕ).

Äîâåäåííÿ

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî V ϕ ⊗
B
V ϕ =

= (B ⊗
A
V ⊗

A
B)⊗

B
(B ⊗

A
V ⊗

A
B) = B ⊗

A
V ⊗

A
B ⊗

A
V ⊗

A
B.

Äîñòàòíüî âèçíà÷èòè êîìíîæåííÿ µϕ òà êîîäèíèöþ εϕ íà åëåìåíòàõ

òàêîãî òèïó: 1 ⊗ v ⊗ 1, îñêiëüêè µϕ(b1 ⊗ v ⊗ b2) = b1µϕ(1 ⊗ v ⊗ 1)b2 òà

εϕ(b1⊗v⊗b2) = b1εϕ(1⊗v⊗1)b2. Íåõàé µ(v) = Σv(1)⊗v(2), òîäi âèçíà÷à¹ìî:

µϕ(1⊗ v ⊗ 1) = Σ1⊗ v(1) ⊗ 1⊗ v(2) ⊗ 1 =

Σ(1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗
B

(1⊗ v(2) ⊗ 1).

Äëÿ äîâåäåííÿ êîàñîöiàòèâíîñòi êîìíîæåííÿ µϕ âèïèøåìî óìîâó êîàñî-

öiàòèâíîñòi êîìíîæåííÿ µ:

(µ⊗ 1)µ(v) = (1⊗ µ)µ(v),

öå îçíà÷à¹, ùî ∑
v(1)(1) ⊗ v(1)(2) ⊗ v(2) =∑
v(1) ⊗ v(2)(1) ⊗ v(2)(2) =∑
v(1) ⊗ v(2) ⊗ v(3).

Òåïåð ïåðåâiðèìî êîàñîöiàòèâíiñòü µϕ, à ñàìå, ïîêàæåìî, ùî :(µϕ ⊗

1)µϕ = (1 ⊗ µϕ)µϕ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äiþ âèðàçiâ ç îáîõ ÷àñòèí ðiâ-

íîñòi íà åëåìåíòi 1⊗ v ⊗ 1.
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(µϕ ⊗ 1)µϕ(1⊗ v ⊗ 1) =∑
(µϕ ⊗ 1)((1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗ (1⊗ v(2) ⊗ 1)) =

∑∑
1⊗ v(1)(1) ⊗ 1⊗ v(1)(2) ⊗ 1⊗ (1⊗ v(2) ⊗ 1).

Ç iíøîãî áîêó,

(1⊗ µϕ)µϕ(1⊗ v ⊗ 1) =∑
(1⊗ µϕ)((1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗ (1⊗ v(2) ⊗ 1)) =

∑∑
(1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗ 1⊗ v(2)(1) ⊗ 1⊗ v(2)(2) ⊗ 1.

Ðiâíiñòü∑∑
1⊗ v(1)(1) ⊗ 1⊗ v(1)(2) ⊗ 1⊗ (1⊗ v(2) ⊗ 1) =∑∑
(1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗ 1⊗ v(2)(1) ⊗ 1⊗ v(2)(2) ⊗ 1

îòðèìó¹òüñÿ ç êîàñîöiàòèâíîñòi êîìíîæåííÿ µ òåíçîðíî ïîìíîæåíîãî íà

1.

Òåïåð äîâåäåìî àêñiîìó êîîäèíèöi εϕ:

(εϕ ⊗
A

1V ϕ)µ = 1V ϕ.

Äîñòàòíüî îá÷èñëèòè (εϕ ⊗
A

1V ϕ)µ íà åëåìåíòàõ (1⊗ v ⊗ 1):

(1⊗ v ⊗ 1)
µϕ7−→∑

(1⊗ v(1) ⊗ 1)⊗ (1⊗ v(2) ⊗ 1)
εϕ⊗

A
1V ϕ

7−→

ε(v(1)) · (1⊗ v(2) ⊗ 1).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ε(v(1)) ∈ A, îòðèìó¹ìî

ε(v(1)) · (1⊗ v(2) ⊗ 1) =∑
1⊗ ε(v(1))v(2) ⊗ 1 =

1⊗ (
∑

ε(v(1))v(2))⊗ 1 = 1⊗ v ⊗ 1.

Äðóãà ðiâíiñòü àêñiîìè êîîäèíèöi (1V ϕ ⊗
A
εϕ)µ = 1V ϕ äîâîäèòüñÿ àíàëî-

ãi÷íî.

Öå äîâîäèòü, ùî B = Aϕ = (B, V ϕ, µϕ, εϕ) ¹ áîêñîì. Òåîðåìó 2.1 äîâå-

äåíî.

Íîâèé áîêñ Aϕ íàçèâà¹èòüñÿ iíäóêîâàíèì ç áîêñà A ôóíêòîðîì ϕ.

2.4. Îñíîâíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé A, B êàòåãîði¨, ϕ : A −→ B k-ëiíiéíèé ôóíêòîð,

A = (A, V, µ, ε) � áîêñ, ϕ∗ : B-mod −→ A-mod òà ϕ∗ : A-mod −→ B-mod

iíäóêîâàíi ôóíêòîðè íà êàòåãîðiÿõ ìîäóëiâ. Òîäi iñíó¹ iíäóêîâàíèé ôóí-

êòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ

(∗∗) ϕ∗icomod : V ϕ−icomod −→ V −icomod,

ùî ïåðåâîäèòü V ϕ ⊗
B
M ó V ⊗

A
ϕ∗(M). Öåé ôóíêòîð ϕ∗icomod ïîâíèé i

ñòðîãèì.

Äîâåäåííÿ

Äîâîäèìî, ùî ϕ∗icomod ¹ ái¹êöi¹þ òà ìîæå áóòè ðîçøèðåíî äî ìîðôiçìà.

Ïîáóäó¹ìî ôóíêòîð ϕ∗icomod. Ôóíêòîð ϕ
∗
icomod óæå âèçíà÷åíî íà îá'¹êòàõ

òàêèì ÷èíîì, ùî âií ïåðåâîäèòü V ϕ⊗
B
M ó V ⊗

A
ϕ∗(M). Íåõàé F - ìîðôiçì
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ó êàòåãîði¨ V ϕ−icomod:

V ϕ ⊗
B
M

F−→ V ϕ ⊗
B
M ′.

Òîäi éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ìîðôiçìà

V ϕ ⊗
B
M

f−→M ′

çà ïðàâèëîì

V ϕ ⊗
B
M

F−→ V ϕ ⊗
B
M ′ εB⊗1M ′−→ M ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi ϕ∗(M) = B ⊗
B
M ,

V ϕ ⊗
B
M = B ⊗

A
V ⊗

A
B ⊗

B
M = ϕ∗(V ⊗

A
ϕ∗(M))

òà ôîðìóëè (2.1), îòðèìó¹ìî:

HomB(V ϕ ⊗
B
M,M ′) ∼=

HomB(ϕ∗(V ⊗
A
ϕ∗(M)),M ′)∼=

HomA(V ⊗
A
ϕ∗(M), ϕ∗(M ′)).

Òåïåð çàñòîñó¹ìî Òâåðäæåííÿ 2.1:

HomA(V ⊗
A
ϕ∗(M), ϕ∗(M ′)) ∼=

HomV−icomod(V ⊗
A
ϕ∗(M), V ⊗

A
ϕ∗(M ′)).

Îòðèìàíèé i ¹ øóêàíèì ìîðôiçìîì êàòåãîði¨ V−icomod.

Âèñíîâêè

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêîðèñòàíî ìîâó êîìîäóëiâ äëÿ ïîáóäîâè ïîâíîãî i

òî÷íîãî ôóíêòîðà íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ.



ÐÎÇÄIË 3

Äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòåãîði¨ ç äîäàòíî

âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

Àëãîðèòì ðåäóêöi¨ ëiíiéíèõ êàòåãîðié òà iíøèõ ñòðóêòóð øèðîêî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ â òåîði¨ çîáðàæåíü. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè çîáðàæåí-

íÿ iíäóêòèâíî, ðåäóêóþ÷è âiäïîâiäíi êàòåãîði¨ ïîêðîêîâî(äèâ. [1], [2]). Ç

iíøîãî áîêó âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ çîáðàæóâàíî¨ ñòðóêòóðè ¹ iíäó-

êîâàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, êîðåíi ÿêî¨ çà äåÿêèõ óìîâ âiäïîâiäàþòü íå-

ðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì. Òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì äîáðå âiäîìà (äèâ.

[3], [4]). Ìè äà¹ìî îäíî÷àñíèé àëãîðèòì òðàíñôîðìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî¨

ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ([6]) çi ñïåöiàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè òà àñîöiéîâà-

íî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Ïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì

ïî¹äíó¹ òà ðîçøèðþ¹ àëãîðèòì àíàëîãi÷íèé äî àëãîðèòìó ðåäóêöi¨ îïè-

ñàíîãî ó [1], [2] òà àëãîðèòì ïðèâåäåííÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ç [4].

Óñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ äëÿ äàíîãî ðîçäiëó îïèñàíî â

ïiäðîçäiëàõ 1.2 - 1.6 ïåðøîãî ðîçäiëó, ùî ïðèñâÿ÷åíi äèôåðåíöiàëüíèì

ãðàäóéîâàíèì êàòåãîðiÿì, ¨õ ãðàôàì òà êâàäðàòè÷íié ôîðìi. Ó ïiäðîç-

äiëi 1.3 òîãî æ ðîçäiëó íàâåäåíî êîðîòêó iñòîðè÷íó äîâiäêó ïðî ãðàôè

Äèíêiíà.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äãê U ç ãðàôîì ΓU òà äèôåðåíöiàëîì d : U → U

(äèâ. îçíà÷åííÿ 1.5). Ïîçíà÷èìî Û äã êàòåãîðiþ òà Γ - âiäïîâiäíèé ãðàô,

60
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äîïîâíåíi ìíîæèíîþ ïåòåëü

Ω = {ωi ∈ Γ1
1(i, i) | i ∈ Γ0}

òà ç äèôåðåíöiàëîì ∂ : Û → Û , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∂(ωi) = ω2
i

òà

∂(a) = aωi+(−1)|a|+1ωja+ d(a), a ∈ Γ1(i, j), a 6∈ Ω.

Òîäi óìîâà ∂2 = 0 òà ïðàâèëî Ëåéáíiöà âèêîíóþòüñÿ. Äãê Û íàçèâà¹òüñÿ

ïîïîâíåíîþ äëÿ U .

Êàçàòèìåìî, ùî ãðàô Γ ¹ AD-ðåäóêîâàíèì, ÿêùî éîãî áiãðàô B(Γ)

çâîäèòüñÿ äî äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äiàãðàì Äèíêiíà òèïó An (n > 1),

Dn (n > 4).

3.1. Òðàíñôîðìàöi¨ äëÿ AD-âèïàäêó

Ðîçâåðòàííÿ ðåáåð ó òî÷öi. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ãðàô Γ íå ìà¹ îði-

¹íòîâàíèõ öèêëiâ. Ïîçíà÷èìî Γ+
0 (âiäïîâiäíî, Γ−0 ) ïiäìíîæèíó âåðøèí

i ∈ Γ0, òàêó ùî Γ1(i, j) = ∅ (âiäïîâiäíî, Γ1(j, i) = ∅) äëÿ äîâiëüíèõ

j ∈ Γ0. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî add kΓ � àäèòèâíå çàìèêàííÿ

êàòåãîði¨ kΓ. Íåõàé j ∈ Γ+
0 , ik ∈ Γ0 òà ak ∈ Γ1(ik, j), k ∈ {1, . . . , p} óñi

ðåáðà, ùî çàêií÷óþòüñÿ ó òî÷öi j. Ïîçíà÷èìî

Φj : i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip → j, [Φj] =
(
−âk

)p
k=1

,

äå âk = (−1)|ak|ak. Iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ

Θj : i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip → i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip, [Θj] =
(
θiαiβ

)
,
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θiαiβ ∈ kΓ(iα, iβ), α, β ∈ 1...p,

òàêå, ùî äèôåðåíöiàëè âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

[ΦjΘj] = [Φj] [Θj] = [d(ai)] = (d(a1) . . . d(ap)).

Çàóâàæèìî, ùî θiαiα = 0. Òåïåð ìè ðîçâåðíåìî a1, . . . , ap, îòðèìó¹ìî ðåáðà

bk : j→ ik òà ïîêëàäåìî |bk| = −|ak|. Îòðèìàíèé ãðàô íå ìà¹ îði¹íòîâà-

íèõ öèêëiâ.

Ëåìà 3.1. Âèçíà÷èìî äãê U ′, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äãê U íàñòóïíèì

÷èíîì: çàìiñòü ñòðiëîê a1, . . . , ap âîíà ìiñòèòü ñòðiëêè b1, . . . , bp òà

äèôåðåíöiàë çàäàíèé ôîðìóëàìè:

[ΘjΨj] = [Θj] [Ψj] = [d(bi)] = (d(b1) . . . d(bp))
t,

äå Ψj : j→ i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip, [Ψj]
t =

(
bk
)p
k=1

.

Òîäi U ′ êîðåêòíî âèçíà÷åíà òà äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì

äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó òàê ñàìî ÿê äëÿ U .

Äîâåäåííÿ. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî äèôåðåíöiàë íà U :

d(ai) =

p∑
k=1

(−1)|ak|+1akθik, d
2(ai) = 0, i = 1, . . . , p,

äå θik ∈ kΓ(i, k) - øëÿõè. Òîäi

d2(ai) = d(

p∑
k=1

(−1)|ak|+1akθik) =

p∑
k=1

(−1)|ak|+1d(akθik) =

p∑
k=1

(−1)|ak|+1d(ak)θik +

p∑
k=1

(−1)|ak|+1(−1)|ak|akd(θik) =

p∑
k=1

(−1)|ak|+1d(ak)θik −
p∑

k=1

akd(θik) =
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p∑
k=1

(−1)|ak|+1

p∑
l=1

(−1)|al|+1alθklθik −
p∑

k=1

akd(θik) =

p∑
k=1

p∑
l=1

(−1)|ak|+|al|alθklθik −
p∑

k=1

akd(θik) =

Ó ïåðøîìó äîäàíêó ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ñóìè, à ó äðóãîìó � çìiíþ¹ìî iíäåêñ

ñóìè ç k íà l, îòðèìó¹ìî:

=

p∑
l=1

p∑
k=1

(−1)|ak|+|al|alθklθik −
p∑
l=1

akd(θil) =

p∑
l=1

(

p∑
k=1

(−1)|ak|+|al|alθklθik − akd(θil)) = 0.

j

i

k

l

ai   al{{

ak

��

θik 33 θkl

��θil
,,

=⇒
j

i

k

l
``

bi

<<

bl

OO

bk

θik 33 θkl

��θil
,,

Îñòàííÿ ñóìà ìîæå áóòè íóëüîâîþ ëèøå òîäi, êîëè êîæåí äîäàíîê ðiâíèé

íóëþ, òîìó îòðèìó¹ìî óìîâó:

d(θil) =

p∑
k=1

(−1)|ak|+|al|θklθik, i, l = 1, . . . , p. (3.1)

Êðiì òîãî, íàñòóïíi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ: |ai|+ 1 = |θik|+ |ak|.

Ïiñëÿ ðîçâåðòàííÿ ñòðiëîê ìè îòðèìó¹ìî ðåáðà bl ∈ Γ′1(j, il), l =

1, . . . , p. Îòðèìàíèé ãðàô ïîçíà÷èìî Γ′. Ìà¹ìî Ψj : j → i1 ⊕ i2 ⊕ . . . ⊕

ip, [Ψj]
t =

(
bl
)p
l=1

. Äèôåðåíöiàëè âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì:

[ΘjΨj] = [Θj] [Ψj] = [d(bl)] = (d(b1) . . . d(bp))
t.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàë d : Γ′q1(j, il) → U ′q+1(j, il), òàêèé ùî d(bl) =∑
i θilbi. Ïîêàæåìî, ùî äèôåðåíöiàë âèçíà÷åíî êîðåêòíî. Ïî-ïåðøå, òóò
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|bl| =−|al| = |θil|−|ai|−1 = |θil|+|bi|−1, îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì äèôåðåí-

öiàëà |al| + |θil| = |ai|+1. Ïî-äðóãå, äîâåäåìî, ùî d2(bl) = 0, l = 1, . . . , p.

Ìà¹ìî:

d2(bl) =
∑
i

d(θil)bi +
∑
k

(−1)|θkl|θkld(bk)

=
∑
i

d(θil)bi +
∑
k

(−1)|θkl|θkl
∑
i

θikbi,

òîäi d2(bl) =
∑

i d(θil)bi+
∑

i

∑
k(−1)|θkl|θklθikbi. Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü 3.1.

d2(bl) =
∑

i

∑
k((−1)|ak|+|al|+(−1)|θkl|)θklθikbi, îñêiëüêè |θkl| = |ak|+|al|+1,

òî d2(bl) = 0. Óìîâó 3.1 ìîæíà òàêîæ ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

d(θil) =
∑
k

(−1)|θkl|+1θklθik, i, l = 1, . . . , p.

Âèïàäîê j ∈ Γ−0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ òàê ñàìî.

Àëãîðèòì ðåäóêöi¨ Ðîçãëÿäà¹ìî äãê U ç ãðàôîì Γ áåç îði¹íòîâà-

íèõ öèêëiâ. Íåõàé Û òà Γ̂ - ¨õ ïîïîâíåííÿ. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî τ ∈ Γ1(i, j)

ãëèáîêå ìiíiìàëüíå ðåãóëÿðíå ðåáðî ñòåïåíÿ deg τ = |τ |. Ìà¹ìî:

i j

ix

iy

it

iz

x ��

��y

t}}

""
zτ

//

Âèçíà÷èìî ðåäóêöiþ Rij(U). Ìè ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ τ ∗ : j → i, òàêå

ùî ττ ∗ = 1j, òà 1i = 1i1 + 1i2 = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ ðîçêëàä ó ñóìó âçà¹ìíî

êîìóòóþ÷èõ iäåìïîòåíòiâ, çîêðåìà, |τ ∗| =−|τ |, òîìó ùî 0 = |1| = |τ |+|τ∗|.

Òîäi ó Û îòðèìó¹ìî

ωi ←→

 ωi1 ϕ21

ϕ12 ωi2


=

 (1−τ ∗τ)ωi(1−τ ∗τ) (1−τ ∗τ)ωiτ ∗τ

τ ∗τωi(1−τ ∗τ) τ ∗τωiτ
∗τ


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òà τ ←→
(

0 τ
)
.

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ x : ix → i òà y : i → iy, ¹ íàñòóïíi ðåáðà

íà RijU :

x : ix → i ←→

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

 ,

y : i→ iy ←→
(
y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ

)
.

i1 i2 j

ix

iy

it

iz

x2

��

x1

��
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ∂(τ) = τωi + ωjτ íà U , ìà¹ìî

∂(τ) ←→
(

0 τ
) ωi1 ϕ21

ϕ12 ωi2

+ ωj

(
0 τ

)
=
(
τϕ12 τωi2 + ωjτ

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ϕ12 = 0, òà íà Û : ∂(τ) = τωi2 + ωjτ , ∂(τ ∗) =

ωi2τ
∗+τ ∗ωj, ∂(ϕ21) = ϕ21ωi2 +ωi1ϕ21. Çà ïîáóäîâîþ 1j = ττ ∗ òà 1i2 = τ ∗τ,

îñêiëüêè âåðøèíè j, i2 ¹ içîìîðôíèìè. Ïîçíà÷èìî RijU òà RijΓ äãê òà

ãðàô, ùî îòðèìóþòüñÿ ç íàâåäåíî¨ âèùå êîíñòðóêöi¨ ôàêòîðèçàöi¹þ â

òî÷öi i2. Ïîçíà÷èìî a = ϕ21τ
∗ : j → i1, òîäi |a| = |τ ∗| + 1 = 1 − |τ |, òà

∂(a) = ∂(ϕ21τ
∗) = ∂(ϕ21)τ

∗−ϕ21∂(τ ∗) = (ϕ21ωi2 +ωi1ϕ21)τ
∗−ϕ21(ωi2τ

∗+

τ ∗ωj) = ωi1a− aωj.

i1 j
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Äëÿ äîâiëüíèõ x : ix → i îòðèìó¹ìî ðåáðà (1−τ ∗τ)x : ix → i1, |(1−

τ ∗τ)x| = |x| and τx : ix → j, |τx| = |x| + |τ |, êðiì òîãî, d′((1−τ ∗τ)x) =

aτx + (d(x))′. Äëÿ äîâiëüíèõ y : i → iy iñíóþòü: y(1− τ ∗τ) : i1 → iy,

|y(1−τ ∗τ)| = |y| and yτ ∗ : i1 → j, |yτ ∗| = |y| − |τ |, êðiì òîãî, d′(yτ ∗) =

y(1−τ ∗τ)a+ (d(y))′.

Äèôåðåíöiàë íà RijU îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ 1i = (1− τ ∗τ) + τ ∗τ . Òî-

äi äîâiëüíèé øëÿõ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó i ¹ êîìáiíàöi¹þ äâîõ

øëÿõiâ:

y1 . . . yq yx xp . . . x1 ←→

y1 . . . yq (y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ)

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

 xp . . . x1.

Çàóâàæèìî, ùî RijU ¹ íåïîïîâíåíîþ äãê i íå ìà¹ îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ

(òàê ñàìî ÿê U), àëå âîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ðåãóëÿðíà. Ïîçíà÷èìî òèì ñàìèì

÷èíîì RijU ïîâíó ðåãóëÿðèçàöiþ RijU . Íàçèâàòèìåìî òðàíñôîðìàöiþ

Rij : U → U ′ ïîâíîþ ðåäóêöi¹þ. Íàñòóïíà ëåìà âèïëèâà¹ ç óìîâè d2 = 0

òà ç òîãî ôàêòó, ùî ñóìà ñòåïåíiâ äîäàòíî¨ ôîðìè ïî ÷èñòîìó êîíòóðó íå

ìîæå áóòè ïàðíîþ.

Ëåìà 3.2. Íåõàé τ ∈ Γ1(i, j) ìiíiìàëüíå ãëèáîêå ðåãóëÿðíå ðåáðî, òà

íåõàé Rij : U → U ′ ïîâíà ðåäóêöiÿ. Òîäi Γ′ íå ìà¹ îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ

òà êîæåí ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Êâàäðà-

òè÷íà ôîðìà χ′ îòðèìó¹òüñÿ ç χ çà äîïîìîãîþ äåôëÿöi¨/iíôëÿöi¨ ç i

äî j. Çîêðåìà, ÿêùî deg(τ) íåïàðíå, òî îòðèìó¹ìî äåôëÿöiþ. Â öüîìó

âèïàäêó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ çðîñòà¹.
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3.2. Ñòðóêòóðíà òåîðåìà äëÿ AD-âèïàäêó

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé U äãê ç êîðåêòíî âèçíà÷åíèì AD-ðåäóêîâàíèì ãðà-

äóéîâàíèì ãðàôîì Γ áåç îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ, òà äîäàòíî âèçíà÷åíî-

îþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χΓ. Ïðèïóñòèìî, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîí-

òóð ¹ êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié

T : U → U ′, òàêà ùî ΓU ′ ¹ 0-ëiñîì òèïó Äèíêiíà, ïðè÷îìó ìiñòèòü

ëèøå AD-äåðåâà.

Íàñïðàâäi ìè äîâîäèìî, ùî ΓU ′ ¹ ëiñîì òèïó Äèíêiíà (íå îáîâ'ÿçêîâî

0-ëiñîì), âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ ïî |Γ0|. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 3.1 âèêîíàíî äëÿ äîâiëüíî¨ äãê ç êiëüêiñòþ îá'¹êòiâ ìåíøîþ çà

|Γ0|, òà äîâîäèìî éîãî äëÿ U , Γ.

Íåõàé j ∈ Γ+
0 . Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, ìîæíà òðàíñôîðìóâàòè

U|Γ0\{j} ÿê ïiä äãê U äî äãê ç AD-ðåäóêîâàíèì ãðàôîì. Çà ëåìîþ 3.3,

îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíó êàòåãîðiþ U ′ òà ¨¨ ðåãóëÿðíèé ãðàäóéîâàíèé

ãðàô Γ′, òàêèé ùî Γ′|Γ′0\{j} = Γ|Γ0\{j}. I Γ′|Γ′0\{j} ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàí-

íÿì äiàãðàì Äèíêiíà òèïó Ak, Dk, i äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì

äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Çàóâàæèìî, ùî ñóìà ñòåïíiâ ÷èñòîãî êîíòóðó íå

ìîæå áóòè ïàðíîþ, îñêiëüêè χ äîäàòíà. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà

ïðèïóñòèòè, ùî U ′ = U . Ðîçãëÿäà¹ìî êîíòóðè íà Γ òàêîãî òèïó:

j

i1

i2

a1
''

a2

77

x1 66

xp

NN
(3.2)

äå l = x1 . . . xp ∈ kΓ1(i2, i1). Òàêi êîíòóðè ïîçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

(a2; a1, l). Çà ïðèïóùåííÿì, äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð òèïó (3.2) ¹ äèôå-

ðåíöiàëüíèì, ïðè÷îìó d(a2) = κa1l, κ ∈ k, i |a1| + |l| = |a2| + 1. Ïîêàæå-

ìî, ùî äîâiëüíèé êîíòóð òèïó (3.2) ¹ ÷èñòèì. Ìiíiìàëüíèé êîíòðïðèêëàä
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ìà¹ îäíå äiàãîíàëüíå ðåáðî b : i′ → j òà äâà ÷èñòi êîíòóðè (a1; b, y1) i

(b; a0, y2), ùî ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè. Òîäi, îñêiëüêè U|Γ0\{j} ¹ äåðåâîì, òî

óìîâà d2 = 0 íå âèêîíó¹òüñÿ, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç öüîãî âè-

ïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êîíòóðó òèïó (3.2), a1 ¹ ìiíiìàëüíèì òà a2 ¹

ìàêñèìàëüíèì ðåáðàìè, òà öåé êîíòóð ¹ äèôåðåíöiàëüíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî d íåíóëüîâå âiäîáðàæåííÿ, òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí

êîíòóð òèïó (3.2). Êîæíå ðåáðî a : i→ j ¹ àáî ãëèáîêèì àáî ìiíiìàëüíèì,

êîæåí êîíòóð ìiñòèòü ëèøå îäíå íåìiíiìàëüíå ðåáðî. ßêùî a : i1 → i2

ç i1, i2 ∈ Γ0 \ {j} ¹ ãëèáîêèì, òîäi ìîæíà âèêîíàòè ðåäóêöiþ Ri1i2 â

íàïðÿìêó âåðøèíè ðîçãàëóæåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ðåäóêöi¨ öüîãî òèïó iñíó¹

êîìïîçèöiÿ òàêèõ ðåäóêöié, ùî ïðèâîäèòü äî äåðåâà íà ìíîæèíi Γ0\{j}′.

Öþ òðàíñôîðìàöiþ íàçâåìî ðåäóêöi¹þ õâîñòà −→xi .

Íåõàé Γ|S, S ⊂ Γ0 êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Γ|Γ0\{j}. Ðîçãëÿíåìî ïîâíó

ïiäçàäà÷ó íà ìíîæèíi Γ|S∪{j}. Íåõàé a1 : i1 → j (ðåãóëÿðíå) ìiíiìàëüíå

ðåáðî, ùî çàêií÷ó¹òüñÿ ó j, ùî íàëåæèòü äåÿêîìó êîíòóðó (3.2). Òîäi a1

ãëèáîêå. Âèêîíó¹ìî ïîâíó ðåäóêöiþRi1j : U → U ′. Ïiäêàòåãîði¨ U|Γ0\{j} òà

U ′|Γ0\{j} ñïiâïàäàþòü òà χ
′ = χT εi1j, ε = (−1)|a1|. Â iíøîìó âèïàäêó, ÿêùî

a1 íå ¹ ãëèáîêèì, òîäi äîâiëüíå xi ¹ ãëèáîêèì i ìîæíà ðåäóêóâàòè õâiñò. −→xi

ó íàïðÿìêó âåðøèíè ðîçãàëóæåííÿ. Êîìáiíóþ÷è òàêi òðàíñôîðìàöi¨ U ,

îòðèìó¹ìî äåðåâî íà ìíîæèíi S∪{j}, ïðè÷îìó iíøi çàäà÷i íå çìiíþþòüñÿ.

�äèíiñòü âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

(äèâ. [3] and [4]), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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3.3. Âèñíîâêè äëÿ AD-âèïàäêó

Îòæå âèùå ó öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî, ùî êîæíà äèôåðåíöiàëüíà ãðàäó-

éîâàíà êàòåãîðiÿ ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ òèïó Äèíêiíà An,

Dn ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà äî äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç

ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ äîäàòíiì äåðåâîì. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ïî-

êðîêîâî¨ òðàíñôîðìàöi¨.

Äàëi äîâîäèòüñÿ áiëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò, à ñàìå, äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç äîâiëüíîþ äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ òèïó Äèíêiíà.

3.4. Ðåäóêöiÿ òà äîïîìiæíà Ëåìà äëÿ çàãàëüíîãî âè-

ïàäêó

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñèôiêàöiéíà çàäà÷à äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâà-

íèõ êàòåãîðié ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Ìè äîâîäèìî, ùî òàêi

çàäà÷i ìîæóòü áóòè òðàíñôîðìîâàíi ó äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòå-

ãîði¨ ç ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì êîë÷àíiâ

òèïó Äèíêiíà. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè òàêèõ òðàíñôîðìàöié.

Êàæåìî, ùî Γ ¹ ðåäóêîâàíèì (íàïðèêëàä A-ðåäóêîâàíèì), ÿêùî éî-

ãî áiãðàô B(Γ) ìîæå áóòè ðåäóêîâàíèì äî äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äi-

àãðàì Äèíêiíà (äiàãðàì Äèíêiíà òèïó A). Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷i, ùî

ñêëàäàþòüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨(äãê) U ðàçîì ç ¨¨

îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ òà íåîði¹íòîâàíèì áiãðàôîì B. Ìè

ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè òi äãê, äëÿ ÿêèõ êîæåí ÷èñòèé êîíòóð ¹ àêòèâíèì (àáî

êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó), òà ãðàô ÿêèõ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì.

Òàêi çàäà÷i ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç (U ,Γ,B). Êëàñ òàêèõ çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ
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÷åðåç Υ.

Çâ'ÿçíà çàäà÷à (U ,Γ,B) ∈ Υ íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Äèíêiíà, à âiäïîâiä-

íèé ãðàô íàçèâà¹òüñÿ Γ íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì ãðàôîì Äèíêiíà, ÿêùî

B(Γ) ¹ îäíi¹þ ç äiàãðàì Äèíêiíà (An, Dn, E6, E7, E8). ßêùî B(Γ) = An

òîäi êàçàòèìåìî, ùî Γ ¹ An− ãðàôîì, òà àíàëîãi÷íî äëÿ óñiõ òèïiâ

An, Dn, E6, E7, E8.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó (U ,Γ,B) ∈ Υ. Àëãîðèòì ðåäóêöi¨ çàäà÷i

(U ,Γ,B) ïîêàçàíî â [11]. Ìè îïèøåìî òàêi äi¨ ç ãðàôîì Γ, öå äåìîíñòðó¹

òàêèé àëãîðèòì íà âñié çàäà÷i (U ,Γ,B).

Òóò íà äiàãðàìi íèæ÷å ìè çîáðàæà¹ìî óñi ðåáðà ñóöiëüíèìè, àëå âîíè

ìîæóòü áóòè ðiçíèõ ñòåïåíiâ, áiëüøå òîãî, ìè íå çîáðàæó¹ìî íàïðÿìîê

ðåáðà, ÿêùî âií íå ìà¹ çíà÷åííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî τ ∈ Γ1(i, j) ¹ ãëèáîêèì ìiíiìàëüíèì ðåãóëÿðíèì ðå-

áðîì ç ñòåïåíåì deg τ = |τ |. Çàãàëüíèé âèïàäîê ìà¹ òàêèé âèãëÿä:
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Âèçíà÷èìî ðåäóêöiþ íà Rij(Γ). Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíó¹ τ ∗ : j →

i, òàêå ùî ττ ∗ = 1j, òà 1i = 1i1 + 1i2 = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ ¹ ðîçêëàäîì íà

ñóìó âçà¹ìíî êîìóòóþ÷èõ iäåíïîòåíòiâ. Äëÿ äîâiëüíîãî x : ix → i ìè

îòðèìó¹ìî ðåáðà (1−τ ∗τ)x : ix → i, |(1−τ ∗τ)x| = |x| òà τx : ix → j,

|τx| = |x| + |τ |, êðiì òîãî, d′((1−τ ∗τ)x) = aτx + (d(x))′. Äëÿ äîâiëüíîãî
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y : i → iy iñíó¹: y(1−τ ∗τ) : i → iy, |y(1−τ ∗τ)| = |y| and yτ ∗ : i → j,

|yτ ∗| = |y| − |τ |, òà, d′(yτ ∗) = y(1−τ ∗τ)a+ (d(y))′.

Äèôåðåíöiàë íà RijU îòðèìó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ 1i = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ .

Òîäi äîâiëüíèé øëÿõ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó i, ¹ êîìáiíàöi¹þ äâîõ

øëÿõiâ:

y1 . . . yq yx xp . . . x1 ⇐⇒ y1 . . . yq (y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ)

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

 xp . . . x1.

Ëåìà 3.3. Íåõàé (U ,Γ,B) ∈ Υ. Íåõàé τ ∈ Γ1(i, j) � ìiíiìàëüíå ãëè-

áîêå ðåãóëÿðíå ðåáðî, òà íåõàé Rij : U → U ′ � ïîâíà ðåäóêöiÿ. Òîäi

(RijU ,RijΓ,RijB) ∈ Υ.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî ðåäóêîâàíó çàäà÷ó (RijU ,RijΓ,RijB) ïðîñòî ÷åðåç

RijΓ. Êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié Ri1,j1, · · · ,Rik,jk ìîæå áóòè ïîçíà÷åíà ÷åðåç

R = Ri1,j1 · · ·Rik,jk òà ÷åðåç RΓ - ðåçóëüòàò ïîñëiäîâíèõ ðåäóêöié ãðàôà

Γ. Ïîìiòèìî, ùî, ÿêùî âåðøèíè i òà j íå ¹ iíöèäåíòíèìè, òî ðåäóêöiÿ ¹

òðèâiàëüíîþ òà Ri,jΓ = Γ.

Çàäà÷i A = (U ,Γ,B) òà A′ = (U ′,Γ′,B′) íàçèâàþòüñÿ R-

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðàíñôîðìàöié R : A → A′,

ìè ïîçíà÷à¹ìî A
R∼ A′.

Êàæåìî, ùî ãðàô áåç çàìêíåíèõ öèêëiâ (äåðåâî) Γ ¹ äîáðå îði¹íòîâà-

íèì, ÿêùî âií íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ øëÿõiâ äîâæèíè > 1.

Ëåìà 3.4. Íåõàé ïiäãðàô Γ|{1,2,...,k} ãðàôà Γ ¹ õâîñòîì (äèâ. Îçíà÷åííÿ

1.31) ç ïðèêðiïëþþ÷îþ âåðøèíîþ k ∈ Γ0. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié

R = Ri1,j1 · · ·Rik,jk ç ir ∈ {1, . . . , k − 1}, jr ∈ {1, . . . , k − 2} òàêà ùî:

1. B(Γ) òà B(RΓ) çáiãàþòüñÿ;

2. RΓ|{1,...,k} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì õâîñòîì;
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3. îði¹íòàöiÿ ðåáðà (k − 1, k) íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ìè äi¹ìî çà iíäóêöi¹þ ïî äîâæèíi õâîñòà k. Äëÿ âèïàäêó

k = 2 íåìà¹ ÷îãî äîâîäèòè. Íà ðèñóíêó íèæ÷å ðåáðî ¹ íåîði¹íòîâàíèì,

ÿêùî éîãî îði¹íòàöiÿ íåâàæëèâà. Îòæå ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè ïðèïóùå-

ííÿ Ëåìè äî õâîñòà RΓ|{1,...,k−1} ç ïðèêðiïëþþ÷îþ âåðøèíîþ k − 1 ∈ Γ0

òà ðåäóêóâàòè éîãî äî ïîòðiáíîãî òèïó. Ïîìiòèìî, ùî çà ïîáóäîâîþ, ðå-

áðà ïiäãðàôà Γ|Γ0\{1,...,k−1} íå çìiíþþòüñÿ. ßêùî îòðèìàíèé ãðàô RΓ ¹

äîáðå îði¹íòîâàíèì, òî äîâåäåííÿ çàêií÷åíî. Iíàêøå ðîáèìî òðàíñôîðìà-

öiþ R = Rk−2,k−1Rk−2,k−3 òà îòðèìó¹ìî:

3◦
k

3◦
k−1

3◦
k−2

3◦
k−3

· · · 3◦
1

// // oo

R
//

3◦
k

3◦
k−1

3◦
k−2

3◦
k−3

· · · 3◦
1

// oo //

Ïiñëÿ öüîãî ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ Ëåìè äî õâîñòà

RΓ|{1,...,k−2}.

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî ãðàô Γ ¹ ãðàôîì òèïó Äèíêiíà, òîäi iñíó¹ êîì-

ïîçèöiÿ ðåäóêöié R, òàêà ùî RΓ ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì

ãðàôîì âiäïîâiäíîãî òèïó. Êðiì òîãî, B(RΓ) = B(Γ).

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê An óæå äîâåäåíî ó Ëåìi 3.4. Äëÿ iíøèõ ãðàôiâ

Äèíêiíà ìè âèêîðèñòîâóþìî àëãîðèòì ç Ëåìè 3.4 äëÿ íàéäîâøîãî õâîñòà

ãðàôà Äèíêiíà. Ïiñëÿ öüîãî ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè òîé ñàìèé àëãîððèòì

äëÿ iíøèõ õâîñòiâ, â çàëåæíîñòi âiä îði¹íòàöi¨ ðåáðà íàéäîâøîãî õâîñòà,

ùî iíöèíäåíòå äî âåðøèíè ðîçãàëóäæåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ+
0 (âiäïîâiäíî, Γ−0 ) ïiäìíîæèíó âåðøèí i ∈ Γ0, òàêèõ

ùî Γ1(i, j) = ∅ (âiäïîâiäíî, Γ1(j, i) = ∅) äëÿ äîâiëüíî¨ j ∈ Γ0.
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Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé (U ,Γ,B) çàäà÷à ç êëàñó Υ, òi j ∈ Γ+
0 ∪ Γ−0 . Íåõàé

BΓ0\{j} � ëiñ Äèíêiíà. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié R : Γ → Γ′ íà

ïiäìíîæèíi Γ0 \ {j}, òàêà ùî ïiäãðàô Γ′Γ0\{j} äîáðå îði¹íòîâàíèé.

3.5. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé U äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ ç êîðå-

êòíî âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ, i êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ ¹ äîäà-

òíî âèçíà÷åíîþ. Ìè ââàæà¹ìî, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð ¹ êîíòó-

ðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ ðåäóêöié R : U → U ′,

òàêà ùî ΓU ′ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ãðàôiâ òèïó Äèíêiíà.

Äîâåäåìî òåîðåìó.

Íåõàé (U ,Γ,B) ∈ Υ, êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ ¹ äîäàòíîþ, òà Γ � çâ'ÿçíèé

ãðàô. Íåõàé j ∈ Γ±0 = Γ+
0 ∪ Γ−0 . Òîäi äîâiëüíå ðåáðî a ∈ Γ1 ¹ ãëèáîêèì íà

ïiäãðàôi ΓΓ0\{j} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ãèáîêèì íà óñüîìó ãðàôi

Γ. Òîìó ðåäóêöiÿ íà ΓΓ0\{j} êîðåêòíî âèçíà÷åíà íà Γ. Çà ïðèïóùåííÿì ií-

äóêöi¨ ïî êiëüêîñòi òî÷îê, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî ïiäãðàô ΓΓ0\{j} ìîæíà

ðåäóêóâàòè äî ëiñó òèïó Äèíêiíà.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è Íàñëiäîê 3.2, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî óñi çâ'ÿ-

çíi êîìïîíåíòè ΓΓ0\{j} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèìè äåðåâàìè Äèíêiíà. Äëÿ

ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ ïðèïóñêà¹ìî, ùî j ∈ Γ+
0 , âèïàäîê j ∈ Γ−0 ìîæå

ðîçãëÿäàòèñÿ òàê ñàìî. Òîäi êîæåí êîíòóð íà Γ ¹ àêòèâíèì òðèêóòíèêîì

iíöèäåíòíèì äî j òèïó
3◦3◦ 3◦

j

a //

b
vvc ))

äå

d(c) = ba, deg(c) = deg(a) + deg(b)− 1.

Äâà òðèêóòíèêè iíöèäåíòíi àáî ñïiëüíîìó ìiíiìàëüíîìó àáî ñïiëüíîìó

ìàêñèìàëüíîìó ðåáðó.
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Âåðøèíà j ∈ Γ0 íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíîþ ðîçðèâó, ÿêùî ΓΓ0\{j} ìà¹

> 1 çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò. Äëÿ âåðøèíè ðîçðèâó j ∈ Γ0, íåõàé ΓΓ0\{j} =

S1 ∪ . . . ∪ Sq � îá'¹äíàííÿ íîñi¨â (supports) äëÿ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, äå q

ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü êîìïîíåíò òà |S1| > . . . > |Sq|. Äëÿ äîäàòíî¨ ôîðìè χ

ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. q íå áiëüøå 3;

2. ÿêùî q = 3, òîäi |S3| = 1, |S2| 6 2, òà ïiäãðàô ΓS1
¹ A-òèïó;

3. ÿêùî q = 2, òîäi ùîíàéìåíøå îäèí ç ïiäãðàôiâ ΓS1
, ΓS2

¹ A-òèïó.

Ìè ââàæà¹ìî ãîëîâíîþ êîìïîíåíòîþ S1 àáî òó, ùî íå ¹ A-òèïó àáî

íàéáiëüøó (ÿêùî óñi êîìïîíåíòè A-òèïó).

Íåõàé (U ,Γ,B) ∈ Υ, j ∈ Γ+
0 ∪Γ−0 òà ΓΓ0\{j} � äîáðå îði¹íòîâàíå äåðåâî.

Ïðîìiæíîþ âåðøèíîþ äëÿ âåðøèí i1 òà i2 íàçèâà¹òüñÿ òàêà âåðøèíà,

ùî iñíó¹ øëÿõ ìiæ òî÷êàìè i1 òà i2, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó. ßêùî

i1, i2 ∈ ΓΓ0\{j} îáèäâi iíöèäåíòíi äî j òîäi óñi ïðîìiæíi âåðøèíè òàêîæ ¹

iíöèäåíòíèìè äî j. ßêùî j ∈ Γ+
0 , òî îòðèìó¹ìî äiàãðàìó òèïó

. . .i1◦ ◦ ◦ i2◦
3◦
j

)) "" || vv

Òî÷êà i ∈ Γ0 íàçèâà¹òüñÿ ëèñòêîì, ÿêùî ΓΓ0\{j,i} ìà¹ òàêó æ êiëüêiñòü

çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, ÿê ãðàô ΓΓ0\{j} àáî, åêâiâàëåíòíî, ÿêùî i iíöèäåíòíà

òiëüêè äî îäíîãî ðåáðà. Ââàæà¹ìî, ùî äåÿêà âåðøèíà iíöèäåíòíà äî j.

Òîäi iñíó¹ ëèñòêîâà âåðøèíà i ∈ ΓΓ0\{j}, ùî íå ¹ iíöèäåíòíîþ äî j.

Ëåìà 3.5. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ, χ > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî j ∈ Γ+
0 òà

ïiäãðàô ΓΓ0\{j} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì òèïó Äèíêiíà. Òîäi iñíó¹ ðåäóêöiÿ

R, òàêà ùî îòðèìàíà çàäà÷à RA ∈ Υ ìà¹ âåðøèíó ðîçðèâó ç Γ0±.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ëèñòîâà âåðøèíà i1 ∈ ΓΓ0\{j}, ÿêà íå

¹ iíöèäåíòíîþ äî j. Îñêiëüêè ΓΓ0\{j} çâ'ÿçíèé ãðàô, òî i1 iíöèäåíòíà äî

äåÿêî¨ i2 ∈ Γ0 \ {j}. Çà ïîáóäîâîþ, i2 ¹ âåðøèíîþ ðîçðèâó, i âîíà ìîæå

áóòè òðàíñôîðìîâàíà äî + àáî − âåðøèíè ïiäõîäÿùîþ òðàíñôîðìàöi¹þ.

Ëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè âñi i ∈ ΓΓ0\{j} iíöèäåíòíi äî j.

Ãðàô ΓΓ0\{j} ¹ ãðàôîì A-òèïó, îñêiëüêè iíàêøå âií ìàâ áè êðèòè÷íèé

ïiäãðàô, ùî âiäïîâiäà¹ B(1) (äèâ. ñïèñîê ãðàôiâ íèæ÷å). Òîìó, ΓΓ0\{j} ¹

äåðåâîì A-òèïó. ßêùî i1 ∈ Γ±0 òà i1, i2 ¹ iíöèäåíòíèìè, òî ðåáðî ìiæ i2, j

¹ ãëèáîêèì, òà ìè ìîæåìî âèêîíàòè òðàíñôîðìàöiþ Ri2,j, ùîá îòðèìàòè

âåðøèíó ðîçðèâó i2. Iíàêøå, ÿêùî i1 6∈ Γ±0 òà |Γ0| > 5, ìè îòðèìà¹ìî

íàñòóïíèé ãðàô:

Γ

i1◦ i2◦ i3◦ ◦ i2k+1◦

◦
j

oo // //

((  �� ~~vv

Ri2k,j
...Ri2,j

Ri2k+1,j
...Ri1,j

 

Γ′

i1◦ i2◦ i3◦ ◦ i2k+1◦

◦
j

oo // //
`` OO >>

Òîäi ãðàô Γ′′ = Rj,i2Γ
′ ìà¹ âåðøèíó ðîçðèâó i2, ùî íàëåæèòü äî (Γ′′)−0 .

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Ìè âèêëþ÷à¹ìî çàäà÷i ç íàñòóïíèìè ïiäáiãðàôàìè, ùî ìàþòü íåäîäà-

òíi ôîðìè i íå çâîäÿòüñÿ äî äåðåâà:

B(1)

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦
◦
j B(2)

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦
◦
j
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B(3)

◦ ◦ ◦ 3◦ 3◦
◦

◦
◦
j B(4)

◦ ◦ ◦ 3◦ 3◦
◦

◦
◦
◦

j

B(5)

◦ ◦ ◦ 3◦ 3◦

◦
◦
j B(6)

◦ i◦ 3◦ 3◦ 3◦

◦
◦
◦

j

Íàäàìî äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî j ∈ Γ+
0 , âèïàäîê j ∈

Γ−0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàê ñàìî. Ïiäãðàô ΓΓ0\{j} ìîæíà ðåäóêóâàòè äî

ëiñó Äèíêiíà çà iíäóêöi¹þ ïî êiëüêîñòi òî÷îê, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó,

òðàíñôîðìàöi¨ íà çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ΓΓ0\{j} ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè íà

óñüîìó Γ.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è Íàñëiäîê 3.2, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî óñi êîì-

ïîíåíòè ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèìè äåðåâàìè Äèíêiíà.

Äàëi, Ëåìà 3.5 ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà çàäà÷à, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìiñòèòü

âåðøèíó ðîçðèâó ç Γ+
0 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Υ� ïiäêëàñ çàäà÷ (A, j) ç A ∈ Υ, ùî ìà¹ âåøèíó

ðîçðèâó j ∈ Γ±0 ç óìîâîþ, ùî óñi çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ΓΓ0\{j} ¹ A-òèïó.

Òî÷êà ðîçðèâó j ∈ Γ±0 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ âåðøèíîþ ðîçðèâó, ÿêùî

|Γ0 \ S1| > 3, îòæå, àáî q = 3 àáî ïîòóæíiñòü äðóãî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè

> 2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ñïåöiàëüíà âåðøèíà j ¹ ñïåöiàëüíîþ + (âiäïîâiäíî,

ñïåöiàëüíîþ−) âåðøèíîþ, ÿêùî j ∈ Γ+
0 (âiäïîâiäíî, j ∈ Γ−0 ).

Ëåìà 3.6. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ, j ∈ Γ+
0 � âåðøèíà ðîçðèâó. Òîäi iñíó¹

åêâiâàëåíòíà çàäà÷à A′
R∼ A òà âåðøèíà ðîçðèâó j′, òàêi ùî (A′, j′) ∈

Υ�.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî (A, j) 6∈ Υ�, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ãîëîâíà

çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ΓS1
¹ äåðåâîì ç âåðøèíîþ ðîçðèâó. Ó öüîìó âèïàäêó

¹ ëèøå äâi çâ 'ÿçíi êîìïîíåíòè, îñêiëüêè χ � äîäàòíÿ.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Γ ìiñòèòü îäèí òðèêóòíèê. ßêùî

âåðøèíà ðîçðèâó íå ¹ iíöèäåíòíîþ äî öüîãî òðèêóòíèêà, òîäi ¨¨ ìîæíà

âèáðàòè â ÿêîñòi âåðøèíè ðîçðèâó (ìîæëèâî ïiñëÿ äåÿêèõ òðàíñôîðìà-

öié), i îòðèìàíà çàäà÷à íàëåæèòü äî Υ�. Iíàêøå, ìè ìà¹ìî ïiäãðàô òèïó

(ìîæëèâî, áåç âåðøèíè i1):

i1◦ ◦ i◦ ◦ ◦ ◦
◦

◦
◦
j
�� ||
OO

ßêùî i ∈ Γ−0 , òîäi (A, i) ∈ Υ�. Iíàêøå i ¹ + âåðøèíîþ íà ΓΓ0\{j} i i ¹

ñïåöiàëüíîþ + âåðøèíîþ ðîçðèâó äëÿ Rj,i, êðiì òîãî (Rj,i, i) ∈ Υ�. Òîäi

çà âèêëþ÷åííÿì êðèòè÷íî¨ çàäà÷i ç áiãðàôîì B(2), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

çàäà÷à ìà¹ äâà àáî òðè ÷èñòèõ òðèêóòíèêà.

Òåïåð ïîæåìî, ùî iñíó¹ åêâiâàëåíòíà çàäà÷à A′
R∼ A, ùî àáî íàëåæèòü

äî Υ� àáî ìà¹ ñïåöiàëüíó âåðøèíó ðîçðèâó ç Γ±0 . Òîìó ìè ïðèïóñêà¹ìî

|Γ0 \ S1| = 2.

Íåõàé i1, i2, i3 ∈ S1, Γi1,i2,i3 � çâ'ÿçíèé ãðàô òà i1 ëèñòêîâà âåðøèíà.

ßêùî il íå ¹ iíöèäåíòíîþ äî j, l = 1, 2, 3, òîäi iñíó¹ ñïåöiàëüíà âåðøèíà

ðîçðèâó k ∈ {i1, i2, i3} ∩ Γ±0 .

Ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäêè: 1) i1, i2 îáèäâi íå ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó i

íå iíöèäåíòíi äî j, òà i3 iíöèäåíòíà j; òà 2) i1 ∈ S1 ¹ ëèñòîâîþ âåðøèíîþ,

i2 ∈ S1 ∩ Γ−0 iíöèäåíòíi äî i1 òà i2 íå ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó. Ó ïåðøîìó

âèïàäêó, ÿêùî i3 ∈ Γ−0 òîäi âîíà ¹ ñïåöiàëüíîþ − âåðøèíîþ ðîçðèâó.
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Ìà¹ìî îäíó ç íàñòóïíèõ çàäà÷:

j

1)
. . .i1◦ i2◦ i3◦ ◦

◦
◦

oo // oo

��
OO

j

2)
. . .i1◦ i2◦ i3◦ ◦

◦
◦

oo // oo

"" �� ||
OO

Äëÿ îáîõ âèïàäêiâ, çàäà÷à Rj,i3A ∈ Υ ìà¹ ñïåöiàëüíó + âåðøèíó i3.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Γ ìà¹ äâà òðèêóòíèêà. Ðîçãëÿäàþ÷è êðè-

òè÷íèé áiãðàô B(2) òà óìîâè, îïèñàíi âèùå, îòðèìó¹ìî îäèí ç íàñòóïíèõ

âèïàäêiâ (ìîæëèâî, áåç âåðøèíè i1):

◦ ◦ i◦ ◦
◦i1◦

◦
◦
j

// oo //

// \\

"" �� ||
OO

◦ i◦ ◦
◦i1◦

◦
◦
j

oo //

// \\

"" �� ||
OO

◦ i◦ ◦
◦i1◦

◦
◦
j

// oo

oo
��

"" �� ||
OO

.

Â óñiõ âèïàäêàõ, ãðàô ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ðåäóêóâàòè äî äåðåâà.

ßêùî Γ ìà¹ òðè òðèêóòíèêà, òîäi ðîçãëÿäàþ÷è êðèòè÷íèé áiãðàô B(2)

òà ïîïåðåäíi ïðèïóùåííÿ, îòðèìó¹ìî íàñòóïíié âèïàäîê (ìîæëèâî, áåç

âåðøèíè i1):

i1◦ i2◦ i4◦ i5◦ i6◦

i3◦

◦
◦
j

j′

// oo // oo

\\

"" �� || vvOO

Rj,i4
Ri1,j

Ri4,j
Ri5,j

Ri2,j
Rj′,j
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i1◦
◦
i2

◦
i3

i4◦ i5◦ i6◦
◦

◦
j

j′

oo // oobb

��
''88

oo //��

Òîäi i4 ¹ ñïåöiàëüíîþ
− âåðøèíîþ. Òîìó, ëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê,

êîëè A ìà¹ ñïåöiàëüíó âåðøèíó òà òðè òðèêóòíèêè.

Ìè âèêëþ÷à¹ìî áiãðàôè âèãëÿäó B(4), ùî ìàþòü íåïîçèòèâíó êâàäðà-

òè÷íó ôîðìó. Òîäi ëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè íàñòóïíi âèïàäêè:

◦ ◦ 3◦ 3◦
◦

◦
◦
◦

j

// oo //
��

"" �� ||vv
OO

��

◦ ◦ 3◦ 3◦
◦

◦
◦
◦

j

oo // oo

\\

"" �� ||vv
OO

��

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî îáèäâà âèïàäêè ðåäóêóþòüñÿ ïðÿìî äî äåðåâà Äèí-

êiíà.

Ëåìà 3.7. Íåõàé j ∈ Γ+
0 � âåðøèíà ðîçðèâó òà (A, j) ∈ Υ�. Òîäi iñíó¹

åêâiâàëåíòíà çàäà÷à A′
R∼ A, òàêà, ùî A′ ¹ äåðåâîì Äèíêiíà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ¹ òðè çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè, òîäi |S3| = 1, |S2| = 1 àáî

|S2| = 2. ßêùî ¹ áiëüøå îäíîãî òðèêóòíîãî êîíòóðà íà S1∪ j, òîäi çàäà÷à

íå ìà¹ äîäàòíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Ìîæå áóòè ëèøå îäèí òðèêóòíèê,

ùî ìîæå áóòè âiäñóíóòèé äî ëèñòîâî¨ âåðøèíè çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ðåäóêöiþ îäíîãî ç ãëèáîêèõ ðåáåð, i íàðåøòi, ìè îòðèìó¹ìî

äåðåâî Äèíêiíà:
i1◦ i2◦ ◦ il◦ ◦ ◦ ◦

◦
j

◦◦ ◦
�� ||// oo

Ril,j
...
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i1◦ i2◦ ◦ il◦ ◦ ◦ ◦

◦
j

◦◦ ◦++// oo

Ïîìiòèìî, ùî çàâäÿêè äîäàòíîñòi χ ÿêùî |S2| = 2, òî |S1| 6 4 òà ìè îòðè-

ìó¹ìî E− ðåäóêîâàíó çàäà÷ó, ÿêùî |S2| = 1 òî |S1| ìîæå áóòè äîâiëüíèì

òà ìè îòðèìó¹ìî ðåäóêîâàíó çàäà÷ó òèïó D.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò. Âií ìà¹ äâà ïiäâèïàä-

êè: |S2| = 1 òà |S1| ≥ 2. Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê |S1| ≥ 2. ßêùî ¹ òiëüêè

îäèí òðèêóòíèê, òîäi çàäà÷à ìîæå áóòè ðåäóêîâàíà äî äåðåâà A - òèïó,

âèêîðèñòîâóþ÷è òi ñàìi ðåäóêöi¨, ùî i ó âèïàäêó âèùå (ç òðüîìà êîìïî-

íåíòàìè). Çàäà÷à ç äâîìà òðèêóòíèêàìè ¹ êðèòè÷íîþ òèïó B(2) or B(6)

àáî ¹ åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i E7, ÿêùî |S1| = 4:

◦ i◦ 3◦ 3◦

◦
◦
◦

j

// oo //

"" �� ||

Ri,j
 ◦ i◦ 3◦ 3◦

◦
◦
◦

j

// oo //

��

Âèïàäîê ç ïðîòèëåæíîþ îði¹íòàöi¹þ ¹ áiëüø ñêëàäíèì, àëå âií òåæ ðå-

äóêó¹òüñÿ äî E7.

Ðîçãëÿíåìî ïiäâèïàäîê |S2| = 1. Ìè ñïðîáó¹ìî îòðèìàòè åêâiâàëåíòíó

çàäà÷ó ç |S1| ≥ 2. ßêùî êîìïîíåíòà S1 ìà¹ õâiñò äîâæèíè 2 òà áiëüøå,

öå î÷åâèäíî. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ç òðèêóòíèêîì, ùî ìiñòèòü êiíöåâó

âåðøèíó S1. Âîíà ìîæå ìiñòèòè îäèí àáî äâà òðèêóòíèêè. Öi âèïàäêè

ðåäóêóþòüñÿ ïðÿìî äî çàäà÷ Äèíêiíà. Çàäà÷à ç òðüîìà òðèêóòíèêàìè ¹

êðèòè÷íîþ òèïó B(5). Îñòàííié âèïàäîê ¹ çàäà÷åþ, äëÿ ÿêî¨ S1 ìà¹ äâà

õâîñòè, êîæåí ç ÿêèõ ìiñòèòü îäíó âåðøèíó. Âîíà ìîæå ìàòè ëèøå îäèí
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òðèêóòíèê, òîäi ïiñëÿ ðåäóêöi¨

◦ i◦ 3◦ 3◦

◦
◦
j

// oo //

�� ||
OO

Ri,j
 ◦ i◦ 3◦ 3◦

◦
◦
j

// oo //

"" ��
OO

ìè îòðèìà¹ìî çàäà÷ó ç |S1| ≥ 2. Çàäà÷à ç äâîìà òðèêóòíèêàìè ¹ êðèòè-

÷íîþ B(6).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 ïðîñòî âèïëèâà¹ ç Ëåì 3.5, 3.6, 3.7.

Ïîìiòèìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è òðàíñôîðìàöi¨ ïiäíÿòòÿ ñòåïåíÿ äëÿ

äãê U ìè ìîæåìî îòðèìàòè êiíöåâèé ãðàô òèïó Äèíêiíà, ðåáðà ÿêîãî ìà-

þòü ëèøå íåïàðíi ñòåïåíi. Iíøèìè ñëîâàìè, îòðèìàíèé áiãðàô ¹ 0-ëiñîì

òèïó Äèíêiíà.



ÐÎÇÄIË 4

Äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòåãîði¨ àñîöiéîâàíi ç

êðèòè÷íîþ íàïiââèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñèôiêàöiéíà çàäà÷à äèôåðåíöiàëü-

íèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç êðèòè÷íîþ íàïiââèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ

ôîðìîþ. Ìè äîâîäèìî, ùî òàêà çàäà÷à, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêi óìîâè êî-

ðåêòíîñòi ìîæå áóòè òðàíñôîðìîâàíà äî äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨

êàòåãîði¨ ç îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ êîë÷àíîì àôiííîãî

(ðîçøèðåíîãî) òèïó.

Àëãîðèòì ðåäóêöi¨ ëiíiéíèõ êàòåãîðié òà iíøèõ ñòðóêòóð øèðîêî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ó òåîði¨ çîáðàæåíü. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè çîáðàæåííÿ

iíäóêòèâíî, ðåäóêóþ÷è âiäïîâiäíi êàòåãîði¨ êðîê çà êðîêîì äî êàòåãîðié,

ùî ¹ ïðîñòiøèìè ç òî÷êè çîðó çîáðàæåíü. ([2]). Ç iíøîãî áîêó, âàæëè-

âîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äàíî¨ ñòðóêòóðè ¹ iíäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà,

êîðåíi ÿêî¨, çà äåÿêèõ óìîâ, âiäïîâiäàþòü íåðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì.

Òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, ùî çàñòîñîâó¹òüñÿ äî òåîði¨ çîáðàæåíü, äî-

áðå âiäîìà ([10], [3], [4]). Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè íàäà¹ìî îäíî÷àñíèé

àëãîðèòì ðåäóêöi¨ òðàíñôîðìàöié ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç ñïåöiàëüíèìè

âëàñòèâîñòÿìè òà âiäïîâiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè.

Óñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ äëÿ äàíîãî ðîçäiëó îïèñàíî â

ïiäðîçäiëàõ 1.2 - 1.6 ïåðøîãî ðîçäiëó, ùî ïðèñâÿ÷åíi äèôåðåíöiàëüíèì

82
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ãðàäóéîâàíèì êàòåãîðiÿì, ¨õ ãðàôàì òà êâàäðàòè÷íié ôîðìi. Ó ïiäðîç-

äiëi 1.3 òîãî æ ðîçäiëó íàâåäåíî êîðîòêó iñòîðè÷íó äîâiäêó ïðî ãðàôè

Äèíêiíà.

4.1. Äîïóñòèìi òðàíñôîðìàöi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî êëàñ çàäà÷ Υ, äëÿ ÿêèõ êîæåí ÷èñòèé

êîíòóð ¹ àêòèâíèì, òà ãðàô ÿêèõ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Òàêi çàäà÷i ïî-

çíà÷àþòüñÿ ÷åðåç (U ,Γ,B). Ïiäêëàñ Υ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäà÷ ç äîäàòíîþ

êâàäðàòè÷íîþ χ = χB áóäå ïîçíà÷àòèñÿ Υ+. Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ ïiäêëàñ Υ0, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäà÷, ùî ìàþòü êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó

ôîðìó χ = χB, îòæå χ ¹ íàïiââèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ç òî-

÷íèì îäíîïàðàìåòðè÷íèì ÿäðîì. Êîæíà çàäà÷à ç Υ0 ìà¹ ¹äèíèé òî÷íèé

óÿâíèé êîðiíü r ∈ kerχ, òàêèé ùî rj = 1 äëÿ äåÿêî¨ j ∈ Γ0. Òîìó, çàäà÷à

ç Υ0 ¹ ÷åòâiðêîþ A = (U ,Γ,B, r), äå (U ,Γ,B) ∈ Υ.

Çâ'ÿçíà çàäà÷à A ∈ Υ0 íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ çàäà÷åþ, i âiäïîâiäíèé

ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ àôiííèì (ðîçøèðåíèì) îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì

ãðàôîì, ÿêùî B(Γ) ¹ îäíi¹þ ç àôiííèõ äiàãðàì (Ãn, D̃n (n > 4), Ẽ6, Ẽ7,

Ẽ8). Ó öüîìó âèïàäêó r ¹ äîáðå âiäîìèì ìiíiìàëüíèì äîäàòíèì óÿâíèì

êîðåíåì, ùî ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí åëåìåíò ðiâíèé 1. Ïiäêëàñ àôiííèõ

çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υaff ⊂ Υ0.

Îòæå ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ. Òðàíñôîðìàöi¨ íà

êëàñi Υ, îïèñàíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi, òà ¨õ ïîñëiäîâíi êîìáiíàöi¨ íàçèâà-

þòüñÿ äîïóñòèìèìè. Çàäà÷à, îòðèìàíà ç âèêîðèñòàííÿì òàêèõ òðàíñ-

ôîðìàöié, çíîâó íàëåæèòü äî êëàñó Υ. Ìè ïîâòîðþ¹ìî òà ðîçøèðÿ¹ìî

àëãîðèòì ðåäóêöi¨ çàäà÷i (U ,Γ,B), ïîáóäîâàíèé ó òðåòüîìó ðîçäiëi.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Û äã êàòåãîðiþ ïîïîâíåíó äëÿ êàòåãîði¨ U , à ÷åðåç Γ̂

âiäïîâiäíèé ãðàô (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñòîðiíêàõ 61-62 ó òðåòüîìó ðîçäiëi).

Òóò íà äiàãðàìi íèæ÷å ìè çîáðàæà¹ìî óñi ðåáðà ñóöiëüíèìè ñòðiëêà-

ìè, àëå âîíè ìîæóòü ìàòè ðiçíi ñòåïåíi, áiëüøå òîãî, ìè íå çîáðàæó¹ìî

îði¹íòàöiþ ñòðiëîê, ÿêùî âîíà íå ìà¹ çíà÷åííÿ.

Ðåäóêöiÿ ãëèáîêîãî ðåáðà Ïðèïóñòèìî, ùî τ ∈ Γ1(i, j) � ãëèáîêå

ìiíiìàëüíå ðåãóëÿðíå ðåáðî çi ñòåïåíåì deg τ = |τ | (äèâ. Îçíà÷åííÿ 1.15,

1.16, 1.8 âiäïîâiäíî). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó:

◦
i

◦
j

◦
ix

◦
iy

◦
it

◦
iz

x ��

��
y

t}}

""
zτ

//

Ri,j
// ◦

i
◦
j

◦
ix

◦
iy

◦
it

◦
iz

(1−τ∗τ)x
��

��y(1−τ∗τ)

τx

��

mm yτ∗

t}}

""
z

oo
a

Âèçíà÷èìî ðåäóêöiþ Rij : Γ→ Γ′. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíó¹ τ ∗ : j→

i, òàêå ùî ττ ∗ = 1j, òà 1i = 1i1 + 1i2 = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ � ðîçêëàä ó ñóìó

âçà¹ìíî êîìóòóþ÷èõ iäåíïîòåíòiâ. Òîäi ó Û ìè îòðèìà¹ìî

ωi ⇐⇒

 ωi1 ϕ21

ϕ12 ωi2



=

 (1−τ ∗τ)ωi(1−τ ∗τ) (1−τ ∗τ)ωiτ ∗τ

τ ∗τωi(1−τ ∗τ) τ ∗τωiτ
∗τ

τ ⇐⇒
(

0 τ
)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî ∂(τ) = τωi + ωjτ íà U , ìà¹ìî ϕ12 = 0, i íà Û :

∂(τ) = τωi2 + ωjτ , ∂(τ ∗) = ωi2τ
∗ + τ ∗ωj, ∂(ϕ21) = ϕ21ωi2 + ωi1ϕ21. Çà

ïîáóäîâîþ, 1j = ττ ∗ òà 1i2 = τ ∗τ , îòæå âåðøèíè j, i2 içîìîðôíi. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç RijU òà RijΓ äãê òà ãðàô, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ïîáóäîâàíîãî

âèùå ôàêòîðèçàöi¹þ íà òî÷öi i2. Ïîçíà÷èìî a = ϕ21τ
∗ : j → i1, òî-

äi |a| = |τ ∗| + 1 = 1 − |τ |, òà ∂(a) = ∂(ϕ21τ
∗) = ∂(ϕ21)τ

∗ − ϕ21∂(τ ∗)

= (ϕ21ωi2 + ωi1ϕ21)τ
∗ − ϕ21(ωi2τ

∗ + τ ∗ωj) = ωi1a− aωj.
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Äëÿ äîâiëüíîãî x : ix → i îòðèìó¹ìî ðåáðà (1−τ ∗τ)x : ix → i,

|(1−τ ∗τ)x| = |x| òà τx : ix → j, |τx| = |x| + |τ |, êðiì òîãî, d′((1−τ ∗τ)x) =

aτx + (d(x))′. Äëÿ äîâiëüíîãî y : i → iy iñíóþòü: y(1−τ ∗τ) : i → iy,

|y(1−τ ∗τ)| = |y| òà yτ ∗ : i → j, |yτ ∗| = |y| − |τ |, òà, d′(yτ ∗) = y(1−τ ∗τ)a +

(d(y))′.

Äèôåðåíöiàë íà RijU îòðèìó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ 1i = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ .

Áóäü ÿêèé øëÿõ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó i ¹ êîìáiíàöi¹þ øëÿõiâ:

y1 . . . yq yx xp . . . x1 ⇐⇒ y1 . . . yq (y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ)

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

xp . . . x1.

Ðåäóêöiÿ Rij : U → U ′ âèçíà÷à¹ ðåäóêöiþ Rij : Γ → Γ′ òà Rij : B →

B′. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Zn ìè îòðèìó¹ìî: Rij : x → x′, äå x′i = xi −

(−1)|τ |xj òà x
′
k = xk â iíøîìó âèïàäêó. Òîìó òðàíñôîðìàöiÿ Rij : A→ A′

âèçíà÷åíà. Iíîäi ìè ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ ÷åðåç R+
ij, ÿêùî |τ | ¹ ïàðíèì, òà ÷åðåç

R−ij ó iíøîìó âèïàäêó. ßêùî âåðøèíè i òà j íå ¹ iíöèäåíòíèìè íà Γ, òîäi

ðåäóêöiÿ Ri,j ¹ òðèâiàëüíîþ, îòæå A
′ = A.

Ïîìiòèìî, ùî RijU öå íåäîïîâíåíà, îði¹íòîâàíà äãê áåç öèêëiâ (òàê

ñàìî ÿê U), àëå âîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðåãóëÿðíîþ. À ñàìå, ìîæëèâî, ùî

Γ1(k, j) = {x, y} äëÿ äåÿêî¨ k ∈ Γ0. Çà ïîáóäîâîþ, ó öüîìó âèïàäêó

d(x) = κy + l, äå l ∈ P2, |y| = |x| + 1 òà κ ∈ k. Òîäi ìè ìîæåìî ïî-

êëàñòè: x = 0, d(x) = 0, y = −κ−1l, òà îòðèìà¹ìî íîâó äãê U ′ ç ãðàôîì

Γ′. Êàæåìî, ùî U ′ îòðèìó¹òüñÿ ç U çà äîïîìîãîþ ðåãóëÿðèçàöi¨ íà x, y.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ òà ïðèêðiïëåíèé âåêòîð r ∈ Zn íå çìiíþþòüñÿ

ïiñëÿ îïåðàöi¨ ðåãóëÿðèçàöi¨. Âèïàäîê |Γ1(j, k)| = 2 àíàëîãi÷íèé. Ìàþ÷è

ðåäóêîâàíó çàäà÷ó RijA, ìè ìîæåìî çðîáèòè äåÿêó êiëüêiñòü ïðîöåäóð

ðåãóëÿðèçàöi¨, ùîá îòðèìàòè ðåãóëÿðíó çàäà÷ó. Ìè íàçèâà¹ìî öþ òðàíñ-

ôîðìàöiþ ïîâíîþ ðåäóêöi¹þ òà ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ òi¹þ æ ëiòåðîþ Rij.



86

Íàñòóïíà ëåìà âèïëèâà¹ ç óìîâè d2 = 0 òà ç òîãî ôàêòó, ùî äëÿ äîäà-

òíî¨ ôîðìè ñóìà ñòåïåíiâ çà ÷èñòèì êîíòóðîì íå ìîæå áóòè ïàðíîþ.

Ëåìà 4.1. Íåõàé A ∈ Υ, òà τ ∈ Γ1(i, j) � ìiíiìàëüíå ãëèáîêå ðåãóëÿðíå

ðåáðî, òà íåõàé Rij : A → A′ � ïîâíà ðåäóêöiÿ. Òîäi ARij ∈ Υ òà

ARij ∈ Υ0, êîëè A ∈ Υ0.

Ðîçâåðòàííÿ ðåáåð ó âåðøèíi Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàô Γ � îði¹íòî-

âàíèé ãðàô áåç öèêëiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ+
0 (âiäïîâiäíî, Γ−0 ) ïiäìíîæèíó

âåðøèí i ∈ Γ0, òàêèõ ùî Γ1(i, j) = ∅ (âiäïîâiäíî, Γ1(j, i) = ∅) äëÿ

äîâiëüíî¨ j ∈ Γ0. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî addP � àäèòèâíå

çàìêíåííÿ êàòåãîði¨ øëÿõiâ P . Íåõàé j ∈ Γ+
0 , ik ∈ Γ0, òà ak ∈ Γ1(ik, j),

k ∈ {1, . . . , p} � óñi ðåáðà, ùî çàêií÷óþòüñÿ ó òî÷öi j. Ðîçãëÿíåìî íàñòó-

ïíå âiäîáðàæåííÿ Θj : addP → addP : Φj : i1⊕i2⊕ . . .⊕ip → j, [Φj] =(
− âk

)p
k=1

, äå âk = (−1)|ak|ak. Iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ

Θj : i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip → i1 ⊕ i2 ⊕ . . .⊕ ip, [Θj] =
(
θij
)
, θij ∈ P(ii, ij)

, òàêå ùî äèôåðåíöiàë, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

[ΦjΘj] = [Φj] [Θj] = [d(ai)] = (d(a1) . . . d(ap)).

Òåïåð ìè ðîçâåðòà¹ìî ðåáðà a1, . . . , ap, îòðèìó¹ìî ðåáðà bk : j → ik

i ïîêëàäåìî |bk| = −|ak|. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ′ íîâèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô.

Âií ¹ ãðàäóéîâàíèì òà íå ìà¹ öèêëiâ, êâàäðàòè÷íi ôîðìè χΓ òà χΓ′ ñïiâ-

ïàäàþòü.

Äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ Zn, âèçíà÷èìî âåêòîð r′ ∈ Zn, òàêèé ùî r′k = rk,

ÿêùî k 6= j, òà r′j âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè: r′j =
p∑

k=1

(−1)|{ik,j}|ri − rj.

ßêùî r ∈ kerχ, òîäi r′j = rj.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé A ∈ Υ, j ∈ Γ+
0 . Âèçíà÷èìî äãê U ′, ùî ìà¹ ðåáðà

b1, . . . , bp çàìiñòü a1, . . . , ap òà äèôåðåíöiàë âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëà-

ìè:

[ΘjΨj] = [Θj] [Ψj] = [d(bi)] = (d(b1) . . . d(bp))
t

äå Ψj : j → i1 ⊕ i2 ⊕ . . . ⊕ ip, [Ψj]
t =

(
bk
)p
k=1

. Òîäi çàäà÷à A′ =

(U ′,Γ′,B′, r′) íàëåæèòü äî Υ, òà, ÿêùî äîâiëüíèé ÷èñòèé êîíòóð íà

Γ ¹ àêòèâíèì, òî äîâiëüíèé êîíòóð íà Γ′ òåæ ¹ àêòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì äèôåðåíöiàëà, ìà¹ìî:

d(ai)=

p∑
k=1

(−1)|ak|+1akθik

, òàêå ùî d2(ai) = 0, i = 1, . . . , p, äå θik ∈ P(i, k) ¹ øëÿõàìè. Òîäi

d2(ai) =

p∑
k=1

p∑
l=1

al(−1)|ak|+|al|θklθik +

p∑
l=1

(−1)|al|+|al|+1ald(θil).

Γ :
◦ j

◦ i

◦ k
◦ il

ai   al{{

ak

��

θik 33 θkl

��θil
,,

=⇒ Γ′ :
◦ j

◦ i

◦ k
◦ il``

bi

<<

bl

OO

bk

θik 33 θkl

��θil
,,

Îòðèìó¹ìî óìîâó: d(θil) =
∑p

k=1(−1)|ak|+|al|θklθik = 0, i, l = 1, . . . , p.

Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi: |ai|+ 1 = |θik|+ |ak|.

Ïiñëÿ ïîâîðîòó îòðèìó¹ìî ðåáðà bl : j → il, l = 1, . . . , p. Ïîçíà÷å-

ìî îòðèìàíèé ãðàô ÷åðåç Γ′. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàë d : Γ′q1(j, il) →

U ′q+1(j, il), òàêèé ùî d(bl) =
∑

i θilbi. Òóò |bl| = −|al| = |θil| − |ai| − 1 =

|θil| + |bi| − 1. Äîâåäåìî, ùî d2(bl) = 0, l = 1, . . . , p. Ìà¹ìî: d2(bl) =∑
i d(θil)bi +

∑
k(−1)|θkl|θkld(bk) =

∑
i d(θil)bi +

∑
k(−1)|θkl|θkl

∑
i θikbi, òî-

äi d2(bl) =
∑

i d(θil)bi +
∑

i

∑
k(−1)|θkl|θklθikbi, i ìè îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó
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óìîâó: d(θil) =
∑

k(−1)|θkl|+1θklθik, i, l = 1, . . . , p. Òîìó, ùî |al| + |θkl| =

|ak|+ 1, òîäi öå òà ñàìà óìîâà, ÿê âèùå.

Âèïàäîê j ∈ Γ−0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè àíàëîãi÷íî.

Çìiíà ñòåïåíÿ Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z, A ∈ Υ òà äîâiëüíî¨ j ∈ Γ0

âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíó òðàíñôîðìàöiþ D(k)
j : A → A′. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

êàòåãîðiÿ U ′ ìà¹ òi ñàìi îá'¹êòè òà ìîðôiçìè, ùî i U . Äëÿ äîâiëüíîãî

a ∈ Γ1, iíöèäåíòíîãî ç j, ïîêëàäåìî

degU ′ a =


degU a+ k ïðè t(a) = j,

degU a− k ïðè s(a) = j.

Òîäi äèôåðåíöiàë d íà U êîðåêòíî âèçíà÷åíèé íà U ′ òàêîæ. Äëÿ äîâiëü-

íîãî r ∈ Zn, âèçíà÷à¹ìî âåêòîð r′ ∈ Zn, òàêèé ùî r′k = rk, ÿêùî k 6= j,

òà r′j âèçíà÷åíî çà ôîðìóëàìè: r
′
j = (−1)krj. Òîäi A

′ ∈ Υ. Òðàíñôîðìàöiÿ

D(k)
j íàçèâà¹òüñÿ çìiíîþ ñòåïåíÿ äëÿ äãê U .

4.2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷i, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ðåãóëÿðíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨

ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ (äãê) U ðàçîì ç ¨¨ ãðàäóéîâàíèì îði¹íòîâàíèì ãðà-

ôîì áåç öèêëiâ Γ òà áiãðàôîì B. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæåí ÷èñòèé êîí-

òóð òàêî¨ äãê ¹ àêòèâíèì, à âiäïîâiäíèé ãðàô ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì.

Êëàñ òàêèõ çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υ. Ïiäêëàñ Υ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çà-

äà÷ ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ χ = χB, áóäå ïîçíà÷àòèñÿ Υ+. Çàäà÷à ç Υ

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê òðiéêà (U ,Γ,B).

Ïiäêëàñ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó öüîìó ðîçäiëi, ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäà÷, ùî

ìàþòü êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ = χB, îòæå χ ¹ íàïiââèçíà÷åíîþ
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êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ç òî÷íèì îäíîïàðàìåòðè÷íèì ÿäðîì. Öåé êëàñ

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υ0. Çà Ëåìîþ 1.2 êîæíà çàäà÷à ç Υ0 ìà¹ ¹äèíèé òî÷íèé

óÿâíèé êîðiíü r ∈ kerχ, òàêèé ùî rj = 1 äëÿ äåÿêî¨ j ∈ Γ0. Òîìó, çàäà÷à

ç Υ0 ¹ ÷åòâiðêîþ A = (U ,Γ,B, r), äå (U ,Γ,B) ∈ Υ.

Çâ'ÿçíà çàäà÷à A ∈ Υ0 íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ çàäà÷åþ, i âiäïîâiäíèé

ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ àôiííèì (ðîçøèðåíèì) îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì

ãðàôîì, ÿêùî B(Γ) ¹ îäíi¹þ ç àôiííèõ äiàãðàì (Ãn, D̃n (n > 4), Ẽ6, Ẽ7,

Ẽ8). Ó öüîìó âèïàäêó r ¹ äîáðå âiäîìèì ìiíiìàëüíèì äîäàòíèì óÿâíèì

êîðåíåì, ùî ìà¹ ùîíàéìåíøå îäèí åëåìåíò ðiâíèé 1. Ïiäêëàñ àôiííèõ

çàäà÷ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Υaff ⊂ Υ0. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ ç

òðåòüîãî ðîçäiëó, ùî äëÿ çðó÷íîñòi ìîæå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíå íàòó-

ïíèì ÷èíîì.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ A = (U ,Γ,B) ∈ Υ+ iñíó¹ êîìïîçèöiÿ

äîçâîëåíèõ òðàíñôîðìàöié R : A→ A′ = (U ′,Γ′,B′), òàêèõ ùî A′ ∈ Υ+ ¹

äåðåâîì, îòæå B′ ¹ äiàãðàìîþ Äèíêiíà.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîâîäèìî íàñòóïíó òåîðåìó

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé U � äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéîâàíà êàòåãîðiÿ ç êîðå-

êòíî âèçíà÷åíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ, êðèòè÷íîþ íàïiââèçíà÷åíîþ

êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χ i áiãðàôîì B. Ïðèïóñòèìî, ùî äîâiëüíèé ÷è-

ñòèé êîíòóð ¹ êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ

òðàíñôîðìàöié R : U → U ′, òàêà ùî U ′ ¹ àôiííîþ çàäà÷åþ.

Ìè ïåðåôîðìóþ¹ìî Òåîðåìó 4.1 àíàëîãi÷íèì äî Òâåðäæåííÿ 4.1 ÷è-

íîì:

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, iñíó¹ êîìïîçèöiÿ äîïó-

ñòèìèõ òðàíñôîðìàöié R : A→ A′ = (U ′,Γ′,B′, r′), òàêèõ ùî A′ ∈ Υaff ,
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îòæå B′ ¹ àôiííîþ äiàãðàìîþ.

Äîâåäåìî òåîðåìó 4.2. Êàæåìî, ùî äåðåâî Γ ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì,

ÿêùî âîíî íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ øëÿõiâ äîâæèíîþ > 1. Ìè äîâî-

äèìî ó òðåòüîìó ðîçäiëi, ùî ãðàô Äèíêiíà Γ ìîæíà ðåäóêóâàòè äî äî-

áðå îði¹íòîâàíîãî ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà âiäïîâiäíîãî òèïó. Íàñòóïíà Ëåìà

ñòâåðäæó¹, ùî äîáðå îði¹íòîâàíèé ãðàô ìîæíà òðàíñôîðìóâàòè äî äîáðå

îði¹íòîâàíîãî 0-äåðåâà.

Ëåìà 4.3. Íåõàé A = (U ,Γ,B) ∈ Υ+, òà íåõàé Γ äîáðå îði¹íòîâàíå äåðå-

âî Äèíêiíà. Òîäi iñíó¹ êîìïîçèöiÿ òðàíñôîðìàöié òèïó çìiíè ñòåïåíÿ

R : A→ A′, òàêà ùî ãðàô Γ′ äîáðå îði¹íòîâàíå 0-äåðåâî Äèíêiíà.

Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, òîáòî êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ êðèòè÷íà

íàïiâ âèçíà÷åíà. Òîäi Γ çâ'ÿçíèé ãðàô. Çà Ëåìîþ 1.3 äëÿ r =
n∑
i=1

rie
i,

iñíó¹ j ∈ Γ0 òàêà ùî rj = 1. Ïîçíà÷èìî ř =
∑
i6=j
rie

i ∈ Zn−1 òî÷íèé êîðiíü

äîäàòíî¨ ïîâíî¨ ïiäçàäà÷i Ǎ = A|Γ0\{j} ∈ Υ0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâåðòàííÿ ðåáåð ó äåÿêié âåðøèíi A, ÿêùî öå íå-

îáõiäíî, îòðèìó¹ìî óìîâó j ∈ Γ+
0 (àáî àíàëîãi÷íî j ∈ Γ−0 ). Òîäi äîâiëüíå

ðåáðî a ∈ Γ1 ¹ ãëèáîêèì íà ïiäãðàôi ΓΓ0\{j} òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî âîíî ¹

ãëèáîêèì íà óñüîìó ãðàôi Γ. Òîìó âåðøèíà j âñå ùå íàëåæèòü äî Γ+
0 àáî

Γ−0 âiäïîâiäíî ïiñëÿ ðåäóêöi¨ íà ïiäçàäà÷i Ǎ.

Çà Òåîðåìîþ 4.1, ùîäî äîäàòíî¨ ôîðìè, iñíó¹ äîïóñòèìà òðàíñôîðìà-

öiÿ áåç âèêîðèñòàííÿ ïðîöåäóðè ðîçâåðòàííÿ R1 : A → A′, R1 : r 7→

r′, r′j = rj = 1, òàê ùî ïiäãðàô Γ̌ = ΓΓ0\{j} ðåäóêó¹òüñÿ äî äîáðå îði¹í-

òîâàíîãî äåðåâà òèïó Äèíêiíà (äèâ. òðåòié ðîçäië). Çà Ëåìîþ 4.3, iñíó¹

òðàíñôîðìàöiÿ ðåäóêöiÿ R2 : A′ → A′′, R2 : r′ 7→ r′′, äå R2 : Ǎ′ → Ǎ′′ ç

Γ̌′′, ùî ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì 0-äåðåâîì Äèíêiíà. Îñêiëüêè r′′j = r′j = rj,
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òî ř′′ =
∑
i6=j
r′′i e

i ¹ òî÷íèì êîðåíåì íà Ǎ′′ çà Ëåìîþ 1.2. Òî÷íèé êîðiíü 0-

äåðåâà Äèíêiíà ¹ àáî äîäàòíèì àáî âiä'¹ìíèì, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî âií

âiä'¹ìíèé.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n = |Γ0|, ìè ìîæåìî çàäàòè òàêó íóìåðàöiþ íà Γ0, ùî

j = n. Äëÿ ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî n ∈ Γ+
0 , âèïàäîê

n ∈ Γ−0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè àíàëîãi÷íî. Äëÿ ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ ìîæíà

ïðèïóñòèòè, ùî çàäà÷à A = (U ,Γ,B, r) óæå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi, ùî Γ̌ =

ΓΓ0\{n} ¹ äîáðå îði¹íòîâàíèì 0-äåðåâîì Äèíêiíà.

Êîæåí ÷èñòèé êîíòóð íà Γ ¹ àêòèâíèì òðèêóòíèêîì iíöèäåíòíèì äî n

òèïó n
◦

◦ ◦
ak
)) ai
vv
b --

, äå d(ak) = αbai + . . ., α ∈ k∗. Ó öié ñèòóàöi¨ ìè ïèøåìî:

bai ∈ d(ak). Òîäi deg(ak) = deg(ai) + deg(b) − 1 = deg(ai) − 1, îñêiëüêè

deg(b) = 0. ßêùî ai, ak íàëåæèòü äî òîãî æ àêòèâíîãî òðèêóòíèêà, òî

îäíå ç öèõ ðåáåð ìà¹ ïàðíó ñòåïiíü, à iíøå íåïàðíó.

Äëÿ äîâiëüíèõ i, i′ ∈ Γ̌0 = Γ0\{n}, iñíó¹ öiëå ÷èñëî k = k(i, i′) > 2 òà

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ âåðøèí i = i1, . . . , ik = i′ ∈ Γ̌0, òàêi ùî ir, ir+1

iíöèäåíòíi äëÿ óñiõ r = 1, . . . , k − 1. Âåðøèíè i2, . . . , ik−1 íàçèâàþòüñÿ

ïðîìiæíèìè äëÿ i, i′ íà Γ̌. Ìè íàçèâà¹ìî âåðøèíè i, i′ ñóñiäíiìè íà Γ̌

ÿêùî k(i, i′) = 2.

Ëåìà 4.4. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ+
0 (àáî n ∈ Γ−0 ) òà ΓΓ0\{n}

äîáðå îði¹íòîâàíå 0-äåðåâî, òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ßêùî i1, i2 ∈ Γ0\{n} ¹ ñóñiäíiìè i îáèäâi iíöèäåíòíi äî n, òîäi

ïiäïðîáëåìà Γ|{i1,i2,n} ¹ àêòèâíèì òðèêóòíèêîì.

2. ßêùî i1, i2 ∈ Γ0\{n} îáèäâi iíöèäåíòíi äî n, òîäi óñi ïðîìiæíi

âåðøèíè òàêîæ iíöèäåíòíi äî n.
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3. Äâà òðèêóòíèêè iíöèäåíòíi àáî ñïiëüíîìó ìiíiìàëüíîìó àáî

ñïiëüíîìó ìàêñèìàëüíîìó ðåáðó.

4. Äîâiëüíå ðåáðî ç Γ1 ¹ àáî ìiíiìàëüíèì ãëèáîêèì àáî ìàêñèìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ïðÿìî ç ïîáóäîâè, îòæå óñi ÷èñòi êîíòóðè ¹ àêòèâ-

íèìè i íà Γ̌ íåìà¹ øëÿõiâ.

Ëåìà 4.5. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ±0 òà Γ̌ � äîáðå îði¹íòîâàíå

0-äåðåâî. Âèêîðèñòîâóþ÷è, ÿêùî íåîáõiäíî, çìiíó ñòåïåíÿ ó òî÷öi n òà,

ÿêùî íåîáõiäíî, ðîçâåðòàííÿ ðåáåð ó òî÷öi n, îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíó

çàäà÷ó A′, òàêó ùî n ∈ Γ±0 ,

• óñi ìàêñèìàëüíi ðåáðà íà Γ′ ìàþòü ñòåïiíü 0,

• óñi ìiíiìàëüíi ðåáðà íà Γ′, ùî iíöèäåíòíi äî n, ìàþòü ñòåïiíü 1,

• r′ ñïiâïàäà¹ ç r.

Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî ïiäíÿòè ñòåïiíü ó òî÷öi n íà 2d, d ∈ Z, òàêå

ùî óñi ìiíiìàëüíi ðåáðà, ùî iíöèäåíòíi äî n, îòðèìóþòü ñòåïiíü 0 àáî 1.

Ó äðóãîìó âèïàäêó âñi ìàêñèìàëüíi ðåáðà ìàþòü ñòåïiíü 0. Ó ïåðøîìó

âèïàäêó âñi ðåáðà ìàþòü ñòåïåíi 0 òà −1. Âèêîíàâøè ïîâîðîò ðåáåð ó

âåðøèíi n îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi ñòåïåíi 0 òà 1. Ïîìiòèìî, ùî r′n = rn = 1.

Ëåìà 4.6. Íåõàé A = (U ,Γ,B, r) ∈ Υ0, n ∈ Γ+
0 òà Γ̌ � äîáðå îði¹íòîâàíå

0-äåðåâî, r ∈ kerχ � äîäàòíèé òî÷íèé âåêòîð ç rn = 1. Òîäi iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü ðåäóêöié R : A → A′, òàêà ùî A′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì Ëåìè,

òà
∑
i∈Γ0

r′i >
∑
i∈Γ0

ri.
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Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî îäðàçó âèêîðèñòàòè Ëåìó 4.5 òà ïðèïóñòèòè,

ùî óñi ìàêñèìàëüíi ðåáðà íà Γ ìàþòü ñòåïiíü 0, i ìiíiìàëüíi ðåáðà íà Γ

iíöèäåíòíi äî n, ìàþòü ñòåïiíü 1, êðiì òîãî iñíó¹ ùîíàéìåíøå îäíå ðåáðî

ñòåïåíÿ 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V0 ìíîæèíó âåðøèí i ∈ Γ0\{n}, òàêèõ ùî

Γ1(i, n) = {ain} òà deg ain = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V1 ìíîæèíó âåðøèí

i ∈ Γ0\{n}, òàêèõ ùî Γ1(i, n) = {ϕin} òà degϕin = 1. Áiëüø òîãî, ìè

ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåçN(i) ìíîæèíó ñóñiäíiõ äî i ó Γ0\{n}. ßêùî i iíöèäåíòíà

äî n, òîäi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî N(i) 6= ∅ îñêiëüêè iíàêøå iñíó¹ òî÷íî

îäíå ðåáðî iíöèäåíòíå äî n, îòæå Γ óæå ¹ äåðåâîì. Íåõàé i ∈ V0. Òîäi

N(i) ∩ V0 = ∅ òà 1 6 |N(i) ∩ V1| 6 2. Ñïðàâäi, ÿêùî i′ ∈ N(i) ∩ V0,

òîäi îáìåæåííÿ çàäà÷i A íà ìíîæèíó {i, i′, n} ìà¹ êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó

ôîðìó, i äîâåäåííÿ çàêií÷åíî. ßêùî i1, i2, i3 ∈ N(i)∩V1, òîäi îáìåæåííÿ

çàäà÷i íà ìíîæèíó {i, i1, i2, i3, n} ìà¹ êðèòè÷íó êâàäðàòè÷íó ôîðìó, i

äîâåäåííÿ îòðèìó¹òüñÿ ó öüîìó âèïàäêó íàïðÿìó. Òàê ñàìî äëÿ i ∈ V1,

ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî N(i) ∩ V1 = ∅ òà 1 6 |N(i) ∩ V0| 6 2.

ÍåõàéR1 � êîìïîçèöiÿ ïîâíèõ ðåäóêöiéRin äëÿ óñiõ i ∈ V1. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç A′ = AR1. Òîäi A
′ ∈ Υ0 i âèêîíó¹òüñÿ:

1. Γ|Γ0\{n} òà Γ′|Γ0\{n} ñïiâïàäàþòü;

2. äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ V1, ìà¹ìî Γ′1(n, i) = {bni = ϕ∗in} ç deg bni = 0;

3. äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ V0, òàêîãî ùî |N(j) ∩ V1| = 1, ìà¹ìî Γ′1(n, j) =

Γ′1(j, n) = ∅;

4. äëÿ äîâiëüíî¨ j ∈ V0, òàêî¨ ùî N(j)∩V1 = {i1, i2}, Ìà¹ìî Γ′1(j, n) =

{ψjn} ç degψnj = 1, äå ψjn = ϕjnai1j = ϕjnai2j (akj ∈ Γ1(k, j));

5. äëÿ äîâiëüíî¨ j 6∈ V0 ∪ V1, j 6= n, ìà¹ìî Γ′1(j, n) = Γ′1(j, n) = ∅, ÿêùî
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N(j) ∩ V1 = ∅, òà Γ′1(j, n) = {ψjn} ç degψnj = 1, äå ψjn = ϕjnaij,

ÿêùî N(j) ∩ V1 = {i}.

Òóò r′i = ri + 1 äëÿ äîâiëüíî¨ i ∈ V1, òà r′j = rj, i 6= j.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó A′. Íåõàé V ′0 = {j ∈ Γ0 \{n} | ∃ bnj}. Âèçíà÷èìî

V ′1 = {j ∈ Γ0\{n} | ∃ψjn} ÿê ìíîæèíó óñiõ j ∈ V0, òàêèõ ùî êiëüêiñòü

ðåáåð iíöèäåíòíèõ j íà ãðàôi áåç òî÷êè n äîðiâíþ¹ 2 (|V0(j)| = 2). Ìè

ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç R2 êîìïîçèöiþ ïîâíèõ ðåäóêöié Rjn äëÿ óñiõ j ∈ V ′1 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A′′ = A′R2 = AR1R2. Òîäi Γ′′ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì

ãðàôîì, Γ|Γ0\{n} òà Γ′′|Γ0\{n} ñïiâïàäàþòü, n ∈ Γ′′0
−, òà âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

1. äëÿ äîâiëüíî¨ j ∈ V ′1 , ìà¹ìî Γ′′1(n, j) = {cnj = ψ∗jn} ç deg cni = 0;

2. äëÿ äîâiëüíî¨ i ∈ V ′0 , òàêî¨ ùî |N(i) ∩ V ′1 | = 1, ìà¹ìî Γ′′1(n, i) =

Γ′′1(i, n) = ∅;

3. äëÿ äîâiëüíî¨i ∈ V ′0 , òàêî¨ ùî N(i) ∩ V ′1 = {j1, j2}, ìà¹ìî Γ′′1(i, n) =

{τni} ç deg τni = −1, äå τni = ψ∗inaj1i = ψ∗inaj2i (òóò aki ∈ Γ1(k, i));

4. äëÿ äîâiëüíî¨ i 6∈ V ′0 ∪V ′1 , i 6= n, ìà¹ìî Γ′′1(i, n) = Γ′′1(i, n) = ∅, ÿêùî

N(i)∩V ′1 = ∅, òà Γ′′1(i, n) = {τni} ç deg τin = 1, äå τni = ψ∗inaji, ÿêùî

N(i) ∩ V ′1 = {j}.

ßê ðàíiøå, ìà¹ìî r′′j = r′j + 1 äëÿ äîâiëüíî¨ j ∈ V ′1 , òà r′′i = r′i iíàêøå.

Ëèøà¹òüñÿ ðîçâåðíóòè ðåáðà ó òî÷öi n, ùîá îòðèìàòè çàäà÷ó A′′′ ç òîãî

æ êëàñó, àëå ç óìîâàìè: r′′′ > r òà r′′′n = rn = 1.

Çâè÷àéíî, àíàëîãi÷íà Ëåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ âèïàäêó n ∈ Γ−0 .

Ùîá äîâåñòè Òåîðåìó 4.2 ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè âiäîìèé ôàêò, ùî êî-

îðäèíàòè âåêòîðà ÿäðà ç 1 ¹ îáìåæåíèìè, à ñàìå íå ïåðåâèùóþòü 6.
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Âèñíîâêè: Öåé ðîçäië ðîçãëÿäà¹ êëàñèôiêàöiéíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié ç êðèòè÷íîþ íàïiâ âèçíà÷åíîþ êâàäðà-

òè÷íîþ ôîðìîþ. Ìè äîâîäèìî, ùî òàêà çàäà÷à, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêèì

óìîâàì êîðåêòíîñòi, ìîæå áóòè òðàíñôîðìîâàíà äî äèôåðåíöiàëüíî ãðà-

äóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç îði¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ êîë÷àíîì

àôiííîãî (ðîçøèðåíîãî) òèïó.



ÐÎÇÄIË 5

Êîðåíåâi áàçè äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ öiëèõ áiëiíiéíèõ

ôîðì

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ êîðåíåâèõ áàç äëÿ íå-

ñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîð-

ìîþ. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãî-

ðié òà ïðîöåäóðó ¨õ ïðèâåäåííÿ. Ãðàäóéîâàíèé êîë÷àí äîïóñêà¹ òðèâi-

àëüíó ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨. Êîðåíåâà áàçà,

ÿêà ïðèâåäåíà çi ñòàíäàðòíî¨ êîðåíåâî¨ áàçè êîë÷àíà òèïó Äèíêiíà, âè-

çíà÷à¹ ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ òà âiäïîâiäíó

íåñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó. Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ÿêùî íà êàòåãîði¨ øëÿ-

õiâ çâ'ÿçíîãî ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà äåÿêî¨ íåñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîð-

ìè ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïðèðîäíèì óìîâàì êîðåêòíîñòi, òî ñòàíäàðòíà áàçà öi-

¹¨ ôîðìè ¹ ðåäóêîâàíîþ ç äåÿêîãî ãðàäóéîâàíîãî êîë÷àíà òèïó Äèíêiíà.

Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè âèêîðèñòîâó¹ òåîðåìó 3.2 äëÿ áiëiíiéíèõ òà

êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiäíîñíî ¨õ êîðåíiâ òà êîðåíåâèõ áàç.

Àëãîðèòìè ðåäóêöi¨ ëiíiéíèõ êàòåãîðié òà iíøèõ ñòðóêòóð øèðîêî âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó òåîði¨ çîáðàæåíü. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè çîáðà-

æåííÿ iíäóêòèâíî, ðåäóêóþ÷è âiäïîâiäíi êàòåãîði¨ êðîê çà êðîêîì ([2]). Ç

iíøîãî áîêó, âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ çîáðàæóâàíî¨ ñòðóêòóðè ¹ iíäó-
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êîâàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, êîðåíi ÿêî¨, çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ, ñòàâ-

ëÿòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íåðîçêëàäíèì çîáðàæåííÿì. Òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ

ôîðì äîáðå âiäîìà ([3], [4]). Ìè íàäà¹ìî àëãîðèòì îäíî÷àñíî¨ òðàíñôîð-

ìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ çi ñïåöiàëüíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè òà âiäïîâiäíèõ áiëiíiéíî¨ òà êâàäðàòè÷íî¨ ôîðì äî êàíîíi÷íãî âè-

ãëÿäó. Öåé àëãîðèòì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíèõ

òâåðäæåíü ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òà êàòåãîðié.

Ñèñòåìè êîðåíiâ ¹ ëèøå îäíèì ïðèêëàäîì ñåðåä âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìà-

òåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ñêií÷åííîãî òèïó, ùî êëàñèôiêóþòüñÿ äiàãðàìàìè

Äèíêiíà. Òàêèé ïiäõiä äà¹ çìîãó âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ òåîði¹þ êâà-

äðàòè÷íèõ ôîðì òà òåîði¹þ çîáðàæåíü. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íå êëàñè÷íå,

à ìîäèôiêîâàíå ïîíÿòòÿ êîðåíåâî¨ áàçè. Ìè äîâîäèìî, ùî çà äåÿêèõ óìîâ

ñêií÷åííîñòi òà êîðåêòíîñòi êîðåíåâà áàçà çâîäèòüñÿ äî äåÿêî¨ êëàñè÷íî¨

áàçè ïîñëiäîâíiñòþ òðàíñôîðìàöié.

Óñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ äëÿ äàíîãî ðîçäiëó ñòîñîâíî äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ êàòåãîðié, ¨õ ãðàôiâ òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

îïèñàíî â ïiäðîçäiëàõ 1.2 - 1.6 ïåðøîãî ðîçäiëó. Ó ïiäðîçäiëi 1.3 òîãî æ

ðîçäiëó íàâåäåíî êîðîòêó iñòîðè÷íó äîâiäêó ïðî ãðàôè Äèíêiíà. Ðîçäië

1.7 ïðèñâÿ÷åíî äiéñíèì êîðåíÿì òà ãðóïi Âåéëÿ.

5.1. Ñòðóêòóðà ÄÃÊ

k-ëiíiéíà êàòåãîðiÿ U íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ

ãðàäóéîâàíîþ, ÿêùî âîíà îñíàùåíà ìóëüòèïëiêàòèâíèì âiäîáðàæåííÿì

deg : U → Z òà U(i, j) = ⊕q∈ZUq(i, j) ¹ ñóìîþ ñêií÷åííî âèìiðíèõ âå-

êòîðíèõ ïðîñòîðiâ Uq(i, j) = deg−1(q), i, j ∈ Ob U . Äëÿ x ∈ U , ïîçíà÷à¹-
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ìî ÷åðåç |x| = deg x (mod 2) òà x̂ = (−1)|x|x. Ãðàäóéîâàíà k-êàòåãîðiÿ U

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíîþ ãðàäóéîâàíîþ êàòåãîði¹þ àáî äãê, ÿêùî çà-

äàíî äèôåðåíöiàë d : U → U , ùî äi¹ çà ïðàâèëîì d : Uq(i, j)→ Uq+1(i, j),

q ∈ Z, i, j ∈ Ob U , i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. d(1i) = 0, i ∈ Ob U ;

2. ïðàâèëî Ëåéáíiöà: d(x1 . . . xi−1xi . . . xk) =

=
∑k

i=1x̂1 . . . x̂i−1d(xi)xi+1 . . . xk =

=
∑k

i=1(−1)|x1|x1 . . . (−1)|xi−1|xi−1d(xi)xi+1 . . . xk;

3. d2 = 0.

Íåõàé Γ = (Γ0,Γ1, deg) � ãðàäóéîâàíèé îði¹íòîâàíèé ãðàô, i íåõàé

kΓ éîãî êàòåãîðiÿ øëÿõiâ. Ìè ïîçíà÷à¹ìî coe�x1...xkx = κ, κ ∈ k, êîëè

x = κx1 . . . xk + . . . � ðîçêëàä ïî áàçi. Êàòåãîðiÿ kΓ óñïàäêîâó¹ ñòåïiíü

(ãðàäóþâàííÿ) âiä Γ íàñòóïíèì ÷èíîì: deg x1x2 . . . xk =
∑k

i=1 deg xi. Åëå-

ìåíòè ïîëÿ k ìàþòü ñòåïiíü 0.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ãðàäóéîâàíó êàòåãîðiþ U çi ñêií-

÷åííîþ êiëüêiñòþ îá'¹êòiâ. Âèçíà÷èìî âiäïîâiäíèé îði¹íòîâàíèé ãðàäó-

éîâàíèé ãðàô Γ = Γ(U), òàêèé ùî Γ0 = Ob U , òà Γ1(i, j) ¹ áàçîþ

(U/U⊗2)(i, j), i, j ∈ Γ0 ç iíäóêîâàíèì ãðàäóþâàííÿì. Ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç kΓq+1(i, j) ìíîæèíó óñiõ øëÿõiâ ç âåðøèíè i ó âåðøèíó j, ùî ìà-

þòü ñòåïiíü q + 1. Äèôåðåíöiàë d : Γq1 → kΓq+1 âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ

d : Γq(i, j)→ kΓq+1(i, j), i, j ∈ Γ0, q ∈ Z, ùî ðîçøèðþ¹òüñÿ íà óñþ kΓ

çà îçíà÷åííÿì äèôåðåíöiàëà. Íàäàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ãðàôè, ùî íå ìàþòü

ïåòåëü.

Ïîâíèé ïiäãðàô ΓS, S ⊂ Γ0, |S| > 1 íàçèâà¹òüñÿ çàìêíóòèì êîíòó-

ðîì, ÿêùî íà ìíîæèíi âåðøèí çàäàíî ïîðÿäîê S = {i1, . . . , ik}, k > 1,



99

òàêèé ùî

|Γ1(ij, ij+1) ∪ Γ1(ij+1, ij)| = 1, j = 1, . . . , k − 1,

|Γ1(i1, ik) ∪ Γ1(ik, i1)| = 1.

Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS, S = {i1, . . . , ik} ⊂ Γ0 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòèì, ÿêùî

Γ1(is, it)∪Γ1(it, is) = ∅, |s− t| > 1 (mod k). Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS íà-

çèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì öèêëîì, ÿêùî |Γ1(ij, ij+1)| > 0, j = 1, . . . , k −

1, òà |Γ1(ik, i1)| > 0. Çàìêíóòèé êîíòóð ΓS íàçèâà¹òüñÿ ãðàäóéîâàíèì

îáõîäîì, ÿêùî Γ1(ij, ij+1) = {aj}, j = 1, . . . , k − 1, òà Γ1(i1, ik) = {a},

êðiì òîãî deg a + 1 =
k−1∑
j=1

deg aj. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij ðåáðî, ùî ïî÷èíà-

¹òüñÿ ó âåðøèíi i òà çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi j. Ãðàäóéîâàíèé îáõiä ΓS

íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíèì êîíòóðîì (àáî êîíòóðîì äèôåðåíöiàëüíîãî òè-

ïó), ÿêùî κxi1i2 . . . xik−1ik ¹ äîäàíêîì äèôåðåíöiàëà ðåáðà xi1ik . Ðåáðî

a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ãëèáîêèì, ÿêùî íåìà¹ iíøèõ øëÿõiâ íà Γ ç i äî

j. Ðåáðî a ∈ Γ1(i, j) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî d(a) = 0. Êîæíå

ãëèáîêå ðåáðî ¹ ìiíiìàëüíèì. Ãðàô Γ, ùî âiäïîâiäà¹ ñêií÷åííîâèìiðíié

äèôåðåíöiàëüíié ãðàäóéîâàíié êàòåãîði¨, ¹ ñêií÷åííèì. Ñêií÷åííèé ãðàô

Γ íàçèâà¹òüñÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì ãðàôîì, ÿêùî éîãî êàòåãîðiÿ øëÿ-

õiâ kΓ íå ìà¹ îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ òà ïàðàëåëüíèõ ðåáåð (ïàðàëåëüíèìè

íàçèâàþòüñÿ ðåáðà, ùî ìàþòü ñïiëüíi ïî÷àòîê òà êiíåöü), òà äîâiëüíèé

÷èñòèé çàìêíóòèé êîíòóð ¹ ãðàäóéîâàíèì îáõîäîì.

Äãê U íàçèâà¹òüñÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âiäïîâiäíèé îði¹íòî-

âàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô Γ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, òà äîâiëüíèé ÷èñòèé

çàìêíóòèé êîíòóð ¹ àêòèâíèì. Ó òàêîìó âèïàäêó ìè íàçèâà¹ìî (U ,Γ)

êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äãê çàäà÷åþ.
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5.2. Ðåäóêöiÿ òà ôîðìè êîë÷àííîãî òèïó, ðåäóêöiÿ

äãê

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äãê U ðàçîì ç âiäïîâiäíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì Γ ç

Γ0 = Ob U . Äëÿ i, j ∈ Γ0 ìè äåòàëüíî âèçíà÷èëè ó òðåòüîìó ðîçäiëi.

ðåäóêöiþ Rij : (U ,Γ) → (U ′,Γ′). Òóò ìè êîðîòêî îïèøåìî ðåçóëüòóþ÷ó

äãê òà ãðàô. ßêùî âåðøèíè i òà j íå ¹ iíöèäåíòíèìè íà Γ, òîäi ðåäóêöiÿ

Rij ¹ òðèâiàëüíîþ, îòæå â öüîìó âèïàäêó Γ′ = Γ, U ′ = U . Ìè çàñòîñîâó¹ìî

ðåäóêöiþ äëÿ âèïàäêó, ó ÿêîìó ¹ ¹äèíå ãëèáîêå ðåáðî τ ìiæ i òà j äëÿ

äâîõ ìîæëèâèõ îði¹íòàöié.

Ìè çîáðàæà¹ìî óñi ðåáðà ñóöiëüíèìè ñòðiëêàìè, àëå âîíè ìîæóòü ìàòè

ðiçíi ñòåïåíi, ìè îïóñêà¹ìî íàïðÿìîê ñòðiëîê, ÿêùî âií íå ìà¹ çíà÷åííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî τ ∈ Γ1(i, j) � ¹äèíå ãëèáîêå ðåáðî çi ñòåïåíåì deg τ = d.

Çàãàëüíèé âèïàäîê ìîæíà çîáðàçèòè íà ãðàôi íàñòóïíèì ÷èíîì:
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Â ðåçóëüòàòi êîíñòðóêöi¨ ç ðîçäiëó 3 ìè ââàæà¹ìî, ùî iñíó¹ τ ∗ : j→ i,

òàêå ùî ττ ∗ = 1j, òà 1i = 1i1 + 1i2 = (1−τ ∗τ) + τ ∗τ ¹ ðîçêëàäîì íà ñóìó

âçà¹ìíîêîìóòóþ÷èõ iäåíïîòåíòiâ. Òîäi deg τ ∗ = − deg τ = −d. � íîâå
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ðåáðî a = ϕ21τ
∗ : j → i íà Γ′ ç deg(a) = deg τ ∗ + 1 = 1 − d, òà d(a) = 0.

Êîæíå ðåáðî x ∈ Γ1(ix, i) ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà äâà ðåáðà τx òà (1−τ ∗τ)x íà Γ′,

òà a (τx) ∈ ∂
(
(1 − τ ∗τ)x

)
. Êîæíå ðåáðî y ∈ Γ1(i, iy) ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà äâà

ðåáðà yτ ∗ òà y(1− τ ∗τ), òà êðiì òîãî y(1− τ ∗τ) a ∈ ∂
(
yτ ∗
)
. Óñi iíøi ðåáðà

íå çìiíþþòüñÿ. Ãðàäóþâàííÿ òà äèôåðåíöiàë âèçíà÷àþòüñÿ àëãîðèòìi÷íî

çi ñòðóêòóðè U . Äèôåðåíöiàë îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ 1i = (1−τ ∗τ)+τ ∗τ . Áóäü

ÿêèé øëÿõ y1 . . . yq yx xp . . . x1 ç êàòåãîði¨ U , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó i

¹ êîìáiíàöi¹þ øëÿõiâ:

y1 . . . yq (y(1−τ ∗τ) yτ ∗τ)

 (1−τ ∗τ)x

τ ∗τx

xp . . . x1.

Ó äðóãîìó âèïàäêó ¹ ¹äèíå ãëèáîêå ðåáðî τ ∈ Γ1(j, i). Öåé âèïàäîê

ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ òàê ñàìî äîäàâàííÿì τ ∗ : i → j, òàêîãî ùî τ ∗τ = 1j

òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä 1i = 1i1 + 1i2 = (1−ττ ∗) + ττ ∗ íà ñóìó âçà¹ìíî

êîìóòóþ÷èõ iäåìïîòåíòiâ.

Ìè îòðèìó¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô èΓ′ = (Γ0,Γ
′
1) òà äãê

U ′, âiäïîâiäíà òðàíñôîðìàöiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Rij : (Γ,U)→ (Γ′,U ′) i

íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ âiä i äî j (âçäîâæ ðåáðà τ ).

Íåõàé Γ1(i, j) = {τ}. Ðåäóêöiÿ Rij : U → U ′ âèçíà÷à¹ òðàíñôîðìàöiþ

ðåøiòîê Rij : ZΓ0 → ZΓ0. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ ZΓ0 ìè îòðèìó¹ìî: Rij :

x→ x′, äå x′i = xi−(−1)|τ |xj òà x
′
k = xk, k 6= i, iíàêøå. Iíîäi ìè ïîçíà÷à¹ìî

ðåäóêöiþ ÷åðåç R+
ij, ÿêùî |τ | ïàðíà, òà ÷åðåç R−ij ó iíøîìó âèïàäêó.

Ïîìiòèìî, ùî RijU = U ′ íå ¹ ïîïîâíåíîþ äãê òà ¨¨ îði¹íòîâàíèé ãðàô

íå ìà¹ öèêëiâ, àëå âîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ðåãóëÿðíà. Äãê íàçèâà¹òüñÿ ðåãó-

ëÿðíîþ, ÿêùî óñi ðåáðà a ¨¨ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ðåãóëÿðíi, òîáòî ÿêùî

øëÿõè äîâæèíè = 1 íå ¹ äîäàíêàìè äèôåðåíöiàëà a. À ñàìå, ìîæëèâî,

ùî Γ1(k, j) = {x, y} äëÿ äåÿêî¨ k ∈ Γ0. Çà êîíñòðóêöi¹þ ó öüîìó âèïàäêó
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d(x) = κy + l, äå l ∈ k[Γ]2 òà |y| = |x| + 1. Ïîòiì ïîêëàäåìî: x = 0,

d(x) = 0, y = −κ−1l, òà îòðèìó¹ìî íîâó äãê U ′′ ç ãðàôîì Γ′′. Êàæåìî,

ùî U ′′ îòðèìó¹òüñÿ ç U ′ ðåãóëÿðèçàöi¹þ íà x, y, ïiñëÿ ÿêî¨ x, y âiäñóòíi.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà χ òà ðåøiòêà ZΓ0 íå çìiíþþòüñÿ ïiñëÿ îïåðàöi¨ ðå-

ãóëÿðèçàöi¨. Âèïàäîê |Γ1(j, k)| = 2 àíàëîãi÷íèé. Ìàþ÷è ðåäóêîâàíó äãê

RijU , ìè ìîæåìî âèêîíàòè äåÿêó êiëüêiñòü ïðîöåäóð ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ

îòðèìàííÿ ðåãóëÿðíî¨ äãê çàäà÷i. Ìè íàçèâà¹ìî îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi

ïðîöåäóðó ïîâíîþ ðåäóêöi¹þ òà ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ òi¹þ æ ëiòåðîþ Rij.

Íåõàé Γ1(i, j)∪Γ1(j, i) = {τ}. Ñòàíäàðòíà êîðåíåâà áàçà E = {ei} ZΓ0

òðàíñôîðìó¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ Rij äî êîðåíåâî¨ áàçè E
′ = {e′i}, äå e′j = ej +

(−1)|τ |ei = ωi(ej) òà e
′
k = ek äëÿ k 6= j, ωi � âiäáèòòÿ. Òîäi E

′ ¹ êîðåíåâîþ

áàçîþ Γ′. Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç RijΓ îði¹íòîâàíèé áiãðàô àñîöiéîâàíèé ç

êîðåíåâîþ áàçîþ E ′ òà ç áiëiíiéíîþ ôîðìîþ 〈 , 〉Γ. Ðåäóêöiÿ Rij êîðåêòíî

âèçíà÷åíî¨ äãê U íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ, ÿêùî i, j � 1-çâÿ'çíi âåðøèíè,

òà ðåáðî τ ∈ Γ1(i, j) ∪ Γ1(j, i) ãëèáîêå.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ñêií÷åííèé îði¹íòîâàíèé ãðàäó-

éîâàíèé ãðàô Γ = (Γ0,Γ1, deg) ðàçîì ç âiäïîâiäíèì áiãðàôîì Γ, éîãî

ñõåìîþ Γ̃, êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χ òà âiäïîâiäíîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ

〈, 〉.

Ëåìà 5.1. Íåõàé (U ,Γ) � êîðåêòíî âèçíà÷åíà äãê çàäà÷à ç äîäàòíî

âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ Òiòñà, íåõàé τ ∈ Γ1(i, j) � ãëèáîêå ðåãóëÿðíå ðå-

áðî, òà íåõàé Rij : (U ,Γ) → (U ′,Γ′) � äîïóñòèìà ïîâíà ðåäóêöiÿ. Òîäi(
RijU ,RijΓ

)
¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äãê çàäà÷åþ òà ïiäãðàôè RijΓ, Γ

′

çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ çi ñòðóêòóðè äãê òà äîäàòíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîð-

ìè.
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Ìàþ÷è êîðåêòíî âèçíà÷åíó äãê çàäà÷ó (U ,Γ) ìè áóäó¹ìî êîìïîçèöiþ

äîïóñòèìèõ ðåäóêöié òèïó Rij. Ìè ïî÷èíà¹ìî ç (U ,Γ) òà ñòàíäàðòíî¨

êîðåíåâî¨ áàçè E ðåøiòêè ZΓ0. Ïðèïóñòèìî, ùî R′ : (U ,Γ)→ (U ′,Γ′) êîì-

ïîçèöiÿ r > 0 ïðîñòèõ ðåäóêöié, òà íåõàé E ′ = {α′i}i∈Γ0
� îòðèìàíà êîðå-

íåâà áàçà (U ′,Γ′). Äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ Γ0 ç 1-çâ'ÿçíèìè íà Γ′ êîðåíÿìè

α′i, α
′
j, ìè âèêîíó¹ìî ðåäóêöiþ R′′ : (U ′,Γ′)→ (U ′′,Γ′′), i ìè êîíñòðóþ¹ìî

êîðåíåâó áàçó E ′′ = {α′′i }i∈Γ0
, òàêó ùî α′′j = ωα′i(α

′
j) òà α

′′
k = αk äëÿ k 6= j.

ÐåäóêöiÿR = R′′R′ : (U ,Γ, E)→ (U ′′,Γ′′, E ′′) ¹ êîìïîçèöi¹þ r+1 ïðîñòèõ

ðåäóêöié, âîíà íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ ðåäóêöi¹þ.

Äëÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíî¨ äãê çàäà÷i (U ,Γ), êîðåíåâà áàçà R íàçèâà¹-

òüñÿ ðåäóêîâàíîþ êîðåíåâîþ áàçîþ (âiä ñòàíäàðòíî¨ áàçè E), ÿêùî iñíó¹

äîïóñòèìà ðåäóêöiÿ (U ,Γ, E)→ (U ′,Γ′, R).

Íåõàé (U ,Γ) � äãê çàäà÷à, Γ = (Γ0,Γ1, deg) òà i ∈ Γ0. Ìè áóäó¹ìî

íîâèé ãðàô Γ′ = Ti(Γ) = (Γ0,Γ1, deg′) çìiíîþ ãðàäóþâàííÿ Γ íàñòóïíèì

÷èíîì. Äëÿ äîâiëüíî¨ a ∈ Γ1(j, i) (âiäïîâiäíî, b ∈ Γ1(i, j)) ïîêëàäåìî

deg′(a) = deg(a)+1 (âiäïîâiäíî, deg′(b) = deg(b)−1). Ñòðóêòóðà äãê çàäà-

÷i (U ,Γ, deg) ïåðåíîñèòüñÿ íà çàäà÷ó (U ,Γ′, deg′) = Ti(U ,Γ, deg), îñêiëü-

êè óìîâà deg′
(
d(a)

)
= deg

(
d(a)

)
òðèâiàëüíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨

a ∈ Γ1. Òðàíñôîðìàöiÿ T äãê çàäà÷i íàçèâà¹òüñÿ çñóâîì ãðàäóþâàííÿ ó

òî÷öi i, ÿêùî öå êîìïîçèöiÿ òðàíñôîðìàöié òèïó Ti.

5.3. Ôîðìè êîë÷àííîãî òèïó

Ìè êàæåìî, ùî äãê çàäà÷à (U ,Γ) êîë÷àííîãî òèïó (âiäïîâiäíî, êîë÷àí-

íîãî òèïó Äèíêiíà), ÿêùî iñíó¹ Q = (Q0, Q1, deg) ãðàäóéîâàíèé êîë÷àí

(âiäïîâiäíî, ãðàäóéîâàíèé êîë÷àí òèïó Äèíêiíà), ðåäóêîâàíà êîðåíåâà
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áàçà R êîë÷àíà, òà äîïóñòèìà ðåäóêöiÿ (UQ, Q,E)→ (UR,ΓR, R), òàêà ùî

çàäà÷i (U ,Γ) òà (UR,ΓR) ñïiâïàäàþòü. Ó öüîìó âèïàäêó áiëiíiéíà ôîðìà

¹ ôîðìîþ Îéëåðà êîë÷àíà, i êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹ ôîðìîþ Òiòñà.

Ó êîë÷àíà Q = (Q0, Q1) äèôåðåíöiàë ðiâíèé íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî ðå-

áðà. Òóò EQ0 � ñòàíäàðòíà áàçà Z|Q0|. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîâiëüíà çàäà÷à

(U ,Γ, EΓ0) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ, êîëè âîíà ¹ ðåäóêîâàíîþ âiä çàäà÷i

(UQ, Q,EQ0) äëÿ äåÿêîãî êîë÷àíà Äèíêiíà Q.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé U � êîðåêòíî âèçíà÷åíà äèôåðåíöiàëüíà ãðàäóéî-

âàíà êàòåãîðiÿ, Γ = (Γ0,Γ1) � ¨¨ çâ'ÿçíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô, ùî ìà¹ äî-

äàòíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó χ = χΓ, òà E � ñòàíäàðòíà áàçà

ZΓ0. Òîäi äãê çàäà÷à (U ,Γ, E) ¹ ãðàäóéîâàíîãî êîë÷àííîãî òèïó Äèíêiíà.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè ïîëÿãà¹ ó ìîäèôiêàöi¨ òà çàñòîñóâàííi Òåîðåìè 3.2

äëÿ áiëiíiéíèõ i êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiäíîñíî ¨õ êîðåíiâ òà êîðåíåâèõ áàç.

Íàñëiäîê 5.1. Çà ïðèïóùåíü Òåîðåìè 5.1, iñíó¹ çñóâ ãðàäóþâàííÿ T :

(U ,Γ, E)→ (U ′,Γ′, E), òàêèé ùî äãê çàäà÷à (U ′,Γ′, E) ¹ êëàñè÷íîãî òèïó

Äèíêiíà (àáî êîë÷àííîãî 0-òèïó).

Òåîðåìà 5.2. Îði¹íòîâàíèé ãðàäóéîâàíèé ãðàô Γ ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ

êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ χΓ ðåäóêó¹òüñÿ äî êîë÷àíà Äèíêiíà òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè Γ ìîæå áóòè íàäiëåíèé ñòðóêòóðîþ êîðåêòíî âèçíà÷åíî¨

äãê çàäà÷i.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé 〈 , 〉 � íåñèìåòðè÷íà öiëà áiëiíiéíà ôîðìà ç àñî-

öiéîâàíèì çâ'ÿçíèì áiãðàôîì B = (B0, B1), i êâàäðàòè÷íà ôîðìà χB ¹

äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Òîäi iñíó¹ ãðàäóéîâàíèé êî÷àí Äèíêiíà Q òà ðåäó-

êîâàíà äiéñíà êîðåíåâà áàçà R, òàêà, ùî 〈 , 〉 = 〈 , 〉R òîäi i òiëüêè òîäi,
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êîëè ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíà äãê çàäà÷à (U ,Γ, E) ç E � ñòàíäàðòíîþ áàçîþ

Z|B0|, òàêi ùî áiãðàôè Γ òà B ñïiâïàäàþòü.

Ïðèêëàä 5.1. Äëÿ 0-ãðàäóéîâàíîãî êîë÷àíà 1• 2• 3•a // b // ìè ðîçãëÿäà¹ìî

íàñòóïíó êîðåíåâó áàçó: R = {f1, f2, f3}, äå f1 = −e2, f2 = e1+e2, f3 = e3.

Ïîáóäîâàíèé áiãðàô ΓR ¹ ÷èñòèì çàìêíóòèì êîíòóðîì, ùî ìiñòèòü 3

âåðøèíè òèïó

f1

f2

f3•

•

•

33

  33

äå deg a12 = deg a23 = 0, òà deg a13 = −1, i äèôåðåíöiàë çàäàíî íàñòó-

ïíèì ÷èíîì: d(a13) = a23a12. Âií îòðèìó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ðåäóêöié:

R21R12. {e1, e2, e3} 7→ {e1, we1(e2), e3} = {e1, e1 +e2, e3}7→ {we1+e2(e1), e1 +

e2, e3} = {−e2, e1 +e2, e3} Ãðàäóéîâàíèé ãðàô • •

• •

//

OO

��

oo

íå ìîæíà ðåäóêóâà-

òè äî êîë÷àíà, îñêiëüêè éîãî íå ìîæíà íàäiëèòè ñòðóêòóðîþ êîðåêòíî

âèçíà÷åíî¨ äãê çàäà÷i.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòå-

ãîði¨. Ðîçâ'ÿçàíî êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéîâà-

íèõ êàòåãîðié ç äîäàòíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ òà ç íàïiââèçíà÷åíîþ

êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Òàêîæ âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ êëàñèôiêàöi¨ êîðåíå-

âèõ áàç äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðà-

òè÷íîþ ôîðìîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

àëãîðèòì ðåäóêöi¨, ùî äîçâîëÿ¹ ïðèâîäèòè ñêëàäíi çàäà÷i äî äåÿêîãî êà-

íîíi÷íîãî âèãëÿäó. Îêðåìî ïðèäiëåíî óâàãó ïèòàííÿì ç òåîði¨ êîìîäóëiâ,

à ñàìå, âèâ÷à¹òüñÿ êàòåãîðiÿ iíäóêîâàíèõ êîìîäóëiâ, íà ÿêié áóäó¹òüñÿ

ïîâíèé i òî÷íèé ôóíêòîð.

Àâòîðîì îòðèìàíî òàêi íîâi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè:

• Ïîáóäîâàíî ïîâíèé i òî÷íèé ôóíêòîð íà êàòåãîði¨ iíäóêîâàíèõ êî-

ìîäóëiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìîâó êîìîäóëiâ.

• Ðîçâ'ÿçàíî êëàñèôiêàöiéíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéî-

âàíèõ êàòåãîðié ç äîäàòíüîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâåäåíî, ùî òàêi

çàäà÷i ìîæóòü áóòè òðàíñôîðìîâàíi ó äèôåðåíöiàëüíi ãðàäóéîâàíi êàòå-

ãîði¨ ç ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ êîë÷àíîì òèïó Äèíêiíà. Ïîáóäîâàíî

àëãîðèòìè òàêèõ òðàíñôîðìàöié.

• Ðîçâ'ÿçàíî êëàñèôiêàöiéíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ãðàäóéî-

âàíèõ êàòåãîðié ç êðèòè÷íîþ íàïiâ âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ.

Äîâäåíî, ùî òàêà çàäà÷à, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêèì óìîâàì êîðåêòíîñòi ìî-

æå áóòè òðàíñôîðìîâàíà äî äèôåðåíöiÿëüíî ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨ ç îði-
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¹íòîâàíèì ãðàäóéîâàíèì ãðàôîì, ùî ¹ êîë÷àíîì àôiííîãî (ðîçøèðåíîãî)

òèïó.

• Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ êîðåíåâèõ áàç äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨

áiëiíiéíî¨ ôîðìè ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. Äîâåäåíî,

ùî ÿêùî íà êàòåãîði¨ øëÿõiâ çâ'ÿçíîãî ãðàäóéîâàíîãî ãðàôà äåÿêî¨ íåñè-

ìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó äèôåðåíöiàëüíî¨

ãðàäóéîâàíî¨ êàòåãîði¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ î÷åâèäíèì óìîâàì êîðåêòíîñòi,

òî ñòàíäàðòíà áàçà öi¹¨ ôîðìè ¹ ðåäóêîâàíîþ ç äåÿêîãî ãðàäóéîâàíîãî

êîë÷àíà òèïó Äèíêiíà.
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