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У данiй статтi наводиться стислий огляд послiдовного аналiзу, а також мiсце в ньому
послiдовного розподiлу ресурсiв. Розглядаються стратегiї послiдовного розподiлу ресурсiв у се-
редовищi, яке представлене моделлю стохастичного багаторукого бандита. Головною метою в
представленiй моделi є максимiзацiя прибутку, що еквiвалентно мiнiмiзацiї втрат. У такому
середовищi алгоритм послiдовно вибирає дiю та отримує винагороду з розподiлу, пов’язаного
з цiєю дiєю. Параметри такого розподiлу не вiдомi заздалегiдь. В статтi наводиться огляд
моделi багаторукого бандита у стохастичному середовищi та розглядаються стратегiї для да-
ного випадку. Наведенi теоретичнi результати використовуються для розробки програмного
забезпечення для дослiдження стратегiй. Наведений чисельний експеримент.

Ключовi слова: послiдовний аналiз, проблема багаторукого бандита, мiнiмiзацiя втрат.

In this paper, we consider policies for the sequential resource allocation under the multi-armed
bandit problem in a stochastic environment. In this model, an agent sequentially selects an action from
a given set and an environment reveals a reward in return. In the stochastic setting, each action is
associated with a probability distribution with parameters that are not known in advance. The agent
makes a decision based on the history of the chosen actions and obtained rewards. The objective is
to maximize the total cumulative reward, which is equivalent to the loss minimization. We provide a
brief overview of the sequential analysis and an appearance of the multi-armed bandit problem as a
formulation in the scope of the sequential resource allocation theory. Multi-armed bandit classification
is given with an analysis of the existing policies for the stochastic setting. Two different approaches
are shown to tackle the multi-armed bandit problem. In the frequentist view, the confidence interval
is used to express the exploration-exploitation trade-off. In the Bayesian approach, the parameter that
needs to be estimated is treated as a random variable. Shown, how this model can be modelled with help
of the Markov decision process. In the end, we provide numerical experiments in order to study the
effectiveness of these policies.

Key Words: sequential analysis, multi-armed bandit problem, regret minimization.
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1 Вступ

Проблема багаторукого бандита вiдноситься до
областi послiдовного розподiлу ресурсiв, яка
розглядається в теорiї послiдовного аналiзу. Ви-
вчення цiєї проблеми також належить до за-
гальної концепцiї навчання з пiдкрiпленням, що
є однiєю з галузей у сферi штучного iнтелекту.

Проблема багаторукого бандита представ-
ляє собою пошук компромiсу у виборi мiж до-
слiдженням простору варiантiв i використан-
ням найоптимальнiшого варiанту з ранiше вi-

домих для прийняття рiшень у реальному часi
в умовах невизначеностi. Знаходження балан-
су мiж дослiдженням i використанням є необ-
хiдним для досягнення оптимального результа-
ту з найменшими втратами в довгостроковiй
перспективi. Зрозумiло, що система, яка зав-
жди вибирає дослiдження нових варiантiв, бу-
де втрачати можливiсть отримання переваг вiд
вже здобутих знань. З iншого боку, система, яка
використовує тiльки iснуючi знання, не в змо-
зi адаптуватися до значних змiн у зовнiшньому
середовищi для досягнення оптимального ре-
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зультату чи його покращення з часом. Ця про-
блема вiдома як дилема мiж дослiдженням та
використанням та до її розв’язку можна набли-
зитись за допомогою адаптивної стратегiї послi-
довного розподiлу ресурсiв.

Сучасна iсторiя послiдовного аналiзу по-
чинається з дослiдження перевiрки статисти-
чних гiпотез, проведеного Wald A. [1], для зна-
ходження методiв отримання статистичних ви-
сновкiв з не фiксованим наперед числом ви-
пробувань контролю якостi продукцiї. Теорети-
чнi дослiдження у послiдовному аналiзi та їх
застосування знайшли вiдображення в роботах
Barnard G. A., Anscombe F. J., Stein C., Wolfowi-
tz J., Thompson W. R., Robbins H. та iнших.

Успiх теорiї послiдовного аналiзу в обла-
стi перевiрки статистичних гiпотез дав по-
штовх дослiдженню послiдовного оцiнювання.
Haldane J. B. S. [2] та Stein C. [3] описали, як
деякi проблеми точкового та iнтервального оцi-
нювання можна розв’язувати за допомогою по-
слiдовного аналiзу. У своїй роботi Stein C. про-
демонстрував, що таким чином можливо отри-
мати довiрчий iнтервал з довжиною, яка задана
експериментатором та не залежить вiд диспер-
сiї розподiлу.

Iнша теорiя, яка витiкає з теорiї послiдов-
ного аналiзу i є фундаментальною для бага-
тьох класiв проблем багаторукого бандита, це
теорiя оптимальної зупинки. Каталiзатором ви-
окремлення цього напрямку послужили робо-
ти Wald A. & Wolfowitz J. [4] та Arrow K. J.,
Blackwell D. & Girshick M. A. [5], присвячен-
нi дослiдженню задач послiдовної перевiрки
статистичних гiпотез. В цих роботах був за-
пропонований пiдхiд Баєса для розв’язку про-
блеми оптимальної зупинки. Умовна особа,
що приймає рiшення, спостерiгає послiдовнiсть
{Rn,Fn, n > 1} при E |Rn| <∞ для усiх n, де n
це горизонт, Rn — винагорода та Fn — фiльтра-
цiя. На кожному кроцi потрiбно зробити вибiр:
зупинити вiдбiр вибiрки та отримати доступну
винагороду Rn чи продовжити генерацiю в очi-
куваннi отримати бiльшу винагороду в майбу-
тньому. В даному випадку оптимальне правило
зупинки N можливо знайти через максимiза-
цiю очiкуваної винагороди E[RN ]. Для пошуку
N можемо вiдштовхуватися вiд рiвняння типу

Vn = max (Vn,E[Vn+1|Fn]) , n = 1, 2, . . . .

Проблему оптимальної зупинки у загальному
виглядi описав Snell J. L. [6], а Bellman R. [7]

створив роздiл математики, присвячений ме-
тодам розв’язання багатокрокових задач опти-
мального керування — динамiчне програмува-
ння.

Подальшi дискусiї, присвяченi послiдовно-
му розподiлу ресурсiв, були започаткованi у ро-
ботах Thompson W. R. [8] та Robbins H. [9],
де автори аналiзували проблему багаторуко-
го бандита. Розглядався експеримент, де осо-
ба, що приймає рiшення, на кожному кроцi t
послiдовно обирає одну з двох дiй (дворукий
бандит), та спостерiгає послiдовнiсть винагород
X1, X2, . . . Xn. З кожною дiєю пов’язаний розпо-
дiл iмовiрностей, параметри якого не вiдомi за-
здалегiдь. Головною метою експерименту було
пошук стратегiї, при якiй послiдовний вибiр дiй
приводив би до найбiльшої можливої сукупної
винагороди за n крокiв

∑n
t=1Xt. Результатом

роботи стали опис математичної моделi пробле-
ми багаторукого бандита та формалiзацiя поня-
ття ефективностi цих стратегiй. Цi дослiдження
послужили початком вивчення проблеми бага-
торукого бандита як окремого напрямку.

Проблему багаторукого бандита почали до-
слiджувати в контекстi рiзних середовищ: ста-
цiонарне стохастичне, де процеси винагороди
кожної дiї в моделi багаторукого бандита роз-
глядаються як незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини; нестацiонарне, де параме-
три дiй моделi змiнюються з часом; марковське,
де процес винагороди описаний ланцюгом Мар-
кова; змагальне, де вiдмовляються вiд усiх при-
пущень щодо характеру процесiв, пов’язаних з
дiями в моделi; та iншi.

Також варто зазначити один з важливих
проривiв в цiй областi, зроблений у роботi Gi-
ttins J. & Jones D. M. [10]. Автори цiєї робо-
ти використовували теорiю динамiчного про-
грамування з геометричним дисконтуванням
для розв’язку задачi багаторукого бандита, яку
описав Robbins H. Результатом роботи став
узагальнений розв’язок проблеми багаторукого
бандита за допомогою, так званих, iндексiв ди-
намiчного розподiлу, що дозволило звести по-
ставлену задачу до параметризованого сiмей-
ства розв’язкiв проблеми оптимальної зупинки.

Бiльш детальний огляд розвитку послiдов-
ного аналiзу та опис раннiх робiт з проблеми
багаторукого бандита, можна знайти у роботах
Ghosh B. K. & Sen P. K. [11] та Siegmund D. [12].

За останнi 10-15 рокiв кiлькiсть дослiджень
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у цьому напрямку iстотно зросла, що пов’язано
з розвитком цифрових технологiй та їх широ-
кого використання. Наприклад, модель багато-
рукого бандита, як адаптивна стратегiя, часто
використовується у системах рекомендацiй, ди-
намiчному цiноутвореннi, адаптивнiй маршру-
тизацiї для мiнiмiзацiї затримок у мережi та
клiнiчних випробуваннях.

У данiй роботi розглядається стратегiя для
послiдовного розподiлу ресурсiв у середовищi,
яке представлене моделлю стохастичного бага-
торукого бандита. У наступних роздiлах приво-
диться класифiкацiя моделей багаторукого бан-
дита, наводиться їх математична модель, дає-
ться аналiз iснуючих стратегiй та проводяться
чисельнi експерименти з метою вивчення ефе-
ктивностi цих стратегiй.

2 Класифiкацiя моделей багаторукого
бандита

Проблема багаторуких бандитiв — це послi-
довна взаємодiя мiж суб’єктом, що приймає
рiшення, так званим агентом, та зовнiшнiм
середовищем. Ця взаємодiя вiдбувається про-
тягом n крокiв, де n — натуральне число,
що називається горизонтом. На кожному кро-
цi t = 1, 2, . . . , n агент обирає дiю At iз зада-
ної множини A = {1, 2, . . . , k}, у вiдповiдь се-
редовище видає винагороду Xt ∈ R>0. Вибiр
дiї At залежить вiд iсторiї попереднiх виборiв
i їх результатiв Ht−1 = (A1, X1, . . . , At−1, Xt−1).
Метою агента є послiдовний вибiр таких дiй iз
заданої множини A, якi призводять до найбiль-
шої можливої сукупної винагороди за n крокiв,
тобто

∑n
t=1Xt.

В данiй постановцi задачi стратегiя аген-
та — це вiдображення з множини виборiв та їх
результатiв в множину дiй, агент будує стра-
тегiю для послiдовної взаємодiї з середовищем
для збiльшення сукупної винагороди. Вiдповiд-
но середовище це вiдображення з послiдовностi
виборiв у винагороду. I агент, i середовище мо-
жуть приймати рiшення (тобто обирати дiї чи
винагороди вiдповiдно) випадковим чином.

Ключовим моментом у данiй проблемi є те,
що середовище не вiдоме для агента, тобто не
вiдомий розподiл iмовiрностей винагород ко-
жної дiї моделi. Все, що вiдоме агенту, це те,
що справжнє середовище належить до певного
класу середовищ.

Однiєю з метрик вимiрювання ефективно-
стi стратегiї агента є його втратиRn за n крокiв,
що є рiзницею мiж очiкуваною винагородою
при виборi оптимальної дiї на кожному кроцi та
винагородою при виборi дiй вiдповiдно до зада-
ної стратегiї. Вперше ця метрика була запропо-
нована у роботi Lai T. L. & Robbins H. [13]. Су-
купнi втрати є функцiєю вiд часу та можуть бу-
ти визначенi як втрати знецiнювання на нескiн-
ченному горизонтi, чи як сума втрат на скiн-
ченному горизонтi. Чим швидше цiльова стра-
тегiя у процесi використання наближається до
оптимальної, тим повiльнiше зростають суку-
пнi втрати. Оптимальна стратегiя зводить до
мiнiмуму сукупнi втрати за будь-який часовий
горизонт n.

За рiзними властивостями проблему бага-
торукого бандита можна подiлити на велику
кiлькiсть категорiй. За кiлькiстю крокiв роз-
глядають моделi зi скiнченним i нескiнченним
горизонтом. За кiлькiстю дiй проблему можна
подiлити на моделi з двома дiями, k дiями та не-
скiнченною кiлькiстю дiй. З точки зору стацiо-
нарностi середовища видiляють моделi стацiо-
нарнi, де розподiл iмовiрностей винагород фi-
ксований i незалежний, та нестацiонарнi — роз-
подiл iмовiрностей дiй може змiнюватись з ча-
сом. Також виокремлюють моделi, де процес
винагороди кожної дiї має залежнiсть вiд до-
даткової iнформацiї (контексту).

За характером процесу винагороди та вра-
ховуючи аналiз ефективностi стратегiй ви-
окремлюють три фундаментальнi постановки
проблеми: стохастичну, змагальну i марковську.

Стохастичний багаторукий бандит. У
цiй моделi винагорода кожної дiї є незалежною
i однаково розподiленою. Оптимальна стратегiя
для будь-якої стохастичної моделi — це страте-
гiя вибору дiї з найвищою очiкуваною винаго-
родою за весь горизонт.

Очiкуванi сукупнi втрати при використаннi
стратегiї s, яка визначає послiдовнiсть вибору
дiй Is1 , . . . , Isn на горизонтi n, визначається як

E [Rsn] = E

[
max
i=1,...,k

n∑
t=1

Xi,t −
n∑
t=1

XIst ,t

]
,

де Xi,t це винагорода отримана вiд середовища
на кроцi t при виборi дiї i. Ця модель буде роз-
глядатися детально у наступних роздiлах даної
статтi.
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Змагальний багаторукий бандит. У та-
кiй моделi процес винагород не є випадковим.
Послiдовнiсть винагород можна розглядати як
вибранi умовним супротивником. За характе-
ром взаємодiї супротивника видiляють два ви-
падки: супротивник вибирає послiдовнiсть ви-
нагород на початку горизонту, тобто вiн не за-
ймається вивченням стратегiї агента; супротив-
ник обирає винагороди на кожному кроцi, що
часто формулюють в термiнах теорiї iгор, а та-
кож використовують критерiй мiнiмаксу.

Як метрика вимiрювання ефективностi у
змагальнiй моделi частiше використовуються
втрати за найгiршим для обраної стратегiї сце-
нарiєм. Нехай P — це множина усiх можливих
послiдовностей k×n на [0, 1] для усiх n ∈ N, то-
дi очiкуванi втрати за найгiршим для обраної
стратегiї s сценарiєм на послiдовностi P ∈ P:

sup
P∈P

E
[
Rs,Pn

]
.

За таких умов найкраща стратегiя та, яка до-
сягає менших втрат за найгiршим сценарiєм.

Найменшi очiкуванi втрати у найгiршому
випадку, якi може отримати будь-яка стратегiя
s з усiх можливих S, виражається через мiнi-
макс втрати:

inf
s∈S

sup
P∈P

E
[
Rs,Pn

]
.

Найпоширенiший алгоритм (iмплементацiї
однiєї зi стратегiй) для змагального багатору-
кого бандита є результатом роботи Auer P. та
iнших [14] — Exp3. Цей алгоритм використо-
вує вагу у виглядi експоненцiальної функцiї для
оцiнювання дiй. Експонентне зростання допо-
магає значно збiльшити вагу кращих дiй.

Марковський багаторукий бандит. У
марковських бандитах кожна дiя асоцiйована з
ланцюгом Маркова, а перехiд до нового стану
вiдбувається, коли цю дiю вибирають. Ця мо-
дель була розглянута у роботi Gittins J. [15], де
вiн довiв, що найоптимальнiша стратегiя — це
стратегiя вибору найвищого iндексу динамiчно-
го розподiлу.

В iншому варiантi моделi марковських бан-
дитiв перехiд дiї у новий стан вiдбувається на
кожному кроцi незалежно вiд того, вибрана ця
дiя чи нi (англ. restless markov bandit). Ця мо-
дель вперше була представлена у роботi Whi-
ttle P. [16]. У даному випадку проблема не має
загального розв’язку.

У стандартнiй марковськiй моделi дiя
i = 1, 2, . . . , k описується нерозкладним аперiо-
дичним ланцюгом Маркова з дискретним ча-
сом, який приймає значення у скiнченнiй мно-
жинi станiв Si, ris — винагорода у станi s ∈ Si,
Pi = {pi(s, s′), s, s′ ∈ Si} — матриця ймовiрно-
стей переходу дiї i. Метою моделi є пошук по-
слiдовностi дiй, яка призводить до найбiльшої
можливої сукупної винагороди.

3 Модель стохастичного багаторукого
бандита

Модель стохастичного багаторукого бандита
задається k-вимiрним вектором ν = (ν1, . . . , νk),
де k – це кiлькiсть дiй; кожна дiя νi – це розпо-
дiл iмовiрностей з математичним сподiванням
µi. На кожному кроцi t = 1, 2, ,̇n агент взаємо-
дiє з моделлю, вибираючи дiю At. У вiдповiдь,
модель виконує вiдбiр вибiрки Xt ∈ R>0 з роз-
подiлу, пов’язаного з дiєю At та, як результат,
реалiзацiя вибiрки стає доступною для агента.
Вибiрка (X1, . . . , Xn) розглядається як винаго-
рода, метою агента є максимiзацiя сукупної ви-
нагороди за n крокiв.

Основним ускладненням у проблемi багато-
рукого бандита є те, що модель ν заздалегiдь не
вiдома. Агент може знати тiльки клас середо-
вища E , до якого належить модель ν ∈ E .

Одним з класiв середовищ є модель бага-
торукого бандита з розподiлом Бернуллi. Мо-
дель цьому класу описується вектором сере-
днiх значень µ ∈ [0, 1]k, де кожен елемент µi –
це параметр розподiлу Бернуллi дiї i. Для мо-
делi цього класу Xt є випадковою величиною,
пов’язаною з розподiлом iмовiрностей µAt , тоб-
то Xt ∼ Bernoulli(µAt) є винагородою агента на
кроцi t при виборi дiї At.

Якщо розглядається параметрична мо-
дель, то розподiл νi, вiдповiдно, залежить
вiд деякого невiдомого параметра θi, який
набуває значення з множини Θ. Нехай
θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θk, тодi параметрична модель
стохастичного багаторукого бандита задається
як ν = νθ = (νθ1 , . . . , νθk). Позначимо через µ∗

середнє значення розподiлу ймовiрностей опти-
мальної дiї, тобто µ∗ = maxi∈A (µi). Тодi, згiдно
з [13], для параметричної моделi стохастичного
багаторукого бандита можемо описати очiкува-
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нi сукупнi втрати:

Rsn (θ) = Eθ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt

]

= nµ∗ − Eθ

[
n∑
t=1

Xt

]
,

(3.1)

якi визначенi для будь-якої стратегiї s на го-
ризонтi n з параметром θ, який є фiксованим i
невiдомим. Головною метою даної моделi є ма-
ксимiзацiя винагороди, що еквiвалентно мiнiмi-
зацiї втрат.

У своїй роботi Lai T. L. & Robbins H. через
введення фiльтрацiї представили декомпозицiю
втрат, як функцiю вiд кiлькостi разiв Ni(n) ко-
жна дiя i була вибрана на горизонтi n, викори-
стовуючи стратегiю s.

Введемо фiльтрацiю

Ft = σ (A1, X1, . . . , At, Xt) ,

де для недетермiнованої стратегiї вiдбiрAt здiй-
снюється з розподiлу ймовiрностей pt на системi
дiй {1, . . . , k}, який є Ft−1-вимiрним. Викори-
стовуючи E [Xt|Ft−1] = µAt , отримаємо деком-
позицiю втрат у виглядi очiкуваної суми не-
оптимальностей вибраних дiй при використаннi
стратегiї s:

Rsn (θ) = Eθ

[
n∑
t=1

(µ∗ − µAt)

]
=
∑
i∈A

(µ∗ − µi)Eθ [Ni(n)] ,

(3.2)

де Ni(n) =
∑n

t=1 1(At=i).
За визначенням втрат Rsn можна видiли-

ти їх наступнi властивостi, якi є дiйсними для
будь-якої стратегiї s:

1) Rsn > 0, що випливає з декомпозицiї
втрат (3.2), де µ∗ > µi та Ni(n) > 0 за
визначенням.

2) Якщо виконується Rsn = 0, це свiд-
чить, що агент знає оптимальну дiю за-
здалегiдь, тобто P (µAt = µ∗) = 1 для всiх
t = 1, 2, . . . n.

3) З формули (3.1) видно, що Rsn 6 nµ∗.

Якщо ми припустимо, що винагорода приймає
значення в замкненому промiжкуXt ∈ [0, 1], то-
дi маємо Rsn 6 n. Тодi для будь-якої стратегiї s

маємо Rsn = O(n). Таким чином, наша головна
мета це знаходження стратегiй, для яких втра-
ти як мiнiмум сублiнiйнi, тобто Rsn = o(n).

Для випадку стохастичної моделi, коли ви-
падкова величина x ∈ [a, b] приймає значен-
ня не на вiдрiзку [0, 1], ми можемо застосувати
нормування:

x′ =
x− a
b− a

.

4 Асимптотичний аналiз втрат

Розглянемо параметричнi моделi з розподiлами
з експоненцiйного сiмейства [17], тобто розподiл
дiї i залежить вiд параметра θi. За допомогою
функцiй η(θ), T (x), A(θ), h(x) щiльнiсть може
бути подана у виглядi

fX(x; θi) = exp (η(θi) · T (x) +A(θi))h(x).

Це дозволяє використовувати розходження
Кульбака-Лейблера [18] (також називають вiд-
носною ентропiєю) як мiру того, наскiльки роз-
подiл p однiєї дiї вiдрiзняється вiд iншої q:

KL(p, q) =

∫
log

(
dp

dq
(x)

)
dx.

Для розподiлу Бернуллi, який входить в екс-
поненцiйне сiмейство, розходження Кульбака-
Лейблера має вигляд

KL(p, q) = p log
p

q
+ (1− p) log

1− p
1− q

,

де p, q — це параметри розподiлiв вiдповiдно.
Представленi у роботах Lai T. L. & Robbi-

ns H. у роботах [9, 13] першi стратегiї характе-
ризувались фiксованою кiлькiстю дослiджень
простору варiантiв та використанням найопти-
мальнiшого варiанту за вибiрковим середнiм.
Автори показали, що для цiх стратегiй можли-
во отримати сублiнiйнi втрати:

lim
n→∞

Rsn
n

= 0.

За результатами були сформульованi наступнi
твердження:

Означення 4.1. Стратегiя s є рiвномiрно
ефективною, якщо її втрати задовольняють
Rsn(θ) = o(nα) для всiх α ∈ (0, 1].
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Для параметричних моделей зi скалярним
параметром, тобто Θ ∈ R, було показано, що
для рiвномiрно ефективних стратегiй кiлькiсть
виборiв кожної неоптимальної дiї i (µi < µ∗)
має як мiнiмум логарифмiчну складнiсть:

lim inf
n→∞

Eθ[Ni(n)]

log(n)
>

1

KL(νθi , νθ∗)
.

Для моделi з розподiлом Бернуллi за допо-
могою декомпозицiї втрат (3.2) для рiвномiрно
ефективної стратегiї s можна отримати насту-
пну нерiвнiсть [19]:

lim inf
n→∞

Rsn
log(n)

>
∑
i:∆i>0

∆i

KL(µi, µ∗)
,

де ∆i = µ∗ − µi.
Також у [20] для моделi з розподiлом Бер-

нуллi було показано, що жодна зi стратегiй не
може отримати втрати Rsn = o(log(n)).

Таким чином маємо, що для будь-якої стра-
тегiї у будь-якому класi стохастичної моделi
втрати становлять що найменше Ω(log(n)).

Означення 4.2. Якщо для стратегiї s нижня i
верхня границi спiвпадають згiдно до асимпто-
тичної поведiнки функцiй (нотацiя Ландау), то
її називають асимптотично оптимальною.

Тобто для рiвномiрно ефективної стратегiї
s для моделi з розподiлом Бернуллi, стратегiя
вважається асимптотично оптимальною (4.2),
якщо виконується нерiвнiсть

lim sup
n→∞

Rsn
log(n)

6
∑
i:∆i>0

∆i

KL(µi, µ∗)
,

де ∆i = µ∗ − µi.
У стохастичнiй моделi зазвичай розгляда-

ється асимптотичний аналiз втрат у визначе-
ному класi середовища, тобто нижня границя
втрати залежить вiд розподiлу дiй. Також мо-
жливо визначити критерiй мiнiмаксу як у зма-
гальних бандитах, тобто показати нижню гра-
ницю втрат без залежностi вiд розподiлу дiй.
Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] показали, що
для будь-якої стратегiї s iснує стохастична мо-
дель багаторукого бандита ν, де виконується

Rsn(ν) >
1

20

√
kn,

де k — це кiлькiсть дiй.

5 Стратегiї для стохастичного багатору-
кого бандита

Для стохастичної моделi стратегiя розв’язку за-
дачi полягає у пошуку балансу мiж дослiджен-
ням простору варiантiв i використанням опти-
мального варiанту з вже вiдомих для отрима-
ння найбiльшої можливої сукупної винагоро-
ди за вiдведений горизонт. Якщо стратегiя пе-
редбачає тiльки дослiдження, вона може бу-
ти ефективною лише у простих випадках. На-
приклад, стратегiя з рiвномiрним дослiджен-
ням дiй буде ефективною, коли усi дiї з за-
даної множини A = {1, 2, . . . , k} є оптимальни-
ми, тобто µ1 = µ2 = · · · = µk. Iнакше втрати на-
бувають лiнiйну складнiсть, тобто Rsn = O(n).
Це можна показати через декомпозицiю втрат
(3.2):

Rn =

k∑
i=1

(µ∗ − µi)E [Ni(n)] ,

де Ni(n) — це кiлькiсть разiв дiя i була вибрана
за n крокiв. Тодi

E [Ni(n)] = E

[
n∑
t=1

1(At=i)

]
= nP (At = i) =

n

k
.

Отже, для стохастичного багаторукого банди-
та з кiлькiстю дiй k > 1 та принаймнi однiєю
неоптимальною дiєю, стратегiя з рiвномiрним
дослiдженням має втрати

Rn =
n

k

k∑
i=1

∆i,

де ∆i = µ∗ − µi та µ∗ > µi.
З iншого боку, стратегiя, яка використовує

тiльки iснуючi знання, нехтуючи дослiдженням
можливих змiн у середовищi може понести зна-
чнi втрати. Наприклад, стратегiя моделi стоха-
стичного дворукого бандита (k = 2), яка за пер-
шi два кроки обирає першу та другу дiї вiдпо-
вiдно, а на всiх iнших t ∈ {3, 4, . . . , n} викори-
стовує найкращу дiю за вибiрковим середнiм,
тобто arg maxi∈{1,2} µ̂i(t), де

µ̂i(t) =
1

Ni(t)

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj ,

може отримати лiнiйнi втрати. Для зразку
вiзьмемо розподiли Бернуллi з параметрами
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p < 1/2 та q = 1/2 для першої та другої дiй вiд-
повiдно. Тодi, з iмовiрнiстю pq, стратегiя отри-
має винагороди 1 та 0 за першу та другу дiї вiд-
повiдно, i буде змушена обирати неоптимальну
першу дiю на всiх iнших кроках. Звiдси, згiдно
з визначенням (3.2), втрати набувають вигляду

Rn >

(
1

2
− p
)

(n− 1) .

На цих прикладах видно, що для досягнен-
ня балансу мiж дослiдженням i використанням
потрiбно використовувати вiдведений горизонт
бiльш ефективно.

Стратегiя Explore-First. Першi прикла-
ди стратегiї Explore-First з’явилися у роботi
Robbins H. [9], де вiн показав, що за деяких
умов втрати можуть бути сублiнiйнi.

Ця стратегiя характеризується фiксованою
кiлькiстюm дослiджень кожної дiї в першiй фа-
зi дослiдження, i вибором емпiрично кращої дiї
у другiй фазi для використання. Алгоритм ви-
бору дiї At на кроцi t:

At =

{
(t mod k) + 1, t 6 mk

arg maxi∈A µ̂i(mk), t > mk.

Алгоритм стратегiї Explore-First виглядає
наступним чином:

1) фаза дослiдження простору варiантiв
(першi mk крокiв): вибрати кожну дiю
i ∈ A m разiв;

2) фаза вибору оптимального варiанту
(t ∈ {mk + 1, . . . , n}): використання
arg maxi∈A µ̂i(mk).

Якщо горизонт n вiдомий наперед, ми мо-
жемо мiнiмiзувати верхню границю для отри-
мання сублiнiйних втрат. Для моделi з розподi-
лом Бернуллi Slivkins. A. [20] показав, що гра-
ниця зверху є

E [Rn] 6 n2/3 ×O (k log n)1/3 ,

при виборi m наступним чином:

m = (n/k)2/3 ·O (log n)1/3 . (5.1)

У [21] була отримана верхня границя з за-
лежнiстю вiд неоптимальностi дiй:

Rn 6 m
k∑
i=1

∆i + (n−mk)

k∑
i=1

∆i exp
(
−m∆2

i

)
.

Ця границя добре вiдображає складнiсть зна-
ходження балансу мiж дослiдженням i викори-
станням. Якщо m занадто мала, тодi стратегiя
недостатньо займається дослiдженням та ймо-
вiрнiсть вибору неоптимальної дiї збiльшується,
як i значення правої частини нерiвностi. Якщо
m завелика, ми збiльшуємо лiву частини нерiв-
ностi, яка безпосередньо вiдповiдає за втрати
вiд дослiдження.

Варiацiєю цiєї стратегiї без залежностi вiд
кiлькостi крокiв n є Epsilon-Greedy, яка займає-
ться дослiдженням та використанням протягом
усього горизонту.

Стратегiя Epsilon-Greedy. Ця страте-
гiя задається за допомогою деякого параметра
0 < ε < 1, де на кожному кроцi з iмовiрнiстю ε
вiдбувається дослiдження варiантiв, вибираю-
чи рiвномiрно випадково, та з iмовiрнiстю 1− ε
використовується найкраща дiя за вибiрковим
середнiм:

At =

{
i ∼ Uniform({1, k}), з iмовiрнiстю ε

arg maxi∈A (µ̂i(t)) , iнакше.

Втрати цiєї стратегiї лiнiйнi, так як ми
змушеннi продовжувати дослiджувати варiан-
ти, тобто границя знизу становить що наймен-
ше:

Rn >

(
ε

1

k

∑
i∈A

∆i

)
n.

У [22] було показано, що можливо отримати
втрати O(k log(n)), якщо замiсть сталого зна-
чення ε використовувати спадну послiдовнiсть
(εt)t∈N, але для цього потрiбно знати наперед
значення mini∈A∆i для вибору кроку послiдов-
ностi.

Стратегiя Upper Confidence Bound
(UCB). Ця стратегiя з використанням прин-
ципу «оптимiзму в умовах невизначеностi»була
представлена у роботi Auer P. та iншi [22].

Для всiх дiй i ∈ A обчислюється значе-
ння Ui(t) на базi вибiркового середнього та
верхньої границi надiйного iнтервалу, яка з ве-
ликою ймовiрнiстю є завищеною оцiнкою не-
вiдомого математичного сподiвання розподiлу,
пов’язаного з дiєю i.

На початку алгоритму кожна дiя вибирає-
ться один раз, а потiм на кожному кроцi t — дiя
з найбiльшим значенням Ui(t):

At =

{
(t mod k) + 1, t 6 k

arg maxi∈A Ui(t), t > k.
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Обчислення верхнiх границь будується на
використаннi нерiвностi Хефдинга [23]:

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

(E [Xt]−Xt)

∣∣∣∣∣ > ξ

)
6 exp

(
−2nξ2

)
,

де X1, . . . , Xn це незалежно однаково розподi-
ленi випадковi величини з Xt ∈ [0, 1] для усiх
ξ > 0. Ця нерiвнiсть може використовуватися
для аналiзу надiйного iнтервалу, де лiва части-
на вiдображає ймовiрнiсть похибки для надiй-
ного iнтервалу навколо математичного сподiва-
ння з радiусом ξ.

Таким чином, для стохастичного багатору-
кого бандита маємо наступну нерiвнiсть:

P (µi > µ̂i + ξi(t)) 6 exp
(
−2nξi(t)

2
)
,

де для exp
(
−2nξi(t)

2
)
бажано отримати най-

менше значення. Приймемо exp
(
−2nξi(t)

2
)

= p,
тодi радiус надiйного iнтервалу (чи межа по-
хибки) приймає вигляд:

ξi(t) =

√
− log(p)

2Ni(t)
.

Для стратегiї UCB значення Ui(t) = UUCB
i (t)

обчислюється як сума вибiркового середнього
µ̂i(t) та радiусу надiйного iнтервалу ξi(t) для
деякого параметра α:

UUCB
i (t) =

1

Ni(t)

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj +

√
α

log(t)

Ni(t)
.

В цьому рiвняннi перша частина (вибiрко-
ве середнє µ̂i(t)) вiдповiдає за вибiр кращої дiї
на даний час, а межа похибки ξi(t) — за дослi-
дження. Вибiр дiї i вiдбувається, якщо µ̂i(t) до-
статньо велике, що може свiдчити про можливу
оптимальнiсть дiї, та/або, якщо межа похибки
завелика, це може означати, що дiя i недоста-
тньо дослiджена. Параметр α допомагає кон-
тролювати цей баланс.

Для параметричних моделей з розподiла-
ми з експоненцiйного сiмейства альтернативою
використанню радiусу надiйного iнтервалу з
нерiвностi Хефдинга є використання нерiвно-
стi Чернова [24], як було зроблено у роботах
[25, 26], де стратегiя отримала назву KL-UCB
(англ. Kullback–Leibler divergence Upper Confi-
dence Bound).

За стратегiєю KL-UCB для всiх дiй об-
числюється значення Ui(t) = UKL-UCB

i (t) насту-
пним чином:

UKL-UCB
i (t) = sup

q∈[0,1]

{
q : KL (µ̂i, q) 6

log(t)

Ni(t)

}
.

Як видно з визначення UKL-UCB
i (t), для реалiза-

цiї алгоритму потрiбно розв’язати задачу опти-
мiзацiї.

Втрати цих стратегiй мають логарифмi-
чний порядок, вони є асимптотично оптималь-
ними.

6 Баєсова модель

З точки зору баєсової iнтерпретацiї ймовiрностi
можна розглядати параметр θ як випадкову ве-
личину з вiдбору вибiрки з деякого апрiорного
розподiлу Π. Стратегiя s, яка максимiзує ви-
нагороди, також еквiвалентно мiнiмiзує баєсовi
втрати, якi були представленi у [13]:

BRsn (Π) = EΠ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt

]

= EΠ

[
EΠ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt|θ

]]
= EΠ [Rsn (θ)] .

На кроцi t вибiр дiї заснований на поточному
апостерiорному розподiлу параметра θ, який є
умовним розподiлом, що залежить вiд поточних
спостережень, та задається як

Πt(θ) = L(θ|A1, X1, . . . , At, Xt),

де L — це функцiя вiрогiдностi.
Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] показали,

що для кожної стратегiї s, iснує такий апрiор-
ний розподiл Π, що дозволяє отримати насту-
пну складнiсть втрат:

BRsn (Π) >
1

20

√
kn,

де k — це кiлькiсть дiй.
Одна з перших баєсових стратегiй для

стохастичного багаторукого бандита — це
Thompson Sampling [8]. Стратегiя передба-
чає використання деякого k-вимiрного вектора
апрiорного розподiлу Π0 =

(
π1

0, . . . , π
k
0

)
, де πi0 є

апрiорним розподiлом параметра θi для дiї i. На
кроцi t, враховуючи новi спостереження, виво-
диться новий апостерiорний розподiл Πt:

Πt =
(
π1
t , . . . , π

k
t

)
,

20



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

де πit це апостерiорний розподiл параметра
θi для дiї i пiсля m = Ni(t) спостережень
Yi,1, . . . , Yi,m:

πit = L(θi|Yi,1, . . . , Yi,m).

Вiдбувається вiдбiр вибiрки Zi,t ∼ πit для
кожної дiї та аналiзуються їх реалiзацiї
(z1,t, . . . , zk,t) для вибору дiї з найбiльшим зна-
ченням:

At = arg max
i∈A

zi,t.

Для стохастичного багаторукого бандита з
розподiлом Бернуллi в якостi апрiорного розпо-
дiлу можна обрати Бета-розподiл, який задає-
ться параметрами α > 0 та β > 0 для кожної дiї
i у наступному виглядi:

πi0 = Beta(1, 1).

Таким чином, маємо на початку алгоритму рiв-
номiрний розподiл Uniform(0, 1) для вибору дiй
випадковим чином. На кроцi t виводиться на-
ступний апостерiорний розподiл:

πit = Beta(Ti(t) + 1, Ni(t)− Ti(t) + 1),

де Ti(t) це сума усiх винагород дiї i пiсля t кро-
кiв:

Ti(t) =

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj .

Значення Ti(t) показує кiлькiсть успiхiв вiд ви-
бору дiї i, а (Ti(t)−Ni(t)) — кiлькiсть невдач
протягом горизонту t.

Agrawal S. & Navin G. [27] показали, що
втрати стратегiї Thompson Sampling для сто-
хастичного багаторукого бандита у загальному
випадку є логарифмiчними:

Rn = O

( k∑
i=1

1

∆i
2

)2
 log(n)

 .

Цей алгоритм є асимптотично оптимальним.
Також варто зазначити, що проблему бага-

торукого бандита у баєсовiй iнтерпретацiї мо-
жливо розв’язувати за допомогою динамiчного
програмування. Bellman R. [28] використовую
для цього втрати знецiнювання. Для деякого
коефiцiєнта знецiнювання γ ∈ (0, 1] потрiбно
максимiзувати наступнi сукупнi винагороди:

E

[ ∞∑
t=1

γt−1Xt

]
.

Було показано, що розв’язок за допомогою ди-
намiчного програмування [15, 29] є оптималь-
ною стратегiєю у даному випадку. Також у бає-
совiй iнтерпретацiї оптимальним є використан-
ня iндексiв динамiчного розподiлу (iндексiв Гiт-
тiнса), в основi яких лежить динамiчне програ-
мування, але це передбачає розглядання нескiн-
ченного горизонту. У моделi зi скiнченним го-
ризонтом iндекси Гiттiнса не є оптимальними.

Опис та аналiз стратегiй для iнших розпо-
дiлiв та їх варiацiй можна знайти у таких ро-
ботах, як Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] та
Slivkins. A. [20].

7 Чисельнi експерименти

У цьому роздiлi представленi результати емпi-
ричних тестiв для стохастичного багаторуко-
го бандита з розподiлом Бернуллi. Для цього
було розроблено програмне забезпечення з iм-
плементацiєю алгоритмiв для усiх розглянутих
стратегiй [33]. Мета експериментiв — показати
переваги наведених стратегiй.

Рис. 1: Втрати багаторукого бандита Бернуллi
зi стратегiями Explore-First (параметр m обран
за (5.1)), з використанням тiльки iснуючого
знання та тiльки дослiдження (рiвномiрного)

Експеримент проведено з горизонтом n =
10000 з двома дiями i математичними очiкува-
ннями 0.7 i 0.8 вiдповiдно, результати агрегова-
нi на 1000 незалежних тестiв. На рисунках 1 та
2 зображенi графiки втрат розглянутих страте-
гiй з порiвнянням випадкiв вибору тiльки дослi-
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дження (рiвномiрного) та тiльки використання
iснуючого знання (Explore-First з параметром
m = 1)).

Рис. 2: Втрати багаторукого бандита Бернуллi
зi стратегiями Explore-First (параметр m обран
за (5.1)), Epsilon-Greedy з параметром ε = 0.2,
Thompson Sampling та UCB з параметром α =
0.1

8 Зв’язок з марковським процесом
прийняття рiшень

У загальному випадку модель багаторукого
бандита може бути описана за допомогою мар-
ковського процесу прийняття рiшень (МППР)
[30].

Позначимо через ∆(G) множину всiх iмо-
вiрнiсних розподiлiв групи G, через S та A —
множини станiв та дiй вiдповiдно. Нехай P —
деяке стохастичне ядро, яке задає ймовiрнiсть
P (s, i, s′) того, що дiя i в станi s на кроцi t при-
зведе до стану s′ на кроцi t+1. Для кожного ста-
ну s ∈ S та дiї i ∈ A маємо P (s, i, ·) ∈ ∆(S). Не-
хай R — деяке стохастичне ядро, яке задає сто-
хастичнi винагороди R(s, i, s′, ·) ∈ ∆([0, 1]). Тодi
можна задати МППР четвiркою (S,A, P,R).

Коли агент знаходиться у станi s ∈ S та ви-
бирає дiю i ∈ A, вiдбувається перехiд до ново-
го стану s′ ∼ P (·|s, i) та отримання винагороди
r ∼ R(·|s, i). Мета агента — знайти стратегiю
(функцiю, яка вказує, яку дiю вибрати вiдпо-
вiдно до поточного стану), яка максимiзує очi-
кувану винагороду у МППР з невiдомими па-

раметрами. Ця взаємодiя агента з середовищем
зображена на рисунку 3.

Рис. 3: Взаємодiя агента зi стохастичним сере-
довищем

Стохастична модель багаторукого бандита
може бути описана як МППР з одним станом
s0, тодi для стохастичного ядра, яке задає ви-
нагороди, маємо R(·|s0, i) = νi.

Також за допомогою МППР можна моде-
лювати баєсового багаторукого бандита, роз-
глянутого у попередньому роздiлi, де поточний
стан — це поточний апостерiорний розподiл Π, а
вiдбiр вибiрки θ робиться з апрiорного розподi-
лу Π0. Таким чином, агент обирає дiю i у станi
Π, отримує винагороду r ∼ νθi , та, враховуючи
новi спостереження, виводить новий апостерi-
орний розподiл Π′.

Пошук оптимальної стратегiї у цiй МППР
можливий методами динамiчного програмува-
ння, де функцiя цiнностей V для нескiнченого
горизонту та деякого коефiцiєнта знецiнювання
γ ∈ (0, 1] має вигляд

VΠ = E

[ ∞∑
t=1

γt−1Xt

]
.

Знаходження оптимальної полiтики у
МППР може вимагати забагато обчислення у
зв’язку з потенцiйно великим простором станiв.
Розв’язки для випадку дворукого бандита були
наведенi у роботах [31, 32].

9 Висновки

Були розглянутi стратегiї послiдовного розпо-
дiлу ресурсiв у середовищi, яке представле-
не моделлю стохастичного багаторукого банди-
та з наведенням огляду та класифiкацiї. Го-
ловною метою розглянутих стратегiй є макси-
мiзацiя прибутку, що еквiвалентно мiнiмiзацiї
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втрат. Проведено аналiз складностi цих страте-
гiй, умов їх ефективностi та втрат для випадку
багаторукого бандита у стохастичному середо-
вищi з розподiлом Бернуллi. Розглянутi теоре-

тичнi вiдомостi використовувалися для розроб-
ки програмного забезпечення для проведення
чисельних експериментiв з метою демонстрацiї
ефективностi стратегiй.
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