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ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАСС ДВОЙНЫХ ГАЛАКТИК МЕТОДОМ "АРГУМЕНТА СИНХРОНИЗАЦИИ" 

 
Рассмотрены возможности применения метода "аргумента синхронизации" к физическим парам галактик, отли-

чных от пары М31 – Млечный Путь. Мы ограничиваемся парами в Местном объеме, налагая на кандидатов включения 
в выборку дополнительные условия изолированности. Для четырнадцати физических пар галактик Местного объе-
ма оценены их массы, включая массу темной материи. 
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DETERMINATION OF THE DOUBLE GALAXIES MASSES BY THE "TIMING ARGUMENT" METHOD 

 
The possibilities of application of the "timing argument" (ТА) method to the physical pairs of galaxies that differ from the pair 

M31 – Milky Way are considered. We confine ourselves to pairs in the Local volume, imposing the additional isolation conditions 
on candidates for inclusion in the sample. The method was supplemented by the manner of taking into account the nonparallel-
ism of the radial velocities of galaxies of close (wide) pairs. For the fourteen physical galaxy pairs (see a list in Tables) of the 
Local volume galaxies their ТА masses, including masses of dark matter, were estimated. The ratio χ of the mass of pairs to the 
sum of stellar masses was obtained in wide range from 0.5 to 4000. In some cases (KPG-40, KM-94, J0742+16, J1303-17, 
J1315+47) the masses estimated by TA are in agreement with popular estimates of χ. For whole sample, taking into account such 
variance of χ values it is difficult to make certain conclusions regarding its physical causes. Most likely, the TA model in the ma-
jority of the cases considered can not be used, pairs of general considerations can have a relative rotational moment. 
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ГРАВІТАЦІЙНЕ МІКРОЛІНЗУВАННЯ ЕЛІПТИЧНОГО ДЖЕРЕЛА ПОБЛИЗУ КАУСТИКИ-СКЛАДКИ  
 

Розглянуто коефіцієнт підсилення блиску протяжного джерела з гаусівським еліптичним розподілом поверхневої 
яскравості поблизу каустики-складки гравітаційно-лінзової системи. Для нього отримана аналітична формула, що 
враховує друге наближення за параметром близькості до каустики. У цьому наближенні беруть до уваги відповідні 
похідні лінзового потенціалу аж до п'ятого порядку. Знайдена формула містить залежність коефіцієнта підсилення 
від координат центра джерела, його геометричних розмірів та його орієнтації щодо каустики. На модельному прик-
ладі проведено порівняння аналітичних розрахунків кривих підсилення для різних орієнтацій еліптичного джерела,  
а також для колового джерела з тією ж світністю.  

Ключові слова: гравітаційні лінзи, каустика-складка, мікролінзування, еліптичне джерело, коефіцієнт підсилення, 
аналітичні формули. 

 
Теоретичний опис явища гравітаційного мікролінзування в околі каустики базується на застосуванні наближеного 

рівняння гравітаційної лінзи, отриманого після обривання розвинення її потенціалу в ряд Тейлора. Такий розгляд має 
принципові відмінності залежно від характеру каустичної точки – складка чи зборка (касп) – біля якої розкладають по-
тенціал лінзи [1]. При цьому зазвичай обмежуються найнижчим (ми його називаємо нульовим) наближенням за відс-
танню між точковим джерелом і каустикою – так званим наближенням прямолінійної каустики, а також розглядом коло-
вого джерела з різними розподілами поверхневої яскравості. Наближення прямолінійної каустики для підсилення блис-
ку точкового джерела є асимптотичною формулою, яка стає точною, лише коли джерело впритул наближається до 
каустики [4, 5]. Із цього наближення не можна зробити висновки про його похибки на скінченній відстані від каустики, й 
отже, про можливість його застосування до протяжних джерел. У серії робіт ми дослідили наступні наближення для 
підсилення блиску точкового джерела як у випадку складки [2–4], так і каспу [9–10], а також колового джерела поблизу 
складки [3–8]. У випадку точкового джерела при цьому враховано поправки першого і другого порядків за степенями 
параметру, що характеризує близькість до каустики. Для протяжного джерела вони трансформуються в поправки, що є 
лінійними за розмірами джерела і в такий спосіб ураховують кривину каустики і дисторсію. 

Для порівняння зі спостережуваними даними головний інтерес викликає зміна коефіцієнта підсилення блиску 
джерела при його прямолінійному русі в околі каустики. Особливо перспективним у сенсі досліджень структури від-
далених джерел вважається те, що при перетині каустики протяжним джерелом область швидкої зміни підсилення 
послідовно сканує площу джерела. При розгляді мікролінзування таких об'єктів, як подвійна система, квазар або 
галактика доречно розглянути джерела складнішої ніж коло, зокрема еліптичної, форми. Мікролінзування і криві 
блиску саме еліптичних джерел розглядалися в роботах [11, 12], де обговорювали і можливі астрофізичні застосу-
вання. Зауважимо, що в [11] розглядався інший вид мікролінзування – мікролінзування точковою масою, а в роботі 
[12] автори обмежилися наближенням лінійної каустики і розглядом джерел сталої поверхневої яскравості. 

© Александров О., Жданов В., Куйбаров А., 2018



ISSN 1728-273х                                           АСТРОНОМІЯ. 1(57)/2018 ~ 11 ~ 
 

 

Метою статті є отримання формули для сумарного коефіцієнта підсилення двох критичних зображень еліптично-
го джерела з гаусівських розподілом яскравості, що розміщується поблизу каустики-складки гравітаційної лінзи,  
у тому ж таки другому наближенні за параметром близькості до каустики. Отримана формула ілюстрована порів-
нянням кривих підсилення для різних орієнтацій еліптичного і колового джерел однакової інтенсивності. Не важко 
впевнитися (див. нижче), що в нульовому наближенні крива блиску еліптичного джерела поблизу складки описуєть-
ся тією самою функціональною залежністю, що і для колового. Але, як буде показано, при врахуванні наступного 
наближення це вже не так.  

Підсилення протяжного джерела біля каустики-складки. Нагадаємо потрібні вихідні формули та позначення. 
Рівняння гравітаційного лінзування у нормованих змінних має такий вигляд [1]: 

( )= − ∇Ψy x x .                                                                               (1) 

Тут y  – двовимірний вектор положення точкового джерела, x  – відповідне положення зображення, ( )Ψ x  – по-
тенціал лінзування, який задовольняє рівняння  

Ψ +Ψ =11 22, , 2k , 

де ( )k x  – нормована густина маси гравітаційної лінзи. Кажуть також, що формула (1) задає лінзове відображення 
(lens mapping) площини зображень на площину джерел.  

Нехай у системі координат, початок яких лежить у точці на каустиці, а перша вісь дотична до неї, точкове джере-
ло має координати iy . Сумарний коефіцієнт підсилення двох критичних зображень цього джерела з урахуванням 
поправок другого порядку за параметром близькості до каустики подано таким виразом [2–8]: 

( ) [ ] ( )−

+

Θ κ= + + −
2

3 22 1
2 1 2

2

1( ) 1    
2 8cr

y yK Py Qy y
b y b

y .                                                       (2) 

Тут ( )Θ 2y  – функція Хевісайда; коефіцієнти b , P , Q , κ  – виражаються через коефіцієнти тейлорівського роз-

винення лінзового потенціалу в околі початку координат (зокрема, κ  – це кривина каустики в цій точці); ( )−

+

3 2
2y  – 

узагальнена функція, яка визначається такими співвідношеннями з довільною основною функцією ( )f y : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )∞ ∞
− −

+

−
= =  

3 2 1 2
3 2

0 0

0
2

f y f df y
y f y dy dy y dy
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.                                                     (3) 

Далі розглянемо протяжне джерело, яке у власній системі координат iz  (осі якої паралельні осям iy , а початок 

розташовано в центрі джерела) характеризується двовимірним розподілом поверхневої яскравості ( )B z . Координа-

ти центра джерела позначимо як ciY . Спостережуваний лінзований потік випромінювання від нього подано такими 
формулами: 

( )( ) ( )= − = − 1 2 1 2( ) ( )C c cF B dx dx K B dy dyY y x Y y y Y .                                                   (4) 

Сумарний коефіцієнт підсилення усіх зображень точки ( ) ( )= + 0crK K Ky y  складається із двох частин – підсилен-

ня критичних зображень crK  і підсилення 0K  інших зображень, яке можна вважати незмінним (або слабко змінним) 
під час події мікролінзування.  

Зміни потоку з часом під час руху джерела ( )( )CF tY  дають спостережувану криву блиску. Щоб працювати з без-

розмірною величиною, розглядають коефіцієнт підсилення протяжного джерела totK , який дорівнює відношенню 
потоку (4) до потоку за умови відсутності лінзи 

( ) ( )
( ) ( )

−
= = +


1 2

, 0
1 2

( ) c
tot c tot cr c

K B dy dy
K K K

B dz dz

y y Y
Y Y

z
.                                               (5) 

Отже, після вибору моделі лінзи (1) і моделі джерела ( )B z , для теоретичного опису спостережуваних змін пото-

ку у процесі мікролінзування потрібно знайти ( ),tot cr cK Y . 
Еліптичне гауссівське джерело. Розподіл яскравості еліптичного джерела у власній системі беремо у вигляді 

      = − +     
       




2 2
1 2( ) exp z zB

a b
z .                                                                        (6) 

Тут a  і b  – параметри, яким пропорційні велика і мала півосі еліпсів однакової яскравості; вони характеризують 
розміри джерела вздовж осей еліпса. Нелінзований потік, що відповідає розподілу (6), тобто знаменник у формулі 

(5), дорівнює площі еліпса ( ) ( )+ = 22
1 2 1z a z b  (який далі будемо називати опорним): ( )

∞ ∞

−∞ −∞

= π   
1 2B dz dz abz . Заува-

жимо, що колове гаусівське джерело, яке породжує такий самий потік, має середньоквадратичний радіус = L ab . 
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Відносно координат iy , пов'язаних із точкою на каустиці, осі координат iz  повернуті на кут ϑ , їхній початок роз-

ташовано в точці cY . 

У координатах iy  розподіл (6) набуває вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( ){ } = − Δ + Δ Δ + Δ 
 2 2

1 1 2 2( ) exp 2B A y B y y C yy .                                                   (7) 

Тут Δ = −i i ciy y Y , 

ϑ ϑ= + 

2 2

2 2

cos sinA
a b

,   = ϑ ϑ − 
 2 2

1 1cos sinB
a b

,  ϑ ϑ= + 

2 2

2 2

sin cosC
a b

.                                        (8) 

Внаслідок інваріантності сліду і визначника матриці, що утворена коефіцієнтами квадратичної форми, маємо 

+ = + 2 2

1 1A C
a b

    і    − = 
2

2 2

1AC B
a b

.                                                            (9) 

Знаходження виразу для ( ),tot cr cK Y  зводиться до розрахунку кількох інтегралів такого вигляду:  

( ) ( )( ) ( )∞ ∞  − Δ + Δ Δ + Δ−   

−∞

=  
2 2

1 1 2 221 2
, 1 1 2 2

0

A y B y y C yi k
i kJ y dy y e dy .                                                (10) 

При цьому доцільно ввести скорочені позначення Λ = B AC  та Ω = − Λ21  і нові змінні для координат центру 
джерела = Ω 1cs A Y  і = Ω 2ch C Y . Усі потрібні інтеграли (10) виражаються через ( )0I h  і ( )1I h , де 

( )
∞

− − += 
21 2 2

0

k z hz
kI h z e dz ,                                                                       (11) 

які можна виразити через вироджені гіпергеометричні функції 1 1F , або функції параболічного циліндра [3–5]. 
Аналогічно випадку колового джерела доцільно ввести ще інші позначення: 

( )Φ = − 2
0 0( ) ( )exph I h h , ( )Φ = − 2

1 1( ) ( )exph I h h , Φ = Φ − Φ2 0 1( ) ( ) ( )h h h h . 
У цих позначеннях знаходимо 

( ) ( ) ( )
  Ω      = Φ + Φ + Φ + ΛΦ + κ Λ + Λ Φ − + Λ + − Λ Φ      Ω    π      

1 4
22 2

, 0 1 0 2 0 2
1 1 1 1 3   

2 4 2 42
tot cr

C C CK P Q s s h s h
A ACb

.    (12) 

Для колового джерела = =a b L , = = 21A C L , = Λ = 0B , функції ( )Φk h  ( = 0,1,2k ) набувають відповідних зна-
чень і формула (12) переходить у вираз, що був отриманий у роботах [3, 4]. Перший доданок у фігурних дужках фо-
рмули (12) відповідає нульовому наближенню. Видно, що в цьому наближенні формули для колового й еліптичного 
джерел відрізняються лише множником і масштабом змінної h .  

У загальному випадку формула (12) для еліптичного джерела відрізняється масштабами обох незалежних змін-
них, додатковими доданками, що містять множник Λ  і дорівнюють нулю для кола, а також амплітудними множника-
ми перед окремими доданками. Зауважимо, що для гранично витягнутого еліпса, коли → 0b , маємо Λ → 1 і Ω → 0 .  

При прямолінійному русі джерела, що перетинає каустику в точці = 0y , = 1s v t  і = 2h v t  ( =1 2, constv v ) і 

( )( ),tot crK tY  описує зміни блиску джерела з часом. З іншого боку, покладаючи ( )= 1 2s v v h , бачимо, що ці зміни опи-
суються функцією однієї змінної h  (яка лише масштабним множником відрізняється від t ), і ця функція є лінійною 
комбінацією із числовими коефіцієнтами таких функцій: ( )Φ0 h , ( )Φ1 h , ( )Φ0h h  і ( )Φ2

2h h : 

( )  = Φ + Φ + Φ + Φ 
2

, 0 0 1 1 2 0 3 2tot crK h M K K K h K h .                                                        (13) 
Тут 
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 

2
1

1 3
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   

21 1
2

2 2

1
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v vC CK Q
A v A v
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 

= −κ + Λ 
 

2

1
3

2

vCK
A v

. 

Графіки складових функцій формули (13), а також Φ2 , подано на рис. 1. Зазначимо, що при < −2h  всі ці функції 
швидко прямують до нуля, а при > 3h  виходять на свої асимптотики [3–5]:  

( )Φ → π0 h h , ( )Φ → π1 h h , ( )Φ → π2 4h h h .                                       (14) 
Значення відповідних коефіцієнтів залежать від багатьох чинників: моделі лінзи, точки на каустиці, розмірів дже-

рела, його орієнтації та напрямку траєкторії. Зауважимо, що залежність від орієнтації визначається формулами (8). 
При цьому очевидно, що внаслідок симетрії еліпса орієнтація ϑ = π − φ  це те ж саме, що і ϑ = −φ . Отже, достатньо 
розглядати − π < ϑ ≤ π2 2 . У (8) заміна ϑ → −ϑ  приводить лише до зміни знака B , що, у свою чергу, зумовлює змі-
ну знака Λ  і тих доданків формул (12, 13), які пропорційні Λ  в першому степені.  
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Із формул (14) бачимо, що при великих h  функції ( )Φ1 h , ( )Φ0h h  і ( )Φ2
24h h  мають однакові асимптотики, про-

порційні h . Зрозуміло, що формулу (13) можна застосовувати лише за не дуже великих h . Обмеженість околу 
точки = 0h , у якому формула (13) має задану точність, звичайно, є наслідком застосування наближень. 

Відзначимо цікаві частинні випадки формули (12). 
1) Під час перетину каустики центром джерела велика вісь еліпса дотична до каустики:  

ϑ = 0 , = 2
1A
a

, = Λ = 0B , = 2

1C
b

, Ω = 1 , 
      = Φ + Φ + Φ − κ + Φ     

    π    

 
 

2
2

, 0 1 0 2
1 1   

22
tot cr

a aK b P Q s s
b bb b

.                                          (15) 

Цей вираз має таку саму структуру як і для колового джерела, але з додатковими множниками в окремих доданках. 
2) Під час перетину каустики центром джерела велика вісь еліпса нормальна до каустики:  

ϑ = π 2 , = 2

1A
b

, = Λ = 0B , = 2
1C
a

, Ω = 1 . 
Для ,tot crK  отримуємо той самий вираз (15) із заміною ↔ a b  

 
Рис. 1. Графіки окремих складових формули (13) 

 
3) Під час перетину каустики центром джерела велика вісь еліпса утворює з каустикою кут π 4 :  

ϑ = ±π 4 , =A C , −Λ =
+

 
 

2 2

2 2

b a
b a

, 
( ) ( ) ( )

  Ω      = Φ + Φ + Φ ± ΛΦ + κ ± Λ + Λ Φ − ± Λ + − Λ Φ      Ω    π     

1 4
22 2

, 0 1 0 2 0 2
1 1 1 1 3 .  

2 4 2 42
tot cr

A
K P Q s s h s h

Ab
        (16) 

Деякі приклади. Залишаючи ретельне дослідження формули (13) для іншої публікації, проілюструємо її розра-
хунками модельних прикладів. Для визначеності коефіцієнтів b , P , Q , κ  потрібно задати модель лінзи й обрати 
точку на каустиці. Скористаємося моделлю лінзи Чанг – Рефсдала [1, 13, 14] з потенціалом 

( ) ( ) ( )Ψ = − − + +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2, 0.2 3lnx x x x x x .                                                        (17) 

Обмежимося розглядом однієї траєкторії джерела, ортогональної до каустики, і кількох цікавих орієнтацій еліпса. 
Велику піввісь опорного еліпса візьмемо рівною 0.5, а відношення осей еліпса чотирьом, = = 0.5,   0.125a b . Колове 
джерело з тією ж світністю має радіус = 0.25L . 

Відомо, що критична крива і каустика моделі Чанг – Рефсдала мають прості параметричні представлення [13, 14]. 
На рис. 2 зображено каустику, що відповідає потенціалу (17), траєкторію джерела, а також опорний еліпс у мить пе-
ретину каустики при ϑ = 0 . Точка перетину каустики центром джерела вибрана подалі від каспів. При цьому пара-
метри формули (2) мають такі значення: = −0.213b , = 0.425P , = 0.193Q , κ = 0.318 . 

На рис. 3 подано криві підсилення критичних зображень для трьох орієнтацій еліпса щодо каустики 
( 0,  4,  2ϑ = π π ) і для колового джерела з тією ж світністю.   

Зауважимо, що при обраних параметрах криві підсилення для випадків ϑ = ±π 4  дуже близькі, тому ми наводимо 
лише одну з них. Також слід зауважити, що в розглядуваному прикладі крива підсилення еліптичного джерела при 
орієнтації ϑ ≈ π0.15  на око збігається з такою для кола. Це, звичайно, не означає, що їх не можна розрізніти при 
достатній точності вимірювань. 

У табл. 1 наведено коефіцієнти залежності (13) для кожної з розглядуваних орієнтацій еліпса й аналогічно для 
кола. Ураховуючи поведінку окремих складових формули (13), яку зображено на рис. 1, бачимо, що вклади знай-
дених поправочних доданків, принаймні при розглядуваних розмірах джерел, можуть бути дуже суттєвими і дося-
гати десятків відсотків. 
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Рис. 2. Каустика моделі (17) – суцільна крива,  

траєкторія джерела – штрихова, опорний еліпс – пунктир 
 

 
Рис. 3. Криві підсилення для трьох орієнтацій  

еліптичного джерела і колового джерела з тією ж світністю

Таблиця  1  
Коефіцієнти залежності (13) для розглядуваних прикладів 

 

ϑ  ⋅ 0M K  ⋅ 1M K  ⋅ 2M K  ⋅ 3M K  

0 1.730 0.642 -0.550 0 
- π 4  1.013 0.084 0.095 -0.091 

π 4  1.013 0.210 -0.030 -0.091 

π 2  0.865 0.188 -0.004 0 

π0.15  1.216 0.212 -0.027 -0.215 
коло 1.223 0.179 -0.049 0 

 
Обговорення. Отримана вище формула (12) дає наближену аналітичну залежність сумарного коефіцієнта під-

силення двох критичних зображень еліптичного джерела з гаусівським розподілом поверхневої яскравості. Вона 
узагальнює аналогічну формулу для колового джерела, що була отримана в роботі [3]. Ця формула містить поправ-
ки, які є лінійними за розмірами джерела і враховують дисторсію лінзового відображення і кривину каустики. За за-
даної моделі гравітаційної лінзи і точки на каустиці, біля якої перебуває джерело, формула (12) описує залежність 
коефіцієнта підсилення від координат центра джерела, його розмірів й орієнтації щодо каустики. Відношення півосей 
та орієнтація еліпса при цьому є довільними. Ми також розглядаємо криві підсилення – тобто зміни коефіцієнта під-
силення при прямолінійному русі джерела, траєкторія якого перетинає каустику. Саме ці зміни є безпосередньо спо-
стережуваними. Як видно з отриманих формул, у наближенні прямолінійної каустики крива підсилення еліптичного 
джерела описується тією ж формулою, що і для кола. Отже, у цьому наближенні за кривою блиску принципово не 
можна відрізнити еліптичне джерело від колового. Однак при врахуванні знайдених поправок це вже не так. 

Внаслідок лінійності формули (4) відносно яскравості формула (12) разом із раніше знайденими формулами для 
колових джерел із різними розподілами яскравості [5, 7, 8] дозволяє моделювати криві блиску для складніших дже-
рел: серповидних, із "дірками", із плямами тощо. Як ми бачили, різні за формою джерела можуть мати дуже схожі 
криві блиску. Зважаючи на це, на нашу думку, актуальною залишається проблема визначення за кривою блиску ін-
ших характеристик джерела, окрім оцінки його розміру. Можна сподіватися, що теоретичний аналіз кривих підсилен-
ня джерел різноманітної форми допоможе краще розібратися в цій проблемі. 
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