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1 Вступ

У цьому дослiдженнi ми ознайомимось iз кiлькома методами, що застосовую-

ться до задачi опуклого програмування. Наша основна увага буде придiлена

оптимiзацiї, яка полягає в пошуку мiнiмуму або мiнiмумiв цiльової функцiї.

Ми обмежимося розглядом лише опуклих, лiпшицевих функцiй, i бiльше того,

ми побачимо, як навiть на простих прикладах результати оптимiзацiї можуть

варiюватися.

Почнемо iз того, що розглянемо один iз базових пiдходiв, основу у данiй ро-

ботi - метод градiєнтного спуску. Цей метод є добре вiдомим i вивченим, але

є багато варацiй методiв, якi ґрунтуються на його основi. Один зних - метод

лiнiйного каплiнгу. Його сенс - поєднання декiлькох рiзних методiв у лiнiйну

комбiнацiю для пришвидшення обчислень. Власне звiдси i походить назва.

Для початку ми розглянемо дискретнi варiацiї методiв. Це означає, що ми

матимемо початкову точку, а кожна наступна iтерацiя методу буде базува-

тись на результатi попередньої iтерацiї. У цiй роздiлi ми також розглянемо

метод дзеркального спуску, який доповнить вище згаданi методи.

Наступний етап роботи - неперервнi варiацiї методiв. Ми спробуємо узагаль-

нити нашi вже отриманi результати для дискретних варiантiв у щось бiльше

загальне, та щось, що залежить вiд часу. Вочевидь ми будемо розглядати си-

стеми диференцiйних рiвнянь.

У кiнцi роботи ми побачимо як методи випклої оптимiзацїї можуть викори-

стовуватись - у данiй роботi на прикладi логiстичної регресiї.
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2 Мета роботи

За мету у цьому дослiдженнi було покладено вивчення поведiнки методiв

випуклої оптимiзацiї i їх збiжностi та швидкостi залежно вiд характеристик

оптимiзованих об’єктiв. Особлива увага придiляється порiвнянню методiв гра-

дiєнтного спуску та лiнiйного каплiнгу, яке базується не лише на теоретичних

знаннях, а й на практичних завданнях.

Також було встановлено цiль продемонструвати застосування методiв випу-

клої оптимiзацiї в контекстi задачi логiстичної регресiї i розкрити їхню ефе-

ктивнiсть та потенцiал.

3 Розглянутi методи

3.1 Градiєнтний метод

Щоб досягти оптимального розв’язку, в iтеративному процесi оптимiзацiї ча-

сто застосовується пiдхiд, який полягає у послiдовному зменшеннi значен-

ня цiльової функцiї на кожнiй iтерацiї. Для визначення ефективностi такого

пiдходу зазвичай використовується гладка функцiя f(x), яка формалiзує цю

задачу.

Будемо називати функцiя f лiпшицевою при виконаннi наступних умов:

||∇f(x)−∇f(y)|| ≤ L(f)||x− y||, ∀x, y ∈ Q (1)

Також, зазначимо

∀y, f(y) ≤ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
L

2
||y − x||2 (2)
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Використаємо лiпшицевiсть функцiї аби покращити крок алгоритму градiєн-

тного спуску:

xk+1 → arg miny(
L

2
||y − xk||2 + 〈∇f(x), y − xk〉) (3)

Iз припущення гладкостi можна зробити наступний висновок:

f(xk)− f(xk+1) ≥
1

2L
||∇f(xk)||2 (4)

Загальний вигляд кроку методу градiєнтного спуску:

x̃ = Grad(x) := arg min
y∈Q
{L

2
||y − x||2 + 〈∇f(x), y − x〉} (5)

Iз загальних вiжомостей з теорiя гладкого опуклого програмування знаємо

такi оцiнки:

f(Grad(x)) ≤ f(x)− Prog(x) (6)

Або, коли Q = Rn f(Grad(x)) ≤ f(x)− 1
2L||∇f(x)||2

Де Prog(x) := −miny∈Q{L2 ||y − x||
2 + 〈∇f(x), y − x〉} ≥ 0

Доведення: Нехай маємо, що x̃ = Grad(x). Тодi

Prog(x) := −min
y∈Q
{L

2
||y − x||2 + 〈∇f(x), y − x〉} = (7)

−(
L

2
||x̃− x||2 + 〈∇f(x, x̃− x〉)f(x)− (

L

2
||x̃− x||2 + 〈∇f(x, x̃− x〉+ f(x))

(8)

≤ f(x)− f(x̃) (9)
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(7) - наслiдок випуклостi f . Також ∀x, y ∈ Q маємо наступне

f(x)− f(y) =

∫ 1

0

〈∇f(x+ τ(y − x)), y − x〉dτ

= 〈∇f(x), y − x〉+

∫ 1

0

〈∇f(x+ τ(y − x))−∇f(x), y − x〉dτ ≤

≤ 〈∇f(x), y − x〉+

∫ 1

0

||∇f(x+ τ(y − x))−∇f(x)||∗ · ||y − x||dτ ≤

≤ 〈∇f(x), y − x〉+

∫ 1

0

τL||y − x|| · ||y − x||dτ = 〈∇f(x), y − x〉+
L

2
||y − x||2

Наведемо доведення збiжностi зазначного методу:

||xk+1 − xk||2 = ||xk −
1

L
||∇f(xk)|| − x∗||2 =

||xk − x∗||2 −
2

L
(∇f(xk), xk − x∗) +

1

L2
||∇f(xk)||2

Використовуючи, що ∇f(x∗) = 0 матимемо

(∇f(xk), xk − x∗) = (∇f(xk)−∇f(x∗), xk − x∗) ≥
1

L
||∇f(xk)||2 (10)

Завершуючи доведення маємо, що:

||xk+1 − x∗||2 ≤ ||xk − x∗||2 −
1

L2
||∇f(xk)⇒

||xk − x∗||2 ↘
1

L2
||∇f(xk) ≤ ||xk − x∗||2 − ||xk+1 − x∗|| ⇒

1

L2

n∑
k=0

||∇f(xk)||2 ≤ ||x0 − x∗||2 ⇒

∞∑
k=0

||∇f(xk)||2 ≤ +∞⇒ ∇f(xk)→ 0

Доведення закiнчено.

Наступний крок - отримати оцiнку швидкостi збiжностi методу градiєнтного
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спуску:

Теорема: Якщо f та xk задовольняють попереднiм властивостям, матиме мi-

сце таке твердження:

f(xT )− f(x∗) ≤ O(
LR2

T
), R := max

x:f(x)≤f(x0)
||x− x∗||

Доведення: Iз властивостей маємо

f(xk+1) ≤ f(xk)−
1

2L
||∇f(xk)||2

З опуклостi на нерiвностi Кошi-Шварца отримуємо:

f(xk)− f(x∗) ≤ 〈∇f(x), xk − x∗〉 ≤

≤ ||∇f(xk) ∗ ||xk − x|| ≤ R ∗ ||∇f(xk)

Покладаючи Dk = f(xk)− f(x∗), матимемо двi нерiвностi:

D2
k ≤ LR2(Dk −Dk+1) =>

Dk

Dk+1
≤ 2LR2(

1

Dk+1
− 1

Dk
)

З того, що Dk ≥ DK+1, бо з кожним кроком ми наближуємось, ми отримаємо

що:

1

Dk+1
− 1

Dk
≥ 1

2LR2

З того, що на iтерацiї T маємо 1
DT
≥ T

2LR2 , з чого матимемо нерiвнiсть f(xT )−

f(x∗) ≤ 2LR2

T

3.2 Градiєнтний метод для µ−сильно випуклих функцiй

Вище було розглянуто метод градiєнтного спуску для випуклої L-лiпшицевої

функцiї. Якщо ми додами умову µ-сильної випуклостi. Таке обмеження до-

зволить прискорити роботу методу.
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Означення: функцiя f називаєтся µ−сильно випуклою, якщо ∃µ > 0 таке що:

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)− 1

2
µα(1− α)||x− y||2 (11)

Або f − µ
2 || · ||

2 - опукла функцiя.

Лема: Нехай f - неперервно диференцiйовна функцiя, тодi

f - µ−сильно випукла <=>

∀x, y ∈ Q : f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ µ
2 ||x− y||

2

Доведення:

(1− α)f(y)− (1− α)f(x) ≥ f(αx+ (1− α)y)− f(x) +
µ

2
α(1− α)||x− y||2 =>

=> f(y)− f(x) ≥ f(αx+ (1− α)y)− f(x)

1− α
+
µ

2
α||x− y||2 α→ 1

Наведемо ще одну потрiбну лему

Лема: f - неперервно диференцiйовна, µ−сильно опуклa <=>

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ µ||x− y||2 (12)

Зазначимо наступне: сильно опукла функцiя на замкненiй опуклiй множинi

досягає мiнiмуму, причому точка мiнiмуму - єдина.

Нехай,f - µ−сильно випукла, а також ∃x∗ - точка мiнiмум. Тодi

f(x)− f(x∗) ≤ 1

2µ
||∇f(x)||2

Тепер, враховуючи µ−сильно випуклiсть функцiї f дамо наступну оцiнку збi-

жностi градiєнтного методу
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f(xk+1)− f(xk) ≤ −
1

2L
||∇f(xk)||2

f(xk+1)− f(x∗) ≤ 1

2µ
||∇f(xk)||2

=> 2µ(f(xk)− f(x∗)) ≤ ||∇f(xk)||2 ≤ 2L(f(xk)− f(xk+1))

∆k := f(xk)− f(x∗) =>

µ ∗∆k ≤ L(∆k −∆k+1) => ∆k+1 ≤ (1− µ

L
∆k =>

∆k ≤ (1− µ

L
)∆0 ≤ e−

µk
L ∆0 =>

||xk − x∗||2 ≤
√

2

µ
e−

µk
2L∆

1
2
0

У роботi до сих пiр розглядались методи для параметра λ = 1
L . Тепер спро-

буємо зробити щось подiбне для λ = 1
µ+L

xk+1 = xk −
2

µ+ L
∇f(xk)

||xk+1 − x∗||2 = ||xk − x∗ −
2

µ+ L
∇f(xk)||2 =

||xk − x∗||2 −
4

µ+ L
〈∇f(xk), xk − x∗〉+

4

(µ+ L)2
||∇f(xk)||2 ≤

≤1 ||xk − x∗||2 −
4

µ+ L
(
µL

µ+ L
||xk − x∗||2 +

1

µ+ L
||∇f(xk)||2) +

4

(µ+ L)2
||∇f(xk)||2 =

= (1− 4µL

(µ+ L)2
)||xk − x∗||2 =>

||xk+1 − xk||2 ≤ (
L− µ
L+ µ

)2||xk − x∗||2 = (
c− 1

c+ 1
)2||xk − x∗||2 =

= (1− 2

c+ 1
)2||xk − x∗||2 => ||xk − x∗||2 ≤ (1− 2

c+ 1
)2k||x0 − x∗||2

f(xk)− f(x∗) ≤ L

2
||xk − x∗||2 ≤

L

2
(1− 2

c+ 1
)2k||x0 − x∗||2 =>

f(xk)− f(x∗) ≤ L

2
e

4ck
c+1 ||x0 − x∗||2
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4 Лiнiйний каплiнг

4.1 Дзеркальний спуск

У цьому роздiлi ми розглянемо метод лiнiйного каплiнгу. Проте перед тим,

як увiйти в деталi методу лiнiйного каплiнгу, буде корисно розглянути метод

дзеркального спуску (Mirror Descent). Для пояснення методу дзеркального

спуску потрiбно ввести кiлька додаткових понять.

Vx(y) := w(y)− 〈∇w(x), y − x〉 − w(x),∀x ∈ Q\∂Q,∀y ∈ Q

У означеннi функцiя w(·) - 1-сильно опулка.

У роботi будуть розглянутi тiльки такi функцiї у евклiдовому просторi, де

вона матиме наступний вигляд:

w(y) = 1
2 ||y||

2, Vx(y) = 1
2 ||x− y||

2

Тепер сформулюємо означення методу дзеркального спуску. Кроком методу

дзеркального спуску довжини α назовемо:

x̃ = Mirrx(α∂f(x)), де Mirx(y) := arg miny∈Q{Vx(y) + 〈α∂f(x), y − x〉}

Теорема (про дзеркальний спуск):

Якщо xk+1 = Mirrxk(α∂f(xk)), то є правдою наступна нерiвнiсть:

∀u ∈ Q, α(f(xk)− f(u) ≤ α〈∂f(xk), xk − u ≤
α2

2
||(xk)||2 + Vxk(u)− VXk+1(u)

Для доведення теореми спершу, необхiдно показати iстиннiсть наступної рiв-

ностi:

〈∇Vx(y), y − x = Vx(u)− Vy(u)− Vx(y) (13)
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Дiйсно:

∀x, y ∈ Q 〈∇Vx(y), y − x〉 = 〈∇w(x)−∇w(y), y − u〉

= (w(u)− w(x)− 〈∇w(x), u− x〉)− (w(u)− w(y)− 〈∇w(y), u− y〉)

−(w(y)− w(x)− 〈∇w(x), y − x〉)

= Vx(u)− Vy(u)− Vx(y)

Доведення: маємо наступнi нерiвностi:

α〈∂f(xk), xk − u〉 = 〈α∂f(xk), xk − xk+1〉+ 〈α∂f(xk), xk+1 − u〉

≤1 〈α∂f(xk), xk − xk+1〉+ 〈−∇Vxk(xk+1), xk+1 − u〉

=2 〈α∂f(xk), xk − xk+1〉+ Vxk(u)− Vxk+1(u)− Vxk(xk+1)

≤3 (〈α∂f(xk), xk − xk+1〉 −
1

2
||xk − xk+1||2) + (Vxk(u)− Vxk+1(u))

≤4 α
2

2
||∂f(xk)||2 + (Vxk(u)− Vxk+1(u))

Покажемо правдивiсть нерiвностей:

1) - З означенням xk+1 = arg minx∈Q{Vxk(x) + 〈α∂f(xk), x〉}, з чого випливає,

що 〈∇Vxk(xk+1) + α∂f(xk), u− xk+1〉 ≥ 0,∀u ∈ Q

2) - безпосередньо випливає iз рiвностi (13)

3) - наслiдок з того, що Vx(y) ≥ 1
2 ||x− y||

2

4) - з теореми Кошi-Шварца

Тепер, використовуючи розглянутi вище методи градiєнтного та дзеркального

спускiв, сформулюємо крок методу лiнiйного каплiнгу.
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4.2 Алгоритм лiнiйного каплiнгу

Input:

f− дифференцiйовна випукла , L-гладка функцiя

x0− якесь початкове значення

T− кiлькiсть операцiй

for k := 0 to T do
αk+1 ← k+2

2L

τk ← 2
k+2

xk+1 ← τkzk + (1− τk)yk
yk+1 ← Grad(xk+1)

zk+1 ←Mirr(αk+1xk+1)

end

return yT
Algorithm 1: Лiнiйний каплiнг

Тепер наведемо основнi твердженя для збiжностi наведеного алгоритму.

Теорема 1: Якщо f(x) - L-гладка, випукла функцiя, w(x) - 1-сильно випукла

функцiя, тодi для алгоритму лiнiйного каплiнгу має мiсце наступнi нерiвно-

стi:

f(yT )− f(x∗) ≤ 4ΘL
T 2 , де T - кiлькiсть операцiй.

f(yT )− f(x∗) ≤ O( 1
T 2 )

Щоб довести зазначену теорему, наведемо декiлька допомiжних тверджень:

Лема 1: Якщо τk+1 = 1
αk+1L

тодi воно ∀u ∈ Q має мiсце наступна нерiвнiсть:

αk+1〈∇f(xk+1), zk − u ≤ α2
k+1LProg(xk+1) + Vzk(u)− Vzk+1

(u) ≤

α2
k+1L(f(xk+1)− f(yk+1)) + Vzk(u)− Vzk+1

(u)

Лема 2: ∀u ∈ Q

(α2
k+1L)f(yk+1)− (α2

k+1L− αk+1)f(yk) + (Vzk+1(u)− Vzk(u)) ≤ αk+1f(u)

11



Повернемось до доведення теоремми 1. Використовуючи Лему 2, задаємо

наступну послiдовнiсть αk, таку що: α2
kL ≈ α2

k+1L − ak+1, а також τ =

1
αk+1L

∈ (0; 1]. В нащому методi каплiнгу ми покладали, що αk = k+1
2L , то-

му α2
kL = α2

k+1L− αk+1 + 1
4L .

З Леми 2 k = 0, 1, · · · , T − 1 маємо наступне:

α2
TLf(yT ) +

T−1∑
k=1

1

4L
f(yk) + (VzT (u)− Vz0(u)) ≤

T∑
k=1

αkf(u)

Де беручи u = x∗ матимемо:

T∑
k=1

αk =
T (T + 3)

4L
, f(yk) ≥ f(x∗), VzT (u) ≥ 0, Vz0(u) ≤ Θ

Далi, використовуючи наведенi значення маємо:

(T + 1)2

4L2
Lf(yT ) ≤ (

T (T + 3)

4L
− T − 1

4L
)f(x∗) + Θ

З чого слiдує твердження теореми 1. Тепер перейдемо до доведення лем.

Лема 1: При τk+1 = 1
αk+1L

, то ∀u ∈ Q матимемо нерiвнiсть вигляду:

αk+1〈∇f(xk+1), zk − u ≤ α2
k+1LProg(xk+1) + Vzk(u)− Vzk+1

(u) ≤

α2
k+1L(f(xk+1)− f(yk+1)) + Vzk(u)− Vzk+1

(u)

Доведення: Друга нерiвнiсть отримана з методу градiєнтного спуска, де ми

отримали, що f(xk+1)− f(yk+1) ≥ Prog(xk+1).Для доведення першої нерiвнi-

стi перепишемо основну нерiвнiсть для методу дзеркального спуску.

αk+1〈∇f(xk+1), zk − u〉 = 〈(αk+1∇f(xk+1), zk − zk+1〉+ 〈αk+1∇f(xk+1), zk+1 − u〉

≤1 〈αk+1∇f(xk+1), zk − zk+1〉+ 〈−∇Vzk(zk+1), zk+1 − u〉

=2 〈αk+1∇f(xk+1), zk − zk+1〉+ Vzk(u)− Vzk+1(u))− Vzk(zk+1)

≤3 (〈αk+1∇f(xk+1), zk − zk+1〉 −
1

2
||zk − zK+1||2) + (Vzk(u)− Vzk+1(u))
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Де:

1) - випливає з того, що zk+1 = arg minz∈(Q){Vzk(z) + 〈αk+1∇f(xk+1), z〉}, ви-

ходячи з чого:

〈∇Vzk(zk+1) + αk+1∇f(xk+1), u− zk+1〉 ≥ 0 ∀u ∈ Q.

2) випливає iз рiвностi Брегмана (була використана для доведення методу

дзеркального спуску).

3) слiдує з того, що Vx(y) ≥ 1
2 ||x − y||2, що є наслiдком сильної випукло-

стi w. Далi буде використана нерiвнiсть Кошi-Шварца: 〈αk+1∇f(xk+1), zk −

zk+1〉− 1
2||zk− zk+1||2 ≤

α2
k+1

2 ||∇f(xk+1)||2, то якраз отримаємо потрiбну нерiв-

нiсть, зазничивши, що це правда для випадку коли Q = Rn, бо Prog(xk+1) =

1
2L||∇f(xk+1)||2 (з 7).

Лема 2: ∀u ∈ Q

(α2
k+1L)f(yk+1)− (α2

k+1L− αk+1)f(yk) + (Vzk+1(u)− Vzk(u)) ≤ αk+1f(u)

Доведення: Маємо наступний ланцюжок нерiвностей:

αk+1(f(xk+1 − f(u))

≤ αk+1〈∇f(xK+1), xk+1 − u〉

= αk+1〈∇f(xK+1), xk+1 − zk〉+ αk+1〈∇f(xK+1), zk − u〉

=1 (1− τk)αk+1

τk
〈∇f(xK+1), yk − xk+1〉+ αk+1〈∇f(xK+1), zk − u〉

≤2 (1− τk)αk+1

τk
(f(yk)− f(xk+1) + αk+1〈∇f(xK+1), zk − u〉

≤3 (1− τk)αk+1

τk
(f(yk)− f(xk+1) + α2

k+1L(f(xk+1)− f(yk+1) + Vzk(u)− Vzk+1(u)

=4 (α2
k+1L− αk+1)f(yk)− (α2

k+1L)f(yk+1) + αk+1f(xk+1) + Vzk(u))− (Vzk+1(u)

Обгрунтуємо наведенi переходи :

1) - випливає з виборуо xk+1 : τk(xk+1 − zk) = (1− τk)(yk − xk+1)
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2) - в наслiдок опуклостi f i 1− τk ≥ 0

3) - застосовуючи лему 1,

4) - та з вибору τk = 1
αk+1L

Далi будуть розглянутi практичнi приклади.

5 Приклади

Як вже було зазначено ранiше, основною метою цiєї роботи є не тiльки на-

дання визначення методу лiнiйного каплiнга та теоретичне доведення його

збiжностi, але й дослiдження його практичних застосувань та порiвняння зi

звичайним градiєнтним спуском. На основi отриманих даних буде зроблений

висновок щодо ефективностi цього методу.

У цьому роздiлi будуть розглянутi простi приклади застосування методiв опу-

клої оптимiзацiї. Робота буде проводитися у евклiдовому просторi, а функцiї,

якi будуть мiнiмiзованi, можуть бути двовимiрними або навiть тривимiрними.

5.1 Розглянкта Функцiя: f = x2∗n
2

Перший приклад - для функцiї f = x2∗n
2 . Ясно видно, що мiнiмум функцiї

буде досягнутий у точцi 0. На цьому прикладi буде спроба аналiзу рiзницi

мiж методом градiєнтного спуску з рiзними коефiцiєнтами.λ.

Отже нашi методи виглядатимуть наступним чином:

1)xk+1 = xk −
1

L
∇f(xk)

2)xk+1 = xk −
1

L+ µ
∇f(xk)

Проведемо дослiдження швидкостi збiжностi наведених методiв iз наступни-

ми параметрами µ = 10, кiлькiсть iтерацiй n = 1000, x0 = 7 :
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Номер iтерацiї xk − 1
L∇f(xk) xk − 1

L+µ∇f(xk)

30 0.2967381079265133 -0.8834893907033995

50 0.0125790720994010077 -0.11150764335506627

99 0.000206588658014569 -0.007563780647430592

500 9.254495736365615e-23 -7.302748619381937e-15

1000 1.223509876205848e-45 -7.6185910568407e-30

Iз наведених даних одразу видно рiзницю роюоти цих двох методiв, вона не

така вражаюча. Проте, як i ранiше, дуже цiкавим завданням є порiвняння

методiв градiєнтного спуску та лiнiйного каплiнгу для цього ж прикладу.

Пiсля виконання програми було отримано наступнi результати::
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Рис. 1: Червоний - лiнiй каплiнг, зеленiй - градiєнт

Номер iтерацiї Grad LinearCoupling

30 0.2967381079265133 -0.0034322164325116676

50 0.012579072099401007 -4.881342824203231e-05

99 0.000206588658014569 -3.055620631430923e-07

500 9.254495736365615e-23 -1.7473789360408612e-27

1500 1.223509876205848e-45 -4.515305578098292e-52

Як ми бачимо у раi порiвняння навiть на цьому прикладi лiнiйни каплiнг пра-

цює набагато швидше нiж градiєнтний спуск. Також ми пересвiдчились, що

для цього варiанту f параметр n майже не має нiякого впливу на швидкiсть

збiжностi кожного з методiв.

Щоб отримати саме видимо залежнiсть швидкостi методу вiд параметру фун-

кцiї, слiд звурнути увагу на приклад, розглянутий у наступнiй секцiї.
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Iз наведених результатiв можна зроюити висновок, що для цього конкре-

тного прикладу лiнiйний каплiнг працює значно швидше, нiж градiєнтний

спуск. Також було продемнствовано, що для даного варiанту функцiї f па-

раметр n майже не має впливу на швидкiсть збiжностi обох методiв.

У наступному роздiлi ми бiльш детально розглянемо рiзницю роботи наших

методiв, уже для тривiрмного прикладу.

5.2 Розглянкта Функцiя:: f (x, y) = 1
2
x2+ny2

n+1

На цьому прикладi видно, що зi збiльшенням параметру функцiї оптимiзацiя

стає все складнiшою. З метою порiвняння методiв, було протестовано обидва

методи з рiзних початкових точок, використовуючи симетричнiсть функцiї.

Пiсля виконання програми отримуємо наступнi результати:

Рис. 2: Зеленiй - лiнiй каплiнг,червоний - градiєнт

17



Початковою точкою методу градiєнтного спуску x0 була [70, 70], а методу

лiнiйного каплiнгу x0 [-70, -70]. Параметр функцiї n покладено рiвним 1.

Номер iтерацiї Grad LinearCoupling

30 [15.5478, 15.5478] [-2.90012, -2.90012]

50 [4.79895, 4.79895 [-7.9965-17, -7.9965e-17]

99 [0.590763, 0.590763] [-9.1236-26, -9.1236-26]

500 [9.4567-10, 9.4567e-10] [-9.194-133, 9.194-133]

1000 [5.9056e-32, 5.9056e-32] [-2.639-285, -2.639-285]

На наведеному прикладi видно, що навiть у даному випадку метод лiнiйного

каплiнгу продемонстрував значно швидшу збiжнiсть. Вже на 99-iй iтерацiї йо-

го результат був точнiшим, нiж у градiєнтного спуску на 500-iй iтерацiї. Для

подальшого порiвняння, змiнимо параметр i встановимо значення n = 20. Ви-

конавши програму з новим параметром, ми отримаємо наступний результат:

Результати на контрольних iтерацiях:

Номер iтерацiї Grad LinearCoupling

30 [60.660756, 2.5260424] [-41.712811, -1.167222]

50 [52.567524, -0.824887] [-25.8659480, -1.062927]

99 [43.638538, -0.996466] [-14.0311788, -1.025948]

500 [6.435669, -0.999994] [-0.0350511, -1.000091]

1000 [0.59168, -0.999994] [-2.55033e-05, -1.00009]

Зауважимо, що зi збiльшенням параметра n до 20 ми отримали значну рiзни-

цю в роботi обох методiв. Як i ранiше, лiнiйний каплiнг виявився швидшим i

показав бiльш точний результат. Це пiдтверджує його переваги у порiвняннi

з градiєнтним спуском для даного прикладу.
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Рис. 3: Зеленiй - лiнiй каплiнг,червоний - градiєнт

Основнi висновки, якi можна зробити з проведених тестiв, такi:

1. Метод лiнiйного каплiнгу збiжний i є валiдним для розв’язання проблеми

оптимiзацiї у принаймнi у евклiдовому просторi.

2. Швидкiсть роботи методу лiнiйного каплiнгу перевищує швидкiсть гра-

дiєнтного спуску незалежно вiд розглянутого прикладу.

3. Обидва методи, що були протестованi, суттєво залежать вiд параметрiв

функцiї. Навiть невелика змiна параметрiв може суттєво вплинути на

швидкiсть збiжностi методiв.
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6 Неперервний випадок

У цьому роздiлi ми розглянемо, власне, основне питання цiєї роботи, тобто

введемо означення методам у неперервному випадку, покажемо їх теоретичну

збiжнiсть i порiвняємо їх роботу на практицi. Варто зазначити, що у багатьох

випадках у подальшому ми ьудемо користуватися фактами, якi невдовзi бу-

дуть доведенi. Перш за все давайте введемо декiлька нових позначень.

Нехай маємо рiвняння вигляду ẋ = φ(x)

x(0) = x0

Розглянемо функцiю V : Rn → R, V ∈ C1(Rn) таку що V (x) ≥ V ∗

Покладемо t→ x(t), f = V (x(t)), тодi:

V̇ (x, t) = 〈∇V (x(t)), ẋ(t)〉 = 〈∇V (x(t)), φ(x(t))〉

V̇ (x) = 〈∇V (x), φ(x)〉 - похiдна в силу нашої системи. Також введемо фун-

кцiю W (x) ∈ C(Rn) таку що : −V̇ (x) ≥ W (x) ≥ 0,∀x ∈ Rn. Слiд зазничити,

що на цю теорему буде посилатись велика кiлькiсть iнших фактiв, якi згодом

будуть зустрiчатися у цiй роботi, тому на неї слiд звернути бiльше уваги.

Теорема: мають мiсце наступнi твердженняй:

1)limt→∞W (x(t)) = 0,min0≤t≤T W (x(t)) ≤ V (x(0)−V ∗

T

2) Нехай W - опукла, а x̃(T ) = 1
T

∫ T
0 x(t)dt, тодi:

W (x̃(T )) ≤ V (x(0))−V ∗

T

3)Якщо:

а) V (x∗) = V ∗, V (x) > V ∗,∀x 6= X∗

б) inf ||X−x∗||≥R(V (x)− V ∗) ≥ ε > 0
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в) W (x∗) = 0,W (x) > 0, x 6= x∗, то

x(t)→ x∗, t→∞

4) ∃γ > 0,i якщо W (x) ≥ γ(V (x)− V ∗) =>

V(x(t) - V∗) ≤ (V (x(0)− V ∗) ∗ exp−γt

Доведення:

1)W (x(t)) ≤ ˙V (x(t)) =>

∫ T

0

W (x(t))dt ≤ −
∫ T

0

〈∇V (x(t)), φ(x(t))〉

= V (x(0)− V (T ) ≤ V (x(0))− V ∗

∀T > 0 min
t∈[0;T ]

≤
∫ T

0

W (x(t))dt ≤ V (x(0))− V ∗ =>

=>

∫ ∞

0

W (x(t))dt < +∞ => limt→∞W (x(t)) = 0

2) використовуючи iнтегральну нерiвнiсть Єнсена маємо:

W (
1

T

∫ T

0

x(t)dt) ≤ 1

T

∫ T

0

W (x(t))dt) ≤ 1

T
(V (x(0))− V ∗)

3) - класична форма теореми Ляпонова про асимптотичну стабiльнiсть*

4) W (x) ≥ γ(V (x)− V ∗) => −V̇ ≥ γ(V (x)− V ∗) | ∗ eγt

=> γeγt ∗ V (x)− V ∗) + eγtV̇ ≤ 0 =>

=>

∫ t

0

d

dt
(eγt(V (x)− V ∗))dt = (eγt(V (x(t))− V ∗)− (V (x(0)− V ∗) ≤ 0

=> V (x(t))− V ∗) ≤ e−γt(V (x0)− V ∗)

Доведення закiнчено.

Тепер дамо означення методу градiєнтного спуска для неперервного випадку,f−

µ−сильно опуклa
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 ẋ = −∇f(x)

x(0) = x0

V (x) =
1

2
||x− x∗||2, f(x∗) = f ∗

V̇ (x(t)) = 〈ẋ, x− x∗〉 = −〈∇f(X), x− x∗) ≤

≤1 −µ||x− x∗||2 = −2µV (x) => V̇ (x) + 2µV (x) ≤ 0 | ∗ e2µt

d

dt
(e2µtV ) ≤ 0 =>

∫ t

0

d

dt
e2µtV dt = e2µtV − V (x0) ≤ 0 =>

=> V (x(t)) ≤2 e−2µtV (x0) =>

||x(t)− x∗||2 ≤ e−2µt||x0 − x∗||2 =>

=>3 f(x(t))− f ∗ ≤ L

2
e−2µt||x0 − x∗||2

Де:

1) - з µ-сильно опуклостi f

2) - нерiвнiсть Гронуолла

3) - з леми спуску (f(x)− f ∗) ≤ L
2 ||x− x

∗||2)

6.1 Додатковi теоретичнi результати

Нам необхiдно також показати iстiннiсть ще декiльког тверджень аби перейти

безпосередньо до методiв. Iз теореми з минулої секцiї ми можемо отримати

наступнi висновики:

1) Якщо f(x) обмежена знижу: f(x) ≥ f ∗, то

min0≤t≤T ||f ′(x(t))||2 ≤ f(x(0))−f∗
T

2) Якщо до того ж має мiсце нерiвнiсть
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||f ′(x)||2 ≥ 2µ(f(x)− f ∗), µ > 0, то

f(x(t))− f ∗ ≤ ((f(x(0))− f ∗)e−2µt

3) Якщо f(x) випукла та iснує x∗ такий що f(x∗) = f ∗, то

f(x̄(T ))− f ∗ ≤ ||x(0)−x∗||2
T

4) Якщо f(x) сильно випукла тодi x(t)→ x∗ експотенцiйно, при t← inf

Доведення:

Для доведення перших двох тверджень покладемо функцiю V : V (x) = f(x).

В такому випадку маємо, що W (x) = ||f ′(x)||2. Тодi використовуємо твер-

дження 1) та 4) iз перердньої теореми.

Для доведення 3) та 4) тверджень змiнимо нашу функцiю V , покладаючи

V (x) = 1
2 ||x− x

∗||2. Тодi вiдповiдно матимемо W (x) = f(x) = f ∗. Тепер iз 2)

твердження передньої теореми випливає 3). В той же час для сильно випу-

клих функцiй iснує точка мiнiмуму x∗, звiдки i випливає твердження 4.

Теорема доведена.

Зазначимо, що для твердження 4) не випливає єдинiсть такої точки мiнiмуму.

Наприклад, якщо g(x) = Rn → Rm, f(x) = ||g(x)||2, тодi матимемо, що f(x)

не є опуклою але 4) твердження виконується.

6.2 Метож важкої кульки. Загальний вигляд

Отже тепер дамо визначимо методу важкої кульки у загальному випадку.

метод важкої кульки має наступний вигляд:

ẍ+ aẋ+ bf ′(x) = 0

Такий вигляд був природнiм результатом iз аналогiї iз фiзики: рух тiла в

потенцiальному полi f(∗) пiддається тертю. Тут x(t)Rn– траєкторiя тiла,ẋ, ẍ–

його швидкiсть i прискорення, a, b > 0 є скалярними параметрами. Природно
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припустити, що, при t→ inf, тiло досягає локального мiнiмуму f(x).

Давайте тепер препишемо наше початкуве рiвняння у наступному виглядi:

ẋ = y,

ẏ = −ay − bf ′(x)

Тепер маємо багато опцiй у виборi функцiї V (x). Природнiо, iз фiзичних мiр-

куваня покласти за V (x) = f(x) + 1
2b||y||

2 - сума потенцiалiв та кiнетичної

енергiї. Похiдна вiд цiєї функцiї матиме наступний вигляд:

V̇ (x, y) = (f(x), y)) +
1

2b
(y,−ay − bf ′(x)) = −a

b
||y||2

W =
a

b
||y||2 > 0

Але ми б хотiли побудувати строго спадну функцiю Ляпунова, тому матимемо

наступне:

V = (f(x)− f ∗) +
a

a2 + 2bL
(f ′(x), y) +

L

a2 + 2bL
||y||2

Де f ∗- нижня границя f(x), L- верхня границя ||f ′′(x)||. Тепер ми можем=о

застосувати попердню теорему i отримати наступнi результати:

Теорема: Нехай f(x) двiчi диференцiйовна функцiя, де ||f ′′(x)|| < L, f(x) ≥

f ∗ та a, b > 0. Тодi матиме мiсце наступна нерiвнiсть:

min0≤t≤T ||f ′(x(t))|| ≤ V (0)− f ∗

cT
, c =

ab

a2 + 2bL

Доведення: Перш за все пригадаємо, що для нашої функцiї справджується

умова

f(x)− f ≥ 1

2L
||f ′(x)||2
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Тому матимемо наступне:

V ≥ 1

2L
||f ′(x)||2 +

a

a2 + 2bL
(f ′(x), y) +

L

a2 + 2bL
||y||2

≥ c1(||f ′(x)||2 + ||y||2), c1 > 0

Далi, обчислюючи похiдну маємо:

V̇ ≤ La

a2 + 2bL
||y||2 − ab

a2 + 2bL
||f ′(x)||2

З чого слiдувало б наступне:

W ≥ c2(||f ′(x)||2 + ||y||2), c2 > 0

Тепер використовуючи твердження 1) з попередньої теореми отримуємо наше

твердження.

Зазначимо також, що для випуклих f(x) можливий i iншийфигляд функцiї

Ляпунова. Наприклад

V = (f(x)− f ∗) +
a2

2b
||x− x∗ +

1

a
y||2

Теорема: якщо f(x) опукла та f(x∗) = f ∗ тодi для методу важкої кульки

матимемо, що:

x̄(T ) =
1

T

∫ T

0

x(t)dt

f(x̄(T ))− f ∗ ≤ V (x(0), y(0))

aT

Доведення: для нашиї функцiї обчислюємо похiдну:

V̇ = −a(f ′(x), x− x∗)

Також покладемо W (x) = a(f(x)− f ∗). Тепер можемо використати твердже-

ння пепереднiх теорем, iз чого слiдуватиме твердження.
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Варто зазначити, що при a = c
t та iз функцiєю Ляпунова вигляду V =

(f(x) − f ∗) + a2

2b ||x − x
∗ + 1

ay||
2 метод важкої кульки збiгається зi швидкiсть

O( 1
t2 )

6.3 Метод важкої кульки у гамiльтоновiй формi.

У цiй секцiї ми розглянему дещо загальнiший вигляд методу важкої кульки

у так званiй гамiльтоновiй формi.

Перш за все, нехай ми маємо рiвняння вигляду

ẍ+ aẋ+ b sinx− c = 0, a > 0, 0 < b < c, x(t) ∈ R1

Нас цiкавить перевiрка стабiльностi точки рiвноваги, тобто x = x∗ = arcsin c
b , y =

ẋ = 0. Традицiйно для аналiзу асимптотичної стабiльностi ми маємо таку

функцiю:

V =
y2

2
+ b(cosx∗ − cosx)− c(x− x∗)

Для такої функцiї ми маємо, що V̇ = −W = −ay2 ≤ 0 i для доведення

стабiльностi використовується результат теореми Барбашина—Красовського.

Але замiсть цього давайте задамо функцiю Ляпунова у наступному виглядi:

V (x, y) =
y2

2
+
ap

2
(x− x∗)2 + py(x− x∗) + b(cosx∗ − cosx)− c(x− x∗)

Тут p -параметр, який розглянемо трохи пiзнiше, V (x∗, 0) = 0, V (x, y) > 0

у околi точки x∗. Варто зазначити, що показати асимптотичну стабiльнiсть

можна буде лише у локальному околi точки x∗.

Теорема: Якщо 0 < p < a, |x(0) + x∗| < π та

V (x(0), y(0)) < h = V (π − x∗,−p(π − x∗))
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Тодi ẍ+aẋ+b sinx−c = 0, a > 0, 0 < b < c, x(t) ∈ R1 локально асимптотично

стабiльна система.

Доведення: Для початку обчислимо похiднi наших функцiй:

V̇ = −(a− p)y2 − bp(x− x∗)(sinx− sinx∗)

W = (a− p)y2 + bp(x− x∗)(sinx− sinx∗)

Також вiдмiтимо, що з умов 0 < p < a та |x + x∗| < π слiдує, що W ≥ 0 та

W > 0 для (x, y) 6= (x∗, 0). Далi покажемо, що V ≥ 0 для

(x, y) ∈ Q = {x : |x+ x∗| < π}

Позначимо v(x) = miny V (x, y), тодi

y(x) = argminyV (x, y) = −p(x− x∗),

v(x) =
(a− p)p

2
(x− x∗)2 + b(cosx∗ − cosx)− c(x− x∗)

Тодi вiдповiдно маємо

v′(x) = (a− p)p(x− x∗) + b(sinx− sinx∗)

v(x) > 0 : |x+ x∗| < π, (x, y) 6= (x∗, y)

З цього можемо зробити висновок,що V (x, y) > 0, якщо |x+ x∗| < π, (x, y) 6=

(x∗, y). Бiльше того множина

D = {(x, y) : V (x, y) < h, |x− x∗| < π}

Обмежена та належить Q. Тепер можемо застосувати попердню теорему.

Такий пiдхiд мо можемо розширити для загального випадку у наступному

виглядi:

ẍk + akẋk +
∑
j

bjk sin (xk − xj)− ck = 0, xk(t) ∈ R1
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Тодi ми можемо переписати це у наступному виглядi:

ẋ = Ax+BϕCx)

Де A,B,C -матрицi, а ϕ(z) - нелiнiйний вектор. Тодi функцiя Ляпонова ма-

тиме наступний вигляд:

V (x) = (Px, x) +Kψ(Cx)

Де потрiбно обрати матрицi P,K,а ψ′(x) = ϕ(x) (z). Лiнiйнi матричнi нерiв-

ностi для P,K були отриманi в (Vu and Turitsyn, 2016). Цей розв’язок власне

i визначає шуканi функцiї V, V ′ iз потрiбнимим властивостями.

7 Приклад з логiстичною регресiєю

7.1 Приклад для двовимiрного роздiлення точок

В цьоvу роздiлi прикладiв ми розглянемо випуклу оптимiзацiю методами гра-

дiєнтного спуску та лiнiйного каплiнгу для задачi логiстичної регресiї. Де-

кiлька слiв про саму задачу:

Нехай маємо деяку випадкову величину Y , що може набувати двох значень

(два кольори, 0 та 1, тощо). Для зручностi вважаємо просто, що Y ∈ {0, 1}.

Нехай, також, ця випадкова величина залежить вiд деякої множтини поясню-

вальних змiнних x ∈ Rn, де

x = (x1, x2, . . . , xn)
T

Для того, щоб показати залежнiсть Y вiд x(i)-их введемо додаткову змiнну

y∗:

y∗ = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + . . .+ θnxn

28



Тодi задати нашу Y буде значно зручнiше, i виглядатиме вона приблизно так:

Y =

0 : y∗ ≤ 0

1 : y∗ > 0

При визначеннi логiстичної моделi стохастичний доданок ε вважається ви-

падковою величиною з логiстичним розподiлом ймовiрностей. Вiдповiдно для

певних конкретних значень змiнних x∗ = x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n одержується вiдповiд-

не значення y∗ i ймовiрнiсть того, що Y = 1, така:

p(Y = 1) = p(y∗ > 0) = p(θTx∗ + ε > 0) = p(ε > −θTx∗) =

= p(ε ≤ θTx∗) = g(θTx∗)

Передостання рiвнiсть випливає з симетричностi логiстичного розподiлу, g

позначає логiстичну функцiю - функцiю розподiлу:

g(x) =
ex

1 + ex
=

1

1 + e−x

Таким чином для конкретного значення xi випадкова величина Y i, має роз-

подiл Бернулi:

Y i = B(1, g(θTxi)

Тепер наше завдання: оцiнити параметри θ0, θ1, . . . , θn так, щоб зв’язок мiж

Y вiд x(i), був як можливо ближчий до iстини.

Таку оцiнку зазвичай здiйснюють методом максимальної правдоподiбностi,

згiдно з яким вибирають параметри θ, що максимызують значення функцiї

правдоподiбностi на вибiрцi:

θ̂ = arg max
θ
L(θ) = arg max

θ

n∏
i=1

P{Y = Y (i)|x = x(i)}
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Максимiзацiя функцiї правдоподiбностi еквiвалентна максимiзацiї її логари-

фма:

lnL(θ) =
n∑
i=1

lnP{Y = Y (i)|x = x(i)} =

n∑
i=1

Y (i)ln(g(θTx(i))) + (1− Y (i))ln(1− g(θTx(i)))

Нашi методи градiєнтного спуска та лiнiйного каплiнга ми будемо застосову-

вати саме для пошуку екстремальних значення цiєї функцiї.

Перевiряти збижiсть наших методiв будемо на наступному прикладi, побудо-

ваному на цiй задачi.

1. На вхiд користувач вводить за допомогою мишки певну кiлькiсть то-

чок рiзного кольору (у програмi значення Y (i) = 1 вiдповiдає зеленому

кольору, вiдповiдно значення 0 - червоному

2. Пiсля деякох кiлькостi точок (вона визначена заздалегiть), на основi

отриманих данних ми використаємо наш метод для оптимiзацiї функцiї

правдободiбностi

3. Пiсля роботи методу ми отримаємо наш вектор θ (оскiльки в нас приклад

на площинi, то θ ∈ R3

4. На базi отриманого вектора будуємо пряму, яка задана рiвняння θ0 +

θ1x+ θ2y = 0. Саме ця пряма i буде зображена на графiку

Для роботи будь-якого з описаних методiв нам перш за все потiбно знайти

градiєнт вiд цiльової функцiї. У пiдрахунках може з’явитися проблема: якщо

y∗ = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + . . .+ θnxn,
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то ey∗ може бути дуже великим, в реультатi чого ми можемо отримати пе-

реповнення та програма не буде повнiсть валiдною (проте все одно, напевне,

залишаєтся можливiсть пiдбрати початковi значення та початковi точки так,

щоб переповнення не було).

Враховуючи це ми будемо брати градiєнт наступним чином:

if(y∗) > 0 then

θ0 =
m∑
i=1

y(i) ∗ (
e−y

∗

1 + e−y∗
) + (1− y(i)) ∗ (

−1

1 + e−y∗
)

θk =
m∑
i=1

y(i) ∗ (
x

(k)
1 e−y

∗

1 + ey∗
) + (1− y(i)) ∗ (−x(k)

1 −
x

(k)
1 ∗ e−y

∗

1 + e−y∗
)

else(y∗) ≤ 0

θ0 =
m∑
i=1

y(i) ∗ (
1

1 + ey∗
) + (1− y(i)) ∗ (1− 1

1 + ey∗
)

θk =
m∑
i=1

y(i) ∗ (
x

(i)
k

1 + ey∗
) + (1− y(i)) ∗ (−x(i)

k ∗
ey∗

1 + ey∗
)

Таке визначення склодових градiєнта, як можна помiтити, гарантує, що у нас

не буде переповнення i всi змiннi вдясться без зайвих клопотiв обрахувати.

Тепер перейдемо безпосередньо до результатiв роботи програми:

Очевидно точнiсть розв’язку залежатиме вiд двх параметрiв:

1) - кiлькiсть заданих точок

2) - кiлькiсть iтерацiй методу оптимiзацii

Тут кiлькiть точок дорiвнює 20, кiлькiсть iтерацiй - 1000. Тепер для прикладу

вiзьмемо схожий за розташування набiр точок, але зробимо лише 10 iтерацiй.

Результат наступний:
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Явно можемо бачити, що 10 iтерацiй метода та 20 точок ще мало для того,

аби роз’вязок повнiстю нас задовiльнив.

Варто зазначити, що для усiх прикладiв θ0 = [10,−10, 10], а початок коорди-

нат - це є верхнiй лiвий кут.

Отже ми побачили рiзницю мiж кiлькiстю iтерацiй методу, але постає iнше

питання - чи покращится робота, якщо ми збiльши мо кiлькiсть точок. На-

приклад вiзьмемо 50 та 100 iтерацiй.

Варто зазничити, що для цього прикладу ми тестуємо тiльки метод градiєн-

тного спуску, а метод лiнiйного каплiнгу розглянемо трохи згодом для дещо

ускладненої задачi.

Тепер давайте залишимо таку саму кiлькiсть iтерацiй, але кiлькiсьть поча-

ткових точок збiльшимо до 50.

Результат наступний:

Тут ми вже ясно можемо сказати, що навiть з малою кiлькiстю iтерацiй ме-

тода градiєнтного спуска, але з велокою кiлькiстю точок ми вже можемо

говорити про непогану точнiть.
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7.2 Приклад для тривимiрного роздiлення точок

Тут ми розглянемо ту саму задачу, що i в попередньомк роздiлi, але вона вже

буде для тривимiрного варiнту.

Тепер точки задав програмно, тобто їх мiсцезнаходження задано в кодi про-

грами. Не обмежуючи загальностi я поставив точки на дiагоналi, тобто вони

всi мають вигляд [a, a, a], де a ∈ [1, 20]

Маємо наступний результат:

Аби побудувати синiй прямокутник я мав задати 4 точки, якi вiдповiдали б

рiвнянню площини для отриманої θ, тобто:

θ0 + θ1x+ θ2y + θ3z = 0

Сам алгоритм працював 1000 iтерацiй i на виходi я отримав

θ = [300.67,−9.34,−9.34,−9.34]
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. Потiм я просто обирав довiльнi двi змiннi та фiксував їх, а знаючи зна-

чення θ я мав змогу отримати значення третьої змiнної, тобто точку, яка б

належала шуканiй площинi. Зафiксувавши точкки подалi одна вiд одної я i

отримав таку площину. θ0 = [10, 10, 10, 10]. Знайдеi точки для прямокутника:

[0, 0, 32.3], [0, 32.2, 0], [20, 20,−7.7], [32.3, 0, 0]
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8 Лiнiйна регресiя

Тепер розглянемо iнший приклад для наших методiв - задачу лiнiйної регре-

сiї.

Лiнiйна регресiя моделює залежну змiнну як лiнiйну комбiнацiю незалежних

змiнних з доданим зсувом. Отже лiнiйна регресiйна модель може бути запи-

сана у виглядi:

y = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + ...θnxn

, де y - залежна змiнна, x1, x2, ...xn - незалежнi змiннi, θ0 - зсув, θ1, θ2, ..., θn

- параметри моделi, що вiдповiдають коефiцiєнтам перед незалежними змiн-

ними. При налаштуваннi моделi лiнiйної регресiї необхiдно визначити поча-

тковi значення параметрiв θ0θ1, θ2, ..., θn. Iснує кiлька пiдходiв для генерацiї
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початкових параметрiв, зокрема випадковий вибiр або використання нульо-

вих значень. У роботi розглянуто випадок випадкової генерацiї.

Основна задача в лiнiйнiй регресiї - знайти оптимальнi значення параметрiв

θ0θ1, θ2, ..., θn, якi мiнiмiзують функцiю втрат. Зазвичай, для лiнiйної регресiї

використовують середньоквадратичну помилку як функцiю втрат, яка ви-

мiрює середнє квадратичне вiдхилення прогнозованих значень вiд реальних

значень.

Оптимiзацiя параметрiв може бути виконана за допомогою методiв градi-

єнтного спуску або важкої кульки, якi шукають локальний мiнiмум функцiї

втрат. Цi методи поступово оновлюють значення параметрiв, керуючись гра-

дiєнтом функцiї втрат. В якостi Функцiї втрат для лiнiйної регресiї, вiзьмемо

середньо квадратичну помилкою (Mean Squared Error, MSE). Ця функцiя

вимiрює рiзницю мiж прогнозованими значеннями моделi i фактичними зна-

ченнями залежної змiнної. Загальний вигляд функцiїї втрат:

MSE =
1

m

∑
(yi − ŷi)2,

де m - кiлькiсть спостережень (вибiрка), yi - фактичне значення залежної

змiнної для i-го спостереження, ŷi - прогнозоване значення залежної змiнної

для i-го спостереження. Також для прикладу розглянемо тривимiрний випа-

док. Для нього усе буде аналогiчно, просто збiльшимо розмiрнiсть почтакових

даних.
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Рис. 4: Сiрий - кроки регресiї, червоний - остаточна вiдповiдь
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9 Висновок

У данiй роботi були розглянутi теоретично та на практичних прикладах мето-

ди градiєнтного спуску, лiнiйного каплiнгу та важкої кульки. На практичних

результатх, для рiзних прикладiв, було отримано результати, з яких можна

зробити висновки про швидкодiю та ефективнiсть розглянутих методiв i те-

оретичнi результати зпiвпали iз практичними результатами.. Усi програми

були написанi використовуючи мову програмування Python3.0, графiки (2d,

3d) були отриманi за допомогою бiблiотеки mathplotlib.
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