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У даній статті знайдена асимптотична поведінка математичного сподівання повної енергії 
гармонічного осцилятора без тертя під впливом енергетичного насосу з керуючим елементом вигляду 
стохастичного гармонічного осцилятора без тертя зі збуренням типу «білого шуму» у резонансному і 
нерезонансному випадках. 

Ключові слова: гармонічний осцилятор, повна енергія, білий шум. 

In this article, the asymptotic behavior of the mathematical expectation of the total energy of a harmonic 
oscillator without friction under the influence of an energy pump with a controlling element of the form of a 
stochastic harmonic oscillator without friction with a white noise perturbation in resonant and non-resonant cases 
is found. During the analytical solving the problem of  finding the mathematical expectation of the total energy of a 
harmonic oscillator with random perturbation, the properties of the Wiener process, the stochastic Ito integral, and 
the mathematical expectation of the product of stochastic integrals are used.  

Key words: harmonic oscillator, total energy, white noise. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Козаченко Ю.В. 

1. Вступ
Під гармонічним осцилятором без тертя при 

зовнішньому збуренні будемо розуміти тіло маси 
1, рух якого описується диференціальним 
рівнянням другого порядку: 
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де )(tq  – зовнішня збурна сила, 00,uu   - 
початкові положення і швидкість осцилятора, 

)(),( tutu   - положення і швидкість осцилятора в 
момент часу 0t , 0k  - параметр осцилятора, 

 )()(
2
1)( 222 tuktut    - повна енергія осцилятора.

Відомо [10], що в детермінованих випадках: 
1) )0()(  t  при всіх 0t , якщо 0)( tq ;

2) Повна енергія обмежена, якщо ttq cos)(  ,

k , і )(t ~ 2

2
1 t  при t  (резонанс) при

k .
Модель гармонічного осцилятора з 

неперервним випадковим зовнішнім збуренням, в 
якому математичне сподівання t~)(tE  при 

t  розглядалась у [8], t~)(tE  у [13], 

2
1,t~)(  tE  - у [11, 3], t~)(ln tE  - у [1].

Фазовий «портрет» гармонічного осцилятора 
при випадковому зовнішньому збуренні процесом 
типу «білого шуму» вздовж вектора фазової 
швидкості осцилятора досліджувався в роботах 
[12, 5], під повним кутом до вектора фазової 
швидкості – у [4], а при випадковому збуренні 
процесом типу «дробового шуму» - у [6]. 
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Означення. Вінерівський процес – гаусів 
процес з нульовим середнім, незалежними 
приростами та коваріаційною функцією },min{ st . 
Позначається )(tw , 0t . 

Позначення. Стохастичний інтеграл Іто має 
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Позначення. )(tw  - «похідна» від вінерівського 
процесу («білий шум» у формі Іто); формальний 
запис. 

Під енергетичним насосом будемо розуміти 
систему, яка передає енергію з джерела до 
елементу. В даній роботі будемо вважати, що 
передача йде без втрат і кількість енергії у 
джерелі нескінченна. Кількість енергії, яку 
передає енергетичний насос, визначається 
керуючим елементом. 

У даній роботі керуючим елементом є 
стохастичний гармонічний осцилятор без тертя, 
який задається диференціальним рівнянням з 
нульовими початковими умовами та збуренням 
типу «білого шуму». 

2. Допоміжні результати.

Математичну модель гармонічного осцилятора 
без тертя зі збуренням )(tq  і нульовими 
початковими умовами запишемо у вигляді такої 
системи: 
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Тоді повна енергія осцилятора буде виглядати 
так:  
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Розглянемо деякі властивості вінерівського 
процесу: ),0(~)( tNtw , ),0(~)()( 1212 ttNtwtw  ,  

0)( tEw ,  (5) 
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Розглянемо деякі властивості інтегралу Іто: 
Проста функція, що апроксимує )(tf , має 
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)(ty  має необмежену варіацію, тому інтеграл 
Іто не можна розуміти у сенсі Лебега-Стілтьєса. 

Інтеграл Іто адитивний  [9, с. 21]: 

 
"

'

'

0

"

0

)()()()()()(
t

t

tt

tdytftdytftdytf , "'0 tt   (10) 











































ss

sdwsgsdwsfE
0

22
0

11 )()()()(  

     






























0max,,

.

.....0

.....0

33
133

1

1
21

1
11

1
3

2
1

2
1

1
1

1
1

2

2
2

1

1
1

3

3
3

2

1

iii

N

ii
N

ii
N

ii

N

N

ttiiNN

обохдлярttt

ІтоінтІІрозбstt

ІтоінтІрозбstt
Ітоінтегралаозначеннямза



 















 







N

i
iii

N

twtwtfE
1

1

)(
0

)9,2(
)()()(lim

  




















 




N

j
jjj twtwtg

1
1 )()()(

48



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2018, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 




 







N

i
iiii

N

twtwEtgtf
1

2
1

)(
0

)()()()(lim

   )8(
)7(

1
1,

1 )()()()()()( 









 




 jj

N

ji
ji

iiji twtwtwtwEtgtf

 
)9(
)2(

1
1

)(
0

0)()(lim 









 







N

i
iiii

N

tttgtf


s

dssgsf
0

333 )()(   (11) 











































s

s

s

sdwsgsdwsfE
'

22

'

0
11 )()()()(  

      


































0max

),'.(
,1)1()1(1

.

.....'

..'...0

'0

33
1

213

213

1
2

1
2

2

2

1
1
1

1

1

1

1
3

1
3

3

3

1
1

2

2
1

1
1

1

1
1

ii

N

i
i

N

i
i

N

i
i

N

N

tt
i

sтспільнаоднаNNN
NNNтут

обохдлярttt

ІтоінтIIрозбstts

ІтоінтIрозбstt
Ітоінтегралаозначеннямза

ss



 













 







1

21
1

1

),(
0

)9,2(
)()()(lim

N

i
iii

NN

twtwtfE  

  





 






21

1 1
1 )()()(

NN

Nj
jjj twtwtg

 










1 21

1
21

1 1
),(

0
)()(lim

N

i

NN

Nj
ji

NN

tgtf  

   0)()()()(
)7(

11   jjii twtwtwtwE  (12) 
Останні дві властивості виконуються за умови, 

що в обох інтегралах один і той самий 
вінерівський процес. В подальшому ця умова 
виконується, бо ми використовуємо лише один 
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3. Основні результати.
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Теорему доведено. 
 

4. Висновок 
 
У цій роботі знайдена асимптотична поведінка 

математичного сподівання повної енергії 
гармонічного осцилятора без тертя під впливом 
енергетичного насосу з керуючим елементом 
вигляду стохастичного гармонічного осцилятора 
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