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Abstract. The problems of guaranteed mean square estimation of
unknown rectangular matrices based on observations of linear functi-
ons from random matrices with random errors are considered in the
paper. Asymptotic distributions of guaranteed errors and guaranteed
estimates are obtained in the case of small perturbations of the matri-
ces. A test example of the asymptotic distribution is given.
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Анотацiя. В роботi розглянуто задачi гарантованого середньо-
квадратичного оцiнювання невiдомих прямокутних матриць за
спостереженнями лiнiйних функцiй вiд випадкових матриць з ви-
падковими похибками. У випадку малих збурень матриць одер-
жанi асимптотичнi розклади гарантованих похибок та гаранто-
ваних оцiнок. Наводиться тестовий приклад асимптотичного роз-
кладу.
Ключовi слова: лiнiйне оцiнювання, гарантована середньоква-
дратична оцiнка, похибка оцiнки, квазiмiнiмаксна гарантована
оцiнка, збурена матриця спостережень, кореляцiйна матриця, опе-
раторне рiвняння, малий параметр, статистична невизначенiсть.

Вступ
Задачi оцiнювання невiдомих параметрiв за результатами спостережень

дослiджувались в роботах багатьох авторiв [1–9]. Задачам оцiнювання па-
раметрiв в умовах невизначеностi присвячено порiвняно мало робiт.
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Проблеми оцiнювання матричних параметрiв за результатами спосте-
режень мають свої особливостi. Гарантованому пiдходу до оцiнки таких
параметрiв присвяченi нашi роботи [10–14].

У данiй статтi отримана гарантована средньоквадратична похибка оцi-
нок лiнiйних операторiв у припущеннi, що невiдома матриця – це реалiзацiя
випадкової матрицi з кореляцiйним оператором, який визначається зi спе-
цiального операторного спiввiдношення й належить обмеженiй множинi.
Передбачається, що похибка спостережень має нульове середнє значення,
а кореляцiйна матриця невiдома й може належати однiй iз двох обмеже-
них множин. Наводиться гарантована средньоквадратична похибка оцiнки,
представленої вектором.

У якостi тестового прикладу отриманi гарантованi середньоквадратичнi
похибки оцiнки двох наборiв параметрiв невiдомого вектора для одного
з варiантiв похибок спостережень iз урахуванням малих збурень вiдомих
матриць моделi спостереження.

1. Постановка задачi лiнiйного оцiнювання спостережень

Нехай спостерiгаються скалярнi величини:

yk = sp(XATk ) + ηk, k = 1, N, (1)

де X ∈ Hm×n — невiдома матриця; Ak ∈ Hm×n, k = 1, N — вiдомi матрицi;
Hm×n — простiр матриць розмiрностi m× n; sp (W )− слiд квадратної ма-
трицi W ; sp(XATk ) , 〈X,Ak〉 — скалярний добуток матриць; T — символ
транспонування матрицi; ηk, k = 1, N — послiдовнiсть випадкових вели-
чин.

Вводяться лiнiйний оператор ℘, який дiє з векторного простору RN в
простiр матриць Hm×n i лiнiйний оператор ℘∗, спряжений до оператора ℘:

℘x ,
N∑
k=1

Akxk = X, xk ∈ R1, k = 1, N, X ∈ Hm×n,

℘∗X ≡ (sp(XTA1), ..., sp(XTAN ))T ;

а також вектори y = (y1, ..., yN )T , η = (η1, ..., ηN )T , x = (x1, ..., xN )T .
Очевидно, що спостереження (1) у векторнiй формi представляються в

такому виглядi
y = ℘∗X + η. (2)

Передбачається, що середнє значення випадкового вектора η ∈ RN —
нуль-вектор, тобто Eη = 0 (E — символ математичного сподiвання), а ко-
реляцiйна матриця R = EηηT невiдома й належить обмеженим множинам
G2 або G3 :

G2 = {R : sp(R−R0)2 ≤ q2}, G3 = {R : sp(Q2R) ≤ q2}, (3)

де R0 = (r
(0)
kj )k,j=1,N — вiдома симетрична вiд’ємно визначена матриця, q2

— вiдоме додатне дiйсне число, Q2 ∈ HN×N — вiдома симетрична додатно-
визначена матриця.
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Уводиться лiнiйний оператор L, що дiє iз простору Hm×n в простiр Rs:

LX = (〈V1, X〉 , ..., 〈Vs, X〉)T ,
де Vp, p = 1, s — заданi матрицi.

Передбачається далi, що невiдома матриця X — реалiзацiя випадкової
матрицi iз середнiм значенням X0 i кореляцiйним оператором R1, який
визначається зi спiввiдношення:

〈R1Z1, Z2〉1 = E(sp((X −X0)ZT1 )sp((X −X0)ZT2 )),

де X0 = EX, Z1, Z2 ∈ Hm×n — довiльнi матрицi.
Якщо R1, R2 — кореляцiйнi оператори, то їх скалярний добуток задає-

ться виразом:

〈R1, R2〉2 =
N∑

i,j,k,l=1

r
(1)
i,j,k,lr

(2)
i,j,k,l,

r
(p)
i,j,k,l = 〈RpEi,j , Ek,l〉1 , i, j, k, l ∈ 1, N, p = 1, 2;

де Ei,j — ортонормований базис в Hm×n, 〈R1, R2〉2 — скалярний добуток
операторiв.

Також передбачається, що кореляцiйний оператор R1 невiдомий i нале-
жить множинi G(R1):

G(R1) , {R1 :
〈

(R1 −R(0)
1 ), (R1 −R(0)

1 )
〉

2
≤ q2

1},

де R(0)
1 — вiдомий кореляцiйний оператор, q2

1 — вiдоме додатне число.
Не обмежуючи загальностi, надалi передбачається, що X0 = 0.

2. Розв’язок задачi лiнiйного оцiнювання

Означення 1. Лiнiйною оцiнкою вектора LX називається вектор
∧
LX ви-

гляду
∧
LX , Uy + c =

N∑
k=1

ukyk + c,

де uk ∈ Rs, k = 1, N ; U — лiнiйний оператор, що вiдображає векторний
простiр RN у простiр Rs; вектор c ∈ Rs.

Уводяться вектори u(p) =
(
u1
p, u

2
p, ..., u

N
p

)T
, p = 1, s, де ukp — p-а компо-

нента вектора uk, k ∈ 1, N .

Означення 2. Гарантованою середньоквадратичною похибкою оцiнки
∧
LX

називається величина

σi(U, c) =

{
max

G(R1) ,Gi

E

∥∥∥∥ ∧LX − LX∥∥∥∥2
} 1

2

, i = 2, 3, (4)

де
∥∥∥∥ ∧LX −LX∥∥∥∥2

= ( (
∧
LX −LX)T (

∧
LX −LX)).
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Означення 3. Оцiнка
∼
LX = Ũ (i)y+c̃(i), для якої значення Ũ (i), c̃(i), i = 2, 3

визначаються з умов:

Ũ (i), c̃(i) ∈ Argmin
U, c

σi(U, c), i = 2, 3,

називається гарантованою середньоквадратичною оцiнкою.

Надалi припускаємо, що c = 0.

Твердження 1. Нехай R1 ∈ G(R1), кореляцiйна матриця R = EηηT

належить множинам G2 або G3, а X й η не корельованi. Тодi при i = 2
або i = 3 мають мiсце рiвностi

σ2
i (U, c) = max

G(R1),Gi

E

∥∥∥∥ ∧LX −LX∥∥∥∥2

= J1(U (i)) + Ji(U
(i)),

∧
LX = U (i)y = ((u

(i)
(1), y), ..., (u

(i)
(s), y))T ,

J1(U (i)) =

s∑
p=1

sp(R
(0)
1 Z(i)

p Z(i)T
p ) + q2

1(

s∑
p,j=1

sp2(Z(i)
p Z

(i)T
j ))

1
2 ,

Z(i)
p = Vp − ρu(i)

(p), p = 1, s,

J2(U (2)) =

s∑
p=1

(Ru
(2)
(p), u

(2)
(p)) + q2{

s∑
p,j=1

(u
(2)
(p), u

(2)
(j))

2}
1
2 ,

J3(U (3)) = q2λmax (D1), D1 = (Q−1
2 u

(3)
(p), u

(3)
(j))p,j=1,s,

де (u
(i)
(p), y), i = 2, 3, p = 1, s − скалярний добуток векторiв.

Доведення. Оскiльки∥∥∥∥ ∧LX −LX∥∥∥∥2

=
s∑

p=1

(〈Vp, X〉 − (u
(i)
(p), y))2 =

=
s∑

p=1

(〈Vp, X〉 − (u
(i)
(p), ρ

∗X)− (u
(i)
(p), η))2 =

=

s∑
p=1

(
〈
Vp − ρu(i)

(p), X
〉
− (u

(i)
(p), η))2,

то, враховуючи, що E ( 〈Zp, X〉 (u
(i)
(p),η)) = 0, одержимо

E

∥∥∥∥ ∧LX −LX∥∥∥∥2

=

s∑
p=1

E 〈Zp,X〉2 +

s∑
p=1

E(u
(i)
(p), η)2.

Використовуючи рiвностi

E 〈Zp, X〉2 = 〈R1, Zp ⊗ Zp〉2 = 〈R1Zp, Zp〉1 , p = 1, s

101



ГАРАНТОВАНI СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНI ОЦIНКИ

(тут Zp ⊗ Zp — тензорний добуток матриць), i застосовуючи нерiвностi
Кошi-Буняковского у вiдповiдних просторах, можна записати такi спiввiд-
ношення:

max
G(R1)

〈
R1,

s∑
p=1

Zp ⊗ Zp

〉
2

=

〈
R

(0)
1 ,

s∑
p=1

Zp ⊗ Zp

〉
2

+

+q2
1

〈
s∑

p=1

Zp ⊗ Zp,

s∑
p=1

Zp ⊗ Zp

〉 1
2

2

=

=
s∑

p=1

〈
R

(0)
1 Zp, Zp

〉
1

+ q2
1

s∑
p,j=1

〈Zp ⊗ Zp, Zj ⊗ Zj〉
1
2
2 ,

де 〈Zp ⊗ Zp, Zj ⊗ Zj〉2 = 〈Zp, Zj〉2 = sp2(ZpZ
T
j ), p, j = 1, s.

У пiдсумку одержуємо необхiдну формулу для J1(U (i)), i = 2, 3.
Оскiльки виконуються рiвностi

E(u(p), η)2 = (Ru
(2)
(p), u

(2)
(p)) = sp(Ru

(2)
(p)u

(2)T
(p) ) =

(
R, u

(2)
(p)u

(2)T
(p)

)
, p = 1, s,

то аналогiчнi перетворення дозволяють отримати необхiдний вираз для
J2(U (2)).

Зi спiввiдношень:

max
G3

s∑
p=1

E(u
(3)
(p), η)2 = max

b∈Ḡ3

s∑
p=1

(u
(3)
(p), b)

2 = max
|α|=1

max
b∈Ḡ3

(
s∑

p=1

αpu
(3)
(p), b)

2 =

= max
|α|=1

q2
s∑

p,j=1

(Q−1
2 u

(3)
(p), u

(3)
(j))αpαj = q2λmax (D1),

де Ḡ3 = {b : (Q2b, b) ≤ q2}, випливає вираз для J3(U (3)). �

Наслiдок 1. Нехай s = 1. Тодi:

σ2
i (u(1)) = max

G(R),Gi

E
∣∣∣(V1 , X)− (u

(i)
(1) , y)

∣∣∣2 =

= sp(R
(0)
1 Z

(i)
1 Z

(i)T
1 ) + q2

1sp(Z
(i)
1 Z

(i)T
1 ) + Ji(u

(i)
(1)), i = 2, 3,

(5)

де J2(u
(2)
(1)) = (Ru

(2)
(1), u

(2)
(1)) + q2(u

(2)
(1), u

(2)
(1)), J3(u

(3)
(1)) = q2(Q−1

2 u
(3)
(1), u

(3)
(1)),

Z
(i)
1 = V1 − ρu(i)

(1), i = 2, 3.

Твердження 2. Нехай виконуються умови:

û
(i)
(1) ∈ Argmin(

u
(i)
(1)

)

J1(u
(i)
(1)) + Ji(u

(i)
(1))), i = 2, 3.

Тодi

û
(i)
(1) = R−1

i ρ∗P
(i)
1 V1 , P

(i)
1 = (R̄−1

1 + ρR−1
i ρ∗)−1, i = 2, 3, (6)
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де R̄1 = R
(0)
1 + q2

1 Ī , R2 = R0 + q2IN , R3 = q2Q−1
2 , Ī — одиничний оператор,

IN — одинична матриця розмiрностi N ×N , i при цьому

σ2
i (û

(i)
(1)) = sp(P

(i)
1 V1V

T
1 ), i = 2, 3.

Доведення. Знайдемо û(i)
(1) при i = 2 або i = 3 з умов:

d

dτ
σ2
i (û

(i)
(1) + τv(i)) |τ=0 = 0.

Тодi маємо 1
2
d
dτ σ

2
i (û

(i)
(1) + τv(i)) |τ=0 = sp(R̄1Ẑ

(i)
1 Z̃

(i)
1 T ) + (Riû

(i)
(1), v

(i)) = 0,

Z̃
(i)
1 = −ρv(i).

Звiдки випливає, що û(i)
(1) = R−1

i ρ∗R̄1Ẑ
(i)
1 .

Враховуючи рiвностi

Ẑ
(i)
1 = V1 − ρû(i)

(1) = V1 − ρR−1
i ρ∗R̄1Ẑ

(i)
1 , (7)

одержимо спiввiдношення:

R̄1Ẑ
(i)
1 = P

(i)
1 V1, û

(i)
(1) = R−1

i ρ∗P
(i)
1 V1. (8)

Далi вiдмiтимо, що

σ2
i (û

(i)
(1)) = sp(R̄1Ẑ

(i)
1 Ẑ

(i)T
1 ) + (R−1

i ρ∗R̄1Ẑ
(i)
1 , ρ∗R̄1Ẑ

(i)
1 ) =

= sp(R̄1Ẑ
(i)
1 V T

1 )− sp(R̄1Ẑ
(i)
1 (ρû

(i)
(1))

T ) + (û
(i)
(1), ρ

∗R̄1Ẑ
(i)
1 ) = sp(R̄1Ẑ

(i)
1 V T

1 ).

Оскiльки R̄1Ẑ
(i)
1 = P

(i)
1 V1, то σ2

i (û
(i)
(1)) = sp(P

(i)
1 V1V

T
1 ), i = 2, 3.

�

Зауваження. Для векторiв û
(i)
(1), i = 2, 3 (формула (8)) можна одержати

iнше представлення, якщо використати формулу (7):

û
(i)
(1) = R−1

i ρ∗R̄1Ẑ
(i)
1 = R−1

i ρ∗R̄1(V1 − ρû(i)
(1))⇒

(R−1
i Ri +R−1

i ρ∗R̄1ρ)û
(i)
(1) = R−1

i ρ∗R̄1V1 ⇒ û
(i)
(1) = (Ri + ρ∗R̄1ρ)−1ρ∗R̄1V1,

û
(i)
(1) = P (i)ρ∗R̄1V1, P (i) = (Ri + ρ∗R̄1ρ)−1, i = 2, 3.

Далi передбачається, що R1 ∈ G(R1), кореляцiйна матриця R = EηηT

належить множинам G2 або G3, X i η не корельованi, параметр s ≥ 1.

Означення 4. Квазiмiнiмаксною гарантованою оцiнкою вектора LX =
(sp(XV T

1 ), ..., sp(XV T
s ))T за спостереженнями вектора y вигляду (2), де

Vp, p = 1, s — вiдомi лiнiйно незалежнi матрицi, назвемо вектор
∼
LX = ((ũ

(i)
(1), y), ..., (ũ

(i)
(s), y))T ,

компоненти якого знаходяться iз умов:

ũ
(i)
(p) ∈ Argmin

u
σ2
i,p(u), p = 1, s, i = 2, 3,
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де σi,p(ũ) =

{
max

G(R1) ,Gi

E
∥∥sp(XV T

p )− ( ũ, y)
∥∥2
} 1

2

, p = 1, s, i = 2, 3.

Наслiдок 2. Iз твердження 2 i зауваження 1 одержуємо такi вирази
для векторiв ũ(i)

(p), p = 1, s, i = 2, 3:

ũ
(i)
(p) = P (i)ρ∗R̄1Vp = (Ri + ρ∗R̄1ρ)−1ρ∗R̄1Vp ⇔

⇔ ũ
(i)
(p) = R−1

i ρ∗P
(i)
1 Vp = R−1

i ρ∗(R̄−1
1 + ρR−1

i ρ∗)−1Vp.
(9)

Зауваження. З першої рiвностi формули (9) випливає, що вектори ũ(i)
(p), p =

1, s, i = 2, 3 також можуть бути отриманi як розв’язки систем лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь:

Ri ũ
(i)
(p) = ρ∗R̄1Vp, p = 1, s, i = 2, 3,

де Bi = (Ri + ρ∗R̄1ρ), i = 2, 3 — матрицi розмiрностi N ×N .

3. Використання методу малого параметра
Нехай у моделi спостереження (2) Ak ∈ Hm×n, k = 1, N — вiдомi матри-

цi, що залежать вiд малого параметра ε ∈ R1:

Ak(ε) = Ak(0) + εAk(1) + Im×no(ε), k = 1, N, (10)

де Im×n ∈ Hm×n — матриця, усi елементи якої рiвнi одиницi.
Тодi для операторiв ρ i ρ∗ одержимо розклад:

℘(ε)x = ℘(0)x+ ε℘(1)x + Im×no(ε), x ∈ RN ,
℘∗(ε)X = ℘∗(0)X + ε℘∗(1)X + IN×1o(ε), X ∈ Hm×n,

(11)

де

℘(0)x ,
N∑
k=1

Ak( 0)xk, ℘(1)x ,
N∑
k=1

Ak( 1)xk, xk ∈ R1, k = 1, N,

℘∗(0)X , (sp(XTA1( 0)), ..., sp(XTAN ( 0)))T ,

℘∗(1)X , (sp(XTA1( 1)), ..., sp(XTAN ( 1)))T .

Вiдмiтимо, що в цьому випадку квазiмiнiмакснi оцiнки мають вигляд

Ũ (i) (ε) y = (ũ
(i)
1 (ε), y), ..., (ũ(i)

s (ε), y))T , (12)

де ũ(i)
p (ε), p = 1, s; i = 2, 3 визначаються згiдно формул (9) наслiдку 2, у

яких матрицi Ak( ε), k = 1, N залежать вiд малого параметра.

Твердження 3. Якщо в моделi спостереження (2) вiдомi матрицi Ak(ε) ∈
Hm×n, k = 1, N залежать вiд малого параметра ε ∈ R1 i справедливий
розклад:

Ak(ε) = Ak(0) + εAk(1) + Im×no(ε), k = 1, N,

причому виконуються умови тверджень 1, 2, то для квазiмiнiмаксних
оцiнок вектора

Ũ (i) (ε) y = (ũ
(i)
(1)(ε), y), ..., (ũ

(i)
(s)(ε), y))T ,
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(ũ(i)
p (ε), y) = (ũ(i)

p (0), y) + ε(ũ(i)
p (1), y) + o(ε), p = 1, s; i = 2, 3

у першому наближеннi методу малого параметра мають мiсце рiвностi:

ũ
(i)
(p)(ε) = ũ

(i)
(p)(0) + εũ

(i)
(p)(1) + IN×1o(ε), (13)

де ũ(i)
(p)(0) = (ũ

(i)
(p)1(0), ..., ũ

(i)
(p)N (0)) T , ũ

(i)
(p)k(0) =

∑N
j=1 P

(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)),

{P (i)
kj (0)}Nk,j=1 = P (i)(0) = (Ri + ρ∗ (0)R̄1ρ(0))−1,

ρ∗ (0)R̄1ρ(0) =

 sp(R̄1A1(0)AT1 (0)) ... sp(R̄1A1(0)ATN (0))
...

...
...

sp(R̄1AN (0)AT1 (0)) ... sp(R̄1AN (0)ATN (0))

 , (14)

ũ
(i)
(p)(1) = (ũ

(i)
(p)1(1), ..., ũ

(i)
(p)N (1)) T ,

ũ
(i)
(p)k(1) =

N∑
j=1

(P
(i)
kj (1)sp(V T

p R̄1Aj(0)) + P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(1))),

{P (i)
kj (1)}Nk,j=1 = P (i)(1) = −(P (i)(0)PP (i)(0)), P = q2

1(ρ∗(0)ρ(1)+ρ∗(1)ρ(0)) =

= 2q2
1

 sp(A1(1)AT1 (0)) ... sp(A1(1)ATN (0))
...

...
...

sp(AN (1)AT1 (0)) ... sp(AN (1)ATN (0))

 .

Доведення. Згiдно формули (9) наслiдку 2 вектори û(i)
(1)(ε), i = 2, 3 мають

вигляд:

û
(i)
(1)(ε) = P (i)(ε)ρ∗(ε)R̄1V1, P (i)(ε) = (Ri + ρ∗(ε)R̄1ρ(ε))−1, i = 2, 3.

Для асимптотичного представлення матриць P (i)(ε), i = 2, 3 у першому
наближеннi методу малого параметра справедливi рiвностi:

P (i)(ε) = (Ri+ρ∗(ε)R̄1ρ(ε))−1 = P (i)(0)+εP (i)(1)+IN×No(ε), i = 2, 3, (15)

де нульовi наближення визначаються згiдно формул:

P (i)(0) = (Ri + ρ∗ (0)R̄1ρ(0))−1.

Тут доданок ρ∗ (0)R̄1ρ(0) має матричний вигляд (14).
Першi наближення P (i)(1) матриць P (i)(ε), i = 2, 3 також представляю-

ться в матричному виглядi:

P (i)(1) =
(
dP (i)(ε)
dε

)
ε=0

= −
(
P (i)(ε)

(
d
dεP

(i)−1(ε)
)
P (i)(ε)

)
ε=0

=

= −(P (i)(0)PP (i)(0)),
(16)

де матриця P визначається формулою:

P = ρ∗ (0)R̄1ρ(1) + ρ∗ (1)R̄1ρ(0) =

= 2

 sp(R̄1A1(1)AT1 (0)) ... sp(R̄1A1(1)ATN (0))
...

...
...

sp(R̄1AN (1)AT1 (0)) ... sp(R̄1AN (1)ATN (0))

 = {Pkj}Nk,j=1.
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Таким чином, можемо записати спiввiдношення:

P (i)(1) = {P (i)
kj (1)}Nk,j=1,

де P (i)
kj (1) =

∑N
µ=1

∑N
l=1 P

(i)
(k)l( 0)PlµP

(i)
(µ)j( 0), k, j = 1, N, i = 2, 3.

Отриманi асимптотичнi представлення матриць P (i)(ε), i = 2, 3 (фор-
мула (15)) дозволяють визначити асимптотичнi представлення векторiв
û

(i)
(1)(ε) = P (i)(ε)ρ∗(ε)R̄1V , i = 2, 3:

(P (i)(0) + εP (i)(1))(℘∗(0)R̄1V + ε℘∗(1)R̄1V ) + IN×1o(ε) =

= ũ
(i)
(p)(0) + εũ

(i)
(p)(1) + IN×1o(ε),

де
ũ

(i)
(p)(0) = P (i)(0)ρ∗(0)R̄1Vp = (ũ

(i)
(p)1(0), ..., ũ

(i)
(p)N (0)) T ,

ũ
(i)
(p)k(0) =

N∑
j=1

P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)),

ũ
(i)
(p)(1) = P (i)(1)ρ∗(0)R̄1Vp + P (i)(0)ρ∗(1)R̄1Vp = (ũ

(i)
(p)1(1), ..., ũ

(i)
(p)N (1)) T ,

ũ
(i)
(p)k(1) =

N∑
j=1

(P
(i)
kj (1)sp(V T

p R̄1Aj(0)) + P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(1))).

Твердження 3 доведено. �

Твердження 4. Якщо в моделi спостереження (2) вiдомi матрицi Ak ∈
Hm×n, k = 1, N , залежать вiд малого параметра ε ∈ R1 й справедливе
представлення:

Ak(ε) = Ak(0) + εAk(1) + Im×no(ε), k = 1, N,

а також виконуються умови тверджень 1, 2, то для гарантованої сере-
дньоквадратичної похибки квазiмiнiмаксної оцiнки

∼
(LX)(ε) ≡ Ũ (i) (ε) y = (ũ

(i)
(1)(ε), y), ..., (ũ

(i)
(s)(ε), y))T , i = 2, 3

у першому наближеннi методу малого параметра мають мiсце рiвностi:

σ2
i,p(Ũ

(i)) = max
G(R1),Gi

E

∥∥∥∥ ∼LX(ε)− LX
∥∥∥∥2

= J1(Ũ (i)(ε)) + Ji(Ũ
(i)(ε)), (17)

де
J1(Ũ (i)(ε)) = J1(Ũ (i)(0)) + εJ1(Ũ (i)(1)) + o(ε),

J1(Ũ (i)(0)) = F1i(0) + F2i(0) J1(Ũ (i)(1)) = F1i(1) + F2i(1),
(18)

F1i(0) =
s∑

p=1

sp(R
(0)
1 Z(i)

p (0)Z(i)
p T (0)), F2i(0) = q2

1(
s∑

p,j=1

sp2(Z(i)
p (0)Z

(i)
j T (0)))

1
2 ,

Z(i)
p (0) = Vp − ρ(0)ũ

(i)
(p)(0) = Vp −

N∑
k=1

Ak( 0)(
N∑
j=1

P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0))),
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Z(i)
p (1) = −

N∑
k=1

Ak( 0)(
N∑
j=1

(P
(i)
kj (1)sp(V T

p R̄1Aj(0))+P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(1))))−

−Ak( 1)

N∑
j=1

P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)),

F1i(1) =
s∑

p=1

(sp(R
(0)
1 Z(i)

p (1)Z(i)
p T (0))+sp(R

(0)
1 Z(i)

p (0)Z(i)
p T (1))),

F2i(1) = q2
1(

s∑
p,j=1

sp2(Z(i)
p (0)Z

(i)
j T (0)))−

1
2×

×2
s∑

p,j=1

(sp(Z(i)
p (0)Z

(i)
j T (1)) sp(Z(i)

p (0)Z
(i)
j T (0))),

J2(Ũ (2)(ε)) = (F
(1)
2 (0) + F

(2)
2 (0)) + ε(F

(1)
2 (1) + F

(2)
2 (1)) + o(ε), (19)

F
(1)
2 (0) =

s∑
p=1

(Rũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(p)(0)), F

(2)
2 (0) = q2{

s∑
p,j=1

(ũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(0))2}

1
2 ,

ũ
(2)
(p)(0) = (ũ

(2)
(p)1(0), ..., ũ

(2)
(p)N (0)) T , ũ

(2)
(p)k(0) =

N∑
j=1

P
(2)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)),

F
(1)
2 (1) =

s∑
p=1

((Rũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(p)(1) + (Rũ

(2)
(p)(1), ũ

(2)
(p)(0)),

F
(2)
2 (1) = q22{

s∑
p,j=1

(ũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(0))2}

1
2

s∑
p,j=1

((ũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(1))(ũ

(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(0)),

ũ
(2)
(p)(1) = (ũ

(2)
(p)1(1), ..., ũ

(2)
(p)N (1))T ,

ũ
(2)
(p)k(1) =

N∑
j=1

(P
(2)
kj (1)sp(V T

p R̄1Aj(0)) + P
(2)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(1))),

J3(Ũ (3)(ε)) = q2λmax(D(ε)), (20)

D(ε) ≡ (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(ε), ũ

(3)
(j)(ε))p,j=1,s = D(0) + εD(1) + Is×so(ε),

D(0) ≡ (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(0), ũ

(3)
(j)(0))p,j=1,s,

ũ
(3)
(p)(0) = (ũ

(3)
(p)1(0), ..., ũ

(3)
(p)N (0)) T , ũ

(3)
(p)k(0) =

N∑
j=1

P
(3)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)),

D(1) = (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(1), ũ

(3)
(j)(0))p,j=1,s + (Q−1

2 ũ
(3)
(p)(0), ũ

(3)
(j)(1))p,j=1,s,

ũ
(3)
(p)(1) = (ũ

(3)
(p)1(1), ..., ũ

(3)
(p)N (1)) T ,
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ũ
(3)
(p)k(1) =

N∑
j=1

(P
(3)
kj (1)sp(V T

p R̄1Aj(0)) + P
(3)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(1))).

Доведення. Згiдно твердження 1 при наявностi малих збурень вiдомих ма-
триць моделi спостережень гарантована середньоквадратична похибка оцiн-
ки визначається виразом:

σ2
i (Ũ(ε)) = J1(Ũ (i)(ε)) + Ji(Ũ

(i)(ε)), (21)

де

J1(Ũ (i)(ε)) =
s∑

p=1

sp(R
(0)
1 Z(i)

p (ε)Z(i)
p T (ε)) + q2

1(
s∑

p,j=1

sp2(Z(i)
p (ε)Z

(i)
j T (ε)))

1
2 ,

J2(Ũ (2)(ε)) =

s∑
p=1

(Rũ
(2)
(p)(ε), ũ

(2)
(p)(ε)) + q2{

s∑
p,j=1

(ũ
(2)
(p), (ε) ũ

(2)
(j)(ε))

2}
1
2 ,

J3(Ũ (3)(ε)) = q2λmax(D1(ε)),

D1(ε) = (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(ε), ũ

(3)
(j)(ε))p,j=1,s, p = 1, s, i = 2, 3.

Запишемо далi асимптотичнi розклади функцiй:

F1i(ε) =
s∑
j=1

sp(R
(0)
1 Z(i)

p (ε)Z(i)
p T (ε)) = F1i(0) + εF1i(1) + o(ε), (22)

F2i(ε) = q2
1(
∑s

p,j=1 sp
2(Z

(i)
p (ε)Z

(i)
j T (ε)))

1
2 = F2i(0)) + εF2i(1) + o(ε), (23)

F
(1)
2 (ε) =

s∑
p=1

(Rũ
(2)
(p)(ε), ũ

(2)
(p)(ε)),

F
(2)
2 (ε) = q2{

s∑
p,j=1

(ũ
(2)
(p), (ε) ũ

(2)
(j)(ε))

2}
1
2 ,

а також матриць
Z(i)
p (ε) = Vp − ρ(ε)ũ

(i)
(p)(ε), (24)

D(ε) ≡ (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(ε), ũ

(3)
(j)(ε))p,j=1,s = D(0) + εD(1) + Is×so(ε),

p = 1, s; i = 2, 3.
(25)

Використовуючи асимптотичний розклад для векторiв ũ(i)
(p)(ε), p = 1, s;

i = 2, 3, якi отримано у твердженнi 3, одержимо наступнi спiввiдношення:

Z(i)
p (ε) = Vp − ρ(ε)ũ

(i)
(p)(ε) = Z(i)

p (0) + ε Z(i)
p (1) + Im×no(ε),

Z(i)
p (0) = Vp − ρ(0)ũ

(i)
(p)(0) = Vp −

N∑
k=1

Ak( 0) (
N∑
j=1

P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0))),

Z(i)
p (1) = −

N∑
k=1

(Ak( 0) ũ
(i)
(p)k(1) +Ak( 1) (

N∑
j=1

P
(i)
kj (0)sp(V T

p R̄1Aj(0)))).
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F1i(1) =
s∑

p=1

(sp(R
(0)
1 Z(i)

p (1)Z(i)
p T (0))+sp(R

(0)
1 Z(i)

p (0)Z(i)
p T (1))),

F2i(1) = q2
1(

s∑
p,j=1

sp2(Z(i)
p (0)Z

(i)
j T (0)))−

1
2×

×2

s∑
p,j=1

(sp(Z(i)
p (0)Z

(i)
j T (1)) sp(Z(i)

p (0)Z
(i)
j T (0))),

F
(1)
2 (ε) =

s∑
p=1

(Rũ
(2)
(p)(ε), ũ

(2)
(p)(ε)) = F

(1)
2 (0) + εF

(1)
2 (1) + o(ε),

F
(2)
2 (ε) = q2[

s∑
p,j=1

(ũ(2)
p (ε), ũ

(2)
j (ε))2]

1
2 = F

(2)
2 (0) + εF

(2)
2 (1) + o(ε),

F
(1)
2 (0) =

s∑
p=1

(Rũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(p)(0)), F

(2)
2 (0) = q2{

s∑
p,j=1

(ũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(0))2}

1
2 ,

F
(1)
2 (1) =

s∑
p=1

((Rũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(p)(1) + (Rũ

(2)
(p)(1), ũ

(2)
(p)(0)),

F
(2)
2 (1) = q2

s∑
p,j=1

((ũ
(2)
(p)(0), ũ

(2)
(j)(1)) + (ũ

(2)
(p)(1), ũ

(2)
(j)(0)).

D(ε) = (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(ε), ũ

(3)
(j)(ε))p,j=1,s = D(0) + εD(1) + Is×so(ε).

D(0) ≡ (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(0), ũ

(3)
(j)(0))p,j=1,s,

D(1) = (Q−1
2 ũ

(3)
(p)(1), ũ

(3)
(j)(0))p,j=1,s + (Q−1

2 ũ
(3)
(p)(0), ũ

(3)
(j)(1))p,j=1,s.

Твердження 4 доведено. �

Зауваження. Якщо λp(0), p = 1, s — простi власнi числа матрицi нульово-
го наближення D(0), а emax(0) — власний вектор максимального власного
числа λmax (D(0)), то має мiсце формула:

J33(ε) = q2(λmax (D(0)) + ε (D(1)emax(0), emax(0))) + o(ε) .

4. Приклад
Нехай спостереження описуються системою лiнiйних рiвностей:

yk = sp(XATk (ε)) + ηk, k = 1, N,

де Ak(ε) = Ak(0) + εAk(1), k = 1, N ,

Ak (0) = B1 + kB2, Ak (1) =

(
ck 0
0 0

)
, k = 1, N, (26)

B1 =

(
1 0
0 0

)
, B2 =

(
0 0
0 1

)
,
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ε — малий параметр; X =

(
x11 x12

x21 x22

)
— невiдома випадкова матриця;

ηk, k ∈ 1, N — компоненти випадкового вектора η = (η1, ..., ηN )T , для
якого виконується умови: Eη = 0, EηηT = R; R — кореляцiйна матриця,
що належить множинi G3 (формула (3), де Q2 = IN ): R̄1 = q2

1I2, R3 =
q2I2; випадковi величини X й η не корельованi, I2 — одинична матриця
розмiрностi 2.

Будемо оцiнювати вектор

LX = (〈V1, X〉 , 〈V2, X〉)T , (27)

де Vi, i = 1, 2 — заданi матрицi: V1 =

(
1 0
0 0

)
, V2 =

(
0 0
0 1

)
.

Лiнiйна оцiнка вектора (x11, x22)T представляється у виглядi:
∼
LX = (Ũ (3)(ε), y) = ((ũ

(3)
(1)(ε), y), (ũ

(3)
(2)(ε), y))T , (28)

де ũ(3)
(1)(ε), ũ

(3)
(2)(ε) — невiдомi вектори.

4.1. Асимптотичний розклад для квазiмiнiмаксних оцiнок

Знайдемо в першому наближеннi методу малого параметра асимптоти-
чний розклад для квазiмiнiмаксних оцiнок:

1) Оскiльки

ũ
(3)
(p)(ε) = q−2

1 ρ∗(ε)(q−2
1 I2 + q−2ρ(ε) ρ∗(ε))−1Vp, p = 1, 2,

то
〈

∧
Vp, X

〉
=
〈
q−2

1 ρ∗(ε)(q−2
1 I2 + q−2ρ(ε) ρ∗(ε))−1Vp, y

〉
=

=
〈
q−2

1 ρ∗(ε)(q−2
1 I2 + q−2ρ(ε) ρ∗(ε)−1ρ(ε)y, Vp

〉
=
〈
X̂, Vp

〉
, p = 1, 2.

2) Оцiнка X̂ може бути отримана з умови:

X̂ ∈ Argmin
X

J(X), (29)

де J(X) = (y − ρ∗(ε)X, y − ρ∗(ε)X) + 〈X, X〉 .
Необхiднi умови оптимальностi матричної функцiї (29) для рiзних варi-

антiв збурення матрицi X мають вигляд:
1

2

d

dt
(J(X̂ + tV ))t=0 = −(y − ρ∗(ε)X̂, ρ∗(ε)V ) +

〈
X̂, V

〉
≡ 0, (30)

де послiдовно вважаємо V = Vp, p = 1, 2.
Якщо представити оцiнку матрицi X̂ розкладом по малому параметру:

X̂ = X̂(0) + εX̂(1) + o(ε)I2×2,

то отриманi спiввiдношення визначають системи рiвнянь вiдносно невiдо-
мих значень

γp(0) =
〈
X̂(0), Vp

〉
, p = 1, 2
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у нульовому наближеннi i, вiдповiдно, γp(1) =
〈
X̂(1), Vp

〉
, p = 1, 2 в пер-

шому наближеннi.
З врахуванням залежностi складових рiвностi (30) вiд малого параметра

отримаємо такi спiввiдношення:
N∑
k=1

(yk −
〈
Ak(0) + εAk(1), X̂(0) + εX̂(1)

〉
〈Ak(0) + εAk(1), Vp〉) =

=
〈
X̂(0) + εX̂(1), Vp

〉
+ o(ε), p = 1, 2.

Отже, рiвняння нульового наближення мають вигляд:〈
X̂(0), Vp

〉
+

N∑
k=1

〈
Ak(0), X̂(0)

〉
〈Ak(0), Vp〉 =

N∑
k=1

yk 〈Ak(0), Vp〉 , p = 1, 2.

Таким чином, враховуючи значення параметрiв прикладу, можемо записа-
ти наступнi рiвняння нульового наближення:{

(1 +N)γ1(0) + N2 γ2 (0) = Y1 (0),
N2 γ1(0) + (1 + N3 )γ2 (0) = Y2 (0),

(31)

де Y1 (0) =
∑N

k=1 yk, Y2 (0) =
∑N

k=1 kyk, N2 = (N + 1)/2, N3 = N(2N2 +
3N + 1)/6.

Розв’язок рiвнянь (31) має такий вигляд:

γ1(0) = ((1+ N3)Y1(0) − N2Y2(0))/∆, γ2(0) = ((1+ N)Y2(0) − N2Y1(0))/∆,

де ∆ = (1 + N3)(1 + N)−N2
2 .

Рiвняння першого наближення мають вигляд:
N∑
k=1

(yk −
〈
Ak(0), X̂(0)

〉
〈Ak(1), Vp〉)−

−
N∑
k=1

(
〈
Ak(0), X̂(1)

〉
+
〈
Ak(1), X̂(0)

〉
〈Ak(0), Vp〉) =

〈
X̂(1), Vp

〉
, p = 1, 2,

а, з врахуванням значень параметрiв прикладу, рiвняння першого набли-
ження такi: {

(1 +N)γ1(1) + N2 γ2 (1) = Y1 (1),
N2 γ1(0) + (1 +N3 )γ2 (0) = Y2 (1),

(32)

де

Y1(1) =

N∑
k=1

ckyk − 2γ1(0)

N∑
k=1

ck − γ2(0)

N∑
k=1

kck, Y2 (1) = −γ1(0)

N∑
k=1

ckk.

Отже, розв’язок рiвнянь (32) має вигляд:

γ1(1) = ((1 +N3)Y1(1)−N2Y2(1))/∆, γ2(1) = ((1 +N)Y2(1)N2Y1(1))/∆.

Остаточно отримуємо, що:〈
∧

V1, X

〉
= γ1(0) + εγ1(1) + o(ε),
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де γ1(0) = ((1 +N(2N2 + 3N + 1)/6)Y1(0)− (N(N + 1)/2)Y2(0))/∆,

γ1(1) = (((1 +N(2N2 + 3N + 1)/6)Y1(1)− (N(N + 1)/2)Y2(1))/∆,

та
〈

∧
V2, X

〉
= γ2( 0) + εγ2(1) + o(ε), де γ2(0) = ((1 + N)Y2(0) −

−(N(N + 1)/2)Y1(0))/∆, γ2(1) = ((1 +N)Y2(1)− (N(N + 1)/2)Y1(1))/∆,

Y1(0) =

N∑
k=1

yk, Y2(0) =

N∑
k=1

kyk,

Y1 (1) =

N∑
k=1

ckyk − 2γ1(0)

N∑
k=1

ck − γ2(0)

N∑
k=1

kck, Y2(1) = −γ1(0)

N∑
k=1

ckk,

∆ = (1 +N(2N2 + 3N + 1)/6)(1 +N)− (N(N + 1)/2)2.

4.2. Асимптотичнi разклади для похибок квазiмiнiмаксних
оцiнок

Для визначення похибок оцiнок
〈

∧
Vp, X

〉
, p = 1, 2 використовуємо ре-

зультат твердження 2:

σ2
3(û

(3)
(p)) = sp(P

(3)
1 (ε)VpV

T
p ),

де матрицi

P
(3)
1 (ε)V = z(p)(ε) = (q−2

1 I2 + q−2ρ(ε) ρ∗(ε))−1Vp, p = 1, 2

визначаються з систем лiнiйних рiвнянь:

(q−2
1 I2 + q−2ρ(ε) ρ∗(ε)) z(p)(ε) = Vp, p = 1, 2. (33)

Отже, похибки оцiнок
〈

∧
Vp, X

〉
, p = 1, 2 визначаються формулами:

σ2
3(

〈
∧

Vp, X

〉
) =

〈
z(p)(ε), Vp

〉
, p = 1, 2. (34)

Запишемо розклад z(p)(ε) за малим параметром ε:

z(p)(ε) = z(p)(0) + εz(p)(1) + o(ε)I2×2, p = 1, 2.

4.3. Знаходження похибок оцiнок
〈

∧
Vp, X

〉
, p = 1, 2 у нульовому

наближеннi

Матрицi z(p)(0), p = 1, 2 визначаються як розв’язки систем лiнiйних
рiвнянь:

q−2
1 z(p)(0) + q−2

N∑
k=1

Ak( 0)
〈
Ak( 0), z(p)(0)

〉
= Vp, p = 1, 2, (35)
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якi, з врахуванням значень параметрiв прикладу схеми спостережень, до-
зволяють отримати для невiдомих матриць z(p)(0), p = 1, 2 бiльш простi
системи лiнiйних матричних рiвнянь:

q−2
1

(
z

(p)
11 (0) z

(p)
12 (0)

z
(p)
21 (0) z

(p)
22 (0)

)
+ q−2

∑N
k=1

(
1 0
0 k

)
(z

(p)
11 (0) + kz

(p)
11 (0)) = Vp,

p = 1, 2,
(36)

розв’язки яких можна подати у виглядi спiввiдношень для елементiв невi-
домих матриць z(p)(0), p = 1, 2 :{

(q−2
1 + q−2N)z

(1)
11 (0) + q−2N2 z

(1)
22 (0) = 1,

q−2N2 z
(1)
11 (0) + (q−2

1 + q−2N3)z
(1)
22 (0) = 0,{

(q−2
1 + q−2N)z

(2)
11 (0) + q−2N2 z

(2)
22 (0) = 0,

q−2N2 z
(2)
11 (0) + (q−2

1 + q−2N3)z
(2)
22 (0) = 1,

(37)

z
(1)
11 (0) = (q−2

1 + q−2N3)/∆, z
(1)
22 (0) = −q−2N2 /∆,

z
(2)
22 (0) = (q−2

1 + q−2N)/∆, z
(2)
11 (0) = −q−2N2 /∆,

z
(p)
12 (0) = 0, z

(p)
21 (0) = 0, p = 1, 2,∆ = (q−2

1 + q−2N)(q−2
1 + q−2N3)− q−4N2

2 .

Таким чином, одержуємо в нульовому наближеннi похибки:

σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
)(0) =

〈
z(1)(0), V1

〉
= (q−2

1 + q−2N3)/∆, (38)

σ2
3(

〈
∧

V2, X

〉
)(0) =

〈
z(1)(0), V2

〉
= (q−2

1 + q−2N)/∆.

4.4. Знаходження похибок оцiнок
〈

∧
Vp, X

〉
, p = 1, 2 у першому

наближеннi
Матрицi z(p)(1), p = 1, 2 визначаються як розв’язки систем лiнiйних рiв-

нянь:

q−2
1 z(p)(1) + q−2

N∑
k=1

Ak(0)
〈
Ak(0), z(p)(1)

〉
= Vp(1), p = 1, 2, (39)

де Vp(1) = −q−2[
∑N

k=1Ak(1)
〈
Ak(0), z(p)(0)

〉
+
∑N

k=1[Ak(0)
〈
Ak( 1), z(p)(0)

〉
].

Cистеми лiнiйних рiвнянь (39) можна подати у виглядi:{
(q−2

1 + q−2N)z
(p)
11 (1) + q−2N2 z

(p)
22 (1) = V

(p)
11 (1),

q−2N2 z
(p)
11 (1) + (q−2

1 + q−2N3)z
(p)
22 (1) = V

(p)
22 (1),

де V
(p)

11 (1) = −q−2[z
(p)
22 (0)

∑N
k=1 kck + 2z

(p)
11 (0)

∑N
k=1 ck], V

(p)
22 (1) =

= −q−2z
(p)
11 (0)

∑N
k=1 kck, та їх розв’язки визначаються формулами:

z
(p)
11 (1) = (V

(p)
11 (1)(q−2

1 + q−2N3)− V (p)
22 (1)q−2N2)/∆,

z
(p)
22 (1) = (V

(p)
22 (1)(q−2

1 + q−2N)− V (p)
11 (1)q−2N2) /∆,
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z
(p)
12 (1) = 0, z

(p)
21 (1) = 0, p = 1, 2.

Одержуємо в першому наближеннi:

σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
)(1) =

〈
z(1)(1), V1

〉
= (V

(1)
11 (1)(q−2

1 + q−2N3)− V (1)
22 (1)q−2N2)/∆.

Остаточно, похибки оцiнок
〈

∧
Vp, X

〉
, p = 1, 2 задаються виразами:

σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
) = [(q−2

1 + q−2N3) + ε(V
(1)

11 (1)(q−2
1 + q−2N3)−

−V (1)
22 (1)q−2N2)/∆]/∆ + o(ε),

σ2
3(

〈
∧

V2, X

〉
) = [(q−2

1 + q−2N) + ε(V
(2)

22 (1)(q−2
1 + q−2N)−

−V (2)
11 (1)q−2N2)/∆]/∆ + o(ε),

де V
(p)

11 (1) = −q−2[z
(p)
22 (0)

∑N
k=1 kck + 2z

(p)
11 (0)

∑N
k=1 ck], V

(p)
22 (1) =

= −q−2z
(p)
11 (0)

∑N
k=1 kck, p = 1, 2, ∆ = (q−2

1 + q−2N)(q−2
1 + q−2N3)− q−4N2

2 ,
N2 = (N + 1)/2, N3 = N(2N2 + 3N + 1)/6.

Якщо припустити, що q1 = q, а ck = k, k = 1, N, то отриманi похибки
матимуть вигляд:

σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
) = q2 2(6 + N̄3)

(1 +N)[12 +N(1 +N)2]
+

+εq4 12[6 + N̄3][2N̄3 −N(N + 1)(12 + N̄3)]

(1 +N)2[12 +N(1 +N)2]2
+ o(ε), N̄3 = N(2N2 + 3N + 1)),

σ2
3(

〈
∧

V2, V

〉
) = q2 12

[12 +N(1 +N)2]
− ε q4 72N2(N − 1)

[12 +N(1 +N)2]2
+ o(ε).

Вiдмiтимо, що при достатньо великих значеннях кiлькостi спостережень
N згiдно першого наближення методу малого параметра похибки

σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
), σ2

3(

〈
∧

V2, X

〉
) близькi до нульових. Також, згiдно першого на-

ближення методу малого параметра, збурення вiдомих матриць моделi при-

кладу при додатних значеннях малого параметра похибку σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
)

збiльшують, а похибку σ2
3(

〈
∧

V2, X

〉
) зменшують; при вiд’ємних значеннях

малого параметра похибку σ2
3(

〈
∧

V1, X

〉
) зменшують, а похибку σ2

3(

〈
∧

V2, X

〉
)

збiльшують.

5. Висновок

Дослiдженi задачi гарантованого середньоквадратичного оцiнювання не-
вiдомих прямокутних матриць за спостереженнями лiнiйних функцiй вiд
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випадкових матриць з випадковими похибками. У припущенi, що кореля-
цiйнi матрицi та випадковi величини невiдомi i належать множинам спецi-
ального вигляду, одержанi вирази для гарантованих середньоквадратичних
похибок та гарантованих лiнiйних середньоквадратичних оцiнок. У випад-
ку малих збурень матриць одержанi асимптотичнi розклади гарантованих
похибок та гарантованих оцiнок. Наводиться тестовий приклад асимптоти-
чного розкладу.

Лiтература

1. Chatterjee S. Matrix Estimation by Universal Singular Value Thresholding. The
Annals of Statistics. 2015. Vol. 43. № 1. P. 177–214.

2. Negahban S., Wainwright M. J. Estimation of (near) low-rank matrices with noise
and high-dimensional scaling. Ann. Statist. 2011, 39. P. 1069–1097. MR2816348

3. Алберт А. Регрессия, псевдоинверсия, рекуррентное оценивание. Пер. с англ.
М.: Наука, 1977. 305 с.

4. Arnold B. F., Stanlecker P. Linear estimation in regression analysis using fuzzy
prior information. Rardom Oper. And Stoch. Equ. 1997, Vol. 5, № 2, P. 105–116.

5. Nakonechnyi O., Michalek J. Minimax estimates of a linear parameter function in
a regression model under restrictions on the parameters and variance-covariance
matrix. J.Comput. and Appl. Math. , Обчислювальна та прикладна матема-
тика. 2000, № 1 (102). P. 3790–3802.

6. Christopeit N., Helmes K. Linear minimax estimation with ellipsoidal constraints.
Acta Applicandae Mathematicae. 1996, 43, I1, P. 3–15.

7. Girko V. Spektral Theory of Minimax Estimation. Acta applicandae mathematicae.
1996. 43, 1, P. 59–69. Dordrtchl (Kluver Akademic Publichers).

8. Trenkler G. Quasi minimax estimation in the Linear regression model. Statistics.
18. 1987. P. 219–226.

9. Дрейпер Н., Смит Г. Прикладной регрессионный анализ. Издательский дом
«Вильямс». 2007. 912 с.

10. Nakonechnyi O. G., Kudin G.I., Zinko T.P. Formulas of perturbation for one class
of inverse operators. Matematychni Studii. 2019. 52, № 2. P. 124–132.

11. Наконечный А. Г., Кудин Г. И., Зинько П. Н., Зинько Т. П. Метод возмущений
в задачах линейной матричной регрессии. Проблемы управления и информа-
тики. 2020. № 1. С. 38–47.

12. Наконечний О. Г., Кудiн Г. I., Зiнько П. М., Зiнько Т. П. Наближенi гарантова-
нi оцiнки матриць у задачах лiнiйної регресiї з малим параметром. Системнi
дослiдження та iнформацiйнi технологiї. 2020. № 4. С. 88–102.

13. Наконечный А. Г., Кудин Г. И., Зинько П. Н., Зинько Т. П. Гарантирован-
ные среднеквадратические оценки линейных преобразований матриц в усло-
виях статистической неопределённости. Проблемы управления и информати-
ки. 2021. № 2. С. 24–37.

14. Наконечный А. Г., Кудин Г. И., Зинько П. Н., Зинько Т. П. Минимаксные
среднеквадратические оценки матричных параметров в задачах линейной ре-
грессии в условиях неопределённости. Проблемы управления и информатики.
2021. № 4. С. 28–37.

Надiйшла: 27.09.2022 / Прийнята: 30.09.2022

115


