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Abstract. The article contains new numerical methods for solving
the Richards–Klute equation under the condition of monotonicity of
the solution. Modified numerical methods with tracking of the full
saturation zone are proposed to improve efficiency of the finding an
approximate solution of the equation process. A comparative analysis
of the proposed methods in one- and two-dimensional cases was carri-
ed out. The analysis of the estimation of the efficiency improvement
of the solving the Richards–Klute equation process was carried out.
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Анотацiя. Стаття мiстить новi чисельнi методи для розв’язан-
ня рiвняння Рiчардса–Клюта з умовою монотонностi розв’язку
за часом. Запропонованi модифiкацiї чисельних методiв з вiдсте-
женням зони повного насичення для пiдвищення ефективностi
процесу знаходження наближеного розв’язку рiвняння. Проведе-
ний порiвняльний аналiз запропонованих методiв у одно- та дво-
вимiрних випадках. Проведений аналiз оцiнки пiдвищення ефе-
ктивностi процесу розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта.
Ключовi слова: математичне моделювання, чисельнi методи,
рiвняння Рiчардса–Клюта, порiвняльний аналiз, зона повного на-
сичення.

Вступ

Рiвняння Рiчардса–Клюта [1,2] описує процес масопреносу в пористому
середовищi. Його використовують для моделювання процесiв зрошення,
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при побудовi iригацiйних систем та при аналiзi техногенних катастроф, що
стосуються розповсюдження токсичних речовин у грунтi.

За рахунок роздiлення областi дослiдження на насичену та ненасичену
зони, в яких рiвняння Рiчардса–Клюта описується елiптичним та параболi-
чним рiвняннями вiдповiдно, рiвняння Рiчардса–Клюта є квазiлiнiйним ви-
родженим елiптико-параболiчним рiвнянням у часткових похiдних [3], що
виливається у великi складнощi при отриманнi апрiорних оцiнок для його
розв’язкiв. Це також є причиною того, що вiдомо дуже мало аналiтичних
розв’язкiв даного рiвняння. Один з них можна знайти у роботi [4]. Стосовно
апрiорних оцiнок можна виокремити класичнi роботи [5,6], в яких доводя-
ться основнi властивостi слабких розв’язкiв рiвняння Рiчардса–Клюта, такi
як iснування, єдинiсть та регулярнiсть. У роботах [7,8] рiвняння Рiчардса-
Клюта розглядається з точки зору насиченої та ненасиченої областей, що
змiнюються з часом.

Оскiльки як аналiтичнх розвязкiв рiвняння Рiчардса–Клюта, так i апрi-
орних оцiнок для цього рiвняння iснує небагато, то основним iнструментом
розв’язання рiвняння та, тим самим, моделювання процесу масопереносу у
пористому середовищi є чисельнi методи. Швидкiсть обчислень при моде-
люваннi задач математичної фiзики i, зокрема, рiвняння Рiчардса–Клюта є
важливим питанням. Побудова ефективного чисельного методу може сут-
тєво пiдвищити продуктивнiсть в галузях, для яких ключовою задачею є
моделювання процесу масопереносу в пористому середовищi.

Серед чисельних методiв та схем можна виокремити роботи [9–15]. Робо-
ти [9–12] присвяченi стратегiям пiдвищення точностi проксимацiї розв’яз-
ку рiвняння Рiчардса–Клюта. В [9] пропнується альтернативна стратегiя
апроксимацiї рiвняння для негомогенних середовищ. В роботах [10,11] рiв-
няння Рiчардса–Клюта лiнеаризується для пiдвищення ефективностi обчи-
слень. Стаття [12] присвячена чисельним методам, побудованим за допо-
могою модифiкацiї представлення величини потенцiалу тиску. Огляд су-
часних чисельних методiв можна знайти в роботах [13–15] Хоч результати
вищенаведених статтей i дають виграш у ефективностi або точностi, на
практицi найчастiше використовують стандартнi рiзницевi схеми з мето-
дами скiнченних елементiв (FEM) та скiнченних об’ємiв (FVM), оскiльки
вони є найпростiшими в реалiзацiї.

Запропонованi новi методи не викликають складнощiв при реалiзацiї та
призводять до пiдвищення ефективностi процесу моделювання при збере-
женнi точностi. Новi методи спираються на роздiлення областi, на якiй роз-
глядається рiвняння Рiчардса–Клюта, на зони повного та неповного наси-
чення. Проте використання запропонованих методiв обмежене властивостю
монотонностi розв’язку рiвняння, але ця умова на практицi зустрiчається
досить часто.

1. Постановка задачi

Розглянемо рiвняння Рiчардса–Клюта, що описує процес масопереносу
у пористому середовищi:
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∂θ

∂t
= ∇ · (K∇h) +

∂K

∂z
+ s, (1)

де θ — насиченiсть (безрозмiрна), h — потенцiалу гiдравлiчного тиску (м),
s — iнтенсивнiсть джерел (1/с, можуть бути вiд’ємними у випадку стокiв),
K — водопроникнiсть (м/с) середовища (залежить вiд насиченостi), z —
вертикальна координата, (x, y, z, t) ∈ Ω× [0, T ].

Для знаходження наближеного розв’язку рiвняння Рiчардса–Клюта най-
частiше використовують стандартну зворотну схему Ейлера у поєднаннi з
методом скiнченних елементiв або скiнченних об’ємiв, причому на кожному
кроцi по часу вузли просторової дискретизацiї охоплюють всю дослiджу-
вану область Ω. Тим самим розмiрнiсть матрицi, що будується для знахо-
дження значення розв’язку на наступному кроцi по часу, рiвна загальнiй
кiлькостi вузлiв по простору i ця кiлькiсть залишається незмiнною. Проте
за деяких умов насичена зона в областi Ω не зменшується, тому, якщо роз-
глядати окремо насичену Ωs (θ = θmax) та ненасичену Ωu (θ < θmax) зони
на кожному кроцi по часу, то можна зменшити розмiрнiсть матрицi, що
задає значення розв’язку на наступному кроцi i пришвидшити процес мо-
делювання. Для цього достатньо при заповненнi матрицi розглядати лише
вузли з ненасиченої на даному кроцi зони. Для насиченої ж зони, строго
кажучи, θ = θmax i, якщо ми припускаємо, що насичена зона не звужується
з плином часу, то, якщо значення коефiцiєнту насиченостi у вузлi досягло
свого максимально можливого значення, то i надалi в даному вузлi буде
спостерiгатися це значення.

Як приклад, розглянемо одновимiрне рiвняння Рiчардса-Клюта з пара-
метрами, що описанi у роботi [16]:

∂θ

∂t
=

∂

∂z

(
K(h)

∂h

∂z

)
+
∂K

∂z
, (z, t) ∈ [0, 40]× [0,+∞), (2)

θ(h) =
α(θs − θr)
α+ |h|β

+ θr, K(h) = Ks
A

A+ |h|γ
, (3)

h(z, 0) = −61.5, ∂θ(0, t)/∂t = 0, h(40, t) = −20.7, (4)

де α = 1.611 × 106, θr = 0.075, θs = θmax = 0.287, β = 3.96, γ = 4.74,
A = 1.175× 106, Ks = 0.00944.

На Рис. 1 наведенi значення наближеного розв’язку даного рiвняння,
отриманого методом скiнченних елементiв при рiзних значеннях t.

Аналiз розв’язку свiдчить про те, що значення коефiцiєнту насиченостi у
кожному вузлi, починаючи з того, що вiдповiдає максимальнiй координатi
z, швидко зростає до свого максимального значення, пiсля чого за рахунок
дiї крайової умови при z = 40 пiдтримується на цьому рiвнi, зазнаючи лише
незначних змiн iз часом. При цьому на кожному кроцi по часу у кожному з
цих вузлiв дискретизується рiвняння та в результатi додається нова строка
до результуючої матрицi. Якщо ж розглядати насичену зону Ωs окремо,
то кiлькiсть обчислень для знаходження значення розвз’яку рiвняння на
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Рис. 1. Наближений розв’язок рiвняння Рiчардса–Клюта.

наступному кроцi буде зменшуватися iз часом, що призведе до пiдвищення
ефективностi процесу моделювання.

Проте перш нiж проаналiзувати результати моделювання за допомогою
такої модифiкацiї чисельного методу, варто дослiдити питання стосовно
меж його застосування. Основне припущення, необхiдне для роботи запро-
понованого методу — це така властивiсть розв’язку, що

θ(z, t∗) = θmax ⇒ θ(z, t) = θmax ∀t > t∗,

тобто якщо значення розв’язку θ у деякiй точцi досягло максимуму, то воно
нiколи не зменшиться у цiй точцi. Окрiм цього, варто вказати, що потенцiал
тиску за рахунок наявностi додаткових джерел речовини може змiнювати-
ся у насиченiй зонi, впливаючи на потiк речовини на границi насичення-
ненасичення, тим самим впливаючи на подальший розв’язок. Тож будемо
також припускати, що такого явища не вiдбувається. Як вже було вказа-
но вище, апрiорних оцiнок для розв’язкiв рiвняння Рiчардса–Клюта вкрай
мало. У бiльшостi робiт властивостi монотонностi розв’язку, якщо вони не-
обхiднi, отримуються з фiзичної iнтерпретацiї рiвняння Рiчардса–Клюта,
а не з властивостей самого рiвняння. Умови, що з фiзичної точки зору
гарантують монотоннiсть розв’язку, можна описати наступним чином.

1) s(t) ≥ 0, s′(t) ≥ 0, тобто в середовищi вiдсутнi стоки рiдини та iнтен-
сивнiсть джерел не спадає;

2) ∂θ(ω, t)/∂t ≥ 0, ω ∈ Γ1, тобто крайова умова першого роду повинна
бути такою, щоб значення коефiцiєнту насиченостi в нiй не спадало з часом;
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3) ∂q(t)/∂t ≥ 0, де q — нормальний додатнiй потiк маси через частину
межi Γ2, вiн також має бути неспадним;

4) θ(ω, 0) = θr, тобто в якостi початкової умови обирається повнiстю
висушене середовище.

2. Модифiкацiї чисельних методiв

Оскiльки через похибки в обчисленнях значення насиченостi у вузлi на
деякий момент часу t може не точно дорiвнювати θmax, то, очевидно, треба
обрати деяке мале число ε, щоб при потрапляннi значення насиченостi у
вузлi в промiжок [θmax − ε, θmax], це значення замiнювалося на θmax. Але
число ε в той же час повинно бути достатньо великим, щоб покривати
собою не тiльки похибки обчислень, а i нехтувати вiдхиленнями вiд θmax,
якi за тих чи iнших причин можна вважати незначними, тим самим ще
пришвидшуючи процес моделювання. Проте така проста замiна сама тодi
може призвести до суттєвих подальших похибок при моделюваннi. Тому
постає питання, до якої величини доцiльнiше буде прирiвняти значення
коефiцiєнту насиченостi у вузлi, яке майже досягає межi насичення, щоб
надалi можна було роздiляти насичену та ненасичену пiдобластi, при цьому
не генеруючи значнi похибки.

Серед варiантiв вiдповiдi на це питання можна висунути наступнi про-
позицiї (θji — значення коефiцiєнту насиченостi у вузлi i в момент часу
j):

А) θj+1
i = θmax;

B) θj+1
i = θji , тобто в подальшому залишати значення насиченостi не-

змiнним;
C) θj+1

i = 1
|Ωs|

∑
k∈Ωs

θjk, тобто усереднення значення по всiй насиченiй обла-

стi;
D) θj+1

i = LinApprox(θjk ∈ Ω
′
s)
∣∣∣
z=i

, де Ω
′
s — максимальна зв’язна пiдмно-

жина Ωs, що мiстить θji , LinApprox — функцiя, що є лiнiйною апроксима-
цiєю по точкам з Ω

′
s.

Будь-яка з цих чотирьох стратегiй залишає насиченi вузли насиченими
(звiсно, насиченi цi вузли з точнiстю до ε).

Для того, щоб визначити найбiльш ефективну iз запропонованих страте-
гiй, порiвняємо їх роботу на вищенаведеному прикладi. Таблиця 1 мiстить
значення абсолютних α та вiдносних δ похибок при застосуваннi моди-
фiкованого методу з кожною з вищенаведених стратегiй у порiвняннi зi
звичайним методом скiнченних елементiв. Останнiй стовпчик Табл. 1 мi-
стить коефiцiєнт вiдношення часу, витраченого на моделювання процесу
на iтерацiях j = 150...400 за допомогою модифiкованого методу, до часу,
який витрачає стандартний метод. Передостаннiй стовпчик мiстить зна-
чення вiдношення кiлькостi насичених вузлiв до кiлькостi усiх вузлiв на
момент iтерацiї j = 250. Параметри дискретизацiї в усiх випадках були
наступнi: ∆t = 5, ∆z = 0.4; вузол вважався насиченим, якщо значення
виразу (θmax − θ)/θmax було менше за ε = 0.002.
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Рис. 2. Модифiкацiї чисельних методiв.

Табл. 1
Метод α δ |Ωs|/|Ω|, j = 250 Tmod/TFEM
A 0.7091 2.845e-2 0.5 0.7073
B 0.0711 2.855e-3 0.06 0.9126
C 0.1853 7.433e-3 0.33 0.8535
D 0.1150 4.616e-3 0.11 0.9311

З результатiв моделювань можна зробити наступнi висновки. По-перше,
стратегiя збiльшення коефiцiєнту насиченостi до максимального значення
призводить до бiльших похибок у порiвняннi з iншими стратегiями. По-
друге, стратегiї B та D дають найкращi результати в планi похибок, проте
це є наслiдком того, що вiдносна частина насичених вузлiв є досить малою,
тобто процес моделювання не досить сильно вiдрiзняєтся за складнiстю вiд
використання звичайних методiв. З точки зору поєднання ефективностi та
точностi, метод усереднення показує найкращi результати.

На Рис. 2 зображенi результати наближення на момент iтерацiї j = 250,
отриманi за допомогою усiх чотирьох запропонованих методiв. Символом
‘•’ у кожному випадку позначаються вузли з Ωs, символом ‘◦’ — вузли з
Ωu.

Також постає питання про ефективнiсть обчислень. З Табл. 1 можна
зробити висновок, що запропонованi методи дають виграш у часi, що ви-
трачається на процес моделювання. При використаннi модифiкованих чи-
сельних методiв на кожному кроцi по часу вiдбувається двi процедури:
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знаходження насичених вузлiв та обрахунок нового значення коефiцiєнту
насиченостi в них на наступному кроцi, виходячи з обраної стратегiї А-D,
та побудова та розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
на ненасичених вузлах.

Нехай T1 i T2 — час, що витрачається на виконання обох процедур вiдпо-
вiдно. Оскiльки в одновимiрному випадку матриця СЛАР є тридiагональ-
ною, то для виконання процедури її розв’язання можна використовувати
метод прогонки, що займає час O(n). Для стратегiй А i В очевидно, що
T1 � T2. Для стратегiй C i D у випадках, коли |Ωu| � |Ωs|, може виникну-
ти ситуацiя, коли T1 > T2. Проте, поки таке вiдношення об’ємiв насичених
та ненасичених зон встановиться, пройде багато iтерацiй, для яких T1 � T2,
тому надалi вважатимемо, що для всiх запропонованих стратегiй T1 � T2

принаймнi у середньому. Тодi час виконання одного кроку процедури зна-
ходження наближеного розв’язку визначається часом розв’язання СЛАР,
який, в свою чергу, визначається кiлькiстю ненасичених вузлiв. Якщо у
середньому пiд час процесу моделювання |Ωu|/|Ω| = p, то вiдношення за-
гального часу, що витрачається на процес моделювання з використанням
модифiкованого методу до часу з використанням немодифiкованого мето-
ду, можна оцiнити наступним чином.

Tmod
T

=
mO(pn)

mO(n)
≈ p, (5)

де m — кiлькiсть iтерацiй по часу. При використаннi запропонованих ме-
тодiв до рiвняння (2)–(4) величини p вiдрiзнялися в залежностi вiд обраної
стратегiї. Це є ще одним фактором, що впливає на значення у останньому
стовпчику Табл. 1.

3. Двовимiрний випадок

У випадку дво- або тривимiрного варiанту запису рiвняння Рiчардса–
Клюта та його подальшої дискретизацiї та зведення до СЛАР ми отриму-
ємо матрицю A з наступними властивостями:

1) A — розрiджена,
2) aij = aji, тобто A — симетрична,
3) |aii| ≥

∑
j 6=i |aij |, тобто A має дiагональну перевагу.

З цих властивостей випливає, що для розв’язання СЛАР можна вико-
ристовувати модифiкованi для розрiджених матриць чисельнi методи типу
Зейделя та спряжених градiєнтiв. Час роботи таких алгоритмiв оцiнюється
як O(mn), де n — кiлькiсть строк матрицi A, m — кiлькiсть iтерацiй ме-
тоду для досягнення необхiдної точностi розв’язку СЛАР. Якщо вважати,
що m не залежить вiд n, то оцiнка пiдвищення ефективностi за рахунок
використання модифiкованих методiв є такою самою, як i у випадку одно-
вимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта.

Для демонстрацiї розглянемо двовимiрне рiвняння Рiчардса-Клюта:

∂θ

∂t
= ∇ (K(h)∇h) +

∂K

∂z
, (y, z, t) ∈ [0, 1]× [0, 40]× [0,+∞), (6)
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Рис. 3. Модифiкацiя зi стратегiєю С у двовимiрному випадку.

θ(h) =
α(θs − θr)
α+ |h|β

+ θr, K(h) = Ks
A

A+ |h|γ
, (7)

∂θ

∂y
(0, z, t) =

∂θ

∂y
(1, z, t) = 0, (8)

h(y, z, 0) = −61.5, ∂θ(y, 0, t)/∂t = 0, h(y, 40, t) = −20.7, (9)
де α = 1.611 × 106, θr = 0.075, θs = θmax = 0.287, β = 3.96, γ = 4.74,
A = 1.175× 106, Ks = 0.00944.

На Рис. 3 наведений графiк апроксимацiї розв’язку двовимiрної зада-
чi методом скiнченних елементiв, де символом ‘•’ знову позначенi вузли,
в яких дискретизацiя рiвняння не вiдбувалася пiсля досягнення значен-
ня коефiцiєнту насиченостi, такого, щоб (θmax − θ)/θmax було менше за
ε = 0.002. У якостi значення вузла на наступному кроцi по часу викори-
стовувався метод C, усереднюючи значення θ по всiм вузлам у вiдповiднiй
частинi простору (y, z).

Розглянемо також усi запропонованi модифiкацiї для вищенаведеного
двовимiрного випадку рiвняння Рiчардса–Клюта. Таблиця 2 мiстить оцiн-
ки, аналогiчнi оцiнкам з Табл. 1 для одновимiрного рiвняння. Параметри
дискретизацiї в усiх випадках були наступнi: ∆t = 5, ∆z = 0.4, ∆y = 0.01;
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вузол вважався насиченим, якщо значення виразу (θmax − θ)/θmax було
менше за ε = 0.002.

Табл. 2
Метод α δ |Ωs|/|Ω|, j = 250 Tmod/TFEM
A 7.092e+2 2.845e-2 0.5 0.4610
B 7.113e+1 2.855e-3 0.06 0.5830
C 1.853e+2 7.434e-3 0.33 0.6522
D 1.150e+2 4.616e-3 0.11 0.8161

З результатiв Табл. 2 можна зробити висновок, що для двовимiрного ви-
падку на кожному кроцi допомiжнi обчислення для вiдстежування наси-
ченої зони займають набагато менше часу в порiвняннi з часом, що витра-
чається на розв’язування СЛАР. За рахунок того, що двовимiрне рiвняння
(6)–(9) є розширенням на координату y одновимiрного рiвняння (2)–(4),
значення третього та четвертого стовпцiв Табл. 1 i Табл. 2 майже не вiд-
рiзняються, проте зменшення часу, витраченого на розв’язання рiвняння
Рiчардса–Клюта, у двовимiрному випадку суттєвiше. Варто зазначити, що
в стратегiї D результатом функцiї LinApprox є гiперплощина, що найкраще
апроксимує точки з Ωs.

З результатiв Табл. 1 та Табл. 2 можна зробити висновок, що запропо-
нована модифiкацiя С для чисельних методiв дає найкращi оцiнки з пiд-
вищення ефективностi обчислень при збереженнi необхiдної точностi на-
ближеного розв’язку. До того ж, запропонована модифiкацiя не викликає
складнощiв при реалiзацiї чисельних методiв.

Заключнi зауваження
Оскiльки рiвняння Рiчардса–Клюта є квазiлiнiйним, то чисельне моде-

лювання є основним iнструментом для отримання та аналiзу його розв’яз-
кiв i, тим самим, для моделювання процессу масопереносу в пористому
середовищi.

Стаття мiстить новi чисельнi методи, що базуються на вiдстеженнi обла-
стi повного насичення. Запропонованi методи не викликають складнощiв
при реалiзацiї та дають перевагу для дво- та тривимiрних випадкiв рiвня-
ння Рiчардса–Клюта, проте область їх використання обмежена монотоннi-
стю розв’язку. Наведена оцiнка пiдвищення ефективностi при використаннi
нових методiв. Проведений порiвняльний аналiз мiж запропонованими та
стандартними чисельними методами.

Подальшi модифiкацiї запропонованих методiв треба розробляти iз роз-
рахунку на те, що в областi дослiдження можуть бути стоки рiдини, а
крайовi умови можуть бути немонотонними.
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