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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Iñòîðiÿ ðèíêiâ ïîõiäíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, àáî ïîõi-

äíèõ êîíòðàêòiâ, áåðå ñâié ïî÷àòîê ùå ç ÷àñiâ, êîëè àíi ñàìèõ öiííèõ ïàïåðiâ,

àíi êîíòðàêòiâ ó ñó÷àñíîìó ðîçóìiííi öèõ ñëiâ íå iñíóâàëî. Îäíå ç ïåðøèõ çãà-

äóâàíü ïðî äîìîâëåíiñòü, ó ÿêié îäíà çi ñòîðií ñïëà÷ó¹ êîøòè iíøié ó îáìií

íà ïðàâî êîðèñòóâàííÿ àêòèâîì ó ìàéáóòíüîìó, çóñòði÷à¹òüñÿ ó îäíié ç ðîáiò

Àðiñòîòåëÿ. Ç ïëèíîì ÷àñó òèïè ïîõiäíèõ êîíòðàêòiâ óðiçíîìàíiòíþâàëèñÿ

òà íàáóâàëè ñó÷àñíîãî âèãëÿäó, âîäíî÷àñ âèâîäÿ÷è íà ïåðøèé ïëàí ïèòàííÿ

ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi òàêèõ êîíòðàêòiâ.

Ìîäåëü ôiíàíñîâîãî ðèíêó ç äåðèâàòèâàìè, ïðåäñòàâëåíà Ô. Áëåêîì òà

Ì. Øîóëñîì ó 1973 ðîöi, ÿêà ôîðìàëiçóâàëà ïðîöåñè, ùî âæå äîâãèé ÷àñ

âiäáóâàëèñÿ íà ñâiòîâèõ áiðæàõ, ñòàëà âèäàòíèì ïðîðèâîì ó òîãî÷àñíié ôi-

íàíñîâié ìàòåìàòèöi òà ñòèìóëþâàëà ñòðiìêèé ðîçâèòîê ðèíêó ïîõiäíèõ öií-

íèõ ïàïåðiâ. Êëàñè÷íà ìîäåëü, ñïèðàþ÷èñü íà ïåâíi ïðèïóùåííÿ òà îáìåæå-

ííÿ, äîçâîëÿëà âiäíîñíî ëåãêî ðîçðàõîâóâàòè ñïðàâåäëèâó âàðòiñòü îïöiîíó

�âðîïåéñüêîãî òèïó. Ñàìå çãàäàíi ïðèïóùåííÿ òà îáìåæåííÿ çàëèøàþòüñÿ

îá'¹êòîì äîñëiäæåíü i äîíèíi.

Áiíîìiàëüíà ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà, ïðåäñòàâëåíà íàïðèêiíöi

70-õ ðîêiâ, ¹ äèñêðåòíîþ, ùî óñóâà¹ îäèí ç íåäîëiêiâ ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà.

Âñòàíîâëåíî, ùî öÿ ìîäåëü íàäà¹ áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè ïðè îöiíþâàííi

îïöiîíiâ, îñîáëèâî ó âèïàäêó äîâãîñòðîêîâèõ êîíòðàêòiâ. Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ ïîâåäiíêà òàê çâàíèõ �ãðåêiâ� � âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðèíîê i

àêòèâè íà íüîìó â ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà. Ââåäåíî ó ðîçãëÿä äèñêðåòíi àíàëî-

ãè öèõ âåëè÷èí ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi ðèíêó i ïîêàçàíî ñëàáêó çáiæíiñòü öèõ

àíàëîãiâ äî ãðåêiâ çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü ïåðiîäiâ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Êëàñè÷íà ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà âèêîðèñòîâó¹ ïðèïóùåííÿ ïðî ñòàëiñòü

âîëàòèëüíîñòi. Ïðîòå äîñëiäæåííÿ ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ñâiä÷àòü ïðî
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ïðîòèëåæíå: âîëàòèëüíiñòü çìiíþ¹òüñÿ iç ÷àñîì, ïðè÷îìó ìàéæå ó âñiõ âè-

ïàäêàõ íå äåòåðìiíîâàíèì ÷èíîì. Î÷åâèäíî, ùî çà òàêèõ óìîâ ôîðìóëà ñïðà-

âåäëèâî¨ âàðòîñòi îïöiîíó ç êëàñè÷íî¨ ìîäåëi ïîòðåáó¹ ïåðåãëÿäó. Áiëüøå òî-

ãî, ñòîõàñòè÷íà ïðèðîäà âîëàòèëüíîñòi ñòàâèòü ïiä ñóìíiâ iíøå ïðèïóùåííÿ

êëàñè÷íî¨ ìîäåëi � âiäñóòíiñòü íà ðèíêó àðáiòðàæíèõ ìîæëèâîñòåé. Îòæå,

ïðè ðîçãëÿäi ìîäèôiêîâàíèõ ìîäåëåé iíòåðåñ âèêëèêà¹ òàêîæ i áåçàðáiòðà-

æíiñòü ðèíêiâ. Ó ðîçäiëi 3 äëÿ ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ ìîæëèâîñòåé òà

iç çàñòîñóâàííÿì îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âñòàíîâëþ¹òüñÿ òî÷íà ôîð-

ìóëà ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó. Iíøèé ïiäõiä äî òî÷íîãî

îá÷èñëåííÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó, ùî çàñòîñîâó¹ åëåìåíòè ÷èñëåííÿ

Ìàëëÿâåíà, ðåàëiçîâàíî ó ðîçäiëi 5. Àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåíü ïiäòâåðäæó¹

òîé ôàêò, ùî îáèäâi îòðèìàíi ôîðìóëè äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi ðèíêó ¹

íîâèìè, à çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i íå äîñëi-

äæóâàëîñÿ.

Ïîðÿä iç òî÷íèìè ôîðìóëàìè äëÿ îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ çàöiêàâëåíiñòü äî-

ñëiäíèêiâ òà ïðàêòèêiâ âèêëèêàþòü íàáëèæåíi ôîðìóëè, ÿêi ìîæóòü áóòè

òåõíi÷íî ïðîñòiøèìè, âèìàãàòè ìåíøîãî ÷àñó îá÷èñëåííÿ òà ðàçîì iç öèì

çàáåçïå÷óâàòè ïðèéíÿòíó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ. Çîêðåìà íàáëèæåíi ìåòîäè

çàñòîñîâóþòüñÿ, êîëè ðîçðàõóíîê çà òî÷íèìè ôîðìóëàìè òåõíi÷íî âàæêî ðå-

àëiçóâàòè, òîáòî ñàìå ó âèïàäêó ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi. Íàáëèæåíi ìåòîäè,

ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äèñêðåòèçàöiþ, ñòàþòü âñå áiëüø àêòóàëüíèìè iç çðîñòà-

ííÿì òåõíi÷íèõ ìîæëèâîñòåé îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè. Ðîçäië 4 öi¹¨ ðîáîòè

ïðåäñòàâëÿ¹ îäíó ç ìîæëèâèõ ñõåì îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ ñïðà-

âåäëèâî¨ âàðòîñòi �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âî-

ëàòèëüíiñòþ. Ðîçêðèòî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè, âñòàíîâëåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi

äèñêðåòèçîâàíèõ ìîäåëåé äî íåïåðåðâíî¨ ïðè ñïðÿìóâàííi êðîêó äèñêðåòè-

çàöi¨ äî íóëÿ òà ïðîâåäåíî àíàëiç ïîõèáîê äèñêðåòèçàöi¨.

Ó ìîäåëÿõ ðèíêó, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó çãàäàíèõ âèùå ðîçäiëàõ, ÿê áóäå

ïîêàçàíî ó ðîáîòi, iñíóþòü åêâiâàëåíòíi ìàðòèíãàëüíi ìiðè. Âiäñóòíiñòü àð-
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áiòðàæó íà ðèíêó çà ïåâíèõ óìîâ ¹ íàñëiäêîì iñíóâàííÿ òàêèõ ìið. Ïðîòå

ó áàãàòüîõ ìîäåëÿõ ïðî iñíóâàííÿ ìàðòèíãàëüíèõ ìið ñòâåðäæóâàòè íå ìî-

æíà. Ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü åêîíîìiêè îáìiíó, äå âèãëÿä öiíîâîãî

ïðîöåñó íåâiäîìèé. Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Âñòàíîâëåíî íåðiâíîñòi çíèçó äëÿ

âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ. Ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ

åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè. Ïðåäñòàâëåíî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ

ìîæëèâîñòåé äëÿ åêîíîìi÷íèõ àãåíòiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-

áîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äåðæàâíèõ áþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì

�11ÁÔ038-02 �Åâîëþöiéíi ñèñòåìè: äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ïåðåòâîðåíü,

âèïàäêîâèõ ôëóêòóàöié òà ñòàòèñòè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòåé� (íîìåð äåðæàâ-

íî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0111U006561) i �16ÁÔ038-02 �Äîñëiäæåííÿ òà ñòàòèñòè÷íèé

àíàëiç àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ íåîäíîðiäíèõ äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0116U002530) êàôåäðè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî

ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà,

ùî âõîäèòü äî êîìïëåêñíîãî òåìàòè÷íîãî ïëàíó íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò �Ñó-

÷àñíi ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè ïðèðîäîçíàâñòâà, åêîíîìiêè òà ôiíàíñiâ�, à òà-

êîæ ó ðàìêàõ äåðæàâíèõ áþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì �11ÁÔ038-01

�Ðîçðîáëåííÿ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ, àíàëiçó òà ïîáóäî-

âè êåðóâàíü äëÿ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì çi ñêëàäíîþ äèíàìiêîþ� (íî-

ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ �0111U006677) i �16ÁÔ038-01 �ßêiñíèé àíàëiç òà

êåðóâàííÿ åâîëþöiéíèìè ñèñòåìàìè ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè� (íîìåð äåðæàâíî¨

ðå¹ñòðàöi¨ �0116U004732), ùî âèêîíóþòüñÿ íà êàôåäði iíòåãðàëüíèõ òà äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî Íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, i âõîäÿòü äî êîìïëåêñíîãî

òåìàòè÷íîãî ïëàíó íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò �Ñó÷àñíi ìàòåìàòè÷íi ïðîáëåìè

ïðèðîäîçíàâñòâà, åêîíîìiêè òà ôiíàíñiâ�.
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Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Öÿ ðîáîòà ìà¹ íà ìåòi çàïðîïîíóâàòè

íîâi òà ïîãëèáèòè i ðîçâèíóòè ìèíóëi äîñëiäæåííÿ ó ñôåði îöiíþâàííÿ äåðè-

âàòèâiâ òà ïèòàíü âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ðiçíèõ ìîäåëÿõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ,

çîêðåìà, ó ìîäåëÿõ ðèíêiâ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ìîäåëÿõ iç äèñ-

êðåòíèì ÷àñîì òà ìîäåëÿõ åêîíîìiêè îáìiíó. Äëÿ äîñÿãíåííÿ ìåòè äèñåðòàöi¨

áóëè ïîñòàâëåíi íàñòóïíi çàâäàííÿ:

� âiäøóêàííÿ ó ìîäåëi Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà äèñêðåòíèõ àíàëîãiâ

âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü îïöiîíè ó íåïåðåðâíîìó ÷àñi ó ìîäåëi

Áëåêà�Øîóëñà;

� ïîáóäîâà ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ. Âèçíà÷åííÿ

âëàñòèâîñòåé âîëàòèëüíîñòi, ÿêi âàðòî iìïëåìåíòóâàòè ó ìîäåëü, ùîá

çàáåçïå÷èòè ïîäiáíiñòü äî ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ;

� äîñëiäæåííÿ ïèòàíü âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó òà ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi

îïöiîíó �âðîïåéñüêîãî òèïó ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëà-

òèëüíiñòþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà;

� îòðèìàííÿ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ òà îöiíêà

øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëà-

òèëüíiñòþ ïðè çàñòîñóâàííi äèñêðåòèçàöiéíî¨ ñõåìè Åéëåðà�Ìàðóÿìè.

Îöiíêà òà õàðàêòåðèçàöiÿ ïîõèáêè äèñêðåòèçàöi¨;

� çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà äî ïðîáëåìè îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ

ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi-

¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà. Îòðèìàííÿ òî÷íèõ ôîðìóë äëÿ

îá÷èñëåííÿ ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi îïöiîíó �âðîïåéñüêîãî òèïó;

� âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ìîäåëi åêîíîìiêè îáìiíó.

Âñòàíîâëåííÿ óìîâ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ìîäåëi.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âiäñóòíiñòü àáî íàÿâíiñòü àðáiòðàæó òà îöi-

íþâàííÿ äåðèâàòèâiâ ó òàêèõ ìîäåëÿõ, à òàêîæ çáiæíiñòü òà øâèäêiñòü çái-

æíîñòi äèñêðåòíèõ ìîäåëåé äî íåïåðåðâíèõ àíàëîãiâ.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé, âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ìàðòèíãàëüíi ìåòîäè, ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü, ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó i âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

� äîâåäåíî, ùî äåëüòà-õåäæ ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi Êîêñà�Ðîññà�

Ðóáiíøòåéíà ¹ àíàëîãîì ãðåöüêîãî ñèìâîëó äåëüòà ó ìîäåëi Áëåêà�

Øîóëñà ó òîìó ñåíñi, ùî ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü äåëüòà-õåäæó

äî äåëüòè ïðè ñïðÿìóâàííi êiëüêîñòi ïåðiîäiâ ó äèñêðåòíié ìîäåëi äî

íåñêií÷åííîñòi;

� äëÿ ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çà-

äà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, äîâåäåíî âiäñó-

òíiñòü íà ðèíêó àðáiòðàæó ó ñåíñi NA+ òà NAg;

� iç çàñòîñóâàííÿì îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà ÷èñëåííÿ Ìàëëÿ-

âåíà äëÿ ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ,

ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, äëÿ âèïàä-

êó, êîëè ïðîöåñè Âiíåðà, ùî êåðóþòü åâîëþöi¹þ öiíè àêòèâó òà éî-

ãî âîëàòèëüíiñòþ, ¹ íåêîðåëüîâàíèìè, âiäøóêàíî òî÷íi òà íàáëèæåíi

ôîðìóëè ðîçðàõóíêó ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó;

� âñòàíîâëåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi öiíè îïöiîíó �âðîïåéñüêîãî òèïó ó

äèñêðåòèçîâàíié çà ñõåìîþ Åéëåðà�Ìàðóÿìà ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè-

÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�

Óëåíáåêà, äî öiíè îïöiîíó ó íåïåðåðâíié ìîäåëi ïðè ñïðÿìóâàííi êðîêó

äèñêðåòèçàöi¨ äî íóëÿ;

� ó ìîäåëi åêîíîìiêè îáìiíó çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðî-

ãî¨ äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè, âñòàíîâëåíî

íåðiâíîñòi çíèçó äëÿ âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ, ïðåäñòàâëå-

íî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ ìîæëèâîñòåé äëÿ åêîíî-

ìi÷íèõ àãåíòiâ.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà

ìà¹ ÿê òåîðåòè÷íå, òàê i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Íà ïðàêòèöi îäåðæàíi ðåçóëüòà-

òè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ ïðè ìîäåëþâàííi

ïåðâèííèõ öiííèõ ïàïåðiâ i íàáëèæåíîìó îá÷èñëåííi öií ïîõiäíèõ öiííèõ ïà-

ïåðiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè íàëå-

æàòü çäîáóâà÷ó. Ó òðüîõ ñòàòòÿõ, ïiäãîòîâëåíèõ ðàçîì iç íàóêîâèì êåðiâíè-

êîì ïðîô. Ìiøóðîþ Þ.Ñ., îñòàííié íàëåæèòü ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ òà ìå-

òîäèêà äîñëiäæåíü, à âñi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Îäíà

ðîáîòà îïóáëiêîâàíà ó ñïiâïðàöi ç Ìiøóðîþ Þ.Ñ. òà Ìóí÷àê �.Þ., äå çäîáó-

âà÷ó íàëåæàòü òàêi ðåçóëüòàòè: iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâå-

íà âñòàíîâëåíî âèãëÿä ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ �âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó, òà îòðèìàíî ôîðìóëó ñïðàâåäëèâî¨ âàðòîñòi �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó

ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä

ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, äëÿ âèïàäêó, êîëè ïðîöåñè Âiíåðà, ùî êåðó-

þòü åâîëþöi¹þ öiíè àêòèâó òà éîãî âîëàòèëüíiñòþ, ¹ íåêîðåëüîâàíèìè.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ, ìiæíàðî-

äíèõ i âñåóêðà¨íñüêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

1. Ìiæíàðîäíà ìiæäèñöèïëiíàðíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïi-

ðàíòiâ òà ìîëîäèõ â÷åíèõ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà 2016� (Êè¨â, Óêðà¨íà).

06.04.2016 � 08.04.2016.

2. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ñìò. Âîðîõòà, Iâàíî-Ôðàíêiâñüêà

îáë., Óêðà¨íà). 24.02.2016 � 27.02.2016.

3. Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà ïàì'ÿòi Â.Î. Ïëîòíiêîâà (Îäå-

ñà, Óêðà¨íà). 12.09.2016 � 17.09.2016.

4. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà iõ çà-
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ñòîñóâàííÿ� (Óæãîðîä, Óêðà¨íà). 19.05.2016 � 21.05.2016.

5. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Modern Stochastics: Theory and Appli-

cations III� (Êè¨â, Óêðà¨íà). 10.09.2012 � 14.09.2012.

6. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà iõ çà-

ñòîñóâàííÿ� (Êè¨â, Óêðà¨íà). 08.06.2011 � 10.06.2011.

7. Îá÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà, ×åòâåðòà Ìiæíàðîäíà êîí-

ôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà I.I. Ëÿøêà 08.09.2011 � 10.09.2011.

8. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà

ñòàòèñòèêà"ïðè êàôåäði òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàð-

íî¨ ìàòåìàòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâíèöòâîì

ïðîô. ÌiøóðèÞ.Ñ. òà ïðîô. Êîçà÷åíêàÞ.Â. (ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2016).

9. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó ïðè êàôåäði ñèñòåìíîãî àíàëiçó òà òåî-

ði¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ôàêóëüòåòó êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. Íà-

êîíå÷íîãî Î.Ã. (ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2016).

10. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó ïðè êàôåäði òåîðåòè÷íî¨ òà ïðèêëà-

äíî¨ ñòàòèñòèêè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Ëüâiâñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô.

�ëåéêà ß.I. (ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2016).

11. Çàñiäàííÿ íàóêîâîãî ñåìiíàðó Iíñòèòóòó êiáåðíåòèêè iìåíi Â.Ì. Ãëó-

øêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì ïðîô. Êíîïîâà Ï.Ñ. (ì.Êè¨â,

Óêðà¨íà, 2016).

Ïóáëiêàöi¨. Çà ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 12 íàóêîâèõ ïó-

áëiêàöié. Ç íèõ 5 ñòàòåé, îïóáëiêîâàíèõ ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ, [1, 2, 3, 4, 5], òà 7

òåç äîïîâiäåé [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Äâi ñòàòòi [3], [4] îïóáëiêîâàíi ó çàêîðäîí-

íèõ âèäàííÿõ. Ñòàòòi [2], [5] îïóáëiêîâàíî ó âèäàííÿõ Óêðà¨íè, ùî âêëþ÷åíî

äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus.
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, øåñòè

ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 133 ñòîðiíêè, ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë

çàéìà¹ 11 ñòîðiíîê i ìiñòèòü 99 íàéìåíóâàíü.

Çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè, âèçíà÷åíi ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, âèäiëåíî íàóêîâó íîâèçíó,

ïðàêòè÷íó çíà÷óùiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà

àïðîáàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ìiñòèòü îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè òà ñïîðiäíåíèìè ïèòàííÿìè. Íàâåäåíi äåÿêi ðåçóëüòàòè iíøèõ àâòîðiâ

ùîäî ïðîáëåì, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâåäiíêà òàê çâàíèõ �ãðåêiâ� � âåëè-

÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðèíîê i àêòèâè íà íüîìó â ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà.

Ââåäåíî ó ðîçãëÿä äèñêðåòíi àíàëîãè öèõ âåëè÷èí ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi ðèí-

êó i ïîêàçàíî ñëàáêó çáiæíiñòü öèõ àíàëîãiâ äî ãðåêiâ çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü

ïåðiîäiâ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Îïèñ ðîçãëÿäóâàíèõ ìîäåëåé ïî÷èíà¹òüñÿ iç ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ ìî-

äåëi Áëåêà�Øîóëñà. Â óìîâàõ ïîâíîãî éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó {Ω,F,P} ç

ôiëüòðàöi¹þ {Ft, t > 0}, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôiíàíñîâèé ðèíîê, ùî çàäà¹òüñÿ äâî-
ìà àêòèâàìè: åâîëþöiþ öiíè áåçðèçèêîâîãî àêòèâó âèçíà÷à¹ ôîðìóëà B(t) =

ert, à öiíó ðèçèêîâîãî àêòèâó çàäàíî âèïàäêîâèì ïðîöåñîì S(t) = exp{µt +
σW P

t }, äå {W P
t ,Ft, t > 0} � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ âiäíîñíî ìiðè P. Ïðîöåñ

X(t) = S(t) e−rt, ¹ åâîëþöi¹þ äèñêîíòîâàíî¨ âàðòîñòi ðèçèêîâîãî àêòèâó.

Äëÿ òàêî¨ ìîäåëi ðèíêó âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðèçèê-íåéòðàëüíî¨

(ìàðòèíãàëüíî¨) ìiðè P∗, âiäíîñíî ÿêî¨ ïðîöåñ X = {X(t), t > 0} ¹ ìàðòèíãà-
ëîì òà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ X(t) = S0 exp{σW P∗

t − 1
2σ

2t}.
Íåõàé V (S, t) = e−r(T−t) EP{(S(T )−K)+|Ft} � ñïðàâåäëèâà öiíà �âðîïåé-

ñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi çi ñòðàéêîâîþ öiíîþK òà ÷àñîì âèêîíàííÿ T çà óìîâè,

ùî ïîòî÷íà öiíà ðèçèêîâîãî àêòèâó äîðiâíþ¹ S. Òàê çâàíi ãðåöüêi ñèìâîëè,
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àáî �ãðåêè�, âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ÷àñòèííèì ïîõiäíèì ôóíêöi¨ V. Ó ðîáîòi

ðîçãëÿäà¹òüñÿ �ãðåê� ∆ = ∂V
∂S , ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ çìiíó âàðòîñòi îïöiîíó àáî

ïîðòôåëþ îïöiîíiâ â çàëåæíîñòi âiä öiíè àêòèâó S. Äåëüòà âèçíà÷à¹ ìiðó

êîðåëÿöi¨ ìiæ çìiíàìè âàðòîñòi îïöiîíó i çìiíàìè öiíè âiäïîâiäíîãî àêòèâó.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi äðóãîãî ðîçäiëó äîãðàíè÷íà ìîäåëü ðèíêó â n-é ñåði¨

îïèñó¹òüñÿ íà ïðîñòîði

Ω(n) := {−1,+1}n = {ω(n) = (y
(n)
1 , . . . , y(n)n )|y(n)i ∈ {−1,+1}}.

Ââîäÿòüñÿ äâi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi an, bn, n > 1.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Yk(ω(n)) :=

y
(n)
k äëÿ ω(n) = (y

(n)
1 , . . . , y

(n)
n ) k-òó êîîðäèíàòó, i íåõàé

R
(n)
k (ω(n)) := an

1− Yk(ω
(n))

2
+ bn

1 + Yk(ω
(n))

2
.

Ââàæà¹ìî, ùî äîãðàíè÷íà ìîäåëü â n-é ñåði¨ ¹ n-ïåðiîäíîþ ìîäåëëþ, i öå

ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà ç âiäñîòêîâîþ ñòàâêîþ

rn =
rT

n
,

ùî çàäà¹ åâîëþöiþ áåçðèçèêîâîãî àêòèâó B(n)
k = (1+rn)

k, k = 0, . . . , n, îäíèì

ðèçèêîâèì àêòèâîì S(n)
k , k = 0, . . . , n, òà äîõîäàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ R
(n)
k = (S

(n)
k −S

(n)
k−1)/S

(n)
k−1, k = 1, . . . , n. Äîõîäè íåçàëåæíi i íàáóâàþòü

îäíîãî ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü: an i bn, k = 1, . . . , n.

Ó òàêié ìîäåëi ïðè ïåðåõîäi äî íàñòóïíîãî ïåðiîäó öiíà àêòèâó çäiéñíþ¹

ñòðèáîê âiä çíà÷åííÿ S(n)
k−1 äî áiëüøîãî çíà÷åííÿ S

(n)
k = S

(n)
k−1(1 + bn) (ÿêùî

bn > 0), àáî æ äî ìåíøîãî � S(n)
k = S

(n)
k−1(1 + an), (ÿêùî an < 0).

Íàñòóïíà ÷àñòèíà ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ ïîïåðåäíiì âiäîìîñòÿì, îçíà-

÷åííÿì òà âiäîìèì ðåçóëüòàòàì. Çîêðåìà íà ðîçãëÿäóâàíîìó ïðîñòîði îïèñó¹-

òüñÿ îá'¹êòèâíà òà ðèçèê-íåéòðàëüíà éìîâiðíiñíi ìiðè, ââîäèòüñÿ ôiëüòðàöiÿ,

îïèñó¹òüñÿ âèãëÿä äèñêîíòîâàíî¨ âàðòîñòi ðèçèêîâîãî àêòèâó òà ðîçêðèâà¹-

òüñÿ ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íî¨ áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi. Ââîäÿòüñÿ îçíà÷åííÿ ñàìî-

ôiíàíñîâàíî¨ òîðãiâåëüíî¨ ñòðàòåãi¨, ðåïëiêóþ÷î¨ ñòðàòåãi¨, ïðîöåñó âàðòîñòi,
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ôóíêöi¨ êàïiòàëó. Íàñòóïíîþ âiäîìîþ ëåìîþ ó ÿêîñòi àíàëîãó äî �ãðåêó� äåëü-

òà ïðåäñòàâëåíî ïîíÿòòÿ äåëüòà-õåäæó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó.

Ëåìà 0.1. Ðåïëiêóþ÷à ñòðàòåãiÿ äëÿ �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ìà¹

âèãëÿä

∆
(n)
k (S

(n)
k−1) = (1 + rn)

k v
(n)
k (S

(n)
k−1b̂n)− v

(n)
k (S

(n)
k−1ân)

S
(n)
k−1

(
b̂n − ân

) , (1)

äå

v
(n)
k (y) =

n−k∑
i=0

(
b̂inâ

n−i−k
n y −K

)+
(1 + rn)

n C i
n−k(p

∗
n)
i(1− p∗n)

n−i−1. (2)

Ó ïîäàëüøèõ ïiäðîçäiëàõ äðóãîãî ðîçäiëó äîâîäèòüñÿ ñëàáêà çáiæíiñòü

äåëüòà-õåäæó äî �ãðåêà� äåëüòè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ñôîðìóëüîâàíî

ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 0.1. Íåõàé äîãðàíè÷íà ìîäåëü ¹ ñèìåòðè÷íîþ áiíîìiàëüíîþ,

à ãðàíè÷íà ¹ ìîäåëëþ Áëåêà�Øîóëñà. Òîäi äåëüòà-õåäæ äëÿ �âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó êóïiâëi ó äîãðàíè÷íié ìîäåëi ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî äåëüòè �âðîïåé-

ñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà, êîëè êiëüêiñòü ïåðiîäiâ ó

äèñêðåòíié ìîäåëi ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òîáòî

∆
(n)
k (S

(n)
knt

)
d→ ∆(S(t), T − t), n→ ∞.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü ðèíêó Áëåêà�Øîóëñà, ìîäè-

ôiêîâàíà ç ìåòîþ óðàõóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïðèðîäè âîëàòèëüíîñòi. Ó ïåðøî-

ìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ îñíîâíèé îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � äèôóçiéíà ìîäåëü çi

ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî êåðó¹òüñÿ ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið {Ω,F ,F = {F (B,W )
t , t > 0},P}

ç ôiëüòðàöi¹þ, ïîðîäæåíîþ êîðåëüîâàíèìè ïðîöåñàìè Âiíåðà {Bt, Wt, 0 6
t 6 T}. Ìîäåëü ðèíêó ç îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, öiíà ÿêîãî åâîëþöiîíó¹

âiäïîâiäíî ãåîìåòðè÷íîìó áðîóíiâñüêîìó ðóõó {St, 0 6 t 6 T}, à âîëàòèëü-
íiñòü öiíè çàäà¹òüñÿ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó, îïèñó¹òüñÿ

ñèñòåìîþ:

dSt = µStdt+ σ(Yt)StdBt, (3)
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dYt = −αYtdt+ kdWt. (4)

Ó íàéáiëüø çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷à ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó íàñòóïíèõ ïðè-

ïóùåííÿõ:

(A1) ïðîöåñè Âiíåðà B òà W ¹ êîðåëüîâàíèìè ç êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨

ρ ∈ [−1; 1], òîáòî dBtdWt = ρdt;

(A2) ôóíêöiÿ âîëàòèëüíîñòi σ : R → R+ ¹ âèìiðíîþ, âiääiëåíîþ âiä íóëÿ

äåÿêîþ ñòàëîþ c:

σ(x) > c > 0, x ∈ R,

i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
∫ T
0 σ2(Yt)dt <∞ ì.í.;

(A3) α, µ i k � äîäàòíi ñòàëi.

Îïèñàíî âiäîìi âëàñòèâîñòi ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, âêàçàíî ó ÿâ-

íîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (3)-(4).

Íàñòóïíèé ïiäðîçäië òðåòüîãî ðîçäiëó ïðåäñòàâëÿ¹ ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà

äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Ââîäèòüñÿ íèçêà âàæëèâèõ ïîíÿòü, òàêèõ ÿê åêâiâà-

ëåíòíà (ëîêàëüíà) ìàðòèíãàëüíà ìiðà, ìiíiìàëüíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà. Çîêðå-

ìà íàâåäåíî äâà íàñòóïíi îçíà÷åííÿ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó. Çàóâàæèìî, ùî

îçíà÷åííÿ îïåðóþòü âåëèêîþ êiëüêiñòþ ïîçíà÷åíü, ñóòíiñòü ÿêèõ ðîçêðèâà¹-

òüñÿ ó òðåòüîìó ðîçäiëi.

Îçíà÷åííÿ 0.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íà ðèíêó âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

NA+ (àáî, ùî òå ñàìå, ùî ðèíîê ¹ NA+), ÿêùî

Ψ+(S) ∩ L+
∞(Ω,FT ,P) = {0},

äå L+
∞(Ω,FT ,P) � ïiäìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ó L∞(Ω,FT ,P).

Îçíà÷åííÿ 0.2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íà ðèíêó âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

NAg (àáî, ùî òå ñàìå, ùî ðèíîê ¹ NAg), ÿêùî

Ψg(S) ∩ L+
∞(Ω,FT ,P) = {0}.

Ïðåäñòàâëåíî äåÿêi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, ùî ïîâ'ÿçóþòü áåçàðáiòðàæíiñòü

íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ òà íàÿâíiñòü íà íèõ åêâiâàëåíòíèõ (ëîêàëüíèõ) ìàðòèí-
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ãàëüíèõ ìið, à òàêîæ âèçíà÷àþòü ñòðóêòóðó åêâiâàëåíòíèõ ëîêàëüíèõ ìàð-

òèíãàëüíèõ ìið íà ðèíêó.

Ïîäàëüøi âèêëàäêè ìiñòÿòü îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó, ñåðåä ÿêèõ òîé

ôàêò, ùî ðîçãëÿäóâàíà ìîäåëü ðèíêó çà âèêîíàííÿ ïåâíèõ óìîâ çàäîâîëüíÿ¹

îáîì ââåäåíèì âèùå îçíà÷åííÿì âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó.

Òåîðåìà 0.2. Ðèíîê, âèçíà÷åíèé ìîäåëëþ (3)�(4) ç óìîâàìè (À1)-(À3):

(i) ìà¹ âëàñòèâiñòü NA+;

(ii) ìà¹ âëàñòèâiñòü NAg, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ åêâiâàëåíòíî¨ ëîêàëüíî¨ ìàð-

òèíãàëüíî¨ ìiðè Q âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

EQ
T∫

0

σ2(Ys)X
2
sds <∞. (5)

Îïèñàíî âèãëÿä ñiìåéñòâà åêâiâàëåíòíèõ ìàðòèíãàëüíèõ ìið òà ïðåäñòàâ-

ëåíî ìîäåëü ó ðèçèê-íåéòðàëüíîìó ñåðåäîâèùi.

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ çâóæåííÿ çàãàëüíî¨ çàäà÷i, ÿêå õàðà-

êòåðèçó¹òüñÿ âiäñóòíiñòþ êîðåëÿöi¨ ìiæ ïðîöåñàìè Âiíåðà, ÿêi êåðóþòü öi-

íîâèì ïðîöåñîì òà ïðîöåñîì âîëàòèëüíîñòi. Öå çâîäèòü ðèçèê-íåéòðàëüíó

ìîäåëü äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dSt = rStdt+ σ(Yt)StdB
Q
t ,

dYt = (−αYt − kν(t))dt+ kdZQ
t ,

(6)

äå

BQ
t = Bt +

t∫
0

µ− r

σ(Ys)
ds,

ZQ
t = Zt +

t∫
0

ν(s)ds.

íåêîðåëüîâàíi ïðîöåñè Âiíåðà âiäíîñíî Q, ν(s) � ïðîöåñ ðèíêîâî¨ öiíè ðèçèêó

âîëàòèëüíîñòi ùî õàðàêòåðèçó¹ ìiðó Q.
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Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ ôîðìóëè äëÿ öiíè �âðî-

ïåéñüêîãî îïöiîíó âiäíîñíî ìiíiìàëüíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

¹äèíèì ÷èíîì çãiäíî ç íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 0.1. Åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà Q íà ðèíêó, âè-

çíà÷åíîìó ìîäåëëþ (6) ¹ ìiíiìàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîöåñ ν,

àñîöiéîâàíèé ç ìiðîþ Q, òîòîæíî ðiâíèé íóëþ.

Öiíà �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîìåíò ÷àñó 0 âiäíîñíî ìiíiìàëüíî¨

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ çàãàëüíîþ ôîðìóëîþ:

V0 = e−rT EQ{EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T}}. (7)

Âíóòðiøí¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ó (7) ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ:

P := EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T}

= elnS+rT Φ

(
lnS + (r + 1

2σ̄
2
0)T − lnK

σ̄0
√
T

)
(8)

−KΦ

(
lnS + (r − 1

2σ̄
2
0)T − lnK

σ̄0
√
T

)
,

äå σ̄t :=

√
1

T

∫ T
t σ

2(Ys)ds > 0, Φ ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-

ëó.

Òàêèì ÷èíîì, ãîëîâíîþ ïðîáëåìîþ ó âiäøóêàííi àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè

äëÿ öiíè îïöiîíó ¹ òå, ùî íåîáõiäíî îá÷èñëþâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä

ôóíêöi¨ Φ. Öÿ ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçàíà ó îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi òðåòüîãî ðîçäiëó,

i ðåçóëüòàò ñôîðìóëüîâàíî ó âèãëÿäi òåîðåìè. Íàâåäåìî ñêîðî÷åíèé ¨¨ âàðiàíò

íèæ÷å.

Òåîðåìà 0.3. Íåõàé ðèíîê, âèçíà÷åíèé ìîäåëëþ (6), Q ¹ ìiíiìàëüíîþ

ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, V0 öiíà ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ¹âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó êóïiâëi. Íåõàé ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20 ¹ êóñêîâî-

íåïåðåðâíîþ íà R, i ln (S/K) + rT > 0 i k =
√
2(ln (S/K) + rT ). Òîäi ìà¹
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ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

V0 = lim
ε→0

(
S erT

(
Φ(k) +

1

(2π)3/2

( ∞∫
k

( σ2
1(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp
(
iyu−

ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy +

∞∫
σ2
2(s)

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy

)
e−s

2/2 ds
))

−K
(1
2
+

1

(2π)3/2

( ∞∫
0

σ2
4(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp
(
iyu

−ε
2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds

+

0∫
−∞

∞∫
σ2
4(s)

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds
)))

,

äå ϕ(u) = EQ(eiuσ̄
2
0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20;

σi = σi(s), i = 1, 4 ìàþòü âèãëÿä

σ1,2(s) =
s√
T

∓
√
s2T − 2T (ln (S/K) + rT )

T
, (9)

σ3,4(s) =
−s√
T

∓
√
s2T + 2T (ln (S/K) + rT )

T
. (10)

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ òðà¹êòî-

ðié ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà äèñêðåòíèìè àíàëîãàìè ç ìåòîþ îòðèìà-

ííÿ àïðîêñèìàöi¨ äëÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîäåëi ðèíêó çi

ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ. Çàñòîñîâó¹òüñÿ àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà Åéëåðà-

Ìàðóÿìè. Äëÿ çàäàíèõ íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ âèçíà÷åíî íàáëèæåííÿ öiíè îïöiî-

íó. Âèçíà÷åíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ öiíè i òî÷íîãî çíà-

÷åííÿ ñåðåäíüî¨ âîëàòèëüíîñòi ïðè ñïðÿìóâàííi âåëè÷èíè äèñêðåòèçàöiéíîãî

iíòåðâàëó äî íóëÿ. Äîñëiäæó¹òüñÿ òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ äëÿ âèïàäêó, êîëè

òî÷íå çíà÷åííÿ öiíè îïöiîíó ìîæëèâî îá÷èñëèòè.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî ìîäåëü, äî ÿêî¨ çàñòîñîâóâàòèìåòüñÿ àïðî-

êñèìàöiéíà ñõåìà, � ðèçèê-íåéòðàëüíà ìîäåëü (6). Íàáëèæåííÿì Åéëåðà�
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Ìàðóÿìè iñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà, ùî çàäà¹ ñòîõàñòè÷íó âî-

ëàòèëüíiñòü, ¹ ìàðêiâñüêèé ëàíöþã Y (m), âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:

� ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [0, T ] íà m ðiâíèõ ïiäiíòåðâàëiâ äîâ-

æèíè ∆t = T/m;

� ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ñõåìè âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíiñòþ: Y (m)
0 = Y0;

� Y
(m)
l+1 , ùî ¹ ñêîðî÷åíèì çàïèñîì Y (m)

(l+1)T/m, 0 6 l 6 m− 1, âèçíà÷à¹òüñÿ

ðåêóðñèâíî:

Y
(m)
l+1 = (1− α∆t)Y

(m)
l + k∆ZQ

l , (11)

äå ∆ZQ
l = ZQ

(l+1)T/m − ZQ
lT/m.

Íåïåðåðâíèé ïðîöåñ Y (m)
t ¹ ñòóïií÷àñòèì ïðîöåñîì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì

÷èíîì:

Y
(m)
t = Y

(m)
[tm/T ]T/m, t ∈ [0, T ],

äå �[x]� ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó x.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ âíóòðiøíüîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ç âèðà-

çó (7), âèçíà÷åíîãî ó (8):

P := EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T} = elnS+rT Φ(d1)−KΦ(d2)

:= elnS+rT Φ

(
lnS + (r + 1

2σ̄
2)T − lnK

σ̄
√
T

)
−KΦ

(
lnS + (r − 1

2σ̄
2)T − lnK

σ̄
√
T

)
.

Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó ìà¹ íà ìåòi âiäøóêàòè îöiíêó

ïîõèáêè, ùî âèíèêà¹ ó ðåçóëüòàòi íàáëèæåííÿ òî÷íî¨ ôîðìóëè (7) øëÿõîì

çàñòîñóâàííÿ àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè Åéëåðà äî ïðîöåñó, ÿêèé êåðó¹ âîëà-

òèëüíiñòþ. Íåîáõiäíî îöiíèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

R, âèçíà÷åíî¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

R := |P − P̂m|, (12)

äå P âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (8), m � êiëüêiñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [0, T ]

íà iíòåðâàëè îäíàêîâîãî ðîçìiðó, P̂m � öiíà îïöiîíó ó äèñêðåòíié ìîäåëi, ðîç-
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ðàõîâàíà çà ôîðìóëîþ, àíàëîãi÷íîþ äî (8):

P̂m = elnS+rT Φ
(
d
(m)
1

)
−KΦ

(
d
(m)
2

)
, (13)

äå

d
(m)
1 =

lnS + (r + 1
2 σ̄

2
m)T − lnK

σ̄m
√
T

; (14)

d
(m)
2 =

lnS + (r − 1
2σ̄

2
m)T − lnK

σ̄m
√
T

(15)

Ïîïåðåäíi âèðàçè âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

σ̄m =

√√√√ 1

T

m∑
l=1

σ2
(
Y

(m)
l

) T
m

=

√√√√ 1

m

m∑
l=1

σ2
(
Y

(m)
l

)
, (16)

Ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ âèíèêà¹ âèêëþ÷íî ÷åðåç ðiçíèöþ ìiæ σ̄ òà σ̄m. Òîìó

äëÿ êîæíîãî m âñòàíîâëþ¹òüñÿ îöiíêó çãîðè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

ìîäóëÿ öi¹¨ ðiçíèöi. Ïiñëÿ öüîãî R ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi Rσ := E|σ̄−
σ̄m|. Ó ðîáîòi äîâåäåíî íàñòóïíó ëåìó:

Ëåìà 0.2. Íåõàé σ2(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà:

|σ2(x)− σ2(y)| 6 L|x− y|γ, (17)

äå 0 < γ 6 1, L � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Òîäi ERσ 6 Cm−0.5γ, äå C � äåÿêà

äîäàòíà ñòàëà.

Ïîïåðåäíÿ ëåìà äîçâîëÿ¹ äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 0.4. Íåõàé σ2(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà (17). Òîäi ER 6
Dm−γ/2, äå D � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðîäîâæó¹òüñÿ ðîçðàõóíêàìè öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiî-

íó êóïiâëi øëÿõîì ñèìóëÿöié iç çàñòîñóâàííÿì àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè Åéëå-

ðà. Ïðîâîäèòüñÿ ïåðåâiðêà òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ïðè ðiçíèõ êðîêàõ äèñêðå-

òèçàöi¨ òà àíàëiçóþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè âèáiðêè ïîõèáîê. Ðîçäië çàâåðøó¹-

òüñÿ äîäàòêîâèìè âiäîìîñòÿìè ïðî àïðîêñèìàöiéíó ñõåìó Åéëåðà�Ìàðóÿìè,

ÿêi áóëî âèêîðèñòàíî ïðè îòðèìàííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó.
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Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ïèòàííÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiî-

íó êóïiâëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðiçü ïðèçìó ìåòîäiâ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà. Âñòà-

íîâëåíî âèãëÿä ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹ ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíó. Îòðèìàíèé ðå-

çóëüòàò äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè öiíó îïöiîíó çà ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìi-

ðîþ ó âèïàäêó, êîëè âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ùî ïîðîäæó¹ åâîëþöiþ öiíè àêòèâó,

òà âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ÿêèé çàäà¹ âîëàòèëüíiñòü, ¹ íåçàëåæíèìè.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îïèñó¹òüñÿ ðîçãëÿäóâàíà ìîäåëü ðèíêó iç äåùî çìi-

íåíèìè âiäíîñíî ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ ïðèïóùåííÿìè.

(Ñ1) âiíåðiâñüêi ïðîöåñè W i W̃ ¹ íåêîðåëüîâàíèìè, à îòæå, íåçàëåæíèìè;

(Ñ2) ôóíêöiÿ âîëàòèëüíîñòi σ : R → R+ âèìiðíà, âiääàëåíà âiä íóëÿ i ìà¹

íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíå çðîñòàííÿ, òîáòî c 6 σ(x) 6 q(1 + |x|l)
äëÿ âñiõ x ∈ R òà äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ c, q i äåÿêîãî l ∈ N.

(Ñ3) êîåôiöi¹íòè α i k ¹ äîäàòíèìè.

Íàñòóïíèé ïiäðîçäië ââîäèòü íèçêó âiäîìèõ áàçîâèõ îçíà÷åíü òà äåÿêi ïî-

ïåðåäíi ðåçóëüòàòè ç ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà. Çîêðåìà ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ñòî-

õàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨. Íåõàé W = {W (t), t ∈ [0, T ]}, � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ íà

iìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F , F = {FW
t , t ∈ [0, T ]},P}, äå Ω = C([0, T ],R).

Ïîçíà÷èìî Ĉ∞(R) ìíîæèíó âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

iç ïîõiäíèìè íå âèùå ïîëiíîìiàëüíîãî çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 0.3. Íàçâåìî ãëàäêèìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè F âèãëÿäó F =

f(W (t1), . . . ,W (tn)), f = f(x1, . . . , xn) ∈ Ĉ∞(Rn), t1, . . . tn ∈ [0, T ]. Êëàñ

ãëàäêèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èìî ÷åðåç S.

Îçíà÷åííÿ 0.4. Íåõàé F ∈ S. Ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè F â òî÷öi t íàçâåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

DtF =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(W (t1), . . . ,W (tn))1[0,ti](t), t ∈ [0, T ].
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ν(x) = σ(x)σ′(x) i âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ηt =
αT

k
e−αt ν(Yt)

 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1

, (18)

.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó ñôîðìóëüîâàíî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 0.5. Íåõàé ôóíêöiÿ σ çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (Ñ2), ¹ äâi-

÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ, ïîõiäíà σ′ ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ òà ìà¹ íå

áiëüøå, íiæ ïîëiíîìiàëüíèé çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Òîäi äëÿ ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà Y, âèçíà÷åíîãî ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâ-

íÿííÿì (4), âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ2 ìà¹ íåïåðåðâíó îáìåæåíó ùiëüíiñòü

ðîçïîäiëó âèäó

pσ2(x) = E

1{σ>√x}
 T∫

0

ηt

t∫
0

eαs dWs dt−
T∫

0

t∫
0

eαhDhηt dh dt

 , (19)

çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ Dhηt íàâåäåíî ó ëåìi 0.3, i âñi âåëè÷èíè ó

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòåé (18) i (19) êîðåêòíî îçíà÷åíi.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà, ÿêà âèçíà÷à¹ âèãëÿä ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨

âiä ηt.

Ëåìà 0.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 1) òåîðåìè 0.5. Òîäi ñòî-

õàñòè÷íà ïîõiäíà Dhηt ìà¹ âèãëÿä
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Dhηt =
αT

k
e−αt

(
e−α(t−h) 1{h<t}ν

′(Yt)
[ T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]

×ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2
]−1

− ν(Yt)
[ T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]

×ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2
]−2

T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
×
(
ν(Yt1) e

−α(t2−h) 1{h<t2}ν
′(Yt2)

+ν(Yt2) e
−α(t1−h) 1{h<t1}ν

′(Yt1)
)
dt1dt2

)
.

(20)

Òåîðåìà 0.5 ìà¹ ïðîñòèé, ïðîòå äóæå âàæëèâèé íàñëiäîê, ÿêèé äîçâîëÿ¹

îá÷èñëèòè âàðòiñòü �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ðîçãëÿäóâàíié ìîäåëi.

Íàñëiäîê 0.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 0.5. Òîäi öiíà ó ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi C = (ST − K)+ çi

ñòðàéêîâîþ öiíîþ K > 0 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC =

∞∫
0

(
S0Φ

(
lnS0 + (r + 1

2x)T − lnK
√
xT

)

−K e−rT Φ

(
lnS0 + (r − 1

2x)T − lnK
√
xT

))
pσ2(x)dx,

äå pσ2(x) âèçíà÷åíî ó (19).

Äîâåäåííÿ ðÿäó òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ âèíåñåíî ó îñòàííié ïiäðîçäië ï'ÿ-

òîãî ðîçäiëó.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi ó ìîäåëi åêîíîìiêè îáìiíó âiäøóêóþòüñÿ íåîáõiäíi

òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâà-

ãè. Âñòàíîâëþþòüñÿ íåðiâíîñòi çíèçó äëÿ âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ.

Ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè. Ïðåäñòàâëåíî

äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ ìîæëèâîñòåé äëÿ åêîíîìi÷íèõ àãåí-

òiâ.
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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêîíîìi÷íà ìîäåëü îáìiíó ç ïðîïîðöiéíèì ñïîæèâàííÿì i

çàäàíèìè äîõîäàìè. Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ¹ âñòàíîâëåííÿ óìîâ, çà ÿêèõ

ðiâíîâàæíèé öiíîâèé âåêòîð ¹ ñòðîãî äîäàòíèì.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

l∑
i=1

Cki
⟨bi, p⟩+Di

⟨Ci, p⟩
= ψk, k = 1, n, (21)

ðîçâ'ÿçêè ÿêî¨ îïèñóþòü ñòàí ðiâíîâàãè â òàêèõ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ, äå

C = |Cki|n,lk=1,i=1, B = |bki|n,lk=1,i=1 ¹ íåâiä'¹ìíèìè ìàòðèöÿìè, Ci = {Cki}nk=1 i

bi = {bki}nk=1, i = 1, l, - íåâiä'¹ìíi âåêòîðè, ïîáóäîâàíi çà öèìè ìàòðèöÿìè

âiäïîâiäíî, ψ = {ψk}nk=1 ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, Di > 0, i = 1, l. Ïðèïó-

ñêàòèìåìî òàêîæ, ùî ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

n∑
k=1

Cki > 0,
n∑
k=1

bki > 0, i = 1, l,
l∑

i=1

Cki > 0, k = 1, n. (22)

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

⟨bi, p⟩ =
n∑
k=1

pkbki, ⟨Ci, p⟩ =
n∑
k=1

pkCki, i = 1, l.

Íåõàé iñíó¹ ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð p0, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(21). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

yi =
⟨bi, p⟩+Di

⟨Ci, p⟩
, i = 1, l. (23)

Âíàñëiäîê âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (22) i ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi êîìïîíåíò âåêòîðà

D ìà¹ìî yi > 0, i = 1, l, òà ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü ψ =
l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l.

Ç ðiâíîñòåé (23) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíîñòåé

⟨−bi + yiCi, p0⟩ = Di, i = 1, l, (24)

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi øîñòîãî ðîçäiëó ïîðÿä iç îïèñîì ðîçãëÿäóâàíî¨ ìî-

äåëi íàâåäåíî äåÿêi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, íà ÿêi ñïèðà¹ìîñÿ äàëi ïðè äîâå-

äåííi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó, ñôîðìóëüîâàíîãî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨

òåîðåìè.
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Òåîðåìà 0.6. Íåõàé ψ = {ψk}nk=1 - ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, à i-é ñïî-

æèâà÷ ìà¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð çàïàñó òîâàðiâ bi = {bki}nk=1 òà êîøòè

Di > 0, i = 1, l, i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

� âåêòîð ψ = {ψk}nk=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r−âèìiðíîãî íåâiä'-

¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè Ci = {Cki}nk=1, i = 1, l, òîáòî

ψ =
l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l;

� âåêòîð D = {Di}li=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r1−âèìiðíîãî íåâiä'-

¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè dk = {−bki+yiCki}li=1, k = 1, n;

� iñíó¹ ïiäñèñòåìà r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ìíîæèíè âåêòîðiâ

{Ci, i = 1, l}, òàêèõ, ùî âåêòîð ψ íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi êîíóñà,

óòâîðåíîãî öi¹þ ïiäñèñòåìîþ âåêòîðiâ;

� iñíó¹ ïiäñèñòåìà r1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ìíîæèíè âåêòî-

ðiâ {dk = −bk + yCk, k = 1, n}, òàêèõ, ùî âåêòîð D = {Di}, i = 1, l,

íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi êîíóñà, óòâîðåíîãî öi¹þ ïiäñèñòåìîþ âå-

êòîðiâ.

Òîäi iñíó¹ òàêèé íàáið âåêòîðiâ f 1k , k = 1, l, ùî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ:

� iñíó¹ n − r1 + 1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü (24) z1k òàêèõ, ùî ìíîæèíó ñòðîãî äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ðiâíÿíü (24) çàäà¹ ôîðìóëà

p =
n∑

m=r1

γ1mz
1
m,

äå
z1m = {⟨D, f 11 ⟩ − ⟨dm, f 11 ⟩p∗m, . . . , ⟨D, f 1r1⟩

−⟨dm, f 1r1⟩p
∗
m, 0, . . . , p

∗
m, 0, . . . , 0},

m = r1 + 1, n,

zr1 = {⟨D, f 11 ⟩, . . . , ⟨D, f 1r1⟩, 0, . . . , 0},
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p∗m =


min
s∈Km

⟨D,f1s ⟩
⟨dm,f1s ⟩

, Kk = {s, ⟨dm, f 1s ⟩ > 0},

1, ⟨dm, f 1s ⟩ 6 0, ∀s = 1, r1,

à êîìïîíåíòè âåêòîðà {γ1m}nm=r1
çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó íåðiâíî-

ñòåé
n∑

m=r1

γ1m = 1, γ1m > 0, m = r1, n,

n∑
m=r1+1

⟨dm, f 1i ⟩p∗mγ1m < ⟨D, f 1i ⟩, i = 1, r1;

� iñíó¹ ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð p, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(21), i äëÿ êîìïîíåíò ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:pi > γ1r1⟨D, f
1
i ⟩, i = 1, r1,

pi > γ1i p
∗
i , i = r1 + 1, n,

(25)

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî åêîíîìi÷íà ñèñòåìà ôóíêöiî-

íó¹ ïðîòÿãîì N ïåðiîäiâ, N < ∞. Ó t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìiêè

âåêòîðè ïîïèòó Ct
i (ω) = {Ct

ki(ω)}
n
k=1, i = 1,l çàäàþòüñÿ íà éìîâiðíiñíîìó ïðî-

ñòîði {Ω,F , P}. Ðiâíi ñïîæèâàííÿ ó t-ìó ïåðiîäi çàäàíî äåÿêèì âèïàäêîâèì

âåêòîðîì

yt(ω) = {yti(ω)}
l
i=1,

âñi êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ ñòðîãî äîäàòíèìè, òîáòî yti(ω) > 0. Òàêèì ÷èíîì,

âåêòîð ïðîïîçèöi¨ â t-ìó ïåðiîäi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ψt(ω) =
l∑

i=1

Ct
i (ω)y

t
i(ω).

ßê íàñëiäîê ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ, ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó ïðî íåîáõi-

äíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè. Êðiì òîãî, ââåäåíî

îçíà÷åííÿ áåçàðáiòðàæíî¨ åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè.
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Îçíà÷åííÿ 0.5. Íåõàé pt1 - ðiâíîâàæíà öiíà ãðîøåé â t-ìó ïåðiîäi ôóí-

êöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè. Åêîíîìi÷íó äèíàìiêó, íàçèâàòèìåìî áåç-

àðáiòðàæíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè òîâàðiâ, âèçíà÷åíî¨

iíäåêñàìè i1, . . . , in0 i äîâiëüíèìè ÷èñëàìè 1 6 N0 < N1 6 N , äëÿ åâîëþöi¨

öií àêòèâiâ, çàäàíî¨ çàêîíîì

St =
{
p̄ti1, . . . , p̄

t
in0

}
, N0 6 t 6 N1, ik < ik+1, k = 1, n0 − 1, (26)

òà åâîëþöi¨ áåçðèçèêîâîãî àêòèâó, çàäàíî¨ çàêîíîì

Bt =
t∏

i=N0

(
1 + pi1

)
, t = N0, N1, (27)

ìíîæèíà ñàìîôiíàíñîâàíèõ àðáiòðàæíèõ ñòðàòåãié áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ

ìiæ ïåðiîäàìè ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ïîðîæíüîþ.

Â óìîâàõ òàêîãî îçíà÷åííÿ äîâåäåíî òåîðåìè ïðî çàãàëüíi óìîâè âiäñó-

òíîñòi àðáiòðàæó â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ. Îñíîâíèé

ðåçóëüòàò ðîçäiëó ñôîðìóëüîâàíî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 0.7. Íåõàé ìíîæèíà âåêòîðiâ Ct
i (ω), i = 1, l, ùî ¹ ñòîâï÷èêà-

ìè ìàòðèöi Ct(ω) = ||Ct
ki(ω)||

n,l
k=1,i=1, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

l∑
s=1

Ct
ks(ω) > 0, k = 1, n, t = 1, N,

n∑
k=1

Ct
ki(ω) > 0, i = 1, l, t = 1,N,

i íåõàé âåêòîðè

yt(ω) = {yti(ω)}li=1, bi(ω) = {bki(ω)}nk=1, Di(ω) > 0, i = 1, l,

¹ ñòðîãî äîäàòíèìè äëÿ âñiõ ω ∈ Ω. Íåõàé ó êîæíîìó ïåðiîäi t âèêîíóþòüñÿ

óìîâè òåîðåìè 0.6 ç éìîâiðíiñòþ 1, òà f 1,ti i γ1,ti âèçíà÷åíi Òåîðåìîþ 0.6

ó ïåðiîäi t. Åêîíîìi÷íà äèíàìiêà, îçíà÷åíà âèùå, ¹ íåàðáiòðàæíîþ, ÿêùî ç
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éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ äåÿêîãî 0 < δ < 1 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

At+1

rt+1
0

6 min
j=1,2

{ltj(ω)}(1 + δ min
j=1,2

{lt+1
j (ω)}), t = 1, N, (28)

äå

rt0 = rt0(ω) = min
i
ψti(ω), Rt

0 = Rt
0(ω) = max

i
ψti(ω),

At = At(ω) =
n∑
i=1

pti(ω)ψ
t
i(ω),

lt0 = lt0(ω) = min
i=1,rt1

{γ1,t
rt1
⟨Dt, f 1,ti (ω)⟩}, lt1 = lt1(ω) = min

i=rt1+1,n
{γ1,ti p

∗,t
i }.

Ïîäÿêà. Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàó-

êîâîìó êåðiâíèêó, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó

Þëi¨ Ñòåïàíiâíi Ìiøóði çà ïîñòàíîâêó ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨

çàäà÷, öiííi ïîðàäè òà ïiäòðèìêó â ðîáîòi.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä ðîáiò çà òåìàòèêîþ, ùî áëèçüêà äî òåìè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè.

1.1. Äåÿêi êëàñè÷íi ìîäåëi ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ç íåâèïàäêîâîþ

âîëàòèëüíiñòþ

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî iñòîðiÿ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ áåðå ñâié ïî÷àòîê áiëüøå

øåñòèñîò ðîêiâ òîìó, ãðóíòîâíi ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ ïîâ'ÿçàíèõ iç íèìè

ïðîöåñiâ ïî÷àëèñÿ ëèøå íàïðèêiíöi ÕIÕ ñòîði÷÷ÿ. Çíà÷íà ÷àñòèíà äîñëiäíè-

êiâ âèñëîâëþþòü äóìêó, ùî íîâà ãàëóçü ìàòåìàòè÷íî¨ íàóêè áóëà çàïî÷àòêî-

âàíà Ë. Áàøåëü¹ ó [13]. Ó öié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóëî çîêðåìà çàïðîïîíî-

âàíî çàñòîñóâàííÿ áðîóíiâñüêîãî ðóõó äî ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ öií öiííèõ

ïàïåðiâ òà îòðèìàíî ôîðìóëó öiíè îïöiîíà. Ùîïðàâäà ó òi ÷àñè îïöiîíè, ïðè-

íàéìíi ó Ôðàíöi¨, ïðîäàâàëèñÿ íà óìîâàõ, âiäìiííèõ âiä òåïåðiøíiõ: ïðåìiÿ

ñïëà÷óâàëàñÿ òiëüêè ó ðàçi âèêîíàííÿ îïöiîíà. Åâîëþöiÿ öiíè àêòèâó ó ðî-

áîòi Áàøåëü¹ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ S(t) = σB(t), äå σ � ñòàëèé êîåôiöi¹íò,

ùî âèðàæà¹ âîëàòèëüíiñòü àêòèâó, (B(t), t > 0) � áðîóíiâñüêèé ðóõ. Ç îãëÿäó

íà âñòàíîâëåíi ïðàâèëà ðîçðàõóíêiâ çà îïöiîíîì âèãiäíî âèêîíóâàòè îïöiîí,

êîëè S(T ) > K − p, äå K � ñòðàéêîâà öiíà, p � öiíà îïöiîíó. Ââàæàþ÷è, ùî

ó ìîìåíò óêëàäåííÿ êîíòðàêòó î÷iêóâàíà âàðòiñòü ó ìîìåíò âèêîíàííÿ ìà¹

áóòè ðiâíà íóëþ, àâòîð âèêîðèñòîâó¹ ôóíêöiþ ïåðåõîäó áðîóíiâñüêîãî ðóõó,

ùîá îòðèìàòè íàñòóïíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî p :

σ

√
T − t

2π
e
− (K−p−x)2

2σ2(T−t) +(K − x− p)Φ

(
K − p− x

σ
√
T − t

)
+ x−K = 0,
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äå x � öiíà àêòèâó ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, Phi � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Áàøåëü¹ çàçíà÷à¹, ùî ÿêùî K−p = x, òî ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ ¹ p = σ
√
(T − t)/2π.

Ó íàñòóïíi ñiìäåñÿò ðîêiâ ôiíàíñîâà ìàòåìàòèêà ìàéæå íå ðîçâèâàëàñÿ.

Çäåáiëüøîãî öå áóëî ïîâ'ÿçàíå iç òèì, ùî íå âiäáóâàëîñÿ ñóòò¹âîãî ðîçâè-

òêó ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ÷åðåç íåñïðèÿòëèâi ïîëiòè÷íi òà åêîíîìi÷íi óìîâè ó

áàãàòüîõ ðîçâèíåíèõ êðà¨íàõ ñâiòó. Ïðîòå ðîçâèâàâñÿ ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò,

ùî ñòàâ ó íàãîäi ïiçíiøå. Çîêðåìà Í. Âiíåð ó [14] âñòàíîâèâ ìîæëèâiñòü âè-

çíà÷åííÿ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäà¹

ôóíêöi¨ ïåðåõîäó áðîóíiâñüêîãî ðóõó. Íàïðèêiíöi 1930-èõ ðîêiâ áóëî ïðåä-

ñòàâëåíî òåîðiþ ìàðòèíãàëiâ, âèçíà÷íi ðåçóëüòàòè ÿêî¨ çãîäîì áóëî âèíàéäåíî

òà îïóáëiêîâàíî Äæ. Äóáîì ó [15]. ßïîíñüêèé ìàòåìàòèê Ê. Iòî óâiâ äî ðîç-

ãëÿäó ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ðîçðîáèâ òåîðiþ, ùî ïiçíiøå

îòðèìàëà íàçâó �÷èñëåííÿ Iòî� (äèâ. [16]).

Ìîäåëü Áàøåëü¹ ìàëà ñóòò¹âèé íåäîëiê, � åâîëþöiÿ öiíè àêòèâó ëiíiéíèì

÷èíîì çàëåæàëà âiä áðîóíiâñüêîãî ðóõó, à òîìó öiíà àêòèâó ìîãëà íàáóâà-

òè âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü âñóïåðå÷ ïðàêòè÷íèì ìiðêóâàííÿì. Ï. Ñàìóåëüñîí ó

[17] ïðåäñòàâèâ ìîäåëü, ó ÿêié åâîëþöiÿ öiíè àêòèâó çàäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dB(t). (1.1)

Ðîçâ'ÿçîê (1.1) îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëåííÿ Iòî:

S(t) = x exp

((
µ− 1

2
σ2
)
t+ σB(t)

)
, (1.2)

çâiäêè ES(t) = x eµt, i ó öüîìó âèïàäêó S(t) > 0 ç éìîâiðíiñòþ 1. Ïðîöåñ ó

ïðàâié ÷àñòèíi (1.2) íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì.

Öÿ ìîäåëü ñòàëà ìiöíèì ïiäãðóíòÿì äëÿ âèçíà÷àëüíîãî äëÿ ïîäàëüøîãî

ðîçâèòêó ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè ðåçóëüòàòó, ÿêèé çà êiëüêà ðîêiâ îòðèìàëè

Ô. Áëåê òà Ì. Øîóëñ [18]. Ó ðîáîòi ïîáóäîâàíî ìîäåëü, ó ÿêié çà ïåâíèõ

ïðèïóùåíü ìîæëèâî âèçíà÷èòè ñïðàâåäëèâó âàðòiñòü �âðîïåéñüêîãî îïöiîíà
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çà âiäíîñíî ïðîñòîþ ôîðìóëîþ. Íà âiäìiíó âiä ìîäåëi Áàøåëü¹ áóëî ïðåä-

ñòàâëåíî ñòðîãå ìàòåìàòè÷íå îáãðóíòóâàííÿ ìîäåëi. Âàãîìi ðåçóëüòàòè, ùî

ðîçâèâàëè íàïðÿìîê, çàäàíèé ó [18], áóëî îïóáëiêîâàíî Ð. Ìåðòîíîì [19], [20].

Ìîäåëü, ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òà ôîð-

ìóëà âàðòîñòi îïöiîíà Áëåêà�Øîóëñà ¹ çàãàëüíî âiäîìèìè òà íå ïîòðåáóþòü

îêðåìîãî ïðåäñòàâëåííÿ ó öüîìó ðîçäiëi.

Íå ìåíø âiäîìèìè ¹ i íåäîëiêè ìîäåëi, ÿêi ¹ íàñëiäêàìè òåõíi÷íîãî ñïðî-

ùåííÿ ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ

ðèíêàõ. Ñåðåä íèõ ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü âèòðàò íà àäìiíiñòðóâàííÿ

ïîðòôåëÿ, ñòàëà áåçðèçèêîâà ñòàâêà äîõîäíîñòi, ñòàëà âîëàòèëüíiñòü, ïðèïó-

ùåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü òîðãiâ.

Ìîäåëü, çàïðîïîíîâàíà ó 1979 ðîöi Äæ. Êîêñîì, Ñ. Ðîññîì òà Ì. Ðóáií-

øòåéíîì [21], çiãðàëà âàæëèâó ðîëü ó ðîçâèòêó iíäóñòði¨ äåðèâàòèâiâ. Çðî-

çóìiëà ñòðóêòóðà òà ïðîñòå çàñòîñóâàííÿ íàäàëè àíàëiòèêàì ìîæëèâiñòü îöi-

íþâàòè øèðîêèé ñïåêòð äåðèâàòèâiâ ó çðó÷íèé ñïîñiá. Áiíîìiàëüíà ìîäåëü

Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà, ¹ äèñêðåòíîþ, ùî óñóâà¹ îäèí ç íåäîëiêiâ ìîäåëi

Áëåêà�Øîóëñà. Âñòàíîâëåíî, ùî öÿ ìîäåëü íàäà¹ áiëüø òî÷íi ðåçóëüòàòè ïðè

îöiíþâàííi îïöiîíiâ, îñîáëèâî ó âèïàäêó äîâãîñòðîêîâèõ êîíòðàêòiâ.

Ñëàáêó çáiæíiñòü â êîæíèé ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi

ðèíêó â ñõåìi ñåðié äî ìîäåëi Áëåêà-Øîóëñà áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî ùå ó

ïåðøèõ ðîáîòàõ, ùî äîñëiäæóâàëè áiíîìiàëüíi ìîäåëi, çîêðåìà ó [21]. Ç òîãî

÷àñó ç'ÿâèëàñÿ çíà÷íà êiëüêiñòü ðiçíèõ óçàãàëüíåíü òà óòî÷íåíü öi¹¨ çáiæíî-

ñòi (íàïðèêëàä, [22]). Â ñòàòòi [23] íàâåäåíî óìîâè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið, ùî

âiäïîâiäàþòü áiíîìiàëüíié òà íàáàãàòî áiëüø çàãàëüíèì äîãðàíè÷íèì ìîäå-

ëÿì, äî ìiðè, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó äèôóçiéíîìó ïðîöåñó. ×èìàëî ðîáiò

ïðèñâÿ÷åíî îöiíêàì øâèäêîñòi çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ çà óìîâ çáiæíîñòi öií

ðèçèêîâèõ àêòèâiâ ([24, 25]). Ïðîòå áiíîìiàëüíi àíàëîãè äëÿ �ãðåêiâ� çàëè-

øàþòüñÿ íåäîñòàòíüî äîñëiäæåíèì i äî ñüîãîäíi. Íåîáõiäíiñòü çíàõîäæåííÿ

ðiçíîìàíiòíèõ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé, àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèõ äî ìîäåëi Áëåêà-

Øîóëñà, äèêòóâàëàñÿ òèì ôàêòîì, ùî ðåàëüíi ôiíàíñîâi ðèíêè ¹ äèñêðåòíè-
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ìè. Ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà ¹ çðó÷íèì òà äîáðå äîñëiäæåíèì íàáëèæåííÿì

áiëüø ðåàëiñòè÷íèõ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé. Òîìó äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè ìîäåëåé ç äèñêðåòíèì ÷àñîì ïðè ñïðÿìóâàííi êiëüêîñòi ïåðiîäiâ

äî íåñêií÷åííîñòi ìà¹ öiëêîì ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ.

1.2. Òî÷íå òà íàáëèæåíå îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ ó ìîäåëÿõ

ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ

Îäíèì ç ïåðñïåêòèâíèõ íàïðÿìêiâ âäîñêîíàëåííÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Áëåêà�

Øîóëñà ¹ ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ äèôóçiéíèõ ìîäåëåé, ó ÿêèõ âîëàòèëü-

íiñòü ðèçèêîâîãî àêòèâó êåðó¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Åìïiðè÷íi äîñëi-

äæåííÿ [26, 27] ñâiä÷àòü íà êîðèñòü òîãî ôàêòó, ùî êëàñè÷íà ìîäåëü iç ñòà-

ëîþ âîëàòèëüíiñòþ íå çäàòíà âiäòâîðèòè âàæëèâi ðèñè âîëàòèëüíîñòi, ùî

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ. Óñâiäîìëåííÿ âàæëèâîñòi

äîñëiäæåííÿ òà óñóíåííÿ íåäîëiêiâ ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà ïðèâåëî äî ðîçøè-

ðåííÿ òåîði¨ ó òðüîõ íàïðÿìêàõ: ìîäåëi ç çàëåæíîþ âiä ÷àñó íåâèïàäêîâîþ

âîëàòèëüíiñòþ, ìîäåëi ç çàëåæíîþ âiä ñòàíó ñèñòåìè âîëàòèëüíiñòþ i ìîäå-

ëi çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ. Äâi ïåðøi ç ïîïåðåäíiõ êàòåãîðié ìîäåëåé

ìîæíà ââàæàòè ïðîìiæíèìè ìiæ êëàñè÷íîþ ìîäåëëþ i òðåòüîþ êàòåãîði¹þ.

Ùîïðàâäà, óâiâøè ïåâíi îáìåæåííÿ íà ðèíêó, íàéâàæëèâiøèì ç ÿêèõ ¹ âñòà-

íîâëåííÿ âiäíîñíî êîðîòêîãî ÷àñîâîãî ïåðiîäó, ìîæíà äîìîãòèñÿ âiä ìåíø

ñêëàäíèõ ìîäåëåé ïðèéíÿòíî¨ òî÷íîñòi.

Íåçâàæàþ÷è íà ïîïóëÿðíiñòü äîñëiäæåíü ìîäåëåé çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëà-

òèëüíiñòþ, êîëî ðîçãëÿäóâàíèõ ìîäåëåé ó ñó÷àñíié ëiòåðàòóði äîñèòü âóçü-

êå. Ç ÷èñëà ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáiò ó öüîìó íàïðÿìêó ìîæíà âèäiëèòè [28],

[29], [30], [31]. Àâòîðè ïåðåðàõîâàíèõ äîñëiäæåíü ðîçãëÿäàëè öiíó îïöiîíó ÿê

ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çà äâîìà çìiííè-

ìè, öiíîþ àêòèâó òà âîëàòèëüíiñòþ, îòðèìàíîãî ó ðîáîòi [32].Îäíó ç ïåðøèõ

òàêèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíî ó [28], äå àâòîðè ââàæàþòü âîëàòèëüíiñòü öiíè

àêòèâà ïðîöåñîì, ÿêèé ó êîæíié òî÷öi òðà¹êòîði¨ ¹ êâàäðàòíèì êîðåíåì ïðî-
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öåñó ãåîìåòðè÷íîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó. Äëÿ âèïàäêó, êîëè ïðîöåñ âîëàòèëü-

íîñòi íå çàëåæèòü âiä öiíîâîãî ïðîöåñó, çíàéäåíî íàáëèæåííÿ öiíè îïöiîíó

øëÿõîì ðîçêëàäó ó ñòåïåíåâèé ðÿä ç óðàõóâàííÿì óìîâíîãî ðîçïîäiëó öi-

íè àêòèâó âiäíîñíî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi. Ó [29] ïðîöåñ, ÿêèé

çàäà¹ åâîëþöiþ âîëàòèëüíîñòi, ââàæà¹òüñÿ ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà.

Öåé ïðîöåñ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî, ÿêà ñïîñòåðiãà¹-

òüñÿ ó âîëàòèëüíîñòi íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ ([33, 34]). Ó òàêèõ óìî-

âàõ àâòîðè îïèñóþòü ðîçïîäië âàðòîñòi àêòèâó i çàñòîñîâóþòü ðåçóëüòàòè äëÿ

îöiíêè âàðòîñòi îïöiîíà. Àëüòåðíàòèâíèì âèáîðîì ïðîöåñó âîëàòèëüíîñòi ¹

ïðîöåñ Êîêñà�Iíãåðñîëà�Ðîñà ([31]). Ó ðîáîòàõ [31] òà [29] îòðèìàíî àíàëi-

òè÷íi ôîðìóëè iç çàñòîñóâàííÿì îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó âèïàäêó

âiäñóòíîñòi êîðåëÿöi¨ ìiæ öiíîâèì ïðîöåñîì òà ïðîöåñîì, ùî îïèñó¹ âîëàòèëü-

íiñòü. Íà ïðîòèâàãó öèì ïiäõîäàì ó [30] äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çãàäàíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü, ùî äîçâîëÿ¹

äîñëiäèòè çàäà÷ó ó íàéáiëüø çàãàëüíié ïîñòàíîâöi.

Çàçíà÷èìî, ùî ïîïðè áåççàïåðå÷íó çíà÷óùiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ó

íàâåäåíèõ ðîáîòàõ ñïîñòåðiãàëèñÿ äåÿêi ñïðîùåííÿ (íàïðèêëàä, âiäñóòíiñòü

âëàñòèâîñòi ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî àáî ìîæëèâi âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ âîëà-

òèëüíîñòi), ÿêi â ïåâíié ìiði óñóâàëèñÿ ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ìîäèôiêî-

âàíèõ ìîäåëåé. Îïóáëiêîâàíî âåëèêó êiëüêiñòü ðîáiò iç äîñëiäæåííÿìè áiëüø

ñêëàäíèõ òà áiëüø ðåàëiñòè÷íèõ ìîäåëåé. Ðîçãîðíóòèé îãëÿä òàêèõ ðåçóëü-

òàòiâ íàâîäèòüñÿ ó [36].

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó çãàäàíèõ âèùå ðîáîòàõ, âiäêðèëè øëÿõè äëÿ íî-

âèõ äîñëiäæåíü. Çîêðåìà, îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó ðiçíèõ âàðiàöiÿõ

äîñi çàëèøà¹òüñÿ ïîïóëÿðíèì iíñòðóìåíòîì ïðè âèâåäåííi àíàëiòè÷íèõ ôîð-

ìóë äëÿ öií îïöiîíiâ ó ðiçíîìàíiòíèõ ìîäåëÿõ (øèðîêèé îãëÿä çàñòîñóâàíü

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äî ïðîáëåìè îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ íàâåäåíî ó [37]). Ñåðåä

áiëüø ïiçíiõ ðîáiò, ó ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ âiäøóêàííÿ òî÷íèõ àáî íà-

áëèæåíèõ çíà÷åíü öií îïöiîíiâ, ìîæíà âèäiëèòè [38], äå àíàëiòè÷íèé âèðàç

äëÿ öiíè îïöiîíó çíàéäåíî äëÿ êëàñó íåãàóñîâèõ ìîäåëåé çi ñòîõàñòè÷íîþ âî-
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ëàòèëüíiñòþ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ïðîöåñîì Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (äèâ. òàêîæ [39]).

Çãàäà¹ìî òàêîæ ðåçóëüòàòè çi ñòàòåé [40, 41, 42], äå àâòîðè âñòàíîâëþâàëè âè-

ãëÿä íàáëèæåíèõ òà òî÷íèõ ôîðìóë öií îïöiîíiâ ó ðiçíèõ ìîäåëÿõ. Çîêðåìà,

ó [40] äîñëiäæóþòüñÿ ìîäåëi äèôóçi¨ çi ñòðèáêàìè, äëÿ ÿêèõ çàñòîñóâàííÿì

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ îòðèìàíî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ öiíè îïöiîíà. Ñòðèáêî-

âi äèôóçi¨ òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ ó [20, 43], à ¨õ ïî¹äíàííÿ iç ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ ó [44], [45], [46]. Ãðóíòóþ÷èñü íà äàíèõ ç ðåàëüíèõ ðèíêiâ, öi

ìîäåëi ïîòðåáóþòü ÿê ñòîõàñòè÷íî¨ âîëàòèëüíîñòi, òàê i ñòðèáêiâ, àäæå ïåð-

øà íåîáõiäíà äëÿ ïîÿñíåííÿ âàðiàöi¨ ñòðàéêó íà äîâãèõ ïðîìiæêàõ ÷àñó, à

ñòðèáêè � äëÿ ïîÿñíåííÿ âàðiàöi¨ ñòðàéêó íà êîðîòêèõ ïðîìiæêàõ ÷àñó. Ó

[42] äëÿ ìîäåëi, ó ÿêié öiíà àêòèâó åâîëþöiîíó¹ âiäïîâiäíî äî ãåîìåòðè÷íî-

ãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó, à âîëàòèëüíiñòü çàäà¹òüñÿ åêñïîíåíòîþ âiä ïðîöåñó

Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, çàñòîñîâàíî ïîëiíîìè Åðìiòà äëÿ îòðèìàííÿ øóêàíîãî

íàáëèæåííÿ. Àâòîð [41] çàñòîñîâó¹ ìåòîäè ñèìåòði¨ Ëi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çãà-

äàíèõ âèùå äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ó ìîäåëi �3/2�,

òîáòî ó ìîäåëi, ó ÿêié âîëàòèëüíiñòü ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ dYt = Yt(y − αYt)dt+ kY
3/2
t dWt.

Çàóâàæèìî, ùî áàæàíîþ ðèñîþ ïðîöåñó, ÿêèé ìà¹ çàäàâàòè âîëàòèëü-

íiñòü, ¹ íåâiä'¹ìíiñòü. Âèáið ó ÿêîñòi âîëàòèëüíîñòi, íàïðèêëàä, åêñïîíåíöié-

íî¨ ôóíêöi¨ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà íàäà¹ ìîäåëi øóêàíî¨ ÿêîñòi

(äèâ. [35, 42] i ïîñèëàííÿ ó öèõ ðîáîòàõ).

Çàäà÷i iñíóâàííÿ åêâiâàëåíòíèõ (ëîêàëüíèõ) ìàðòèíãàëüíèõ ìið ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ó ðiçíèõ ïîñòàíîâêàõ òà iç ðiçíèì ðiâíåì çàãàëüíîñòi ó [34, 47, 48, 49].

Iíêîëè àâòîðè, îïèñàâøè ìîäåëü, ñòâåðäæóþòü, ùî ðèçèê-íåéòðàëüíà ìiðà

iñíó¹ òà ïðîäîâæóþòü äîñëiäæåííÿ ó ðèçèê-íåéòðàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i

áåç âèçíà÷åííÿ âiäïîâiäíî¨ ìiðè.

Ïåðåøêîäîþ ïðè òî÷íîìó îá÷èñëåííi ¹ òå, ùî öiíà îïöiîíó íà àêöiþ çi

ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ çàëåæèòü âiä iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëà, ÿêèé,

â ñâîþ ÷åðãó, çàëåæèòü âiä âñi¹¨ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó, ùî îïèñó¹ âîëàòèëüíiñòü.

Ðîçïîäië öüîãî iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëó àïðiîði íåâiäîìèé. Àëå çà äîïîìî-
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ãîþ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ôóíêöiîíàëà âiä ñòîõàñòè÷íî¨

âîëàòèëüíîñòi ìîæíà çíàéòè, ùî i çðîáëåíî â äàíié ñòàòòi.

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè ìåòîäàìè ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâå-

íà íàáóëî ïîøèðåííÿ ïiñëÿ ïðåäñòàâëåííÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Êëàðêà�

Îêîíà äî çàäà÷i ôîðìóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëiâ öiííèõ ïàïåðiâ ó [50].

Ó ðîáîòi [51] çà äîïîìîãîþ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ îá-

÷èñëåííÿ òàê çâàíèõ �ãðåêiâ� � âåëè÷èí, ùî âèðàæàþòü ÷óòëèâiñòü öií äåðè-

âàòèâiâ, çäåáiëüøîãî îïöiîíiâ, äî çìií ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Òàêå çàñòîñóâàííÿ

çàëèøà¹òüñÿ ÷è íå íàéáiëüø ïîøèðåíèì i äî ñüîãîäíi. Ðîçâèòîê îòðèìàëè i

iíøi çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà (äèâ. [52, 53, 54] òà ïîñèëàííÿ ó öèõ

äæåðåëàõ).

Àíàëiòè÷íi ôîðìóëè äëÿ îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ ÷àñòî âàæêî çàñòîñóâàòè

íà ïðàêòèöi òà iìïëåìåíòóâàòè ó êîìïüþòåðíi ìîäåëi. Òîìó ïîðÿä iç òî÷íèìè

ôîðìóëàìè áàãàòî äîñëiäíèêiâ ðîçãëÿäàþòü ðiçíîìàíiòíi íàáëèæåííÿ. Çîêðå-

ìà äèñêðåòíi àïðîêñèìàöi¨ çíà÷íî ëåãøå ïiääàþòüñÿ ìîäåëþâàííþ òà ìàþòü

øèðîêå çàñòîñóâàííÿ íà ïðàêòèöi.

Çàäà÷à ïîáóäîâè äèñêðåòíèõ àíàëîãiâ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé çi ñòîõàñòè-

÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ âèâ÷à¹òüñÿ ó øèðîêîìó êîëi ðîáiò, çîêðåìà ó [28, 55,

56, 57, 58, 59, 60]. Çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíîìàíiòíi òåõíiêè, íàïðèêëàä áàãàòîðiâ-

íåâèé ìåòîä Ìîíòå�Êàðëî [55], óìîâíèé ìåòîä Ìîíòå�Êàðëî [57, 60], òî÷íà

ñèìóëÿöiÿ [57, 59], ìåòîä àïðîêñèìàöié Iòî�Òåéëîðà [58]. Ó [61] äîñëiäæó¹òüñÿ

øâèäêiñòü çáiæíîñòi öií îïöiîíiâ êóïiâëi òà ïðîäàæó ïðè ñëàáêié çáiæíîñòi

öií ðèçèêîâèõ àêòèâiâ â ìîäåëi ç äèñêðåòíèì ÷àñîì äî ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà.

Â ðîáîòi [62] ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà öií àêöié, çìî-

äåëüîâàíèõ ãåîìåòðè÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, îöiíþ¹òüñÿ øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi îá'¹êòèâíèõ òà ñïðàâåäëèâèõ öií îïöiîíiâ.

Àâòîðè áiëüøîñòi ðîáiò êîíñòðóþþòü äèñêðåòíi àïðîêñèìàöi¨ ÿê äëÿ ïðî-

öåñó åâîëþöi¨ öiíè àêòèâó, òàê i äëÿ ïðîöåñó, ùî êåðó¹ âîëàòèëüíiñòþ öiíè

àêòèâó. Ïðîòå ó äàíié ðîáîòi çàñòîñîâàíî ïiäõiä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ äèñêðåòè-

çóâàòè ëèøå ïðîöåñ âîëàòèëüíîñòi. Îòðèìàíèé ïðîöåñ âîëàòèëüíîñòi ó äèñ-
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êðåòíîìó ÷àñi îñîáëèâèì ÷èíîì óñåðåäíþ¹òüñÿ i iìïëåìåíòó¹òüñÿ ó ôîðìóëó

äëÿ öiíè îïöiîíà. Öiíà îïöiîíà âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâíî âiäíîñíî òðà¹êòîði¨ ïðî-

öåñó âîëàòèëüíîñòi, òîìó äàëi ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä Ìîíòå�Êàðëî. Êðiì

òîãî, îöiíþ¹òüñÿ øâèäêiñòü çáiæíîñòi äèñêðåòíî¨ àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè äî

íåïåðåðâíî¨ â óìîâàõ çàäàíî¨ òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó âîëàòèëüíîñòi.

Ïðîáëåìà äèñêðåòèçàöi¨ ìîäåëi ïðèðîäíiì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíà iç ïðîáëåìîþ

âiäøóêàííÿ äèñêðåòíèõ íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Öi ïèòàííÿ ãëèáîêî äîñëiäæåíi òà ñèñòåìàòèçîâàíi ó [63, 64, 65].

Íàéïðîñòiøà äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiÿ � öå ñòîõàñòè÷íå óçàãàëüíåííÿ àïðî-

êñèìàöiéíî¨ ñõåìè Åéëåðà, òàêîæ âiäîìà ÿê ñõåìà Åéëåðà�Ìàðóÿìà. Iíøèé

çðó÷íèé äëÿ iìïëåìåíòàöi¨ ìåòîä � ñõåìà Ìiëüøòåéíà [66]. Îñêiëüêè ìîäåëü,

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó äàíié ðîáîòi, ¹ äèôóçiéíîþ iç àäèòèâíèì øóìîì, äâi ïî-

ïåðåäíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè ñïiâïàäàþòü. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ÿê ñõåìà Åé-

ëåðà, òàê i ñõåìà Ìiëüøòåéíà íàëåæàòü äî êëàñó àïðîêñèìàöié Iòî�Òåéëîðà

i ìàþòü øâèäêiñòü çáiæíîñòi 0.5 i 1 âiäïîâiäíî. Äëÿ äåÿêèõ äèôóçiéíèõ ñõåì

ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ìîäèôiêîâàíi àïðîêñèìàöiéíi ñõåìè, ùî çàáåçïå÷ó-

þòü áiëüø âèñîêó øâèäêiñòü çáiæíîñòi, ïðîòå öå çàçâè÷àé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ

ñóòò¹âèì çáiëüøåííÿì ÷àñó îá÷èñëåíü.

1.3. Äîñëiäæåííÿ ïèòàíü àðáiòðàæó íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ

Ç åêîíîìi÷íî¨ òî÷êè çîðó àðáiòðàæ ìîæíà ââàæàòè öiíîâîþ àíîìàëi¹þ íà

ðèíêó, ÿêà äîçâîëÿ¹ ó÷àñíèêàì îòðèìóâàòè ïðèáóòîê ç íóëüîâîþ iíâåñòèöi-

¹þ i áåç ðèçèêó. Ðåàëüíi ôiíàíñîâi ðèíêè äîïóñêàþòü àðáiòðàæíi ìîæëèâîñòi.

Ïðîòå çàçâè÷àé öèìè ìîæëèâîñòÿìè ìîæå êîðèñòóâàòèñÿ îáìåæåíå êîëî ó÷à-

ñíèêiâ òîðãiâ i ïðîòÿãîì îáìåæåíîãî ïåðiîäó ÷àñó. Åêîíîìi÷íà òåîðiÿ ñòâåð-

äæó¹, ùî åôåêòèâíi ðèíêè ïðîòÿãîì äóæå êîðîòêîãî ÷àñó ñàìîñòiéíî çâî-

äÿòü íàíiâåöü àðáiòðàæíi ìîæëèâîñòi, ÿêi íà íèõ âèíèêàþòü. Äiéñíî, êîëè

ïðî àðáiòðàæ ñòà¹ âiäîìî ó÷àñíèêàì ðèíêó, âñi âîíè íàìàãàþòüñÿ åêñïëóà-

òóâàòè éîãî. Âíàñëiäîê öüîãî ïîïèò íà ïåâíi òîâàðè àáî àêòèâè çìiíþ¹òüñÿ,
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à çà íèì çìiíþþòüñÿ i öiíè, óñóâàþ÷è àðáiòðàæíó ìîæëèâiñòü. ßêùî æ ç

ÿêèõîñü ïðè÷èí íå âñi ïîiíôîðìîâàíi åêîíîìi÷íi àãåíòè â çìîçi âèêîðèñòàòè

àðáiòðàæ, àáî æ öiíè íå ìîæóòü âiäðåàãóâàòè íà ïiäâèùåíèé ïîïèò, òî òà-

êèé ðèíîê íå ¹ åôåêòèâíèì, i ó÷àñíèêè íàìàãàòèìóòüñÿ ëèøèòè éîãî. Îòæå,

ïðèïóùåííÿ ïðî áåçàðáiòðàæíiñòü, ÿêå øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ìîäåëÿõ

ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ, íåçâàæàþ÷è íà íåâiäïîâiäíiñòü ðåàëüíié ïðàêòèöi, ìà¹

ëîãi÷íå îáãðóíòóâàííÿ.

Ïîíÿòòÿ àðáiòðàæó íàáóëî øèðîêîãî ðîçãëÿäó ó ðàìêàõ ôiíàíñîâî¨ òå-

îði¨, ïî÷èíàþ÷è çi çãàäàíèõ âèùå ðîáiò [18, 19]. Ó ìîäåëÿõ, äå öiíà àêòèâó

çàäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì, àâòîðè ñòàòåé îòðèìóâàëè öi-

íó ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó áåçïîñåðåäíüî ç ïðèíöèïó âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó.

Çãîäîì áóëî îïóáëiêîâàíî ðîáîòè [67, 68, 69], äå ïðåäñòàâëåíî ïåðøi âèçíà-

÷íi ðåçóëüòàòè òåîði¨ àðáiòðàæó. Ó öèõ ñòàòòÿõ óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó

äîñëiäæóþòüñÿ ó çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i, áåç ïðèâ'ÿçêè äî êîíêðåòíî¨

ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó, êðiçü ïðèçìó òåîði¨ ìàðòèíãàëiâ. Ó [69] äîâåäå-

íî òåîðåìó, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ iñíóâàííÿ åêâiâàëåíòíî¨ �ðîçäiëÿþ÷î¨� ìiðè ç áåç-

àðáiòðàæíiñòþ òèïó �no free lunch� (NFL). Ïðîñòèìè ñëîâàìè ïðèíöèï �free

lunch� ìîæíà ïîÿñíèòè òàê, � öå ôîðìà àðáiòðàæó, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî

iíâåñòîðè, îïåðóþ÷è ïðîñòèìè ïiäiíòåãðàëüíèìè âèðàçàìè, ìîæóòü ó äåÿêèé

ìîìåíò ÷àñó âèâåñòè ÷àñòèíó ãðîøåé, à ïîòiì ïåðåéòè äî ãðàíèöi ó âiäïîâiä-

íié òîïîëîãi¨ i íå ìàòè çáèòêó. Ó çãàäàíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ øèðîêèé

êëàñ ñåìiìàðòèíãàëüíèõ ìîäåëåé, à çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî

ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà íàâîäèòüñÿ ó [68] ÿê îêðåìèé âèïàäîê.

Çâ'ÿçîê âiäñóòíîñòi àáî íàÿâíîñòi àðáiòðàæó íà ðèíêó iç iñíóâàííÿì ìàð-

òèíãàëüíèõ ìið, ÿêèé âñòàíîâèëè àâòîðè âèùåçàçíà÷åíèõ ðîáiò, âiäêðèâ íî-

âi ìîæëèâîñòi äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ äî ïðîáëåì ôiíàíñîâî¨

ìàòåìàòèêè. Òåðìií �ôóíäàìåíòàëüíà òåîðåìà îöiíþâàííÿ àêòèâiâ� çàâäÿêè

àâòîðàì [70] ñòàâ çàãàëüíîïðèéíÿòîþ íàçâîþ ïðèíöèïó, ùî âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿ-

çîê ìiæ àðáiòðàæåì òà ìàðòèíãàëüíèìè ìiðàìè íà ðèíêó. Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ

çàäà÷ ïðè ðîçãëÿäi ïèòàíü áåçàðáiòðàæíîñòi ¹ âiäøóêàííÿ ñòðîãîãî ìàòåìà-
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òè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ öüîãî ïðèíöèïó. Ó [68], çîêðåìà, öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà

äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííèõ éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ.

Äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî (i áiëüø áëèçüêîãî äî ðåàëüíîñòi) âèïàäêó íåñêií-

÷åííîãî éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó ôóíäàìåíòàëüíà òåîðåìà îöiíþâàííÿ àêòè-

âiâ ó ñêií÷åííîìó äèñêðåòíîìó ÷àñi äîâåäåíà ó [71]. Âèçíà÷àëüíiñòü ðåçóëüòà-

òó áóëà øâèäêî îöiíåíà äîñëiäíèêàìè, à ñàìà òåîðåìà îòðèìàëà íàçâó çãiäíî

ç ïðiçâèùàìè àâòîðiâ: òåîðåìà Äàëàíãà�Ìîðòîíà�Âiëëiíãåðà. Äîâåäåííÿ ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹ ïðîñòèì ðîçøèðåííÿì äîâåäåííÿ äëÿ ñêií÷åííîãî

éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó. Çãîäîì òåîðåìà Äàëàíãà�Ìîðòîíà�Âiëëiíãåðà îòðè-

ìàëà âåëèêó êiëüêiñòü àëüòåðíàòèâíèõ äîâåäåíü (äèâ. [72, 73, 74, 75, 76]).

Ðÿä ðîáiò (íàïðèêëàä, [77, 78, 79]) óñóâàþòü äåÿêi âiäîìi íåäîëiêè òåîðåìè,

ñåðåä ÿêèõ ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü îáìåæåíü íà êîðîòêi ïðîäàæi òà îá-

ñÿãè iíâåñòóâàííÿ, âèòðàò íà çäiéñíåííÿ òðàíçàêöié òà iíøèõ. ×èìàëî äîñëi-

äæåíü ïðèñâÿ÷åíî ðîçøèðåííþ òà óçàãàëüíåííþ òåîðåìè Äàëàíãà�Ìîðòîíà�

Âiëëiíãåðà. Çîêðåìà, ó [80] ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîæëèâi óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ó

êîíòåêñòi òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïîëåé Êàéðîëi�Óîëøà, à àâòîðè [81] äîâîäÿòü ¨¨

äëÿ âèïàäêó, êîëè ðiøåííÿ iíâåñòîðà áàçóþòüñÿ íà íåïîâíié iíôîðìàöi¨ (íà-

ïðèêëàä, ÷åðåç çàòðèìêó â îòðèìàííi äàíèõ).

Ó 1990-èõ Ô. Äåëüáàåí òà Â. Øàõåðìàé¹ð ïðèñâÿòèëè âåëèêó êiëüêiñòü

ðîáiò âèâ÷åííþ ïèòàíü òåîði¨ àðáiòðàæó. Çîêðåìà, ó [82, 75] ââåäåíî îçíà÷åí-

íÿ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ôîðìi �no free lunch with vanishing risk� (NFLVR),

ÿêå ìà¹ öiëêîì ïðèðîäíèé ôiíàíñîâèé ñåíñ, òà äîâåäåíî ùî ó ìîäåëi, ó ÿêié öi-

íîâèé ïðîöåñ ¹ ñåìiìàðòèíãàëîì, áåçàðáiòðàæíiñòü ó ôîðìàõ NFL òà NFLVR

ñïiâïàäàþòü. Àâòîðè äiéøëè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòó, ùî âñòàíîâëþ¹

çâ'ÿçîê NFLVR iç iñíóâàííÿì íà ðèíêó ëîêàëüíèõ ìàðòèíãàëüíèõ ìið.
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ÐÎÇÄIË 2

ÑËÀÁÊÀ ÇÁIÆÍIÑÒÜ �ÃÐÅÖÜÊÈÕ� ÑÈÌÂÎËIÂ ÄËß ÖIÍ

ÎÏÖIÎÍIÂ �ÂÐÎÏÅÉÑÜÊÎÃÎ ÒÈÏÓ: ÂIÄ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ

×ÀÑÓ ÄÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÃÎ

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâåäiíêà òàê çâàíèõ �ãðåêiâ� � âåëè÷èí, ùî

õàðàêòåðèçóþòü ðèíîê i àêòèâè íà íüîìó â ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà. Ââåäåíî ó

ðîçãëÿä äèñêðåòíi àíàëîãè öèõ âåëè÷èí ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi ðèíêó i ïîêà-

çàíî ñëàáêó çáiæíiñòü öèõ àíàëîãiâ äî ãðåêiâ çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü ïåðiîäiâ

ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Ðîçäië ïîáóäîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî

ãðàíè÷íó ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà i íàâîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ ãðåêà, ÿêèé ¹ îñíîâ-

íèì ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ñòàòòi, � �äåëüòè�. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi âè-

çíà÷åíî äîãðàíè÷íó ìîäåëü � ñèìåòðè÷íó áiíîìiàëüíó ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�

Ðóáiíøòåéíà, îïèñàíî îñíîâíi ¨¨ âëàñòèâîñòi òà ââåäåíî ïîíÿòòÿ äåëüòà-õåäæó.

Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî ñëàáêó çáiæíiñòü ìið, ùî âiäïîâiäàþòü ñè-

ìåòðè÷íié áiíîìiàëüíié ìîäåëi, äî ìiðè, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó ïðîöå-

ñó Áëåêà�Øîóëñà. Ï'ÿòèé ïiäðîçäië ìiñòèòü äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, íåîáõiäíi

äëÿ äîâåäåííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ãðåêiâ. Ó øîñòîìó ïiäðîçäiëi ôîðìóëþ¹òüñÿ

òà äîâîäèòüñÿ îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó: òåîðåìà ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü äèñ-

êðåòíîãî àíàëîãó äåëüòè ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi äî ñàìî¨ äåëüòè ïðè ñïðÿìó-

âàííi êiëüêîñòi ïåðiîäiâ äî íåñêií÷åííîñòi. Âèñíîâêè ñôîðìóëüîâàíî ó ñüîìî-

ìó ïiäðîçäiëi.
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2.1. Ãðàíè÷íà ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà òà êîìïîíåíòè, ïîâ'ÿçàíi

çi ñòðàòåãiÿìè i êàïiòàëîì

Íåõàé {Ω,F,P} � ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft, t > 0},
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñòàíäàðòíi óìîâè (äèâ., íàïðèêëàä, [83]). Ðîçãëÿíåìî ôiíàí-

ñîâèé ðèíîê, ùî çàäà¹òüñÿ äâîìà àêòèâàìè � áåçðèçèêîâèì òà ðèçèêîâèì.

Íåõàé åâîëþöiþ áåçðèçèêîâîãî àêòèâó çàäàíî ôîðìóëîþ B(t) = ert, à öiíó

ðèçèêîâîãî àêòèâó çàäàíî âèïàäêîâèì ïðîöåñîì S(t) = S0 exp{µt + σW P
t },

S0 > 0, {W P
t ,F, t > 0} � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ âiäíîñíî ìiðè P. Ââåäåìî

ïðîöåñ X(t) = S(t) e−rt, ùî ¹ åâîëþöi¹þ äèñêîíòîâàíî¨ âàðòîñòi ðèçèêîâî-

ãî àêòèâó. Äëÿ òàêî¨ ìîäåëi ðèíêó âñòàíîâëåíî (äèâ., íàïðèêëàä, [84]) iñíó-

âàííÿ òà ¹äèíiñòü ðèçèê-íåéòðàëüíî¨ (ìàðòèíãàëüíî¨) ìiðè P∗, âiäíîñíî ÿêî¨

ïðîöåñ X = {X(t), t > 0} ¹ ìàðòèíãàëîì òà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ X(t) =

S0 exp{σW P∗

t − 1
2σ

2t}. Íàäàëi, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî S0 = 1,

òà áóäåìî îïóñêàòè âåðõíié iíäåêñ â ïîçíà÷åííi âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó, ââàæà-

þ÷è, ùî öå âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ âiäíîñíî ìiðè P.

Íåõàé V (S, t) = e−r(T−t) EP∗{(S(T ) − K)+|Ft} � ñïðàâåäëèâà öiíà �âðî-

ïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi çi ñòðàéêîâîþ öiíîþ K òà ÷àñîì âèêîíàííÿ T çà

óìîâè, ùî ïîòî÷íà öiíà ðèçèêîâîãî àêòèâó äîðiâíþ¹ S. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ

Áëåêà�Øîóëñà â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ([84]):

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, t ∈ [0, T ].

Òàê çâàíi ãðåöüêi ñèìâîëè, àáî �ãðåêè� âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ÷àñòèííèì

ïîõiäíèì ôóíêöi¨ V . Çîêðåìà, îçíà÷èìî ∆ = ∂V
∂S i íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ó

öié ðîáîòi ñàìå öüîãî ïðåäñòàâíèêà �ãðåêiâ�, ÿêèé íàçèâàòèìåìî �äåëüòîþ�.

Äåëüòà õàðàêòåðèçó¹ çìiíó âàðòîñòi îïöiîíó àáî ïîðòôåëþ îïöiîíiâ â çàëå-

æíîñòi âiä öiíè àêòèâó S. Äåëüòà âèçíà÷à¹ ìiðó êîðåëÿöi¨ ìiæ çìiíàìè âàð-

òîñòi îïöiîíó i çìiíàìè öiíè âiäïîâiäíîãî àêòèâó.

Ç ôîðìóëè Áëåêà�Øîóëñà äëÿ öiíè îïöiîíó ([84])

V (S(t), t) = S(t)Φ(d+)−K e−r(T−t)Φ(d−)
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îòðèìó¹ìî âiäîìèé âèðàç äëÿ ∆ â òåðìiíàõ ôiêñîâàíîãî S(t) = x:

∆(x, T − t) =
∂V

∂x
= Φ(d+(x, T − t)),

äå Φ(x) � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó,

d±(x, T − t) =
ln x

K +
(
r ± 1

2σ
2
)
(T − t)

σ
√
T − t

.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi äèñêðåòíîãî àíàëîãó äåëüòè ó ââåäåíié

äàëi ìîäåëi ðèíêó Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà i äîñëiäæåííi ¨¨ çáiæíîñòi äî

∆(x, T − t).

2.2. Ñèìåòðè÷íà ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà

Îïèøåìî äîãðàíè÷íó ìîäåëü ðèíêó â n-é ñåði¨. Ââåäåìî éìîâiðíiñíèé ïðî-

ñòið

Ω(n) := {−1,+1}n = {ω(n) = (y
(n)
1 , . . . , y(n)n )|y(n)i ∈ {−1,+1}},

à òàêîæ äâi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi an, bn, n > 1. Ïîçíà÷èìî k-òó êîîðäèíàòó

÷åðåç Yk(ω(n)) := y
(n)
k äëÿ ω(n) = (y

(n)
1 , . . . , y

(n)
n ), i íåõàé

R
(n)
k (ω(n)) := an

1− Yk(ω
(n))

2
+ bn

1 + Yk(ω
(n))

2
.

Ââàæà¹ìî, ùî äîãðàíè÷íà ìîäåëü â n-é ñåði¨ ¹ n-ïåðiîäíîþ ìîäåëëþ, i öå

ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà ç âiäñîòêîâîþ ñòàâêîþ

rn =
rT

n
,

ùî çàäà¹ åâîëþöiþ áåçðèçèêîâîãî àêòèâó B(n)
k = (1+rn)

k, k = 0, . . . , n, îäíèì

ðèçèêîâèì àêòèâîì S(n)
k , k = 0, . . . , n, òà äîõîäàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ R
(n)
k = (S

(n)
k −S

(n)
k−1)/S

(n)
k−1, k = 1, . . . , n. Äîõîäè íåçàëåæíi i íàáóâàþòü

îäíîãî ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü: an i bn, k = 1, . . . , n..

Ó òàêié ìîäåëi ïðè ïåðåõîäi äî íàñòóïíîãî ïåðiîäó öiíà àêòèâó çäiéñíþ¹

ñòðèáîê âiä çíà÷åííÿ S(n)
k−1 äî áiëüøîãî çíà÷åííÿ S

(n)
k = S

(n)
k−1(1+bn) (ÿêùî bn >
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0), àáî æ äî ìåíøîãî � S(n)
k = S

(n)
k−1(1+an), (ÿêùî an < 0). Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ñàìå òàêèé âèïàäîê.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ÿê i äëÿ ãðàíè÷íî¨ ìîäåëi, ââàæà¹ìî äàëi, ùî

öiíà àêòèâó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó S(n)
0 = 1. Ââåäåìî ïðîöåñ äèñêîíòîâà-

íî¨ âàðòîñòi ðèçèêîâîãî àêòèâó

X
(n)
k :=

S
(n)
k

(1 + rn)k
=

k∏
i=1

1 +R
(n)
i

1 + rn
.

Ôiëüòðàöiÿ íà ðîçãëÿäóâàíîìó ïðîñòîði çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

F
(n)
k := σ(S

(n)
1 , . . . , S

(n)
k ) = σ(X

(n)
1 , . . . , X

(n)
k ), k = 1, . . . , n,

i íåõàé F(n) = F
(n)
n . Îá'¹êòèâíó éìîâiðíiñíó ìiðó íà ïðîñòîði (Ω(n),F(n)) ïî-

çíà÷èìî P(n). Ïðèïóñòèìî, ùî ìîäåëü ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òîáòî

ân = 1 + an = exp{−σ
√
T/n}, b̂n = 1 + bn = exp{σ

√
T/n} (2.1)

äëÿ äåÿêîãî çàäàíîãî σ > 0. Îñêiëüêè

√
nrn → 0,

√
nan → −σ

√
T ,

√
nbn → σ

√
T ïðè n→ ∞, (2.2)

òî an < rn < bn, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n0. Òîäi äëÿ n > n0 òàêà ìîäåëü

¹ áåçàðáiòðàæíîþ, ðèíîê ïîâíèì, ïðè÷îìó ¹äèíà åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà

ìiðà P∗
n õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðiâíiñòþ (äèâ., íàïðèêëàä, [84])

P∗
n

{
R

(n)
k = bn

}
=: p∗n =

rn − an
bn − an

.

Ïðè öüîìó ç (2.2) íåâàæêî îòðèìàòè, ùî lim
n→∞

p∗n = 1/2. Òàêó ìîäåëü íàçâåìî

ñèìåòðè÷íîþ áiíîìiàëüíîþ ìîäåëëþ.

Íåõàé C � äåÿêå ïëàòiæíå çîáîâ'ÿçàííÿ, âèìiðíå âiäíîñíî σ-àëãåáðè F
(n)
n .

Òîäi iñíó¹ áîðåëåâà ôóíêöiÿ h òàêà, ùî äèñêîíòîâàíå ïëàòiæíå çîáîâ'ÿçàííÿ

H = C e−rT äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

H = h(S
(n)
1 , . . . , S(n)

n ).

Ïîâíîòà ðèíêó çàáåçïå÷ó¹ äîñÿæíiñòü ïëàòiæíîãî çîáîâ'ÿçàííÿ C.
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Îçíà÷åííÿ 2.1. Òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ ξ̄(n) = (ξ
(n)
B , ξ

(n)
S ) íàçèâà¹òüñÿ ñà-

ìîôiíàíñîâàíîþ, ÿêùî ξ̄(n)k S̄
(n)
k = ξ̄

(n)
k+1S̄

(n)
k , k = 1, . . . , n− 1.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ñàìîôiíàíñîâàíà òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ ξ̄(n) = (ξ
(n)
B , ξ

(n)
S )

íàçèâà¹òüñÿ ðåïëiêóþ÷îþ ñòðàòåãi¹þ äëÿ äîñÿæíîãî ïëàòiæíîãî çîáîâ'ÿçà-

ííÿ C, ÿêùî C = ξ̄
(n)
n S̄

(n)
n ì.í..

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïðîöåñ âàðòîñòi V = (V
(n)
k )k=0,...,n, àñîöiéîâàíèé ç òîð-

ãiâåëüíîþ ñòðàòåãi¹þ ξ̄(n), âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

V
(n)
0 := ξ̄

(n)
1 X̄

(n)
0 , V

(n)
k := ξ̄

(n)
k X̄

(n)
k , k = 1, . . . , n,

äå X̄(n)
k = (1, X

(n)
k ), k = 0, . . . , n, � ïðîöåñ äèñêîíòîâàíî¨ âàðòîñòi àêòèâiâ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ([84], ñò. 250).

Òâåðäæåííÿ 2.1. Ïðîöåñ âàðòîñòi ðåïëiêóþ÷î¨ ñòðàòåãi¨ äëÿ ïëàòi-

æíîãî çîáîâ'ÿçàííÿ H äîðiâíþ¹

V
(n)
i = EP∗

n[H|F(n)
i ], i = 0, . . . , n,

i äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

V
(n)
i (ω) = v

(n)
i (S

(n)
1 (ω), . . . , S

(n)
i (ω)),

äå ôóíêöiÿ v(n)i çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

v
(n)
i (x0, . . . , xi) = EP∗

n

[
h(x0, . . . , xi, xiS

(n)
1 , . . . , xiS

(n)
n−i)

]
. (2.3)

Ôóíêöiþ v
(n)
i íàçèâàòèìåìî ôóíêöi¹þ êàïiòàëó. Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ

êàïiòàëó ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ðåêóðñèâíî, ïðè÷îìó øëÿõîì îáåðíåíî¨ ðåêóð-

ñi¨:

v(n)n (x0, . . . , xn) = h(x0, . . . , xn),

v
(n)
i (x0, . . . , xi) = p∗nv

(n)
i+1(x0, . . . , xi, xib̂n) + (1− p∗n)v

(n)
i+1(x0, . . . , xi, xiân).

Íàçèâàòèìåìî ðåïëiêóþ÷ó ñòðàòåãiþ äëÿ çîáîâ'ÿçàííÿ H äåëüòà-õåäæåì

òà ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ∆(n)
i := ∆

(n)
i (S

(n)
1 (ω), . . . , S

(n)
i−1(ω)). Âñòàíîâèìî âèãëÿä

äåëüòà-õåäæó äëÿ �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi

C(n) = f(S(n)
n ) =

(
S(n)
n −K

)+
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íà ðèíêó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, îïèñàíîìó âèùå.

Ëåìà 2.1. Ðåïëiêóþ÷à ñòðàòåãiÿ äëÿ �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ìà¹

âèãëÿä

∆
(n)
k (S

(n)
k−1) = (1 + rn)

k v
(n)
k (S

(n)
k−1b̂n)− v

(n)
k (S

(n)
k−1ân)

S
(n)
k−1

(
b̂n − ân

) , (2.4)

äå

v
(n)
k (y) =

n−k∑
i=0

(
b̂inâ

n−i−k
n y −K

)+
(1 + rn)

n C i
n−k(p

∗
n)
i(1− p∗n)

n−i−1. (2.5)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (2.4) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.45, [84], ñò. 252, ÿêå

âñòàíîâëþ¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ðåïëiêóþ÷î¨ ñòðàòåãi¨ ∆(n)
k .

Ó íàøîìó âèïàäêó H = h(S
(n)
n ), h(x) = (x−K)+/(1+ rn)

n. Òàêèì ÷èíîì,

H çàëåæèòü ëèøå âiä âàðòîñòi àêòèâó ó òåðìiíàëüíèé ìîìåíò ÷àñó. Â öüîìó

âèïàäêó V (n)
k çàëåæèòü òiëüêè âiä ïîòî÷íî¨ âàðòîñòi àêòèâó:

V
(n)
k (ω) = v

(n)
k (S

(n)
k (ω)).

Áiëüøå òîãî, ôîðìóëà äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ êàïiòàëó (2.3) çâîäèòüñÿ äî âè-

ãëÿäó ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ôóíêöi¨, ùî çàëåæèòü âiä áiíîìiàëüíî ðîç-

ïîäiëåíî¨ âåëè÷èíè ç ïàðàìåòðîì p∗n:

v
(n)
k (xk) =

n−k∑
i=0

h(xkb̂
i
nâ

n−i−k
n )C i

n−k(p
∗
n)
i(1− p∗n)

n−i−k,

çâiäêè âèïëèâà¹ (2.5).

Çâàæàþ÷è íà òàêå îçíà÷åííÿ äåëüòà-õåäæó, ïðèðîäíî ñïîäiâàòèñÿ, ùî ñà-

ìå âií i áóäå øóêàíèì àíàëîãîì äåëüòè. Äðiá ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.4) ¹ ïåâíèì

äèñêðåòíèì àíàëîãîì ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ êàïiòàëó, òîìó ¹ ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî

ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi, ÿêùî ôóíêöiÿ êàïiòàëó áóäå çáiãàòèñÿ äî ãðàíè÷íîãî

çíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî äåëüòó.
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2.3. Ñëàáêà çáiæíiñòü ñèìåòðè÷íî¨ ìîäåëi

Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà äî ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà

Îñêiëüêè äåëüòà-õåäæ òà äåëüòà îïöiîíó âèçíà÷åíi íà ðèíêàõ ç ðiçíîþ ÷à-

ñîâîþ ñòðóêòóðîþ, ïîçíà÷èìî knt òå öiëå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî
knt T
n 6 t < (knt +1)T

n ,

ïðè÷îìó 0 6 knt 6 n. Òàêèì ÷èíîì, knt = [ntT ]. Ââåäåìî ïîñëiäîâíiñòü âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ

Sn(t) = S
(n)
knt
.

Ïîçíà÷èìî
d→ ñëàáêó çáiæíiñòü çà ðîçïîäiëîì,

P→ çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ òà
W→ ñëàáêó çáiæíiñòü ìið, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâèì ïðîöåñàì. Çàóâàæèìî,

ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.53 òà íàñëiäêîì 5.55 ç [84], ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ S(n)
knt

d→ S(t) äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ]. Ùîá äîâåñòè

ñëàáêó çáiæíiñòü ìið Qn, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâèì ïðîöåñàì Sn, äî ìiðè

Q, ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâîìó ïðîöåñó S, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 3.3 ç [23], ÿêó

ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé B(n)
t =

(
1+ rT

n

)knt
, S

(n)
t =

∏knt
k=1

(
1+R

(n)
k

)
, ïðè÷îìó

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) sup16k6n |R
(n)
k | P→ 0 , n→ ∞;

(ii) äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ (0, 1]

lim
C→∞

lim sup
n→∞

P∗
n

( ∑
16k6n

|EP∗
n(R

(n)
k 1|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1)| > C

)
= lim

C→∞
lim sup
n→∞

P∗
n

( ∑
16k6n

EP∗
n((R

(n)
k )21|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1) > C

)
= 0

(iii) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

P∗
n

(
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣ ∑
16k6[ntT ]

EP∗
n(R

(n)
k 1|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1)− rt

∣∣∣ > ε
)
= 0;

(iv) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, a ∈ (0, 1]

lim
n

P∗
n

(
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣ ∑
16k6[ntT ]

EP∗
n(R

(n)
k )21|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1)− σ2t

∣∣∣ > ε
)
= 0.
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Òîäi ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið

Qn
W→ Q.

Ïîçíà÷èìî ÷èñëî R := r − σ2

2 . Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 2.1 äîâåäåìî íàñòó-

ïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2. Ñèìåòðè÷íà áiíîìiàëüíà ìîäåëü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i)−
(iv) òåîðåìè 2.1, i çíà÷èòü, ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ìið

Qn
W→ Q.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî R(n)
k = bn = exp{σ

√
T/n} − 1 = σ

√
T/n +

σ2T
2n + o

(
1
n

)
òà R(n)

k = an = exp{−σ
√
T/n} − 1 = −σ

√
T/n + σ2T

2n + o
(

1
n

)
ç

iìîâiðíîñòÿìè

P∗
n

{
R

(n)
k = bn

}
= p∗n =

rn − an
bn − an

=
σ
√
T/n+ RT

n + o
(

1
n

)
2σ
√
T/n+ o

(
1√
n

) =
1

2
+
R
√
T

2σ
√
n
+ o
( 1√

n

) (2.6)

òà

1− p∗n =
σ
√
T/n− RT

n + o
(

1
n

)
2σ
√
T/n+ o

(
1√
n

) =
1

2
− R

√
T

2σ
√
n
+ o
( 1√

n

)
,

âiäïîâiäíî. Âèêîíàííÿ óìîâè (i) î÷åâèäíå. Òåïåð, äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ (0, 1],

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n, ìà¹ìî

|EP∗
n(R

(n)
k 1|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1)| = |EP∗

n(R
(n)
k |F (n)

k−1)| = |EP∗
n(R

(n)
k )| = rT

n
+ o
(1
n

)
,

EP∗
n((R

(n)
k )21|R(n)

k |6a|F
(n)
k−1) = EP∗

n((R
(n)
k )2|F (n)

k−1) = EP∗
n(R

(n)
k )2 =

σ2T

n
+ o
(1
n

)
,

òîìó óìîâà (ii) âèêîíó¹òüñÿ, i öi îá÷èñëåííÿ òàêîæ ç î÷åâèäíiñòþ ïîêàçóþòü,

ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (iii) òà (iv), ùî é äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ñêîðîõîäà ïîáóäîâè âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, ìè ìîæåìî ïåðåíåñòè
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âñi âèïàäêîâi ïðîöåñè S, Sn íà îäèí iìîâiðíiñíèé ïðîñòið çi çáåðåæåííÿì ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, i ïðè öüîìó áóäåìî ìàòè çáiæíiñòü äîãðàíè÷íèõ

ïðîöåñiâ äî ãðàíè÷íèõ â êîæíié òî÷öi ç iìîâiðíiñòþ 1.

2.4. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Ïî÷íåìî ç òåîðåìè, ÿêà äîçâîëèòü âiäøóêàòè àëüòåðíàòèâíå çîáðàæåí-

íÿ äëÿ ∆
(n)
k , áiëüø çðó÷íå äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi, íiæ (2.4). Çãiäíî iç

çàóâàæåííÿì 2.1, âñi öiíîâi ïðîöåñè ââàæà¹ìî çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíi-

ñíîìó ïðîñòîði. Öå äîçâîëÿ¹ îïóñòèòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó S(n)
k−1 â îçíà÷åííi

∆
(n)
k (S

(n)
k−1) i ðîçãëÿäàòè çáiæíiñòü∆

(n)
k (xn) çà óìîâè, ùî ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü

xn çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî x > 0. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî∆(n)
k (x) ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x > 0.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ êîæíîãî x > 0 çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåð n = n(x),

ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà ma = ma(x) òà mb = mb(x), ùî

0 6 ma(x) 6 mb(x) 6 n − knt òà 0 < p1n < 1, i òàêi, ùî äåëüòà-õåäæ äëÿ

�âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

∆
(n)
knt
(x) = P (n− knt ,ma(x), p

1
n) +M

(n)
knt

(x, p∗n)1{ma(x) ̸= mb(x)}, (2.7)

äå p1n =
b̂n

(1 + rn)
p∗n, P (L, l, p) � éìîâiðíiñòü l òà áiëüøå óñïiõiâ ó L âèïðî-

áóâàííÿõ Áåðíóëëi ç ïàðàìåòðîì p, i

M
(n)
k (x, p) =

(
xb̂mb+1

n ân−mb−k
n −K

)
(1 + rn)

n−k Cmb

n−kp
mb(1− p)n−mb−k. (2.8)

Äîâåäåííÿ. Ç (2.5) ëåãêî áà÷èòè, ùî íåíóëüîâi äîäàíêè â ñóìàõ, ùî ôi-

ãóðóþòü ó âèçíà÷åííi (2.4) ÿê v
(n)
k (xân) i v

(n)
k (xb̂n), ðîçòàøîâóþòüñÿ ïîñëi-

äîâíî i ç'ÿâëÿþòüñÿ, òiëüêè ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêèõ íîìåðiâ ma(x) i mb(x), âiä-

ïîâiäíî. Çíàéäåìî öi íîìåðè. Ñïî÷àòêó âiäçíà÷èìî, ùî íàéáiëüøèé äîäà-

íîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ iíäåêñó ñóìóâàííÿ i = n − knt , ìà¹ ïîðÿäîê

x exp{σ
√
nT (1 − t

T )} → ∞ ïðè n → ∞, îòæå çíàéäåòüñÿ íîìåð n(x), ïî÷è-

íàþ÷è ç ÿêîãî ÷èñëî äîäàíêiâ íåíóëüîâå. Äàëi, äëÿ íàäõîäæåííÿ äîäàíêiâ â
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ïåðøó ñóìó ìà¹ âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü
(
xb̂mb+1

n ân−k−mb
n −K

)+
> 0. Çàïè-

øåìî ¨¨ â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

xb̂mb+1
n ân−k−mb

n > K

i ïåðåòâîðèìî ïðè k = knt :

(mb + 1) ln b̂n + (n− knt −mb) ln ân + lnx > lnK,

àáî

mb ln
(
b̂n/ân

)
> lnK − (n− knt ) ln ân − lnx− ln b̂n.

Çàóâàæèìî, ùî ln b̂n =
σ
√
T√
n
, ln ân = −σ

√
T√
n
, òà ln b̂n

ân
= 2σ

√
T√
n
, çâiäêè

mb >
ln(K/x)

2σ
√

T
n

+
1

2
(n− knt − 1).

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ïîêëàñòè

mb = 0 ∨


 ln(K/x)

2σ
√

T
n

+
1

2
(n− knt − 1)

+ 1

 (2.9)

äëÿ ïåðøî¨ ñóìè i àíàëîãi÷íî

ma = 0 ∨


 ln(K/x)

2σ
√

T
n

+
1

2
(n− knt + 1)

+ 1


äëÿ äðóãî¨. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ n > n(x) ìîæëèâèé îäèí ç äâîõ âèïàäêiâ:

ma > mb àáî ma = mb = 0. Ó áóäü-ÿêîìó ðàçi ∆(n)
knt
(x) ìiñòèòèìå íåíóëüîâi

åëåìåíòè îáîõ ñóì íà çíà÷åííÿõ i âiä ma äî n − knt . Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

ma > mb. Åëåìåíòè ïåðøî¨ ñóìè áóäóòü íåíóëüîâèìè íà çíà÷åííÿõ i âiä mb

äî ma. Ïðîòå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹ ëèøå îäíå òàêå çíà÷åííÿ (i òîìó âîíî

ðiâíå mb). Äiéñíî,

ma −mb =



49 ln(K/x)
2σ
√

T
n

+
1

2
(n− knt + 1)

−

 ln(K/x)
2σ
√

T
n

+
1

2
(n− knt − 1)

 = 1.

Îòæå,

∆
(n)
knt
(x) =

n−knt∑
i=ma

C i
n−knt (p

∗
n)
i(1− p∗n)

n−i−knt xâ
n−knt −i
n b̂in

(
b̂n − ân

)
(1 + rn)

nx
(
b̂n − ân

)
× (1 + rn)

knt +M
(n)
knt

1{ma ̸= mb}

=

n−knt∑
i=ma

C i
n−knt (p

∗
n)
i(1− p∗n)

n−i−knt â
n−i−knt
n b̂in

(1 + rn)
n−knt

+M
(n)
knt

1{ma ̸= mb}

=

n−knt∑
i=ma

C i
n−knt

(
b̂n

(1 + rn)
p∗n

)i(
ân

(1 + rn)
(1− p∗n)

)n−knt −i
+M

(n)
knt

1{ma ̸= mb}

=

n−knt∑
i=ma

C i
n−knt

(
p1n
)i(

1− p1n
)n−knt −i +M

(n)
knt

1{ma ̸= mb}

= P (n− knt ,ma(x), p
1
n) +M

(n)
knt

1{ma ̸= mb},

(2.10)

äå p1n =
b̂n

(1 + rn)
p∗n, 1−p1n =

ân
(1 + rn)

(1− p∗n) (öåé çàïèñ ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè

p∗n =
rn − an
bn − an

=
rn − ân + 1

b̂n − ân
, i òîìó

b̂n
(1 + rn)

p∗n +
ân

(1 + rn)
(1− p∗n) = 1).

Äàëi íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ ïåâíèé àíàëîã íåðiâíîñòi Åññå¹íà, ÿêèé ìè

íàâåäåìî íèæ÷å áåç äîâåäåííÿ (äèâ. [85], ñò. 111).

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé Y n
j , j = 1, ..., n, � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Íåõàé äëÿ EY n
j = 0, E

(
Y n
j

)2
= σj

2 > 0, E
∣∣Y n
j

∣∣3 < ∞, j = 1, ..., n. Ïîêëàäåìî

Bn =
n∑
j=1

σ2j , Fn (x) = P

(
B

−1/2
n

n∑
j=1

Y n
j < x

)
, Ln = B

−3/2
n

n∑
j=1

E
∣∣Y n
j

∣∣3.
Òîäi

sup
x

|Fn (x)− Φ (x)| 6 ALn, (2.11)
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äå A � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, Φ (x) � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó.

2.5. Çáiæíiñòü ∆
(n)
k äî ∆(x, T − t)

Òåîðåìîþ 2.3 ìè çîáðàçèëè äèñêðåòíèé ãðåê ∆
(n)
k ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ

êîìïîíåíò i äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ¨õ ïîâåäiíêó ïðè ñïðÿìóâàííi n äî íåñêií-

÷åííîñòi îêðåìî. Äàëi âñþäè ïðèïóñêà¹ìî, ùî 0 < t < T , òîìó ùî ïðè t = 0

òà t = T âèñíîâêè àíàëîãi÷íi, àëå äîâåäåííÿ ïðîñòiøi. Ñïåðøó äîâåäåìî íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.5. ÏîñëiäîâíiñòüM (n)
knt

(x, p∗n) → 0, n→ ∞ ðiâíîìiðíî ïî áóäü-

ÿêié îáìåæåíié ìíîæèíi çíà÷åíü x > 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ç ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ ó äîâåäåííi òåîðåìè

2.3, ç ðiâíîñòi ma > mb âèïëèâà¹, ùî ma > 0, i òîìó ôóíêöiþ ìàêñèìóìó ç

îçíà÷åííÿ ma ìîæíà îïóñòèòè. Çàçíà÷èìî, ùî

ma > mb >
ln(K/x)

2σ
√

T
n

→ ∞.

ïðè n→ ∞, i mb = ma − 1 → ∞. Áiëüøå òîãî, ïðè n→ ∞

n− knt −mb ≈
ln(K/x)

2σ
√

T
n

+
1

2
n(1− t

T
) → ∞.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ëîêàëüíî¨ òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà (äèâ. [86], ñò. 67) çàëè-

øà¹òüñÿ äîâåñòè ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ïî n ïîñëiäîâíîñòi

α(mb, n) :=
mb − (n− knt )p

∗
n√

(n− knt )p
∗
n(1− p∗n)

.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëè (2.6) òà (2.9) i çàïèøåìî öþ ïîñëiäîâíiñòü ó òàêîìó âè-

ãëÿäi:

α(mb, n) =

√
n ln(K/x)

2σ
√
T

− (n− knt )
R
√
T

2σ
√
n
+O(1)√

n(1− t
T )(

1
4 −

R2T
4σ2n) +O(1)

→ ln(K/x)− (T − t)R√
T − t

. (2.12)
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Îòæå, ïðè êîæíîìó x > 0 ïîñëiäîâíiñòü α(mb, n), n > 1 ¹ îáìåæåíîþ. Òà-

êèì ÷èíîì, âñi óìîâè ëîêàëüíî¨ òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà âèêîíóþòüñÿ, i äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

M
(n)
knt

(x, p∗n) =

(
xb̂mb+1

n â
n−mb−knt
n −K

)
(1 + rn)

n−knt

e−φ(n)√
n− knt

+ o

(
1√
n

)
, (2.13)

äå φ(n) > 0, n > 1 � äåÿêà ôóíêöiÿ (òî÷íèé ¨¨ âèãëÿä íàñ íå öiêàâèòü, ïðîòå

ó [86] äîêëàäíî ïîêàçàíèé ñïîñiá éîãî âèçíà÷åííÿ).

Íåõàé x 6 C. Ïåðøèé äðiá ó çîáðàæåííi (2.13) ïåðåòâîðèìî íàñòóïíèì

÷èíîì:

0 6

(
xb̂mb+1

n â
n−mb−knt
n −K

)
(1 + rn)

n−knt

6 C exp
{
σ

√
T

n
(2mb + 1− (n− knt ))

}
6 K + o(1).

Îòæå, M (n)
knt

(x, p∗n) → 0 ïðè n → ∞ ðiâíîìiðíî ïî áóäü-ÿêié îáìåæåíié ìíî-

æèíi çíà÷åíü x.

Ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé äîãðàíè÷íà ìîäåëü ¹ ñèìåòðè÷íîþ áiíîìiàëüíîþ,

à ãðàíè÷íà ¹ ìîäåëëþ Áëåêà�Øîóëñà. Òîäi äåëüòà-õåäæ äëÿ �âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó êóïiâëi ó äîãðàíè÷íié ìîäåëi ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî äåëüòè �âðîïåé-

ñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà, êîëè êiëüêiñòü ïåðiîäiâ ó

äèñêðåòíié ìîäåëi ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òîáòî

∆
(n)
k (S

(n)
knt

)
d→ ∆(S(t), T − t), n→ ∞.

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüîãî çðîçóìiëî, ùî íàì äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

∆
(n)
k (xn) → ∆(x, T − t), n→ ∞

çà óìîâè, ùî xn → x > 0. Çàñòîñó¹ìî çîáðàæåííÿ (2.7) ç òåîðåìè 2.3. Çà

òåîðåìîþ 2.5, â öüîìó çîáðàæåííi M (n)
knt

(xn, p
∗
n) → 0 ïðè n → ∞. Îòæå, äëÿ

äîâåäåííÿ øóêàíî¨ çáiæíîñòi∆(n)
k (xn) äî∆(x, T−t) òåïåð äîñòàòíüî ïîêàçàòè
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çáiæíiñòü äî ∆(x, T − t) âèðàçó P (n− knt ,ma(xn), p
1
n) ç (2.10), äå çàìiñòü ôi-

êñîâàíîãî x ïiäñòàâëåíî xn. Ç ìåòîþ òåõíi÷íîãî ñïðîùåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè

ïðîñòî ma çàìiñòü ma(xn).

Ðîçãëÿíåìî ñóìó P (n−k,ma, p
1
n) =

n−k∑
i=ma

C i
n−k
(
p1n
)i(

1− p1n
)n−i−k

, ÿêà äîðiâ-

íþ¹ éìîâiðíîñòi ma àáî áiëüøå óñïiõiâ ó ñõåìi ç n− k âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi

ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó p1n ó êîæíîìó âèïðîáóâàííi. Òîáòî

n−k∑
i=ma

C i
n−k
(
p1n
)i(

1− p1n
)n−i−k

= 1− P (νn < ma) ,

äå

νn =
n−k∑
i=1

Xn
i , Xn

i =

 0 ç éì. q1n

1 ç éì. p1n
, q1n := 1− p1n.

Òàêèì ÷èíîì, òðåáà äîâåñòè, ùî

P (νn < ma) → 1− Φ(d+(x, T − t))

= Φ

(
ln(K/x)− (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

)
, n→ ∞.

(2.14)

Íàñòóïíèì êðîêîì äîâåäåííÿ ¹ çàñòîñóâàííÿ äî íàøî¨ ñóìè òåîðåìè 2.4. Âðà-

õîâóþ÷è, ùî EP∗
nXn

j = p1n, öåíòðó¹ìî äîäàíêè, òîáòî ïîêëàäåìî Y
n
j = Xn

j −p1n,
j = 1, n. Òîäi

Y n
j =

 −p1n ç éì. q1n
1− p1n ç éì. p

1
n

, EP∗
nY n

j = 0, i = 1, n.

Âèçíà÷èìî äðóãèé i òðåòié ìîìåíòè:

EP∗
n
(
Y n
j

)2
= p1n

(
1− p1n

)2
+
(
p1n
)2
q1n =

(
1− p1n

) (
p1n
(
1− p1n

)
+
(
p1n
)2)

= q1np
1
n,

EP∗
n

∣∣Y n
j

∣∣3 = (1− p1n
)3
p1n +

(
p1n
)3 (

1− p1n
)

= p1n − 3
(
p1n
)2

+ 3
(
p1n
)3 − (p1n)4 + (p1n)3 − (p1n)4

= p1n

(
2
(
p1n
)3 − 4

(
p1n
)2

+ 3p1n − 1
)
.

Î÷åâèäíî, ùî EP∗
n

∣∣Y n
j

∣∣3 <∞, Bn =
n−k∑
j=1

p1nq
1
n = (n− k)p1nq

1
n.
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Îòæå, óìîâè òåîðåìè 2.4 âèêîíóþòüñÿ, i íåðiâíiñòü (2.11) äëÿ ðîçãëÿäó-

âàíî¨ ñóìè ìà¹ ìiñöå. Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó Ln, âðàõîâóþ÷è, ùî k = knt :

Ln = B−1/2
n

n−k∑
j=1

EP∗
n

∣∣Y n
j

∣∣3 =
n−k∑
j=1

p1n

(
2
(
p1n
)3 − 4

(
p1n
)2

+ 3p1n − 1
)

√
((n− k)p1nq

1
n)

3

= −
(n− k)p1n

(
2
(
p1n
)3 − 4

(
p1n
)2

+ 3p1n − 1
)

√
((n− k)p1nq

1
n)

3
= −

2
(
p1n
)3 − 4

(
p1n
)2

+ 3p1n − 1√
(n− k)p1n(q

1
n)

3

=

(
1− p1n

) (
2
(
p1n
)2 − 2p1n + 1

)
√
(n− k)p1n(q

1
n)

3
=

2
(
p1n
)2 − 2p1n + 1√
(n− k)p1nq

1
n

→ 0.

Òîáòî Ln → 0, n→ ∞, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

sup
y∈R

|Fn (y)− Φ (y)| → 0, n→ ∞. (2.15)

Çãàäà¹ìî, ùî

Fn (y) = P

(
B−1/2
n

n−k∑
j=1

Y n
j < y

)
= P


n−k∑
j=1

Xn
j − (n− k)p1n√
(n− k)p1nq

1
n

< y


çà âèçíà÷åííÿì Y n

j . Î÷åâèäíî, ùî Fn (αma
) = P (νn < ma) , äå

αma
:=

ma − (n− knt )p
1
n√

(n− knt )p
1
nq

1
n

.

Îòæå, òðåáà äîâåñòè, ùî

Fn (αma
) → Φ

(
ln(K/x)− (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

)
.

Ç öi¹þ ìåòîþ ïåðåòâîðèìî αma
. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî ðîçêëàä (2.6) i ïåðå-

òâîðèìî éìîâiðíîñòi:

p1n =
eσ
√

T
n

1 + rT
n

p∗n =
1

2

(
1 + (σ +

R

σ
)

√
T

n

)
+ o
( 1√

n

)
,
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çâiäêè âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä äëÿ q1n. Òåïåð, àíàëîãi-

÷íî äî (2.12),

αma
=
ma(xn)− (n− knt )p

1
n√

(n− knt )p
1
nq

1
n

=
ln(K/xn)− (r + σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

+ o
( 1√

n

)
. (2.16)

Ïîçíà÷èìî

d(x) =
ln(K/x)− (r + 1

2σ
2)(T − t)

σ
√
T − t

i îöiíèìî

|Fn
(
d(xn) + o

( 1√
n

))
− Φ(d(x))| 6 sup

y∈R
|Fn (y)− Φ (y)|+ |Φ(d(x))

−Φ
(
d(xn) + o

( 1√
n

))
| → 0

ïðè n→ ∞, ÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

2.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ñèìåòðè÷íié áiíîìiàëüíié ìîäåëi Êîêñà�Ðîññà�Ðóáiíøòåéíà óòâîðåíî

àíàëîã ãðåöüêîãî ñèìâîëó �äåëüòà� � ôóíêöiîíàëó âiä öiíè �âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó ó ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà. Âñòàíîâëåíî, ùî àíàëîãîì íàéóæèâàíiøî-

ãî ó ìîäåëÿõ ðèíêó Áëåêà�Øîóëñà ãðåöüêîãî ñèìâîëà �äåëüòè� ¹ òàê çâàíèé

äåëüòà-õåäæ ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi. Iç çàñòîñóâàííÿì ìîäèôiêàöi¨ íåðiâíîñòi

Åññå¹íà äîâåäåíî, ùî ïðè ñïðÿìóâàííi êiëüêîñòi ïåðiîäiâ â ìîäåëÿõ ç äèñ-

êðåòíèì ÷àñîì äî íåñêií÷åííîñòi ïîñëiäîâíîñòi öèõ àíàëîãiâ çáiãàþòüñÿ äî

çíà÷åíü ñàìèõ ãðåêiâ ó ãðàíè÷íié ìîäåëi.
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ÐÎÇÄIË 3

ÎÖIÍÞÂÀÍÍß �ÂÐÎÏÅÉÑÜÊÎÃÎ ÎÏÖIÎÍÓ ÊÓÏIÂËI Ó

ÌÎÄÅËI ÇI ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÂÎËÀÒÈËÜÍIÑÒÞ, ßÊÀ

ÇÀÄÀ�ÒÜÑß ÏÐÎÖÅÑÎÌ ÎÐÍØÒÅÉÍÀ�ÓËÅÍÁÅÊÀ. ÒÎ×ÍI

ÔÎÐÌÓËÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü ðèíêó Áëåêà�Øîóëñà, ìîäèôiêîâà-

íà ç ìåòîþ óðàõóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïðèðîäè âîëàòèëüíîñòi, ÿêà ñïîñòåðãià-

¹òüñÿ íà ðåàëüíèõ ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ. Äëÿ âîëàòèëüíîñòi, çàäàíî¨ ôóíêöi¹þ

âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, äîâåäåíî iñíóâàííÿ íà ðèíêó åêâiâàëåíòíî¨

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè. Âñòàíîâëåíî àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ öiíè îïöiîíó âiäíî-

ñíî ìiíiìàëüíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè äëÿ âèïàäêó, êîëè âèïàäêîâi ïðîöåñè, ùî

êåðóþòü âîëàòèëüíiñòþ i öiíîþ àêòèâó, ¹ íåêîðåëüîâàíèìè. Òî÷íèé âèðàç äëÿ

öiíè îïöiîíó âiäøóêó¹òüñÿ iç çàñòîñóâàííÿì îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

òà ãàóññîâî¨ âëàñòèâîñòi ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà.

Ðîçäië ïîáóäîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî çà-

ãàëüíó ìîäåëü. Äðóãèé ïiäðîçäië ïðåäñòàâëÿ¹ îçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ðå-

çóëüòàòè, íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ. Òðåòié ïiäðîçäië äîñëiäæó¹

ïèòàííÿ iñíóâàííÿ åêâiâàëåíòíèõ (ëîêàëüíèõ) ìàðòèíãàëüíèõ ìið i àðáiòðà-

æíèõ ìîæëèâîñòåé ó çàãàëüíié ìîäåëi. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî

îêðåìèé âèïàäîê çàãàëüíî¨ ìîäåëi i ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó îöiíþâàííÿ �âðî-

ïåéñüêîãî îïöiîíó. Ó ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi âèâîäèòüñÿ àíàëiòè÷íà ôîðìóëà äëÿ

îá÷èñëåííÿ öiíè îïöiîíó.
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3.1. Äèôóçiéíà ìîäåëü çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî

êåðó¹òüñÿ ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà

Íåõàé {Ω,F ,F = {F (B,W )
t , t > 0},P} � ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç

ôiëüòðàöi¹þ, ïîðîäæåíîþ êîðåëüîâàíèìè ïðîöåñàìè Âiíåðà {Bt, Wt, 0 6 t 6
T}. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü ðèíêó ç îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, öiíà ÿêîãî åâî-

ëþöiîíó¹ âiäïîâiäíî äî ãåîìåòðè÷íîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó {St, 0 6 t 6 T},
à âîëàòèëüíiñòü öiíè çàäà¹òüñÿ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöå-

ñó. Òàêèì ÷èíîì, ðèíîê çàäà¹òüñÿ ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü:

dSt = µStdt+ σ(Yt)StdBt, (3.1)

dYt = −αYtdt+ kdWt. (3.2)

Ïîçíà÷èìî S0 = S òà Y0 = Y � íåâèïàäêîâi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ïðîöåñiâ,

âèçíà÷åíèõ ðiâíÿííÿìè (3.1)�(3.2).

Ó íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ, ÿêùî íå áóäå âêàçàíî iíøå, äîñëiäæåííÿ áóäóòü

ïðîâîäèòèñÿ ó íàñòóïíèõ ïðèïóùåííÿõ:

(A1) ïðîöåñè Âiíåðà B òà W ¹ êîðåëüîâàíèìè ç êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨

ρ ∈ [−1; 1], òîáòî dBtdWt = ρdt;

(A2) ôóíêöiÿ âîëàòèëüíîñòi σ : R → R+ ¹ âèìiðíîþ, âiääiëåíîþ âiä íóëÿ

äåÿêîþ ñòàëîþ c:

σ(x) > c > 0, x ∈ R,

i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
∫ T
0 σ2(Yt)dt <∞ ì.í.;

(A3) α, µ i k � äîäàòíi ñòàëi.

Óìîâè, âêàçàíi ó ïðèïóùåííi (À2) âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ âèìiðíî¨

ôóíêöi¨ σ(x), äëÿ ÿêî¨ íåðiâíiñòü c 6 σ2(x) 6 C âèêîíó¹òüñÿ äëÿ 0 < x < T

i äåÿêèõ ñòàëèõ 0 < c < C. Êðiì òîãî, çà óìîâè êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíî-

ñòi σ(Ys) ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) çàäà¹òüñÿ
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âèðàçîì

St = S0 exp

µt− 1

2

t∫
0

σ2(Ys)ds+

t∫
0

σ(Ys)dBs

, (3.3)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî St íåïåðåðâíà. Òîäi äîáóòîê σ(Ys)St ¹ êâàäðàòè÷íî iíòå-

ãðîâíèì:
∫ T
0 σ2(Yt)S

2
t dt <∞ ì.í.

�äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà (3.2) ¹ òàê çâàíèé ïðîöåñ Îðí-

øòåéíà�Óëåíáåêà. Çàâäÿêè ñâî¨ì âëàñòèâîñòÿì öåé ïðîöåñ ¹ çðó÷íèì iíñòðó-

ìåíòîì äëÿ ìîäåëþâàííÿ âîëàòèëüíîñòi íà ôiíàíñîâèõ ðèíêàõ. Îäíi¹þ ç íàé-

áiëüø âàæëèâèõ ó öüîìó êîíòåêñòi ¹ âëàñòèâiñòü ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî. Â

óêðà¨íñüêîìîâíié òà ðîñiéñüêîìîâíié ëiòåðàòóði öåé òåðìií íå íàäòî ïîøèðå-

íèé. Âií ¹ ïåðåêëàäîì àíãëîìîâíîãî òåðìiíó �mean-reversion�. Ñóòíiñòü öüîãî

ïîíÿòòÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïðàãíåííÿ ïðîöåñó äî ñâîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

çðîñòà¹ ðàçîì iç âiäñòàííþ, íà ÿêó âií âiä öüîãî çíà÷åííÿ âiääàëþ¹òüñÿ. Êðiì

òîãî, ïðîöåñ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ¹ ãàóññîâèì ç íàñòóïíèìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè:

E[Yt] = Y0 e
−αt, Var[Yt] =

k2

2α
(1− e−2αt).

Íàñòóïíèìè âàæëèâèì âëàñòèâîñòÿìè ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ¹ ìàð-

êîâiñòü òà òîé ôàêò, ùî âií äîïóñêà¹ ÿâíå çîáðàæåííÿ

Yt = Y0 e
−αt+k

t∫
0

e−α(t−s) dWs.

Ïðîöåñ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ¹ ¹äèíèì íåòðèâiàëüíèì ïðîöåñîì, ÿêèé ïî-

¹äíó¹ òàêi õàðàêòåðèñòèêè ÿê ñòàöiîíàðíiñòü, ãàóññîâiñòü òà ìàðêîâiñòü.

Ïðîöåñ W ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Wt = ρBt +
√

1− ρ2Zt,

äå Z ïðîöåñ Âiíåðà, íåçàëåæíèé âiä B. Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñàìå

òàêå çîáðàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî F (B,W ) = F (B,Z), äå ôiëüòðàöiÿ {F (B,Z)
t , 0 6

t 6 T} ïîðîäæó¹òüñÿ íåçàëåæíèìè ïðîöåñàìè Âiíåðà B and Z.
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3.2. Âèçíà÷åííÿ òà ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè

Áiëüøó ÷àñòèíó âiäîìîñòåé, ïðåäñòàâëåíèõ ó öüîìó ïàðàãðàôi, ó ðîçãîð-

íóòîìó âèãëÿäi ìîæíà çíàéòè ó [87], [76] (iíøi ïîñèëàííÿ âêàçàíî íèæ÷å).

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðèíîê, íà ÿêîìó ïðåäñòàâëåíî îäèí ðèçèêîâèé àêòèâ i îäèí

áåçðèçèêîâèé. Åâîëþöi¨ öií öèõ àêòèâiâ çàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ñåìiìàðòèíãà-

ëîì (Ŝt)
T
t=0 òà äåòåðìiíîâàíèì ïðîöåñîì (Bt)

T
t=0 = ert, äå r � ñòàëà áåçðèçèêî-

âà âiäñîòêîâà ñòàâêà. Ââåäåìî ïðîöåñ äèñêîíòîâàíî¨ öiíè ðèçèêîâîãî àêòèâó

(St)
T
t=0 := e−rt Ŝt.

Àãåíòè, ùî äiþòü íà ðèíêó, ìîæóòü ïðîäàâàòè àáî êóïóâàòè öåé àêòèâ,

i ïðèéìàþòü ðiøåííÿ ùîäî ïîáóäîâè ïîðòôåëÿ íà ïiäñòàâi iíôîðìàöi¨, íà-

ÿâíî¨ ó ìîìåíò ðiøåííÿ. Ôîðìàëiçóâàòè öåé ïðèíöèï ìîæíà çà äîïîìîãîþ

íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Òîðãiâåëüíîþ ñòðàòåãi¹þ íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäáà÷óâàíèé

ïðîöåñ (πt)Tt=0. Çíà÷åííÿ πt öüîãî ïðîöåñó ïðåäñòàâëÿþòü êiëüêiñòü àêòèâó Ŝ

ó ïîðòôåëi ó ìîìåíò ÷àñó t.

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi ïîïåðåäíi îçíà÷åííÿ äëÿ òîãî, ùîá ââåñòè âàæëè-

âå ïîíÿòòÿ äîïóñòèìî¨ ñàìîôiíàíñîâàíî¨ ñòðàòåãi¨. Íåõàé ñåìiìàðòèíãàë S äî-

ïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ñóìè S = S0+A+M, äå A � ïðîöåñ iç îáìåæåíîþ

âàðiàöi¹þ, M � ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë. Çãiäíî ç, íàïðèêëàä, [76], ñò.635, iñíó¹

íåñïàäíèé àäàïòîâàíèé (äî ôiëüòðàöi¨ (Ft)t>0) ïðîöåñ C = (Ct)t>0, C0 = 0, i

àäàïòîâàíi ïðîöåñè c = (ct)t>0, ĉ = (ĉt)t>0, òàêi, ùî

At =

t∫
0

csdCs, t > 0,

à êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ ïðîöåñó M çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

[M,M ]t =

t∫
0

ĉsdCs.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íåõàé π ïåðåäáà÷óâàíèé ïðîöåñ. Ãîâîðèòèìåìî, ùî:
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� π ∈ Lvar(A), ÿêùî äëÿ âñiõ ω ∈ Ω :
∫ t
0 πscsdCs <∞, t > 0;

� π ∈ Lqloc(M), q > 1, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ çóïèíêè τn, ùî

ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè n→ ∞, òàêà, ùî

E

 τn∫
0

π2ĉsdCs

q/2 <∞;

� π ∈ Lq(S), ÿêùî iñíó¹ çîáðàæåííÿ S = S0 + A + M , òàêå, ùî π ∈
Lvar(A) ∩ Lqloc(M).

Îçíà÷åííÿ 3.3. Òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìîþ (âiäíî-

ñíî öiíîâîãî ïðîöåñó S), ÿêùî π ∈ L1(S).

Îçíà÷åííÿ 3.4. Äîïóñòèìà òîðãiâåëüíà ñòðàòåãiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñàìîôi-

íàíñîâàíîþ (âiäíîñíî öiíîâîãî ïðîöåñó S), òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

π ∈ SF (S), ÿêùî äëÿ âàðòîñòi ïîðòôåëÿ Sπt = πtSt ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ

Sπt = Sπ0 +
∫ t
0 πsdSs.

Íèæ÷å âèçíà÷èìî äâà îñîáëèâèõ êëàñè òîðãiâåëüíèõ ñòðàòåãié ðàçîì iç

âiäïîâiäíèìè êëàñàìè FT -âèìiðíèõ ôóíêöié âèïëàò ψ = ψ(ω), ÿêi ìîæíà

ìàæîðóâàòè äîõîäàìè âiä ñòðàòåãié, ùî íàëåæàòü âiäïîâiäíèì êëàñàì.

Îçíà÷åííÿ 3.5. Äëÿ êîæíîãî a > 0 âèçíà÷èìî

Πa(S) = {π ∈ SF (S) : Sπt > −a, t ∈ [0, T ]}

òà

Ψ+(S) = {ψ ∈ L∞(Ω,FT ,P) : ψ 6
T∫

0

(πs, dSs) äëÿ äåÿêîãî π ∈ Π+(S)},

äå Π+(S) =
∪
a>0Πa(S).

Îçíà÷åííÿ 3.6. Íåõàé g(St) = g0 + g1St, g
0 > 0, g1 > 0. Âèçíà÷èìî

Πg(S) = {π ∈ SF (S) : Sπt > −g(St), t ∈ [0, T ]}

òà

Ψg(S) = {ψ ∈ Lg(Ω,FT ,P) : ψ 6
T∫

0

(πs, dSs) äëÿ äåÿêîãî π ∈ Πg(S)},
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äå Lg(Ω,FT ,P) ¹ ìíîæèíîþ FT -âèìiðíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ψ, òàêèõ, ùî

|ψ| 6 g(ST ).

Ïîçíà÷àòèìåìî çàìèêàííÿ ìíîæèí Ψ+(S) i Ψg(S) âiäíîñíî íîðì || · ||∞ i

|| · ||g (îçíà÷åííÿ öèõ íîðì íàâåäåíî ó [76], ñò.648) ÷åðåç Ψ+(S) i Ψg(S) âiäïî-

âiäíî.

Ñëiäóþ÷è ïîçíà÷åííÿì, ïðåäñòàâëåíèì ó [76], ïåðåéäåìî äî îñíîâíèõ îçíà-

÷åíü âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó.

Îçíà÷åííÿ 3.7. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íà ðèíêó âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

NA+ (àáî, ùî òå ñàìå, ùî ðèíîê ¹ NA+), ÿêùî

Ψ+(S) ∩ L+
∞(Ω,FT ,P) = {0},

äå L+
∞(Ω,FT ,P) � ïiäìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ó L∞(Ω,FT ,P).

Îçíà÷åííÿ 3.8. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íà ðèíêó âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

NAg (àáî, ùî òå ñàìå, ùî ðèíîê ¹ NAg), ÿêùî

Ψg(S) ∩ L+
∞(Ω,FT ,P) = {0}.

Âiäîìi äâi òåîðåìè, ùî âñòàíîâëþþòü íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíî-

ñòi àðáiòðàæó íà ðèíêó â òåðìiíàõ åêâiâàëåíòíèõ (ëîêàëüíèõ) ìàðòèíãàëüíèõ

ìið. Âàæëèâîþ óìîâîþ, ÿêó áóäå âèêîðèñòàíî íèæ÷å, ¹ ëîêàëüíà îáìåæåíiñòü

öiíîâîãî ïðîöåñó.

Îçíà÷åííÿ 3.9. Éìîâiðíiñíà ìiðà Q, åêâiâàëåíòíà äî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè

P, íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ (ëîêàëüíîþ) ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, ÿêùî äèñ-

êîíòîâàíèé öiíîâèé ïðîöåñ ¹ (ëîêàëüíèì) ìàðòèíãàëîì çà ìiðîþ Q.

Îçíà÷åííÿ 3.10. Ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ S íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îáìåæå-

íèì, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ çóïèíêè (τn)
∞
n=1, ùî çðîñòà¹ ì.í. äî

íåñêií÷åííîñòi ïðè n→ ∞, òàêà, ùî çóïèíåíi ïðîöåñè Sτnt = St∧τn ¹ ðiâíîìið-

íî îáìåæåíèìè äëÿ âñiõ n ∈ N.

Òåîðåìà 3.1 ([76]). Íåõàé ñåìiìàðòèíãàë S ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì.

Òîäi ðèíîê ìà¹ âëàñòèâiñòü NA+ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íà ðèíêó iñíó¹

åêâiâàëåíòíà ëîêàëüíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà.
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Òåîðåìà 3.2 ([76]). Íåõàé ñåìiìàðòèíãàë S ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì.

Òîäi ðèíîê ìà¹ âëàñòèâiñòü NAg òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íà ðèíêó iñíó¹

åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 6.1 ç [47] i âèçíà÷à¹ êîíñòðó-

êöiþ åêâiâàëåíòíèõ ëîêàëüíèõ ìàðòèíãàëüíèõ ìið ó ìîäåëi (3.1)�(3.2).

Òåîðåìà 3.3. Éìîâiðíiñíà ìiðà Q, åêâiâàëåíòíà äî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè P

íà FT , ¹ ëîêàëüíîþ ìàðòèíãàëüíî ìiðîþ äëÿ ïðîöåñó S, âèçíà÷åíîãî ìîäåë-

ëþ (3.1) � (3.2), íà FT òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé

ïðîöåñ ν = (νt)06t6T ,
∫ T
0 ν2sds <∞ P−ì.í., äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâå òâåðäæå-

ííÿ: ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë (Lt)06t6T , Lt = dQ/dP|Ft
, ùî ìà¹ âèãëÿä

Lt = exp
( t∫

0

(r − µ)/σ(Ys)dBs +

t∫
0

νsdZs

−1

2

t∫
0

((r − µ)2/σ2(Ys) + ν2s )ds
)
,

(3.4)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ELT = 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LMS(P) i MS(P) ìíîæèíè åêâiâàëåíòíèõ ëîêàëüíèõ

ìàðòèíãàëüãíèõ ìið òà åêâiâàëåíòíèõ ìàðòèíãàëüíèõ ìið íà ðèíêó, çàäàíîìó

ìîäåëëþ (3.1)�(3.2), âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî MS(P) ⊂ LMS(P).

Âiäîìî, ùî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä P-ñåìiìàðòèíãàëà S ó ñóìó ëîêàëüíîãî P-

ìàðòèíãàëà M i àäàïòîâàíîãî ïðîöåñó ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ A : S = S0 +

M + A.

Îçíà÷åííÿ 3.11. Éìîâiðíiñíà ìiðà Q, åêâiâàëåíòíà äî îá'¹êòèâíî¨ ìiðè

P, íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, ÿêùî Q = P íà F0, i

áóäü-ÿêèé êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé P-ìàðòèíãàë, ñòðîãî îðòîãîíàëüíèé äî

ïðîöåñó M , ¹ ëîêàëüíèì Q-ìàðòèíãàëîì.

Ìiíiìàëüíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì (äèâ. [88]).
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3.3. Ïèòàííÿ âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó çàãàëüíié ìîäåëi

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ áåçàðáiòðàæíîñòi âèçíà÷åíîãî âèùå ìîäåëëþ (3.1)�

(3.2) ðèíêó. Çàóâàæèìî, ùî äàëi ìàòèìåìî ñïðàâó iç íåäèñêîíòîâàíèì ïðî-

öåñîì S, âèçíà÷åíèì ó ðîçäiëi 3.1.

Òåîðåìà 3.4. Ðèíîê, âèçíà÷åíèé ìîäåëëþ (3.1)�(3.2) ç óìîâàìè (À1)-

(À3):

(i) ìà¹ âëàñòèâiñòü NA+;

(ii) ìà¹ âëàñòèâiñòü NAg, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ åêâiâàëåíòíî¨ ëîêàëüíî¨ ìàð-

òèíãàëüíî¨ ìiðè Q âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

EQ
T∫

0

σ2(Ys)X
2
sds <∞. (3.5)

Äîâåäåííÿ. (i) Îñêiëüêè S � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ, òî âií ¹ ëîêàëüíî îáìå-

æåíèì. Òîäi ç òåîðåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî LMS(P) ̸= ∅.

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Lt, âèçíà÷åíèé ó (3.4), ç ν = (νt)06t6T = 0. Íåõàé

LT = dQ/dP|FT
. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 3.3 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî çà âêàçàíîãî

âèáîðó ν ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

ELT = 1. (3.6)

Ó ñâîþ ÷åðãó äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè Íîâiêîâà:

E exp

1

2

T∫
0

((r − µ)2/σ2(Ys) + ν2s )ds

 <∞. (3.7)

Ç âiääiëåíîñòi ôóíêöi¨ σ âiä íóëÿ (ïðèïóùåííÿ (A2)) i íàøîãî âèáîðó ν

âèïëèâà¹, ùî íåðiâíiñòü (3.7) âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå,Q ⊂ LMS(P),ùî i äîâîäèòü

òâåðäæåííÿ ÷àñòèíè (i) òåîðåìè.

(ii) Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìiðà Q, ïîáóäîâàíà ïðè äîâåäåííi ÷àñòèíè (i)

òåîðåìè, ¹ åêâiâàëåíòíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ. Ïîçíà÷èìî α(s) := (r −
µ)/σ(Ys). Äî ìiðè Q, ÿêà ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî ìiðè P i âèçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíîþ
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Ðàäîíà�Íiêîäèìà LT = dQ
dP |T , ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ãiðñàíîâà i çðî-

áèòè âèñíîâîê, ùî ïðîöåñè BQ
t := Bt −

∫ t
0 α(s)ds, Z

Q
t := Zt, 0 6 t 6 T, ¹

ïðîöåñàìè Âiíåðà âiäíîñíî ìiðè Q. Öiíîâèé ïðîöåñ çà ìiðîþ Q ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dSt = rStdt+ σ(Yt)StdB
Q
t ,

çâiäêè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ äèñêîíòîâàíîãî öiíîâîãî ïðîöåñó

Xt := e−rt St :

Xt = S +

t∫
0

σ(Ys)XsdB
Q
s . (3.8)

Îòæå, îñêiëüêè ç ïðèïóùåííÿ (A2), ÿê áóëî âêàçàíî âèùå, âèïëèâà¹ êâà-

äðàòè÷íà iíòåãðîâíiñòü σ(Ys)Xs íà [0, T ], Xt ¹ ìàðòèíãàëîì. ÒîäiQ ⊂ MS(P),

i çà òåîðåìîþ (3.2) ðèíîê (S, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü NAg.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ðèíîê ìà¹ âëàñòèâîñòi NAg i NA+, áóëî

âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ îäíi¹¨ åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè. Îäíàê âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íàñïðàâäi íà ðèíêó iñíó¹ öiëå ñiìåéñòâî òàêèõ ìið. Äiéñíî,

äèñêîíòîâàíèé öiíîâèé ïðîöåñ ìà¹ âèãëÿä (3.8), à âiäòàê ¹ ìàðòèíãàëîì çà

óìîâè êâàäðàòè÷íî¨ iíòåãðîâíîñòi σ(Ys)Xs ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði ïðîöåñó ν.

Ëåìà 3.1. Íåõàé ðèíîê âèçíà÷åíî ìîäåëëþ (3.1)-(3.2), âèêîíóþòüñÿ ïðè-

ïóùåííÿ (A1)-(A3) i äîäàòêîâà óìîâà (3.5), i ìiðà Q òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

EQ exp

1

2

T∫
0

ν2sds

 <∞.

Òîäi Q ⊂ MS(P).

Îñêiëüêè íà ðèíêó ¹ áiëüøå îäíi¹¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, ðèíîê ¹ íåïîâ-

íèì. Êîæíà åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà íà ðèíêó âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîöå-

ñîì ν(s) = ν(s, Ys, Ss), àñîöiéîâàíèì iç íåþ. Ó ôiíàíñîâié ëiòåðàòóði ïðîöåñ

νs íàçèâà¹òüñÿ ðèíêîâîþ öiíîþ ðèçèêó âîëàòèëüíîñòi.
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Çà åêâiâàëåíòíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ Q := Qν ïàðà ïðîöåñiâ (St, Yt)

ìà¹ íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

dSt = rStdt+ σ(Yt)StdB
Q
t ,

dYt =

(
−αYt − k

(
ρ
µ− r

σ(Yt)
+ ν(t)

√
1− ρ2

))
dt+ kdWQ

t ,
(3.9)

äå ïðîöåñè

BQ
t = Bt +

t∫
0

µ− r

σ(Ys)
ds,

WQ
t = ρBQ

t +
√

1− ρ2ZQ
t ,

ZQ
t = Zt +

t∫
0

ν(s)ds,

¹ ïðîöåñàìè Âiíåðà âiäíîñíî Q çà òåîðåìîþ Ãiðñàíîâà, ïðè÷îìó BQ i ZQ

íåêîðåëüîâàíi.

Ó ðèçèê-íåéòðàëüíié ìîäåëi (3.9) ïðîöåñ, ùî âèçíà÷à¹ åâîëþöiþ âîëà-

òèëüíîñòi, íàáóâà¹ íåçðó÷íîãî äëÿ äîñëiäæåííÿ âèãëÿäó, àäæå Y áiëüøå íå

¹ ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ â àíàëiòè÷íié ôîðìi âiäøóêàòè íå âèäà¹òüñÿ ìîæëèâèì. Òîìó äàëi

ìè ïåðåõîäèìî äî äîñëiäæåííÿ çâóæåíü çàãàëüíî¨ ìîäåëi, ÿêi âèçíà÷àòèìó-

òüñÿ íàáîðàìè ïðèïóùåíü ùîäî ïîâåäiíêè òà âèãëÿäó îêðåìèõ ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi.

3.4. Âèïàäîê íåêîðåëüîâàíèõ ïðîöåñiâ

Âèçíà÷èìî îíîâëåíèé íàáið ïðèïóùåíü:

(B1) ïðîöåñè Âiíåðà B i W íåêîðåëüîâàíi, òîáòî ρ = 0;

(B2)=(A2);

(B3)=(A3).

Ïðèïóùåííÿ (B1) ñïðîùó¹ ðèçèê-íåéòðàëüíó ìîäåëü äî íàñòóïíîãî âè-
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ãëÿäó:

dSt = rStdt+ σ(Yt)StdB
Q
t ,

dYt = (−αYt − kν(t))dt+ kdZQ
t ,

(3.10)

äå

BQ
t = Bt +

t∫
0

µ− r

σ(Ys)
ds,

ZQ
t = Zt +

t∫
0

ν(s)ds

� íåêîðåëüîâàíi ïðîöåñè Âiíåðà âiäíîñíî Q.

Ìåòà ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ � îöiíèòè �âðîïåéñüêèé îïöiîí êóïiâëi ó

(3.10). Îáìåæèìîñÿ âiäøóêàííÿì ôîðìóëè äëÿ öiíè îïöiîíó âiäíîñíî ìiíi-

ìàëüíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè. Ó öüîìó êîíòåêñòi íàì ñòàíå ó íàãîäi íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà Q íà ðèíêó, âèçíà-

÷åíîìó ìîäåëëþ (3.10), ¹ ìiíiìàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîöåñ ν,

àñîöiéîâàíèé ç ìiðîþ Q, òîòîæíî ðiâíèé íóëþ.

Íåîáõiäíiñòü äîâîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ëåìè 13.3 [48].

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ¹äèíîñòi ìiíiìàëüíî¨

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè.

Ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âèçíà÷à¹ åâîëþ-

öiþ öiíè àêòèâó, ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

St = S exp{rt+
t∫

0

σ(Ys)dB
Q
s − 1

2

t∫
0

σ2(Ys)ds}, 0 6 t 6 T. (3.11)

Äëÿ ôiêñîâàíî¨ òðà¹êòîði¨ Ys àðãóìåíò åêñïîíåíöiéíî¨ ôóíêöi¨ ó ïðàâié

÷àñòèíi (3.11) ¹ ãàóññîâèì ïðîöåñîì, i St, 1 6 t 6 T, ìà¹ ëîãíîðìàëüíèé

ðîçïîäië ç lnSt ∼ N
(
lnS + (r − 1

2 σ̄
2
t )t, σ̄

2
t t
)
, äå σ̂2t = σ̂2t (Ys) :=

1
t

∫ t
0 σ

2(Ys)ds,

0 6 t 6 T. Öåé ôàêò ¹ âèçíà÷àëüíèì äëÿ âiäøóêàííÿ âèðàçó äëÿ öiíè �âðî-

ïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi.
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Öiíà �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîìåíò ÷àñó 0 âiäíîñíî ìiíiìàëüíî¨

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ çàãàëüíîþ ôîðìóëîþ:

V0 = e−rT EQ(SQ
T −K)+.

Çàñòîñó¹ìî òåëåñêîïi÷íó âëàñòèâiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i ïåðåòâî-

ðèìî ïîïåðåäíié âèðàç òàêèì ÷èíîì:

V0 = e−rT EQ{EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T}}. (3.12)

Âíóòðiøí¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ óìîâíèì âiäíîñíî òðà¹êòîði¨ Ys, 0 6
s 6 T, à òîìó ôàêòè÷íî ¹ öiíîþ Áëåêà�Øîóëñà äëÿ ìîäåëi iç íåâèïàäêî-

âîþ çàëåæíîþ âiä ÷àñó âîëàòèëüíiñòþ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ç [89] âíóòðiøí¹

ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ó (3.12) ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ:

EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T}

= elnS+rT Φ

(
lnS + (r + 1

2σ̄
2
0)T − lnK

σ̄0
√
T

)
(3.13)

−KΦ

(
lnS + (r − 1

2σ̄
2
0)T − lnK

σ̄0
√
T

)
,

äå σ̄t :=

√
1

T

∫ T
t σ

2(Ys)ds > 0, Φ � ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïî-

äiëó. Çàóâàæèìî, ùî σ̄20(Ys) = σ̂2T (Ys). Âèðàç ó ëiâié ÷àñòèíi ìîæíà òðàêòóâà-

òè ÿê ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ó ïåðiîä ÷àñó âiä ïîòî÷íîãî ìîìåíòó

äî ÷àñó âèêîíàííÿ îïöiîíó. Ó ñâîþ ÷åðãó âèðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi ÿâëÿ¹ ñîáîþ

ñåðåäíþ âîëàòèëüíiñòü ó ïåðiîäi ÷àñó âiä ïî÷àòêîâîãî äî ïîòî÷íîãî.

Çàóâàæèìî, ùî âíóòðiøí¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi-

¹þ σ̄20 (äèâ. ëåìó 3.1 ç [89]). Ñàìå òàêó ïîâåäiíêó ìîæíà î÷iêóâàòè âiä öiíè

Áëåêà�Øîóëñà ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi.

Áåðó÷è äî óâàãè âèãëÿä âíóòðiøíüîãî iíòåãðàëà, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

çàäëÿ òîãî, ùîá âiäøóêàòè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ öiíè îïöiîíó V0, íåîáõiäíî

äîñëiäæóâàòè òà ïåðåòâîðþâàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Φ. Àëüòåðíàòèâíèé

ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó çàñòîñóâàííi íà öüîìó åòàïi ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.
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3.5. Âiäøóêàííÿ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó äëÿ öiíè îïöiîíó

Ç ðiâíîñòåé (3.12)-(3.13) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âiäøóêàííÿ ôîðìó-

ëè äëÿ öiíè îïöiîíó âèìàãà¹ âèâåäåííÿ òî÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî

ñïîäiâàííÿ Φ. Ó öüîìó ðîçäiëi ç öi¹þ ìåòîþ áóäå çàñòîñîâàíî îáåðíåíå ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹ ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.13).

Ââåäåìî íåâèïàäêîâi ôóíêöi¨ σi = σi(s), i = 1, 4 âèãëÿäó

σ1,2(s) =
s√
T

∓
√
s2T − 2T (ln (S/K) + rT )

T
, (3.14)

σ3,4(s) =
−s√
T

∓
√
s2T + 2T (ln (S/K) + rT )

T
. (3.15)

Îáåðåìî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ êîæíî¨ ç âèùåâêàçàíèõ ôóíêöié òàêèì ÷èíîì,

ùîá ãàðàíòóâàòè íåâiä'¹ìíiñòü âèðàçiâ ïiä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðåíÿ, òîáòî:

s2T > 2T (ln (S/K) + rT ) äëÿ σ1, σ2, i s2T > −2T (ln (S/K) + rT ) äëÿ σ3, σ4.

Ëåìà 3.2. Íåõàé ðèíîê îïèñó¹òüñÿ ìîäåëëþ (3.10) ç ïðèïóùåííÿìè (B1)-

(B3), Q ¹ ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, V0 � öiíà ¹âðîïåéñüêîãî îïöiî-

íó êóïiâëi ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó. Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåí-

íÿ:

1) äëÿ ln (S/K) + rT > 0 i k =
√
2(ln (S/K) + rT ) :

V0 = S erT
(
Φ(k) +

1√
2π

∞∫
k

(
Q(σ̄0 < σ1(s))

+Q(σ̄0 > σ2(s))
)
e−s

2/2 ds
)

−K
(
Φ(0) +

1√
2π

( ∞∫
0

Q(σ̄0 < σ4(s)) e
−s2/2 ds

−
0∫

−∞

Q(σ̄0 > σ4(s)) e
−s2/2 ds

))
;

(3.16)
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2) äëÿ ln (S/K) + rT < 0 i l =
√
−2(ln (S/K) + rT ) :

V0 = S erT
(1
2
+

1√
2π

( ∞∫
0

Q(σ̄0 > σ2(s)) e
−s2/2 ds

−
0∫

−∞

Q(σ̄0 < σ2(s)) e
−s2/2 ds

))

−K
(
Φ(−l)− 1√

2π

−l∫
−∞

(
Q(σ̄0 < σ3(s))

+Q(σ̄0 > σ4(s))
)
e−s

2/2 ds
)
.

(3.17)

Äîâåäåííÿ. Ç (3.12) i (3.13) ìà¹ìî:

V0 = S erT EQ(Φ(d1))−KEQ(Φ(d2)),

äå d1 i d2 âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

d1 =
lnS + (r + 1

2σ̄
2
0)T − lnK

σ̄0
√
T

, d2 = d1 − σ̄0
√
T . (3.18)

Φ(d1) =
1√
2π

d1∫
−∞

e−s
2/2 ds

=
1

2
+

1√
2π

I{d1>0}

d1∫
0

e−s
2/2 ds− 1√

2π
I{d1<0}

0∫
d1

e−s
2/2 ds.

(3.19)

Îòæå,

EQ(Φ(d1)) =
1

2
+

1√
2π

∞∫
0

Q(s < d1) e
−s2/2 ds

− 1√
2π

0∫
−∞

Q(s > d1) e
−s2/2 ds.

Éìîâiðíîñòi, ÿêi ¹ ÷àñòèíîþ ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçiâ, ìîæíà ïðåäñòàâèòè
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ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q(s < d1) = Q
(
1

2
σ̄20T − sσ̄0

√
T + ln (S/K) + rT > 0

)
,

Q(s > d1) = Q
(
1

2
σ̄20T − sσ̄0

√
T + ln (S/K) + rT < 0

)
.

Àíàëîãi÷íî äëÿ Φ(d2) âèêîíó¹òüñÿ

Φ(d2) =
1√
2π

d2∫
−∞

e−s
2/2 ds =

1

2
+

1√
2π

I{d2>0}

d2∫
0

e−s
2/2 ds− 1√

2π
I{d2<0}

0∫
d2

e−s
2/2 ds.

Òîäi

EQ(Φ(d2)) =
1

2
+

1√
2π

∞∫
0

Q(s < d2) e
−s2/2 ds

− 1√
2π

0∫
−∞

Q(s > d2) e
−s2/2 ds.

Éìîâiðíîñòi ç ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçiâ ìàþòü íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

Q(s < d2) = Q
(
1

2
σ̄20T + sσ̄0

√
T − ln (S/K)− rT < 0

)
,

Q(s > d2) = Q
(
1

2
σ̄20T + sσ̄0

√
T − ln (S/K)− rT > 0

)
.

Ðîçâ'ÿçêè êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü îïèñàíèì âèùå êâàäðà-

òíèì íåðiâíîñòÿì, ìîæóòü íå iñíóâàòè, òîìó ðîçãëÿíåìî äàëi íàñòóïíi ìî-

æëèâîñòi äëÿ äèñêðèìiíàíòiâ:

1) äèñêðèìiíàíòD12 := s2T−2T (ln (S/K)+rT ) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

âiäíîñíî s. Ìà¹ìî äâà âàðiàíòè:

1.1) ln (S/K) + rT > 0. Òîäi äëÿ k =
√

2(ln (S/K) + rT ) : D12 < 0,

s ∈ (−k; k); D12 > 0, s ∈ (−∞;−k) ∪ (k;∞). Çà òàêèõ óìîâ ìà¹
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ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ EQ(Φ(d1)):

EQ(Φ(d1)) =
1

2
+

1√
2π

( k∫
0

e−s
2/2 ds+

∞∫
k

(
Q(σ̄0 < σ1(s))

+Q(σ̄0 > σ2(s))
)
e−s

2/2 ds
)

− 1√
2π

−k∫
−∞

(
Q(σ̄0 < σ2(s))−Q(σ̄0 < σ1(s))

)
e−s

2/2 ds.

1.2) ln (S/K) + rT 6 0. Òîäi äëÿ âñiõ s ∈ R : D12 > 0. Çà òàêèõ óìîâ

ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ EQ(Φ(d1)):

EQ(Φ(d1)) =
1

2
+

1√
2π

∞∫
0

(
Q(σ̄0 < σ1(s))

+Q(σ̄0 > σ2(s))
)
e−s

2/2 ds

− 1√
2π

0∫
−∞

(
Q(σ̄0 < σ2(s))−Q(σ̄0 < σ1(s))

)
e−s

2/2 ds.

2) äèñêðèìiíàíòD34 := s2T+2T (ln (S/K)+rT ) ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ

âiäíîñíî s. Ìà¹ìî äâà âàðiàíòè:

2.1) ln (S/K) + rT < 0. Òîäi äëÿ l =
√
−2(ln (S/K) + rT ) : D34 < 0,

s ∈ (−l; l); D34 > 0, s ∈ (−∞;−l) ∪ (l;∞). Çà òàêèõ óìîâ ìà¹

ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ EQ(Φ(d2)):

EQ(Φ(d2)) =
1

2
+

1√
2π

∞∫
l

(
Q(σ̄0 < σ4(s))

−Q(σ̄0 < σ3(s))
)
e−s

2/2 ds− 1√
2π

( 0∫
−l

e−s
2/2 ds

+

−l∫
−∞

(
Q(σ̄0 < σ3(s)) +Q(σ̄0 > σ4(s))

)
e−s

2/2 ds
)
.

2.2) ln (S/K) + rT > 0. Òîäi äëÿ âñiõ s ∈ R : D34 > 0. Çà òàêèõ óìîâ
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ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ EQ(Φ(d2)):

EQ(Φ(d2)) =
1

2
+

1√
2π

∞∫
0

(
Q(σ̄0 < σ4(s))

−Q(σ̄0 < σ3(s))
)
e−s

2/2 ds

− 1√
2π

0∫
−∞

(
Q(σ̄0 < σ3(s)) +Q(σ̄0 > σ4(s))

)
e−s

2/2 ds.

Ïî¹äíóþ÷è îïèñàíi âèùå âèïàäêè, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ öiíè

îïöiîíó:

1) äëÿ ln (S/K) + rT > 0 :

V0 = S erT
(
Φ(k) +

1√
2π

( ∞∫
k

(
Q(σ̄0 < σ1(s))

+Q(σ̄0 > σ2(s))
)
e−s

2/2 ds

−
−k∫

−∞

(
Q(σ̄0 < σ2(s))−Q(σ̄0 < σ1(s))

)
e−s

2/2 ds
))

−K
(1
2
+

1√
2π

( ∞∫
0

(
Q(σ̄0 < σ4(s))−Q(σ̄0 < σ3(s))

)
e−s

2/2 ds

−
0∫

−∞

(
Q(σ̄0 < σ3(s)) +Q(σ̄0 > σ4(s))

)
e−s

2/2 ds
))

;

(3.20)
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2) äëÿ ln (S/K) + rT < 0 :

V0 = S erT
(1
2
+

1√
2π

( ∞∫
0

(
Q(σ̄0 < σ1(s))

+Q(σ̄0 > σ2(s))
)
e−s

2/2 ds

−
0∫

−∞

(
Q(σ̄0 < σ2(s))−Q(σ̄0 < σ1(s))

)
e−s

2/2 ds
))

−K
(
Φ(−l) + 1√

2π

( ∞∫
l

(
Q(σ̄0 < σ4(s))

−Q(σ̄0 < σ3(s))
)
e−s

2/2 ds

−
−l∫

−∞

(
Q(σ̄0 < σ3(s)) +Q(σ̄0 > σ4(s))

)
e−s

2/2 ds
))
.

(3.21)

Çàóâàæèìî, ùî σ̄0 > 0, i äåÿêi ç éìîâiðíîñòåé, îïèñàíèõ âèùå òîòîæíüî

ðiâíi íóëþ. Òîäi (3.20) i (3.21) ñïðîùóþòüñÿ äî çîáðàæåíü (3.16) i (3.17) âiä-

ïîâiäíî.

Íåõàé Si ⊂ R � ìíîæèíè, íà ÿêèõ σi(s), i = 1, 4, äîäàòíi. Ëåãêî ïåðåêî-

íàòèñÿ, ùî ôóíêöi¨, ÿêi ñòîÿòü ïiä çíàêàìè iíòåãðàëiâ ó (3.16)-(3.17) äîäàòíi

íà iíòåðâàëàõ iíòåãðóâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20 ¹ êóñêîâî-

íåïåðåðâíîþ íà R. Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ Si éìîâiðíîñòi ó ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçàõ (3.16)-(3.17)

ìàþòü íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

Q(σ̄0 < σi(s)) = Q(σ̄20 < σ2
i (s))

= lim
ε→0

1

2π

σ2
i (s)∫

−∞

 ∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)du

 dy,
(3.22)

äå ϕ(u) = EQ(eiuσ̄
2
0) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ σ̄20.

Ç îãëÿäó íà âèêëàäåíå âèùå, ìè äîâåëè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ÷àñòèíè

ðîáîòè, ÿêèé òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè.



73

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé ðèíîê âèçíà÷åíî ìîäåëëþ (3.10) ç ïðèïóùåííÿìè

(B1)-(B3), Q ¹ ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ, V0 � öiíà ó ïî÷àòêî-

âèé ìîìåíò ÷àñó ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi. Íåõàé ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20 ¹ êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ íà R. Òîäi ìàþòü ìiñöå íà-

ñòóïíi çîáðàæåííÿ:

1) äëÿ ln (S/K) + rT > 0 i k =
√
2(ln (S/K) + rT ) :

V0 = lim
ε→0

(
S erT

(
Φ(k) +

1

(2π)3/2

( ∞∫
k

( σ2
1(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp
(
iyu−

ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy +

∞∫
σ2
2(s)

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy

)
e−s

2/2 ds
))

−K
(1
2
+

1

(2π)3/2

( ∞∫
0

σ2
4(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp
(
iyu

−ε
2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds

+

0∫
−∞

∞∫
σ2
4(s)

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds
)))

;

2) äëÿ ln (S/K) + rT < 0 i l =
√
−2(ln (S/K) + rT ) :

V0 = lim
ε→0

(
S erT

(1
2
+

1

(2π)3/2

( ∞∫
0

∞∫
σ2
2(s)

∞∫
−∞

exp
(
iyu−

ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds

−
0∫

−∞

σ2
2(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy e−s

2/2 ds
))

−K
(
Φ(−l)− 1

(2π)3/2

−l∫
−∞

( σ2
3(s)∫

−∞

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy

+

∞∫
σ2
4(s)

∞∫
−∞

exp

(
iyu− ε2u2

2

)
ϕ(u)dudy

)
e−s

2/2 ds
))

,
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äå ϕ(u) = EQ(eiuσ̄
2
0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20;

σi = σi(s), i = 1, 4, ìàþòü âèãëÿä (3.14), (3.15).

Çàóâàæåííÿ 3.1. ßêùî σ̄0 ∈ L2(R), òî ó òåîðåìi 3.5 äîïóñòèìèé ãðàíè-

÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêàìè iíòåãðàëiâ. Òîäi ε ìîæíà ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ, i òèì

ñàìèì ñïðîñòèòè âèðàç äëÿ öiíè îïöiîíó.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ó ïðèïóùåííi, ùî σ îáìåæåíà, àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ

öiíè îïöiîíó ìîæíà çàïèñàòè ó òåðìiíàõ ìîìåíòiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20.

Äiéñíî, ó öüîìó âèïàäêó σ̄20 òàêîæ îáìåæåíà, òîìó õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-

êöiÿ ϕ(u) äîïóñêà¹ ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ:

ϕ(u) = 1 +
∞∑
j=1

ijuj

j!
mj, (3.23)

äå mn ¹ n-òèì ìîìåíòîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20, i =
√
−1.

Ìîìåíòè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20 ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi iç çàñòîñóâàííÿì

òîãî ôàêòó, ùî ñêií÷åííî-âèìiðíi ðîçïîäiëè ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ¹

ãàóññîâèìè ðîçïîäiëàìè. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ ïðîöåñó

Ys ¹ íåâèðîäæåíîþ i ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó(
Σi,l
)j
i,l=1

=
k2

2α
exp (−α(ti + tl))

×(exp(2αmin(ti, tl))− 1),

(3.24)

îòðèìó¹ìî íàñòóïíå çîáðàæåííÿ äëÿ ìîìåíòiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄20 :

mj =
1

T j

T∫
0

. . .

T∫
0

∫
Rj

σ2(y1) . . . σ
2(yj)

(2π)j/2|Σ|1/2

× e−
1
2 (y−µ)

⊤Σ−1(y−µ) dydt1 . . . dtj,

(3.25)

äå y = (y1, . . . , yj), dy = dy1 × · · · × dyj, µ = (Y0 e
−αy1, . . . , Y0 e

−αyj) .

3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi ââåäåíî òà îïèñàíî îñíîâíèé îá'¹êò äîñëiäæåííÿ çíà÷íî¨

÷àñòèíè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � äèôóçiéíó ìîäåëü ôiíàíñîâîãî ðèíêó çi ñòîõà-
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ñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, çàäàíîþ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�

Óëåíáåêà.

Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ òî÷íà àíàëiòè÷íà ôîðìóëà öiíè ¹â-

ðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ðîçãëÿäóâàíié ìîäåëi. Ïðîòå òî÷íà ôîðìóëà ¹

äîñòàòíüî ñêëàäíîþ ó çàñòîñóâàííi, òîìó ó ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ áóäå çîêðåìà

ïðèäiëåíî óâàãó òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü öiíè îïöiîíó, à

òàêîæ âiäøóêàííþ àëüòåðíàòèâíèõ ïiäõîäiâ äî îöiíþâàííÿ îïöiîíiâ.
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ÐÎÇÄIË 4

ÎÖIÍÞÂÀÍÍß �ÂÐÎÏÅÉÑÜÊÎÃÎ ÎÏÖIÎÍÓ ÊÓÏIÂËI Ó

ÌÎÄÅËI ÇI ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÂÎËÀÒÈËÜÍIÑÒÞ, ßÊÀ

ÇÀÄÀ�ÒÜÑß ÏÐÎÖÅÑÎÌ ÎÐÍØÒÅÉÍÀ�ÓËÅÍÁÅÊÀ.

ÑÈÌÓËßÖI�

Ó ðîçäiëi 4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ òðà¹êòîðié ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà äèñêðåòíèìè àíàëîãàìè ç ìåòîþ îòðèìàííÿ àïðîêñè-

ìàöi¨ äëÿ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó ìîäåëi ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ. Çàñòîñîâó¹òüñÿ àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà Åéëåðà-Ìàðóÿìè. Äëÿ

çàäàíèõ íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ âèçíà÷åíî íàáëèæåííÿ öiíè îïöiîíó. Âèçíà÷åíî

øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ öiíè i òî÷íîãî çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨

âîëàòèëüíîñòi ïðè ñïðÿìóâàííi âåëè÷èíè äèñêðåòèçàöiéíîãî iíòåðâàëó äî íó-

ëÿ. Äîñëiäæó¹òüñÿ òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ äëÿ âèïàäêó, êîëè òî÷íå çíà÷åííÿ

öiíè îïöiîíó ìîæëèâî îá÷èñëèòè.

Ðîçäië ïîáóäîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî ðîç-

ãëÿäóâàíó ìîäåëü ðèíêó i àïðîêñèìóþ÷ó äèñêðåòèçàöiéíó ñõåìó. Äðóãèé ïiä-

ðîçäië ïðåäñòàâëÿ¹ ïîðiâíÿííÿ öií �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó ó âèïàäêó äèñêðå-

òíîãî òà íåïåðåðâíîãî ÷àñó òà ïðåäñòàâëÿ¹ ðåçóëüòàò äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi

çáiæíîñòi. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè ñèìóëÿöi¨. Ó

÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ òî÷íiñòü äèñêðåòíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ó âè-

ïàäêó íåâèïàäêîâî¨ âîëàòèëüíîñòi. Ó ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ

òà äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ äèñêðåòèçàöiéíèõ ñõåì i øâèäêîñòi

¨õíüî¨ çáiæíîñòi.
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4.1. Ìîäåëü ðèíêó i äèñêðåòíà àïðîêñèìàöiÿ ïðîöåñó, ùî

âèçíà÷à¹ âîëàòèëüíiñòü

Íåõàé {Ω,F ,F = {F (B,Z)
t , t > 0},P} � ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëü-

òðàöi¹þ, ïîðîäæåíîþ ïðîöåñàìè Âiíåðà {Bt, Zt, 0 6 t 6 T}. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ìîäåëü ðèíêó, íà ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ òîðãiâëÿ îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, åâî-

ëþöiÿ öiíè ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì {St, 0 6 t 6
T}, à âîëàòèëüíiñòü öiíè âèçíà÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�

Óëåíáåêà. Òàêèì ÷èíîì, ðèíîê îïèñó¹òüñÿ ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü (3.1)-(3.2).

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ââåäåíi ó ïóíêòi 3.1 ïîçíà÷åííÿ òà ââàæàòèìåìî

âèêîíàíèìè ïðèïóùåííÿ, âñòàíîâëåíi ó ïóíêòi 3.4:

(B1) ïðîöåñè Âiíåðà B i Z íåêîðåëüîâàíi;

(Â2) ôóíêöiÿ âîëàòèëüíîñòi σ : R → R+ ¹ âèìiðíîþ, âiääiëåíîþ âiä íóëÿ

äåÿêîþ ñòàëîþ c:

σ(x) > c > 0, x ∈ R,

i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
∫ T
0 σ2(Yt)dt <∞ ì.í.;

(Â3) α, µ i k � äîäàòíi ñòàëi.

Ïðîöåñ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, ùî êåðó¹ âîëàòèëüíiñòþ öiíè àêòèâó, äîïó-

ñêà¹ íàñòóïíå ÿâíå çîáðàæåííÿ:

Yt = Y0 e
−αt+k

t∫
0

e−α(t−s) dZs. (4.1)

Çãiäíî ç ìiðêóâàííÿìè, âèêëàäåíèìè ó ðîçäiëi 3, ìîæåìî ïåðåéòè äî ðèçèê-

íåéòðàëüíî¨ ìîäåëi, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ Q.

Òîäi ðiâíÿííÿ (3.1)-(3.2) âiäíîñíî ìiíiìàëüíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè íàáóâàþòü

âèãëÿäó (3.10).

Ðîçãëÿäóâàíà íåïåðåðâíà ìîäåëü äîïóñêà¹ ðiçíîìàíiòíi àïðîêñèìàöi¨ ó

äèñêðåòíîìó ÷àñi. Ó öüîìó ðîçäiëi çàñòîñó¹ìî äîáðå âiäîìó àïðîêñèìàöiéíó

ñõåìó Åéëåðà�Ìàðóÿìè, ÿêó òàêîæ íàçèâàþòü ñõåìîþ Åéëåðà. Íàáëèæåííÿì
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Åéëåðà�Ìàðóÿìè iñòèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà (3.2) ¹ ìàðêiâñüêèé

ëàíöþã Y (m), âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì ÷èíîì:

� ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [0, T ] íà m ðiâíèõ ïiäiíòåðâàëiâ äîâ-

æèíè ∆t = T/m;

� ïî÷òàêîâå çíà÷åííÿ ñõåìè âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíiñòþ: Y (m)
0 = Y0;

� Y
(m)
l+1 , ùî ¹ ñêîðî÷åíèì çàïèñîì Y (m)

(l+1)T/m, 0 6 l 6 m− 1, âèçíà÷à¹òüñÿ

ðåêóðñèâíî:

Y
(m)
l+1 = (1− α∆t)Y

(m)
l + k∆ZQ

l , (4.2)

äå ∆ZQ
l = ZQ

(l+1)T/m − ZQ
lT/m.

Íåïåðåðâíèé ïðîöåñ Y (m)
t ¹ ñòóïií÷àñòèì ïðîöåñîì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì

÷èíîì:

Y
(m)
t = Y

(m)
[tm/T ]T/m, t ∈ [0, T ],

äå �[x]� ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó x.

4.2. Ïîõèáêà ïðè íàáëèæåíîìó îá÷èñëåííi öiíè ¹âðîïåéñüêîãî

îïöiîíó êóïiâëi

Öiíà ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi V ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ó ìîäå-

ëi (3.10) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.12). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ âíóòðiøíüîãî

ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ç âèðàçó (3.12), âèçíà÷åíîãî ó (3.13):

P := EQ{(SQ
T −K)+|Ys, 0 6 s 6 T} = elnS+rT Φ(d1)−KΦ(d2)

:= elnS+rT Φ

(
lnS + (r + 1

2σ̄
2)T − lnK

σ̄
√
T

)
−KΦ

(
lnS + (r − 1

2σ̄
2)T − lnK

σ̄
√
T

)
.

Ìè ìà¹ìî íà ìåòi îöiíèòè ïîõèáêó, ùî âèíèêà¹ ó ðåçóëüòàòi íàáëèæåííÿ

òî÷íî¨ ôîðìóëè (3.12) øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè Åéëåðà

äî ïðîöåñó, ÿêèé êåðó¹ âîëàòèëüíiñòþ. Òîáòî íåîáõiäíî îöiíèòè ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè R, âèçíà÷åíî¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

R := |P − P̂m|, (4.3)
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äå P îïèñàíî âèùå,m � êiëüêiñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [0, T ] íà iíòåðâàëè

îäíàêîâîãî ðîçìiðó, P̂m � öiíà îïöiîíó ó äèñêðåòíié ìîäåëi, ðîçðàõîâàíà çà

ôîðìóëîþ, àíàëîãi÷íîþ äî (3.13):

P̂m = elnS+rT Φ
(
d
(m)
1

)
−KΦ

(
d
(m)
2

)
, (4.4)

äå

d
(m)
1 =

lnS + (r + 1
2 σ̄

2
m)T − lnK

σ̄m
√
T

; (4.5)

d
(m)
2 =

lnS + (r − 1
2σ̄

2
m)T − lnK

σ̄m
√
T

(4.6)

Ïîïåðåäíi âèðàçè âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

σ̄m =

√√√√ 1

T

m∑
l=1

σ2
(
Y

(m)
l

) T
m

=

√√√√ 1

m

m∑
l=1

σ2
(
Y

(m)
l

)
, (4.7)

äå Y (m)
l âèçíà÷åíî ó (4.2).

Ìè íå äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ âiäøóêàííÿ òî÷íîãî àáî íàáëèæåíîãî çíà÷åí-

íÿ R. Îïèñàíà âèùå ñèñòåìà ìîäåëåé öiêàâà ç òî÷êè çîðó øâèäêîñòi çáiæíîñòi

äèñêðåòíî¨ ìîäåëi äî íåïðåðâíî¨. Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè øâèäêiñòü çáiæíîñòi,

íåîáõiäíî îòðèìàòè îöiíêó çãîðè äëÿ R ó òåðìiíàõ m.

Ïîðiâíþþ÷è (3.13) i (4.4), ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨

âèíèêà¹ âèêëþ÷íî ÷åðåç ðiçíèöþ ìiæ σ̄ òà σ̄m. Òîìó â ïåðøó ÷åðãó äëÿ êî-

æíîãî m âñòàíîâèìî îöiíêó çãîðè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìîäóëÿ öi¹¨

ðiçíèöi. Ïiñëÿ öüîãî R ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi Rσ := E|σ̄ − σ̄m|.

Ëåìà 4.1. Íåõàé σ2(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà:

|σ2(x)− σ2(y)| 6 L|x− y|γ, (4.8)

äå 0 < γ 6 1, L � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Òîäi ERσ 6 Cm−0.5γ, äå C � äåÿêà

äîäàòíà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Âèãëÿä ôóíêöié σ̄m i σ̄ ñïîíóêà¹ äî ðîçãëÿäó ¨õ êâàäàðòiâ.
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Ùîá ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó σ̄2m i σ̄2, çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà:

E|σ̄m − σ̄| = E

∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√ 1

T

T∫
0

σ2(Ys)ds−

√√√√ 1

m

m∑
i=1

σ2
(
Y

(m)
i

)∣∣∣∣∣∣∣
6 E

∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√
∣∣∣∣∣∣ 1T

T∫
0

σ2(Ys)ds−
1

m

m∑
i=1

σ2
(
Y

(m)
i

)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

6

E

∣∣∣∣∣∣ 1T
T∫

0

σ2(Ys)ds−
1

m

m∑
i=1

σ2
(
Y

(m)
i

)∣∣∣∣∣∣
1/2

.

Òåïåð ïðåäñòàâèìî iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè iíòåãðàëiâ çà áiëüø êîðîòêèìè

ïðîìiæêàìè. Îñêiëüêè äðóãèé äîäàíîê íå çàëåæèòü âiä s, ìîæåìî çàíåñòè

éîãî ïiä çíàê iíòåãðàëó, ïîìíîæèâøè íà ÷èñëî, îáåðíåíå äî äîâæèíè iíòåð-

âàëó iíòåãðóâàííÿ.

E|σ̄m − σ̄| 6

E

∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑
i=0

 1

T

(i+1)T/m∫
iT/m

σ2(Ys)ds−
1

m
σ2
(
Y

(m)
i+1

)
∣∣∣∣∣∣∣


1/2

=

E

∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑
i=0

 1

T

(i+1)T/m∫
iT/m

σ2(Ys)ds−
1

m

m

T

(i+1)T/m∫
iT/m

σ2
(
Y

(m)
i+1

)
ds


∣∣∣∣∣∣∣


1/2

=

E

∣∣∣∣∣∣∣
1

T

m−1∑
i=0

(i+1)T/m∫
iT/m

(
σ2(Ys)− σ2

(
Y

(m)
i+1

))
ds

∣∣∣∣∣∣∣


1/2

.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ Ãåëüäåðà ôóíêöi¨ σ2(x) :E

∣∣∣∣∣∣∣
1

T

m−1∑
i=0

(i+1)T/m∫
iT/m

(
σ2(Ys)− σ2

(
Y

(m)
i+1

))
ds

∣∣∣∣∣∣∣


1/2

6

L
T
E

m−1∑
i=0

(i+1)T/m∫
iT/m

∣∣∣Ys − Y
(m)
i+1

∣∣∣γ ds



1/2
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=

L
T

m−1∑
i=0

(i+1)T/m∫
iT/m

E
∣∣∣Ys − Y

(m)
i+1

∣∣∣γ ds


1/2

.

Íàãàäà¹ìî, ùî Y (m)
i ¹ êîðîòêèì çàïèñîì âèðàçó Y (m)

iT/m = Y
(m)
s , s ∈ [iT/m,

(i + 1)T/m). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 4.1 âèïëèâà¹, ùî E
∣∣∣Ys − Y

(m)
i+1

∣∣∣ 6 C1m
−1, äå

C1 äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ùîá îòðèìàòè

E
∣∣∣Ys − Y

(m)
i+1

∣∣∣γ 6 Cγ
1m

−γ.

Îòæå:

E|σ̄m − σ̄| 6
(
L

T
m
T

m
Cγ

1m
−γ
)1/2

= Cm−γ/2,

äëÿ C :=
√
LCγ

1 , ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ïîïåðåäíÿ ëåìà äîçâîëÿ¹ äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ÷àñòèíè ðîáîòè.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé σ2(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà (4.8). Òîäi ER 6
Dm−γ/2, äå D � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ Φ(x) ìà¹ íåïåðåðâíó îáìåæåíó ïîõiäíó íà R, òîìó

ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ¨¨ ëiïøèöåâiñòþ:

ER = E
∣∣∣P − P̂m

∣∣∣
6 E

(
S erT

∣∣∣Φ(d1)− Φ(d
(m)
1 )
∣∣∣+K

∣∣∣Φ(d2)− Φ(d
(m)
2 )
∣∣∣ )

6 E
(
sup
x

|f(x)|
(
S erT |d1 − d

(m)
1 |+K|d2 − d

(m)
2 |
))

6 1√
2π

E
(
S erT |d1 − d

(m)
1 |+K|d2 − d

(m)
2 |
)
,

äå f(x) = 1√
2π

e−
x2

2 � ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi ñòàíàäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-

ëó. Ó ïîïåðåäíüîìó âèðàçi

|d1 − d
(m)
1 | =

∣∣∣∣(1

σ̄
− 1

σ̄m

)
lnS − lnK + rT√

T
+

1

2

√
T (σ̄ − σ̄m)

∣∣∣∣
6 |σ̄ − σ̄m|

∣∣∣∣∣ 1

σ̄σ̄m

ln(S/K) + rT√
T

+

√
T

2

∣∣∣∣∣
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6 |σ̄ − σ̄m|

∣∣∣∣∣ ln(S/K) + rT

c2
√
T

+

√
T

2

∣∣∣∣∣ ,
äå c � äîäàòíà ñòàëà, i âèêîíàííÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ïðèïó-

ùåííÿì ïðî òå, ùî σ(x) âiääiëåíà âiä íóëÿ äëÿ âñiõ x ∈ R (äèâ. ïðèïóùåííÿ

(Â2) âèùå). Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4.1, îòðèìó¹ìî

E|d1 − d
(m)
1 | 6 C1E|σ̄ − σ̄m| 6 D1m

−γ/2,

äå C1 :=
∣∣∣ ln(S/K)+rT

c2
√
T

+
√
T
2

∣∣∣ i D1 � äîäàòíi ñòàëi.

Àíàëîãi÷íî E|d2 − d
(m)
2 | 6 D2m

−γ/2, D2 = const > 0, i òîìó ìà¹ìî

ER = E
∣∣∣P − P̂m

∣∣∣ 6 1√
2π

(
D1S erT m−γ/2 +D2Km

−γ/2
)
= Dm−γ/2, (4.9)

äëÿ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ D.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

4.3. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè

Åéëåðà-Ìàðóÿìè

Òåîðåìà 3.5, äîâåäåíà ó ðîçäiëi 3, íàäà¹ àíàëiòè÷íå çîáðàæåííÿ äëÿ öi-

íè ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ. Ïðîòå çàñòîñóâàííÿ ïðåäñòàâëåíî¨ ó òåîðåìi ôîðìóëè äëÿ îá-

÷èñëåííÿ öiíè îïöiîíó ¹ äîñèòü âàæêîþ çàäà÷åþ ÷åðåç ñêëàäíiñòü ôîðìóëè òà

ïîòåíöiéíî âèñîêi âèòðàòè ÷àñó íà ðîçðàõóíêè. Íèæ÷å ó öüîìó ðîçäiëi ïðåä-

ñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ öiíè �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi øëÿõîì

ñèìóëÿöié.

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäÿòüñÿ ó Matlab 7.9.0 i çäiéñíþþòüñÿ çà íàñòóïíèì çà-

ãàëüíèì àëãîðèòìîì:

1. Îáèðàþòüñÿ íàáîðè çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ;

2. Îáèðà¹òüñÿ âèãëÿä ôóíêöi¨ σ(Ys);

3. Äëÿ âñiõ êîìáiíàöié ïàðàìåòðiâ ãåíåðó¹ìî 1000 òðà¹êòîðié ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà øëÿõîì ðîçáèòòÿ âñüîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó íà
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iíòåðâàëè äîâæèíè ∆t = 0.001 i ìîäåëþâàííÿ çíà÷åíü ïðîöåñó ó öèõ

òî÷êàõ (òîáòî ãåíåðóþòüñÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

iç âiäîìèì ñåðåäíiì òà ñòàíäàðòíèì âiäõèëåííÿì çà äîïîìîãîþ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (4.2)). Äàëi äëÿ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ çàñòîñîâó¹ìî (4.4), ùîá

îá÷èñëèòè σ̄2m i öiíó îïöiîíó. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî âèáiðêó çíà÷åíü

öiíè îïöiîíó. Âèáiðêîâå ñåðåäí¹ ïîçíà÷àòèìåìî ÊP̂m. Ñåðåäíÿ âîëà-

òèëüíiñòü çà âñiìà òðà¹êòîðiÿìè óçäîâæ âñüîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Êσ̄2m.

Òàáëèöÿ 4.1

σ2(Ys) = a|Ys|+ b

T k r K a b Êσ̄2m ÊP̂m Êσ̄2m ÊP̂m

α = 1 α = 100

0,25 0,1 0 0,8 1 0 0,088 0,204 0,009 0,200

0,5 0,1 0 0,8 1 0 0,082 0,213 0,007 0,200

1 0,1 0 0,8 1 0 0,073 0,227 0,007 0,200

0,25 0,5 0 0,8 1 0 0,147 0,211 0,031 0,200

0,5 0,5 0 0,8 1 0 0,185 0,235 0,030 0,201

1 0,5 0 0,8 1 0 0,216 0,280 0,029 0,207

0,25 1 0 0,8 1 0 0,264 0,224 0,059 0,201

0,5 1 0 0,8 1 0 0,338 0,264 0,058 0,207

1 1 0 0,8 1 0 0,412 0,334 0,058 0,221

0,25 0,1 0,01 1 1 0,2 0,289 0,108 0,209 0,092

0,5 0,1 0,01 1 1 0,2 0,281 0,151 0,207 0,130

1 0,1 0,01 1 1 0,2 0,273 0,210 0,207 0,184

0,25 0,5 0,01 1 1 0,2 0,346 0,117 0,231 0,097

0,5 0,5 0,01 1 1 0,2 0,375 0,172 0,230 0,137

1 0,5 0,01 1 1 0,2 0,414 0,254 0,229 0,193

0,25 1 0,01 1 1 0,2 0,459 0,134 0,259 0,102
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Òàáëèöÿ 4.1 � Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi

T k r K a b Êσ̄2m ÊP̂m Êσ̄2m ÊP̂m

α = 1 α = 100

0,5 1 0,01 1 1 0,2 0,532 0,203 0,258 0,145

1 1 0,01 1 1 0,2 0,617 0,305 0,258 0,204

0,25 0,1 0,02 1,2 1 1 1,089 0,141 1,009 0,134

0,5 0,1 0,02 1,2 1 1 1,079 0,228 1,007 0,218

1 0,1 0,02 1,2 1 1 1,073 0,347 1,007 0,335

0,25 0,5 0,02 1,2 1 1 1,148 0,147 1,031 0,136

0,5 0,5 0,02 1,2 1 1 1,178 0,240 1,030 0,221

1 0,5 0,02 1,2 1 1 1,216 0,371 1,029 0,339

0,25 1 0,02 1,2 1 1 1,262 0,157 1,059 0,138

0,5 1 0,02 1,2 1 1 1,341 0,260 1,058 0,225

1 1 0,02 1,2 1 1 1,414 0,402 1,058 0,344

Ïî÷íåìî ç òîãî, ùî íàãàäà¹ìî ñóòíiñòü ïàðàìåòðiâ, òà îáåðåìî íàáîðè ¨õ

çíà÷åíü äëÿ ñèìóëÿöié:

T � ÷àñ äî âèêîíàííÿ îïöiîíó, T = 0.25; 0.5; 1;

k � âîëàòèëüíiñòü ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, k = 0.1; 0.5; 1;

α � ðiâåíü ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî (mean-reversion rate), α = 1; 100;

r � âiäñîòêîâà ñòàâêà, r = 0; 0.01; 0.02;

K � ñòðàéêîâà öiíà, K = 0.8; 1; 1.2;

S0 � öiíà àêòèâó ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, S0 = 1;

Y0 � çíà÷åííÿ ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, ÿêèé êåðó¹ âîëàòèëüíiñòþ,

ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, Y0 = 0.1.

Ðîçãëÿäàòèìåìî íàñòóïíi âàðiàíòè ôóíêöi¨ σ(Ys) :

1. σ2(Ys) = a|Ys|+ b, äå a = {0, 1}, b = {0, 0.2, 1};
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2. σ2(Ys) = eYs +c, c = 0.02.

Ðåçóëüòàòè ñèìóëÿöié ðîçáèâàþòüñÿ íà ãðóïè â çàëåæíîñòi âiä ðiâíÿ ïî-

âåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî α òà ôóíêöi¨ σ(Ys). Áåççìiñòîâíi òà íå öiêàâi ðåçóëü-

òàòè, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ó ðåçóëüòàòi ñèìóëÿöié ç ïåâíèìè êîìáiíàöiÿìè

ïàðàìåòðiâ, iãíîðóþòüñÿ.

Ðiâåíü ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî, ðiâíèé 1, âiäïîâiäà¹ ìîäåëÿì ç ïîâiëü-

íèì ïîâåðíåííÿì äî ñåðåäíüîãî, à ìîäåëi, ùî øâèäêî ïîâåðòàþòüñÿ äî ñåðå-

äíüîãî, ó õîäi öüîãî äîñëiäæåííÿ õàðàêòåðèçóâàòèìóòüñÿ çíà÷åííÿì α = 100.

Ïèòàííÿ øâèäêîñòi ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî ðîçãëÿäàþòüñÿ, çîêðåìà, ó [34].

Òàáëèöÿ 4.2

σ2(Ys) = eYs +c

T k r K Êσ̄2m ÊP̂m Êσ̄2m ÊP̂m

α = 1 α = 100

0,25 0,1 0 0,8 1,113 0,303 1,024 0,297

0,5 0,1 0 0,8 1,103 0,372 1,022 0,363

1 0,1 0 0,8 1,088 0,465 1,021 0,456

0,25 0,5 0 0,8 1,135 0,305 1,025 0,297

0,5 0,5 0 0,8 1,131 0,374 1,023 0,363

1 0,5 0 0,8 1,119 0,468 1,022 0,456

0,25 1 0 0,8 1,184 0,307 1,027 0,297

0,5 1 0 0,8 1,212 0,380 1,025 0,363

1 1 0 0,8 1,238 0,478 1,024 0,456

0,25 0,1 0,01 1 1,112 0,209 1,024 0,201

0,5 0,1 0,01 1 1,103 0,291 1,022 0,281

1 0,1 0,01 1 1,086 0,401 1,021 0,390

0,25 0,5 0,01 1 1,121 0,209 1,025 0,201

0,5 0,5 0,01 1 1,129 0,294 1,023 0,281

1 0,5 0,01 1 1,128 0,405 1,022 0,390
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Òàáëèöÿ 4.2 � Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi

T k r K Êσ̄2m ÊP̂m Êσ̄2m ÊP̂m

α = 1 α = 100

0,25 1 0,01 1 1,178 0,213 1,026 0,201

0,5 1 0,01 1 1,206 0,299 1,025 0,281

1 1 0,01 1 1,216 0,412 1,023 0,390

0,25 0,1 0,02 1,2 1,110 0,143 1,024 0,135

0,5 0,1 0,02 1,2 1,103 0,231 1,022 0,220

1 0,1 0,02 1,2 1,087 0,349 1,021 0,338

0,25 0,5 0,02 1,2 1,133 0,145 1,025 0,135

0,5 0,5 0,02 1,2 1,128 0,233 1,023 0,220

1 0,5 0,02 1,2 1,115 0,352 1,021 0,338

0,25 1 0,02 1,2 1,162 0,147 1,027 0,135

0,5 1 0,02 1,2 1,201 0,239 1,025 0,220

1 1 0,02 1,2 1,255 0,367 1,023 0,338

Âiäìiòèìî òîé ôàêò, ùî ïðè øâèäøîìó ïîâåðíåííi äî ñåðåäíüîãî ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ñåðåäíÿ âîëàòèëüíiñòü Êσ̄2m i, ÿê íàñëiäîê, öiíà îïöiîíó

íèæ÷i, ÿê i âàðòî áóëî î÷iêóâàòè âiä ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi.

Òàáëèöi 4.3, 4.4 iëþñòðóþòü çìiíó öiíè îïöiîíó iç çìåíøåííÿì êðîêó ó

äèñêðåòíié ìîäåëi.

Òàáëèöÿ 4.3

σ2(Ys) = |Ys|+ 0.2, K = 1, r = 0.02, k = 0.1, T = 1

∆t α Êσ̄2m d̄
(m)
1 d̄

(m)
2 ÊP̂m

10−2 1 0,272367 0,299043 -0,222056 0,213552

10−3 1 0,271043 0,298506 -0,221338 0,213073
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Òàáëèöÿ 4.3 � Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi

∆t α Êσ̄2m d̄
(m)
1 d̄

(m)
2 ÊP̂m

10−4 1 0,272534 0,299123 -0,222179 0,213631

10−5 1 0,271837 0,298822 -0,221753 0,213351

10−6 1 0,271421 0,298667 -0,221560 0,213220

10−2 100 0,208910 0,272291 -0,184776 0,189047

10−3 100 0,206599 0,271267 -0,183264 0,188073

10−4 100 0,206439 0,271196 -0,183159 0,188005

10−5 100 0,206413 0,271184 -0,183142 0,187994

10−6 100 0,206443 0,271198 -0,183162 0,188007

Òàáëèöÿ 4.4

σ2(Ys) = eYs +0.2, K = 1, r = 0.02, k = 0.1, T = 1

∆t α Êσ̄2m d̄
(m)
1 d̄

(m)
2 ÊP̂m

10−2 1 1,265414 0,556279 -0,519082 0,431865

10−3 1 1,269504 0,579243 -0,543620 0,432472

10−4 1 1,266274 0,584925 -0,549670 0,431990

10−5 1 1,266030 0,566934 -0,530485 0,431948

10−6 1 1,265635 0,576169 -0,540343 0,431892

10−2 100 1,201083 0,566092 -0,529585 0,422128

10−3 100 1,201047 0,566500 -0,530021 0,422123

10−4 100 1,201026 0,566203 -0,529703 0,422120

10−5 100 1,201036 0,566693 -0,530228 0,422121

10−6 100 1,201023 0,566052 -0,529542 0,422119

Ç îãëÿäó íà âèêëàäåíå ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi âèêëèêà¹ iíòåðåñ ïîðiâ-

íÿííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêiâ, îòðèìàíèõ çà ¹äèíîþ òðà¹êòîði¹þ ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ïðè ðiçíèõ äèñêðåòèçàöiéíèõ iíòåðâàëàõ. Áóëî ïîáó-
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äîâàíî 2000 òðà¹êòîðié ç êðîêîì 10−6: 1000 äëÿ âèïàäêó α = 1 i 1000 äëÿ

âèïàäêó α = 100.

Òàáëèöÿ 4.5

σ2(Ys) = |Ys|+ 0.2, K = 1, r = 0.02, k = 0.1, T = 1

10−2 10−3 10−4 10−5

α = 1

Average 0,08710% 0,00834% 0,00081% 0,00008%

St. error 0,0000427 0,0000042 0,0000004 0

Median 0,0009575 0,0000834 0,000008 0,0000007

St. deviation 0,0013517 0,0001334 0,0000137 0,0000013

Excess -0,217306 -0,191189 -0,143295 -0,021156

Skewness 0,0492335 -0,002248 0,023124 0,0577173

Min -0,29706% -0,03669% -0,00303% -0,00036%

Max 0,52352% 0,04766% 0,00502% 0,00044%

Count 1000 1000 1000 1000

α = 100

Average 0,07790% 0,00742% 0,00083% 0,00007%

St. error 0,000043 0,0000044 0,0000004 0

Median 0,0008379 0,0000728 0,0000083 0,0000007

St. deviation 0,0013602 0,0001379 0,0000136 0,0000014

Excess -0,234452 -0,302723 -0,352995 -0,054568

Skewness -0,024765 0,0922374 0,0055451 0,0229423

Min -0,30504% -0,03231% -0,00323% -0,00037%

Max 0,46265% 0,04974% 0,00454% 0,00050%

Count 1000 1000 1000 1000

Öi òðà¹êòîði¨ ââàæàþòüñÿ �iñòèííèìè� òðà¹êòîðiÿìè ïðîöåñó Îðíøòåéíà�

Óëåíáåêà Yt ó íåïåðåðâíîìó ÷àñi. Âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ σ̄2m ââàæàþòüñÿ �iñòèí-
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íèìè� çíà÷åííÿìè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè σ̄2 ó íåïåðåðâíîìó ÷àñi.

Òàáëèöÿ 4.6

σ2(Ys) = eYs +0.2, K = 1, r = 0.02, k = 0.1, T = 1

10−2 10−3 10−4 10−5

α = 1

Average 0,02496% 0,00268% 0,00026% 0,00002%

St. error 0,0000113 0,0000011 0,0000001 0,00000001

Median 0,0002559 0,0000266 0,0000027 0,0000002

St. deviation 0,0003584 0,0000354 0,0000035 0,0000003

Excess 0,1947561 0,1687356 -0,0576859 0,0700827

Skewness -0,1691937 -0,0097185 -0,1643507 -0,0522007

Min -0,09961% -0,00861% -0,00088% -0,00011%

Max 0,12871% 0,01464% 0,00126% 0,00013%

Count 1000 1000 1000 1000

α = 100

Average 0,02692% 0,00268% 0,00025% 0,00002%

St. error 0,0000118 0,0000012 0,0000001 0

Median 0,0002712 0,0000265 0,0000027 0,0000002

St. deviation 0,0003735 0,0000377 0,0000036 0,0000003

Excess 0,17242 0,070383 0,3383414 0,0853763

Skewness -0,0299531 -0,0195205 -0,1914745 -0,0371876

Min -0,09174% -0,01068% -0,00112% -0,00011%

Max 0,16291% 0,01411% 0,00139% 0,00014%

Count 1000 1000 1000 1000

Ïiñëÿ öüîãî áóëî ïðîâåäåíî îá÷èñëåííÿ äëÿ áiëüø øèðîêèõ äèñêðåòèçà-

öiéíèõ iíòåðâàëiâ iç âèêîðèñòàííÿì òî÷îê ïîáóäîâàíèõ òðà¹êòîðié. Òàêèì

÷èíîì, ìè îòðèìàëè âèáiðêè ïîõèáîê äèñêðåòèçàöi¨ äëÿ σ̄2m. Ìîæå ñêëàñòèñÿ
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âðàæåííÿ, ùî îöiíêà âåëè÷èíè σ̄2m ¹ áiëüø öiííîþ ó öüîìó êîíòåêñòi, îñêiëüêè

çàçâè÷àé öiíà îïöiîíó íå ðîçðàõîâó¹òüñÿ íà îñíîâi ¹äèíî¨ çìîäåëüîâàíî¨ òðà-

¹êòîði¨. Ïðîòå ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî ìàéáóòíüî¨ âîëàòèëüíîñòi (íàïðèêëàä,

ïàðàìåòðè ïðîöåñó, ùî êåðó¹ âîëàòèëüíiñòþ, àáî ó äåòåðìiíîâàíîìó âèïàäêó

� ñàìå çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi) ìàéæå çàâæäè îòðèìóþòüñÿ íà îñíîâi iñòî-

ðè÷íèõ äàíèõ, ÿêi çà ñâî¹þ ñóòíiñòþ ¹ îäíi¹þ ðåàëiçàöi¹þ ç ïðîñòîðó óñiõ

ìîæëèâèõ ñöåíàði¨â. Òîìó àíàëiç ïîõèáîê äèñêðåòèçàöi¨ ìîæå äàòè âiäïîâiäü

íà ïèòàííÿ ïðî îá'¹ì äàíèõ, íåîáõiäíèé äëÿ ôîðìóâàííÿ ïðèïóùåíü ùîäî

ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Òàáëèöi 4.5, 4.6 ïðåäñòàâëÿþòü õàðàêòåðèñòèêè âèáîðîê ïîõèáîê äèñêðå-

òèçàöi¨. Ïîõèáêè âèìiðþþòüñÿ ó âiäñîòêàõ âiä �iñòèííîãî� çíà÷åííÿ.

Ç òàáëèöü 4.5, 4.6 ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ðåçóëüòàòè àïðîêñèìàöié íå çìiíþ-

þòüñÿ ñóòò¹âî ïðè ðiçíèõ êðîêàõ äèñêðåòèçàöi¨. Íàâiòü äèñêðåòíà ìîäåëü iç

íàéøèðøèì ç ðîçãëÿäóâàíèõ iíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöi¨ íàäà¹ òî÷íiñòü, ïðèéíÿ-

òíó äëÿ áiëüøî¨ ÷àñòèíè çàñòîñóâàíü.

4.4. Ïåðåâiðêà òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ó âèïàäêó íåâèïàäêîâî¨

âîëàòèëüíîñòi

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîðiâíþþòñüÿ öiíè îïöiîíiâ, îá÷èñëåíi äëÿ àïðîêñèìà-

öiéíèõ ñõåì Åéëåðà (4.2), iç iñòèííèìè öiíàìè ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi

äëÿ ðiçíèõ íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ ó âèïàäêó íåâèïàäêîâî¨ âîëàòèëüíîñòi, ùî ¹

ôóíêöi¹þ âiä ÷àñó.

Ìîäåëi ç íåâèïàäêîâîþ çàëåæíîþ âiä ÷àñó âîëàòèëüíiñòþ ¹ ïðèðîäíiì

ðîçøèðåííÿì êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà. Âèðàç äëÿ öiíè îïöiîíó òîé

ñàìèé, ùî i ó êëàñè÷íié ìîäåëi, ïðîòå çàìiñòü ñòàëî¨ âîëàòèëüíîñòi ôîðìó-

ëà îïåðó¹ ñåðåäíüîþ âîëàòèëüíiñòþ ïðîòÿãîì iíòåðâàëó ÷àñó äî âèêîíàííÿ

îïöiîíó (äèâ., íàïðèêëàä, [90], [34]). Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà ëèøà¹òüñÿ ïîäi-

áíîþ äî (3.13) i (4.4).

Âñòàíîâëåíî, ùî íåâèïàäêîâà âîëàòèëüíiñòü íå âiäîáðàæà¹ êîðåêòíî ñòî-
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õàñòè÷íó ïîâåäiíêó âîëàòèëüíîñòi ó ðåàëüíîìó ñâiòi ([91], [92]), òîìó òàêi ìî-

äåëi ïî÷àëè êîðèñòóâàòèñÿ ìåíøèì iíòåðåñîì, ïî÷èíàþ÷è ç ñåðåäèíè 1980-õ.

Ïåðåõiä äî ìîäåëåé çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ ñòèìóëþâàâñÿ ñòðiìêèì

ðîçâèòêîì îá÷èñëþâàëüíèõ iíñòðóìåíòiâ.

Ïðîòå íåâèïàäêîâà âîëàòèëüíiñòü ¹ äîðå÷íîþ â öiëÿõ äàíîãî àíàëiçó, îñêiëü-

êè äëÿ òàêèõ ìîäåëåé ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè öiíó îïöiîíó ó íåïåðåðâíîìó

÷àñi.

Äëÿ òîãî, ùîá äîñëiäæóâàòè âèïàäîê ç íåâèïàäêîâîþ, çàëåæíîþ âiä ÷àñó

âîëàòèëüíiñòþ, ïðèðîäíî âiäêèíóòè ñòîõàñòè÷íó ñêëàäîâó äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ äëÿ Yt. Òîáòî, îòðèìó¹ìî:

dYt = −αYtdt, (4.10)

ùî ¹ ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì âiäíîñíî Yt, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî îïè-

ñó¹òüñÿ âèðàçîì

Yt = Y0 e
−αt . (4.11)

Äëÿ òèõ æå ôóíêöié σ i ìíîæèí ïàðàìåòðiâ, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ â ïîïåðåäíüî-

ìó ïàðàãðàôi, îá÷èñëèìî öiíè ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi ó íåïåðåðâíîìó

÷àñi çà äîïîìîãîþ (3.13) i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ iç öiíàìè òàêîãî æ îïöiîíó, îá÷èñëå-

íèìè çãiäíî ç (4.4)-(4.7) äëÿ

Y
(m)
l+1 = (1− α∆t)Y

(m)
l . (4.12)

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iíòåðâàë äèñêðåòèçàöi¨ 0.01 i äëÿ êîæíî¨ êîìáiíàöi¨ âõi-

äíèõ ïàðàìåòðiâ âèêîíóâàòèìåìî 10 ñèìóëÿöié. ßê i ðàíiøå, óñi îá÷èñëåííÿ

âèêîíàíî ó Matlab 7.9.0.

Òàáëèöÿ 4.7 ïðåäñòàâëÿ¹ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ. Ïîðiâíÿííÿ äâîõ ïiä-

õîäiâ âèÿâèëî, ùî ñõåìà Åéëåðà�Ìàðóÿìè íàäà¹ ïðèéíÿòíå íàáëèæåííÿ òî-

÷íî¨ öiíè îïöiîíó. Ó âèïàäêó øâèäêîãî ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî ðåçóëüòàòè,

îêðóãëåíi äî øîñòîãî çíàêó ïiñëÿ êîìè, âçàãàëi ñïiâïàäàþòü.
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Òàáëèöÿ 4.7

Íàáëèæåíi öiíè îïöiîíiâ ïðîòè iñòèííèõ öií ó âèïàäêó

íåâèïàäêîâî¨ âîëàòèëüíîñòi

T α r K a b ÊP̂m EV ÊP̂m EV

σ2(Ys) = a∥Ys∥+ b σ2(Ys) = eYs +0.2

0,25 1 0 0,8 1 0 0,203891 0,203888 0,316223 0,316220

0,5 1 0 0,8 1 0 0,211556 0,211549 0,390150 0,390147

1 1 0 0,8 1 0 0,223003 0,222994 0,490305 0,490302

0,25 1 0,01 1 1 0,2 0,107942 0,107935 0,224736 0,224733

0,5 1 0,01 1 1 0,2 0,150207 0,150199 0,312794 0,312791

1 1 0,01 1 1 0,2 0,206464 0,206457 0,429067 0,429064

0,25 1 0,02 1,2 1 1 0,141317 0,141313 0,159958 0,159954

0,5 1 0,02 1,2 1 1 0,227633 0,227629 0,253710 0,253706

1 1 0,02 1,2 1 1 0,345261 0,345257 0,379955 0,379952

0,25 100 0 0,8 1 0 0,200000 0,200000 0,309950 0,309950

0,5 100 0 0,8 1 0 0,200000 0,200000 0,382107 0,382106

1 100 0 0,8 1 0 0,200000 0,200000 0,481610 0,481610

0,25 100 0,01 1 1 0,2 0,091044 0,091044 0,217149 0,217149

0,5 100 0,01 1 1 0,2 0,128449 0,128449 0,303457 0,303457

1 100 0,01 1 1 0,2 0,181507 0,181507 0,419198 0,419198

0,25 100 0,02 1,2 1 1 0,133108 0,133108 0,152065 0,152065

0,5 100 0,02 1,2 1 1 0,217100 0,217100 0,243748 0,243748

1 100 0,02 1,2 1 1 0,333759 0,333759 0,369312 0,369312

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî öiíó îïöiîíó ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó,

ïðîòå âñi ïiäõîäè çàëèøàþòüñÿ áåç çìií ïðè âèáîði áóäü-ÿêîãî iíøîãî ìîìåíòó

÷àñó t ìiæ ïî÷àòêîâîþ äàòîþ òà äàòîþ âèêîíàííÿ îïöiîíó. Íåîáõiäíî ëèøå
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âíåñòè äåÿêi î÷åâèäíi çìiíè, � íàïðèêëàä, ïîòðiáíî ââåñòè ôóíêöiþ σ̄t :=√
1

T − t

∫ T
t σ

2(Ys)ds > 0 çàìiñòü σ̄, à T ñëiä çàìiíèòè íà T − t ó (3.13), (4.7).

4.5. Àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà Åéëåðà � âèçíà÷åííÿ i äîïîìiæíi

ðåçóëüòàòè

Ïðîïîíó¹ìî çàöiêàâëåíîìó ÷èòà÷ó çâåðíóòèñÿ äî [63], äå äåòàëüíî âèâ÷à-

þòüñÿ àïðîêñèìàöi¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt, t ∈ [t0, T ], (4.13)

i ââàæàòèìåìî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîêX(t) çX(t0) = X0. Äëÿ òî-

ãî, ùîá öå âèêîíóâàëîñÿ íåîáõiäíî çðîáèòè ïåâíi ïðèïóùåííÿ ùîäî ôóíêöié

a i b. À ñàìå, ââàæàòèìåìî âèêîíàíèìè íàñòóïíi óìîâè (äèâ. ïðèïóùåííÿ

(A1)-(A4), ñò. 128�129, [63]):

A1) a = a(t, x) i b = b(t, x) áîðåëåâi ôóíêöi¨ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ íà

(t, x) ∈ [t0, T ]×R;

A2) ôóíêöi¨ a i b çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ âiäíîñíî x, òîáòî iñíó¹

ñòàëà K > 0 òàêà, ùî

|a(t, x)− a(t, y)| 6 K|x− y|

i

|b(t, x)− b(t, y)| 6 K|x− y|

äëÿ âñiõ t ∈ [t0, T ] and x, y ∈ R;

A3) iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî

|a(t, x)|2 6 K|1 + |x|2|

i

|b(t, x)|2 6 K|1 + |x|2|

äëÿ âñiõ t ∈ [t0, T ] and x, y ∈ R;
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A4) Xt0 ¹ Ft0-âèìiðíîþ ç E(|Xt0|2) <∞.

Íåõàé X(m)
t ¹ äèñêðåòèçàöiéíîþ ñõåìîþ ïðîöåñó Xt.

Îçíà÷åííÿ 4.1. (äèâ. [63]) Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àïðîêñèìóþ÷èé ïðîöåñ

X
(m)
t çáiãà¹òüñÿ ó ñèëüíîìó ñåíñi ç ïîðÿäêîì γ ∈ (0,∞] äî iñòèííîãî ïðîöåñó

Xt, ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ñòàëà K òàêà, ùî

E
(
|Xt −X

(m)
t |
)
< Km−γ.

Àíàëîãi÷íà òåðìiíîëîãiÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ i äî ôóíêöié âiä àïðîêñèìóþ÷èõ

ïðîöåñiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.2. (äèâ. [63]) Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà ó

äèñêðåòíîìó ÷àñi X(m)
t ¹ ñèëüíî êîíçèñòåíòíîþ, ÿêùî iñíó¹ íåâiä'¹ìíà ôóí-

êöiÿ c = c(m) ç

lim
m→∞

c(m) = 0

òàêà, ùî

E

∣∣∣∣∣E
(
X

(m)
i+1 −X

(m)
i

T/m

∣∣∣FiT/m

)
− a

(
iT

m
,X

(m)
i

)∣∣∣∣∣
2
 6 c(m)

i

E
(m
T
|X(m)

i+1 −X
(m)
i − E(X(m)

i+1 −X
(m)
i |FiT/m)− b

(
iT

m
,X

(m)
i

)
∆Wi|2

)
6 c(m)

äëÿ âñiõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü X(m)
i = y i i = 0, 1, . . .m.

Òåîðåìà 4.2. (9.6.2, ñò. 324, [63]) Íåõàé äëÿ (4.13) âèêîíóþòüñÿ ïðèïó-

ùåííÿ (A1)-(A4). Òîäi ñèëüíî êîíçèñòåíòíà àïðîêñèìàöiÿ ó äèñêðåòíîìó

÷àñi iç ðiâíèìè iíòåðâàëàìè X(m) ïðîöåñó X íà [t0, T ] ç X
(m)
t0 = Xt0 ñèëüíî

ïðÿìó¹ äî X.

Î÷åâèäíî, ùî ñõåìà Åéëåðà Y (m), ïðåäñòàâëåíà ç ìåòîþ àïðîêñèìàöi¨ Y

ó ðîçäiëi 4.1, çàäîâîëüíÿ¹ óñi îïèñàíi âèùå âèìîãè, à òîìó ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ.

Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîðÿäîê çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié-

íî¨ ñõåìè Åéëåðà äîðiâíþ¹ 0.5. Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè
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øâèäêîñòi çáiæíîñòi, îòðèìàíi ó òåîðåìi 9.6.2, ñò. 324, [63], i âïðàâi 9.6.3, ñò.

326, [63].

Îäíàê íàø âèïàäîê íå çàãàëüíèé, îñêiëüêè Y (m) àïðîêñèìó¹ äèôóçiéíèé

ïðîöåñ iç àäèòèâíèì øóìîì, òîáòî b(t, x) = k ñòàëà. Òîìó ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Y (m) ¹ ñõåìîþ Ìiëüøòåéíà, à òîìó çáiãà¹òüñÿ ñèëü-

íî iç ïîðÿäêîì 1 äî iñòèííîãî çíà÷åííÿ.

Äiéñíî, ¹äèíà ðiçíèöÿ ó çîáðàæåííi Y (m) ÿê ñõåìè Ìiëüøòåéíà ó ïîðiâ-

íÿííi iç çîáðàæåííÿì ¨¨ ÿê ñõåìè Åéëåðà ïîëÿãà¹ ó äîäàíêó âèãëÿäó

1

2
bb′((∆ZQ)2 − T/m),

ÿêèé òîòîæíüî ðiâíèé íóëþ ïðè ñòàëié ôóíêöi¨ b. Âiäîìî, ùî ñõåìà Ìiëü-

øòåéíà ìà¹ ïîðÿäîê çáiæíîñòi 1 (äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìó 10.6.3, ñò. 361,

[63]).

4.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî äèñêðåòíi àïðîêñèìàöi¨ ìîäåëi ðèíêó çi ñòî-

õàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, îïèñàíî¨ ó ðîçäiëi 3. Ç ìåòîþ îòðèìàííÿ íàáëè-

æåííÿ äëÿ öiíè ¹âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi çàñòîñîâàíî àïðîêñèìàöiéíó

ñõåìó Åéëåðà�Ìàðóÿìè. Äëÿ çàäàíèõ íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ âèçíà÷åíî íàáëè-

æåííÿ öiíè îïöiîíó. Âèçíà÷åíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ öiíè

i òî÷íîãî çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ âîëàòèëüíîñòi ïðè ñïðÿìóâàííi âåëè÷èíè äèñ-

êðåòèçàöiéíîãî iíòåðâàëó äî íóëÿ. Äîñëiäæåíî òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ äëÿ âè-

ïàäêó, êîëè òî÷íå çíà÷åííÿ öiíè îïöiîíó ìîæëèâî îá÷èñëèòè. Áóëî âñòàíîâ-

ëåíî, ùî íàâiòü äèñêðåòèçàöiÿ çà äîïîìîãîþ ïîðiâíÿíî øèðîêèõ iíòåðâàëiâ

íàäà¹ ïðèéíÿòíó òî÷íiñòü íàáëèæåííÿ öiíè îïöiîíó. Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ çíà-

÷íî ñêîðîòèòè ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ i ðîçðàõóíêàõ.
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ÐÎÇÄIË 5

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ×ÈÑËÅÍÍß ÌÀËËßÂÅÍÀ ÄÎ ÒÎ×ÍÎÃÎ I

ÍÀÁËÈÆÅÍÎÃÎ ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÎÏÖIÎÍIÂ ÍÀ ÀÊÖI� ÇI

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÂÎËÀÒÈËÜÍIÑÒÞ

Ó ðîçäiëi 5 äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ öiíè �âðîïåéñüêî-

ãî îïöiîíó êóïiâëi. Iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà âñòàíîâëå-

íî âèãëÿä ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹ ñåðåäí¹ çíà-

÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíó. Îòðèìàíèé ðåçóëü-

òàò äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè öiíó îïöiîíó çà ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìiðîþ

ó âèïàäêó, êîëè âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ùî ïîðîäæó¹ åâîëþöiþ öiíè àêòèâó, òà

âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ÿêèé çàäà¹ âîëàòèëüíiñòü, ¹ íåçàëåæíèìè.

Ðîçäië ïîáóäîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi âèçíà÷åíî ðîç-

ãëÿäóâàíó ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà¹-

òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà òà ñôîðìóëüîâàíî ïðèïó-

ùåííÿ ùîäî ðèíêó. Áàçîâi ïîíÿòòÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà òà äåÿêi ïîïåðåäíi

ðåçóëüòàòè íàâîäÿòüñÿ ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ïåðåä îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîç-

äiëó � òåîðåìîþ ïðî âèãëÿä ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó ñåðåäíüî¨ âîëàòèëüíîñòi.

Ïiñëÿ öüîãî çàïèñàíî öiíó îïöiîíó ÷åðåç çíàéäåíó ùiëüíiñòü. Òðåòié ïiäðîç-

äië ìiñòèòü äîïîìiæíi ôàêòè òà äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà,

ñòîõàñòè÷íi ïîõiäíi âiä ôóíêöiîíàëiâ, ïîâ'ÿçàíèõ çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëü-

íiñòþ.

5.1. Ìîäåëü Áëåêà�Øîóëñà çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî

çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà

Íåõàé {Ω,F ,F = {F (B,Z)
t , t > 0},P} � ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëü-

òðàöi¹þ, ïîðîäæåíîþ ïðîöåñàìè Âiíåðà {Bt, Zt, 0 6 t 6 T}. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
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ìîäåëü ðèíêó, íà ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ òîðãiâëÿ îäíèì ðèçèêîâèì àêòèâîì, åâî-

ëþöiÿ öiíè ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì {St, 0 6 t 6
T}, à âîëàòèëüíiñòü öiíè âèçíà÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà�

Óëåíáåêà. Òàêèì ÷èíîì, ðèíîê îïèñó¹òüñÿ ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü (3.1)-(3.2).

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ââåäåíi ó ïóíêòi 3.1 ïîçíà÷åííÿ òà ââàæàòèìåìî

âèêîíàíèìè íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

(Ñ1) âiíåðiâñüêi ïðîöåñè W i W̃ ¹ íåêîðåëüîâàíèìè, à îòæå, íåçàëåæíèìè;

(Ñ2) ôóíêöiÿ âîëàòèëüíîñòi σ : R → R+ âèìiðíà, âiääàëåíà âiä íóëÿ i ìà¹

íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíå çðîñòàííÿ, òîáòî c 6 σ(x) 6 q(1 + |x|l)
äëÿ âñiõ x ∈ R òà äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ c, q i äåÿêîãî l ∈ N.

(Ñ3) êîåôiöi¹íòè α i k ¹ äîäàòíèìè.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (Ñ1) òà (Ñ3) åêâiâàëåíòíi óìîâàì (Â1) òà (Â3) âiä-

ïîâiäíî, âñòàíîâëåíèì ó ïóíêòi 3.4. Óìîâà æ (Ñ2) ìiñòèòü ïåâíi îñîáëèâîñòi,

ìåòó ââåäåííÿ ÿêèõ áóäå ðîçêðèòî äàëi ó öüîìó ðîçäiëi.

5.2. Ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà i öiíà îïöiîíó

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà, çîêðåìà, ïîíÿòòÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïî-

õiäíî¨, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çàïèøåìî ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

σ̄ òà σ̃.

Ñïî÷àòêó äàìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ i ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ ùîäî ùiëü-

íîñòi ðîçïîäiëó ÿê ôóíêöiîíàëà âiä ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨. Áiëüø äåòàëüíî

îñíîâè òà çàñòîñóâàííÿ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà âèêëàäåíî ó [52].

Íåõàé W = {W (t), t ∈ [0, T ]}, � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ íà iìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði {Ω,F , F = {FW
t , t ∈ [0, T ],P}, äå Ω = C([0, T ],R).

Ïîçíà÷èìî Ĉ∞(R) ìíîæèíó âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

iç ïîõiäíèìè íå âèùå ïîëiíîìiàëüíîãî çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íàçâåìî ãëàäêèìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè F âèãëÿäó F =

f(W (t1), . . . ,W (tn)), f = f(x1, . . . , xn) ∈ Ĉ∞(Rn), t1, . . . tn ∈ [0, T ]. Êëàñ
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ãëàäêèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èìî ÷åðåç S.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Íåõàé F ∈ S. Ñòîõàñòè÷íîþ ïîõiäíîþ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè F â òî÷öi t íàçâåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

DtF =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(W (t1), . . . ,W (tn))1[0,ti](t), t ∈ [0, T ].

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ïîõiäíî¨ D : L2(Ω) → L2([0, T ],R) ¹ ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí D1,2, íà ÿêîìó ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

⟨F,G⟩1,2 = E(FG) + E(⟨DF,DG⟩H), H = L2[0, T ].

Ïðîñòið D1,2 ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ L2(Ω) i çàìèêàííÿì êëàñó ãëàäêèõ

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ S âiäíîñíî íîðìè

||F ||1,2 = [E(|F |2) + E(||DF ||2H)]1/2.

Îòæå, îïåðàòîð ïîõiäíî¨ D ¹ çàìêíåíèì, íåîáìåæåíèì i âèçíà÷åíèì íà

ùiëüíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó L2(Ω) (äèâ. [52]).

Îçíà÷åííÿ 5.3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ ñïðÿæåíèé äî D îïåðàòîð, ÿêèé ¹

íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì â L2([0, T ],R) çi çíà÷åííÿìè â L2(Ω), òàêèì ùî:

(i) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ δ ¹ ìíîæèíîþ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí u ∈ L2([0, T ],R), äëÿ ÿêèõ

|E (⟨DF, u⟩H)| 6 C(E(F 2))1/2,

äëÿ âñiõ F ∈ D1,2, äå C äåÿêà ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä u;

(ii) ÿêùî u íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ δ, òî δ(u) ¹ åëåìåíòîì L2(Ω)

i

E (Fδ(u)) = E (⟨DF, u⟩H)

äëÿ âñiõ F ∈ D1,2.

Îïåðàòîð δ ¹ çàìêíåíèì ÿê ñïðÿæåíèé äî íåîáìåæåíîãî i ùiëüíî âèçíà-

÷åíîãî îïåðàòîðà. Ïîçíà÷èìî éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Dom δ.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið L1,2 = L2([0, T ],D1,2) ç íîðìîþ || · ||L1,2, äå

||u||2L1,2 = E

 T∫
0

u2tdt+

T∫
0

T∫
0

(Dsut)
2 dtds

 .

Çàóâàæåííÿ 5.1. ßêùî u ∈ L1,2, òî iíòåãðàë δ(u) êîðåêòíî îçíà÷åíî, i ìà¹

ìiñöå îöiíêà

E

 T∫
0

utdWt

2

6 ||u||2L1,2

(äèâ. [93], [94]). Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð δ(u) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ñêî-

ðîõîäà ïðîöåñó u, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

δ(u) =

T∫
0

utdWt.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðå-

çóëüòàòó öi¹¨ ðîáîòè.

Ëåìà 5.1. (òâåðäæåííÿ 2.1.1 ç [52]) Íåõàé F � âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ç ïðîñòîðó D1,2. Ïðèïóñòèìî, ùî DF
∥DF∥2H

íàëåæèòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïå-

ðàòîðà δ. Òîäi ùiëüíiñòü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè F ¹ íåïåðåðâíîþ, îáìåæåíîþ

i ìà¹ âèãëÿä

p(x) = E

[
1{F>x}δ

(
DF

∥DF∥2H

)]
.

Òàêîæ äàëi çàñòîñîâóâàòèìåòüñÿ íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè Ôóáiíi äëÿ

iíòåãðàëó Ñêîðîõîäà.

Ëåìà 5.2. (ëåìà 2.10 ç [95]) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) Ôóíêöiÿ u(t, h, ω) ∈ L2
(
[0, T ]2 × Ω

)
, i ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ u(t, ·) ∈ Dom δ;

2) E
[∫ T

0 |δ(u(t, ·))|2dt
]
<∞.

Òîäi {
∫ T
0 u(t, h)dt, h ∈ [0, T ]} ∈ Dom δ, i

T∫
0

T∫
0

u(t, h)dtdWh =

T∫
0

T∫
0

u(t, h)dWhdt.
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Ïåðåä òèì ÿê ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ðîáîòè, íà-

ãàäà¹ìî, ùî, ÿê âiäìi÷àëîñÿ âèùå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ̄ =

(
1

T

∫ T
0 σ2(Ys)ds

)1
2

ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ öiíó îïöiîíó ó ìîäåëi (3.10).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ν(x) = σ(x)σ′(x).

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé ôóíêöiÿ σ çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (Ñ2), ¹ äâi-

÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ, ïîõiäíà σ′ ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ òà ìà¹ íå

áiëüøå, íiæ ïîëiíîìiàëüíèé çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Òîäi äëÿ ïðîöåñó

Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà Y, âèçíà÷åíîãî ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâ-

íÿííÿì (3.2), âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ2 ìà¹ íåïåðåðâíó îáìåæåíó ùiëüíiñòü

ðîçïîäiëó âèäó

pσ2(x) = E

1{σ>√x}
 T∫

0

ηt

t∫
0

eαs dWs dt−
T∫

0

t∫
0

eαhDhηt dh dt

 , (5.1)

äå

ηt =
αT

k
e−αt ν(Yt)

 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1

, (5.2)

çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ Dhηt íàâåäåíî ó ëåìi 5.4, i âñi âåëè÷èíè ó

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòåé (5.1) i (5.2) êîðåêòíî îçíà÷åíi.

Äîâåäåííÿ. Ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà âiä ïðîöåñó ÎÓ ìà¹ âèä

DhYt =

−α
t∫

h

DhYs ds+ k

 1{h<t}.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî t ïðè ôiêñîâàíîìó h, îòðèìà¹ìî

DhYt = k e−α(t−h) 1{h<t}.

Òîäi äëÿ îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiîâíî¨ ôóíêöi¨ σ, òàêî¨ ùî σ′ ìà¹ íå

áiëüøå, íiæ ïîëiíîìiàëüíå çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi, ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ëàíöþãîâèì ïðàâèëîì:

Dhσ
2(Yt) = 2σ(Yt)σ

′(Yt)DhYt = 2k e−α(t−h) ν(Yt)1{h<t},
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i ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëó

IT (σ
2) =

T∫
0

σ2(Yt) dt

äîðiâíþ¹

DhIT (σ
2) =

T∫
0

Dhσ
2(Yt) dt = 2k

T∫
h

e−α(t−h) ν(Yt) dt, h 6 T. (5.3)

Òåïåð ïîòðiáíî âèçíà÷èòè, ÷è iñíó¹ iíòåãðàë Ñêîðîõîäà

δ := δ

(
Dσ2

∥Dσ2∥2H

)
,

äå σ2 = IT (σ
2)

T .

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîäàìî ïiäiíòåãðàëüíèé ïðîöåñ ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Çãi-

äíî ç (5.3),

Dhσ
2 =

2k

T

T∫
h

e−α(t−h) ν(Yt) dt,

òîìó

∥Dσ2∥2H =

T∫
0

(Dhσ
2)2 dh =

4k2

T 2

T∫
0

 T∫
h

e−α(t−h) ν(Yt) dt

2

dh

=
4k2

T 2

T∫
0

T∫
0

t1∧t2∫
0

e−α(t1−h) ν(Yt1) e
−α(t2−h) ν(Yt2) dhdt1dt2

=
2k2

αT 2

T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2.

Òàêèì ÷èíîì, âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ζh :=
Dhσ

2

∥Dσ2∥2

äîðiâíþ¹

ζh = eαh
T∫
h

ηt dt =

T∫
0

u(t, h)dt, u(t, h) := ηt e
αh 1{h<t}.
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Çãiäíî ç ëåìîþ 5.6, ζh ∈ L1,2, îòæå, ïðîöåñ ζh iíòåãðîâíèé çà Ñêîðîõîäîì,

àáî, ùî òå ñàìå, iíòåãðàë δ iñíó¹. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 5.2 äëÿ

u(t, h). Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíîñòi (5.8) òà (5.9) ç ëåìè 5.5 i îäåðæèìî,

ùî

E

 T∫
0

T∫
0

u2(t, h)dhdt

 6 e2αT −1

2α
E

 T∫
0

η2t dt

 <∞,

à çíà÷èòü u(t, h, ω) ∈ L2
(
[0, T ]2 × Ω

)
. Òåïåð ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ], ç óðàõó-

âàííÿì (5.8)�(5.11)

E

 T∫
0

u2(t, h)dh+

T∫
0

T∫
0

(Dsu(t, h))
2dsdh


= E

 T∫
0

(ηt e
αh 1{h<t})

2dh+

T∫
0

T∫
0

(eαh 1{h<t}Dsηt)
2dsdh


6 e2αT −1

2α

Eη2t +
T∫

0

E
[
(Dsηt)

2
]
ds

 6 C.

(5.4)

Çâiäñè âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü çà Ñêîðîõîäîì u(t, ·) ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ].

Îòæå, ïåðøó óìîâó ëåìè 5.2 âèêîíàíî. Äðóãà óìîâà âèïëèâà¹ ç îöiíîê

E[(δ(u(t, ·)))2] 6 E

 T∫
0

u2(t, h)dh+

T∫
0

T∫
0

(Dsu(t, h))
2dsdh

 6 C,

à òîìó E
[∫ T

0 (δ(u(t, h)))2dt
]
< ∞. Îòæå, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ôóáiíi äî iíòå-

ãðàëó

δ =

T∫
0

T∫
0

eαh ηt1{h<t} dtdWh

i çìiíèìî ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ:

δ =

T∫
0

T∫
0

eαh ηt1{h<t} dWhdt.
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Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, à òàêîæ ç òåîðåìè 3.2 [93] âèïëèâà¹, ùî

δ =

T∫
0

ηt T∫
0

eαh 1{h<t} dWh −
T∫

0

eαhDhηt1{h<t}dh

 dt

=

T∫
0

ηt

 t∫
0

eαh dWh

 dt−
T∫

0

t∫
0

eαhDhηt dhdt.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 5.1. Òîäi öiíà ó ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó êóïiâëi C = (ST − K)+ çi

ñòðàéêîâîþ öiíîþ K > 0 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

VC =

∞∫
0

(
S0Φ

(
lnS0 + (r + 1

2x)T − lnK
√
xT

)

−K e−rT Φ

(
lnS0 + (r − 1

2x)T − lnK
√
xT

))
pσ2(x)dx,

äå pσ2(x) âèçíà÷åíî ó (5.1).

5.3. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Ïåðøèì äîâåäåìî ðåçóëüòàò ñòîñîâíî îáìåæåíîñòi ìîìåíòiâ âiä'¹ìíîãî

ïîðÿäêó äëÿ âèïàäêîâèõ ìîìåíòiâ âèõîäó ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà Y ç

äåÿêîãî iíòåðâàëó. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî Y0 ∈ R ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé

iíòåðâàë òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ [Y0 − a, Y0 + a] ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|σ′(x)− σ′(Y0)| 6 σ′(Y0)
2 . Ïîçíà÷èìî τ = inf{t > 0 : |Yt − Y0| > a}, τ1 = τ ∧ T .

Ëåìà 5.3. Áóäü-ÿêi âiä'¹ìíi ìîìåíòè âêàçàíèõ ìîìåíòiâ âèõîäó ñêií-

÷åííi, à ñàìå, E(τ1)−p <∞ äëÿ âñiõ p > 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 10.5 [97], ÿêùî K > 0 i X = {Xt, t > 0} �

îäíîâèìiðíèé íåïåðåðâíèé íàïiâìàðòèíãàë âèãëÿäó

Xt = X0 +Mt + At,
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äå ⟨M⟩t =
∫ t
0 α(s)ds i At =

∫ t
0 β(s)ds, ïðè÷îìó |α(s)| 6 K i |β(s)| 6 K, òî äëÿ

áóäü-ÿêîãî a > 0, äëÿ ìîìåíòó τa âèõîäó öüîãî íàïiâìàðòèíãàëó ç iíòåðâàëó

[X0 − a,X0 + a] i äëÿ âñiõ λ ∈ (0, a
2K ]

P{τa < λ} 6 4√
πa

exp

{
− a2

8Kλ

}
.

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà Yt = Y0 − α
∫ t
0 Ysds+ kWt ç âiíåðiâ-

ñüêèì ïðîöåñîì W , âèáåðåìî áóäü-ÿêå N > a+ |Y0| i ïîçíà÷èìî τN = inf{t >
0 : |Yt| > N}. Òîäi τN > τa. Äàëi,

Ŷt := Yt∧τN = Y0 − α

t∫
0

Ys∧τN1s6τNds+ k

t∫
0

1s6τNdWs,

i íàïiâìàðòèíãàë Ŷt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 10.5 [97] ïðèK = N ·(α∨k). Êðiì
òîãî, ÿêùî ïîçíà÷èòè τNa = inf{t > 0 : |Ỹt−Y0| > a} òî τNa = τa. Òîìó â îêîëi

íóëÿ ðîçïîäië ìîìåíòó âèõîäó τ äîïóñêà¹ åêñïîíåíöiéíó îöiíêó: iñíóþòü òàêi

ñòàëi C1, C2, C3, ùî

P{τa < λ} 6 C1 exp

{
−C2

λ

}
, 0 < λ < C3,

i òå ñàìå âiðíå äëÿ τ1. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåïåð äîâåäåìî òåõíi÷íi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî âèãëÿäó i îöiíîê äëÿ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ïîõiäíèõ.

Ëåìà 5.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 1) òåîðåìè 5.1. Òîäi ñòî-

õàñòè÷íà ïîõiäíà Dhηt ìà¹ âèãëÿä
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Dhηt =
αT

k
e−αt

(
e−α(t−h) 1{h<t}ν

′(Yt)
[ T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]

×ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2
]−1

− ν(Yt)
[ T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]

×ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2
]−2

T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
×
(
ν(Yt1) e

−α(t2−h) 1{h<t2}ν
′(Yt2)

+ν(Yt2) e
−α(t1−h) 1{h<t1}ν

′(Yt1)
)
dt1dt2

)
.

(5.5)

Äîâåäåííÿ. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ êîðåêòíîãî îçíà÷åííÿ íåîáõiäíî ïîêàçà-

òè, ùî ïîäâiéíèé iíòåãðàë ó çíàìåííèêó ηt i ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨ âiä öi¹¨

ôóíêöi¨ ì.í. äîäàòíèé. Öå áóäå çðîáëåíî ó ëåìi 5.5, äå áóäå äîâåäåíî iíòå-

ãðîâíiñòü ñòîõàñòè÷íî¨ ïîõiäíî¨, à ó öié ëåìi ìè îáìåæèìîñÿ ôîðìàëüíèì

âèçíà÷åííÿì ¨¨ âèãëÿäó.

Îòæå, çà ïðàâèëîì ëàíöþãà

Dhηt =
αT

k
e−αt

×Dh

ν(Yt)
 T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1


=
αT

k
e−αt

Dhν(Yt)

 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1

+ν(Yt)Dh


 T∫

0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1


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=
αT

k
e−αt

{
DhYtν

′(Yt)

 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

]−1

− ν(Yt)

 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−2 T∫
0

T∫
0

[
e−α|t1−t2|−

e−α(t1+t2)
][

(ν(Yt1)DhYt2ν
′(Yt2) + ν(Yt2)DhYt1ν

′(Yt1))
]
dt1dt2

}
.

Îñêiëüêè DhYt = e−α(t−h) 1{h<t}, òî ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 1) òåîðåìè 5.1. Òîäi ηt ∈
L1,2, à çíà÷èòü i äëÿ áóäü-ÿêîãî h ∈ [0, T ] : ηt1{h<t} ∈ L1,2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè çâîäèòüñÿ äî ïåðåâiðêè íåðiâíîñòi

||ηt||2L1,2 = E

 T∫
0

η2t dt+

T∫
0

T∫
0

(Dhηt)
2 dtdh

 <∞.

Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü ïåðøîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïîïåðåäíüîãî âè-

ðàçó.

Ââåäåìî ìíîæèíó A = {x ∈ R : |σ′(x) − σ′(Y0)| > σ′(Y0)/2}. Íàãàäà¹ìî,
ùî τ = inf {t : Yt ∈ A} , τ1 = τ ∧ T. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè âèðàç[

e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)
]
ν(Yt1)ν(Yt2)

çà óìîâ òåîðåìè ¹ íåâiä'¹ìíèì, i çà ïðèïóùåííÿì (À2) σ(x) > c > 0, äëÿ âñiõ

x ∈ R i äåÿêî¨ ñòàëî¨ c > 0, òî ν(Yt) > c
2σ

′(Y0) äëÿ t ∈ (0, τ). Òîäi
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ηt =
αT

k
e−αt ν(Yt)

×

 T∫
0

T∫
0

(
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

)
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1

6 αT

k
e−αt ν(Yt)

×

 τ1∫
0

τ1∫
0

[
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

]
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2

−1

6 4αT

k(cσ′(Y0))2
e−αt ν(Yt)

 τ1∫
0

τ1∫
0

(
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

)
dt1dt2

−1

.

(5.6)

Äàëi ïîçíà÷èìî C àáî C ç iíäåêñàìè ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ íå ¹ âàæëèâèì.

Ðîçãëÿíåìî ïîäâiéíèé iíòåãðàë, ùî çíàõîäèòüñÿ â çíàìåííèêó, òà îá÷èñëèìî

éîãî â áóäü-ÿêié òî÷öi x > 0:

ψ(x) :=

x∫
0

x∫
0

(
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

)
dt1dt2

=
α

2

x∫
0

( x∫
h

e−α(s−h) ds
)2
dh

=
1

2α

x∫
0

(
e2α(h−x)−2 eα(h−x)+1

)
dh

=
1

2α

(
− e−2αx+1

2α
+ 2

e−αx−1

α
+ x

)
= C(4 e−αx− e−2αx+2αx− 3).

Çàóâàæèìî, ùî ψ(0) = 0, i ôóíêöiÿ ψ(x) = C(4 e−αx− e−2αx+2αx −
3)/(4α2) çðîñòà¹ íà R. Âèêîðèñòà¹ìî åëåìåíòàðíó íåðiâíiñòü 1 − e−αx >
αx e−αx, x > 0, äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè çíèçó ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ ψ :

ψ′(x) =
1

2α
(1− e−αx)2 > Cx2 e−2αx .
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Òîäi

ψ(x) =

x∫
0

ψ′(s)ds > C

x∫
0

e−2αss2ds > C1x
3.

Îòæå, ç iìîâiðíiñòþ 1 ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

T∫
0

T∫
0

(
e−α|t1−t2|− e−α(t1+t2)

)
ν(Yt1)ν(Yt2) dt1dt2 > Cτ 31 (5.7)

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ν2(x) 6 C(1+|x|m) äëÿ äåÿêèõ C > 0, m ∈ N, îñêiëüêè

σ(x) i σ′(x) ìàþòü íå áiëüø íiæ ïîëiíîìiàëüíå çðîñòàííÿ. Òîìó, à òàêîæ ç

óðàõóâàííÿì (5.6), ìà¹ ìiñöå îöiíêà

ηt 6 C e−αt ν(Yt)τ
−3
1 6 C(1 + |Yt|m)τ−3

1 .

Äàëi, ìîìåíòè áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà ðiâíîìiðíî

îáìåæåíi íà áóäü-ÿêîìó iíòåðâàëi, òîìó ç óðàõóâàííÿì ëåìè 5.3

sup
t∈T

Eη2t 6 C sup
t∈T

(E(1 + |Yt|2m)(Eτ−6
1 ))

1
2 6 C. (5.8)

Çâiäñè ç î÷åâèäíiñòþ

E

 T∫
0

η2t dt

 <∞. (5.9)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé äîäàíîê íîðìè. Ñïî÷àòêó, ç óðàõóâàííÿì (5.5)

òà (5.7) îöiíèìî ñòîõàñòè÷íó ïîõiäíó:

| (Dhηt) | 6 C

τ−3
1 ν ′(Yt) + τ−6

1 ν ′(Yt)

T∫
0

ν(Ys)ds

T∫
0

ν ′(Yu)du


6 C(1 + |Yt|m1)(τ−3

1 + τ−6
1 )

(5.10)

äëÿ äåÿêîãî m1 ∈ N. Òåïåð, öiëêîì àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü ïðè äîâåäåííi

(5.8), îäåðæèìî, ùî iñíó¹ ñòàëà C > 0, äëÿ ÿêî¨

sup
t∈T

E (Dhηt)
2 6 C i

T∫
0

T∫
0

(Dhηt)
2 dtdh <∞, (5.11)

à òîìó çà îçíà÷åííÿì ηt ∈ L1,2, i ëåìó äîâåäåíî.



109

Ëåìà 5.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïóíêòó 1) òåîðåìè 5.1. Òîäi ζh ∈
L1,2.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî

||ζh||2L1,2 = E

[ T∫
0

eαh
T∫
h

ηs ds

2

dh

]

+E

[ T∫
0

T∫
0

Dh

eαt
T∫
t

ηs ds

2

dtdh

]
<∞.

(5.12)

Ïåðøèé äîäàíîê ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi ó (5.12) îáìåæèìî çãîðè íà-

ñòóíèì ÷èíîì:

E

[ T∫
0

eαh
T∫
h

ηs ds

2

dh

]
6 T

T∫
0

e2αh E

[ T∫
0

η2s ds

]
dh. (5.13)

Â ñèëó (5.9) ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ó ïiäiíòåãðàëüîìó âèðàçi ó ïðàâié ÷à-

ñòèíi (5.13) îáìåæåíå, i òîìó

E

[ T∫
0

eαh
T∫
h

ηs ds

2

dh

]
<∞.

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi ó (5.12), â ñèëó (5.11),

E

[ T∫
0

T∫
0

Dh

eαt
T∫
t

ηs ds

2

dtdh

]

=

T∫
0

T∫
0

e2αt E

[ T∫
0

Dh(ηs1{t<s}) ds

2 ]
dtdh

6 T

T∫
0

T∫
0

e2αt E

[ T∫
0

(Dhηs)
2 ds

]
dtdh <∞.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó äàíîìó ðîçäiëi iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ ÷èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà âñòàíîâ-

ëåíî âèãëÿä ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà âèðàæà¹ ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ âîëàòèëüíîñòi ïðîòÿãîì ÷àñó äî âèêîíàííÿ îïöiîíó. Îòðèìàíèé ðå-

çóëüòàò äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè öiíó îïöiîíó çà ìiíiìàëüíîþ ìàðòèíãàëüíîþ ìi-

ðîþ ó âèïàäêó, êîëè âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ùî ïîðîäæó¹ åâîëþöiþ öiíè àêòèâó,

òà âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, ÿêèé çàäà¹ âîëàòèëüíiñòü, ¹ íåçàëåæíèìè. Îòðèìàíî

âiäïîâiäíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ öiíè îïöiîíó.
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ÐÎÇÄIË 6

ÂIÄÑÓÒÍIÑÒÜ ÀÐÁIÒÐÀÆÓ Â ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ

ÅÊÎÍÎÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ IÇ ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÄÎÕÎÄÀÌÈ

Ó ðîçäiëi 6 ó ìîäåëi åêîíîìiêè îáìiíó çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìî-

âè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Âñòàíîâëåíî

íåðiâíîñòi çíèçó äëÿ âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ. Ñôîðìóëüîâàíî òåî-

ðåìó ïðî iñíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè. Ïðåäñòàâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi

óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ ìîæëèâîñòåé äëÿ åêîíîìi÷íèõ àãåíòiâ.

Ðîçäië ïîáóäîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi îïèñó¹òüñÿ

ðîçãëÿäóâàíà åêîíîìi÷íà ìîäåëü îáìiíó, íàâîäÿòüñÿ äåÿêi ïîïåðåäíi ðåçóëü-

òàòè. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî íåîáõi-

äíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâ-

íîâàãè. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îçíà÷åíî ðîçãëÿäóâàíó åêîíîìi÷íó äèíàìiêó,

ñôîðìóëüîâàíî ïîíÿòòÿ áåçàðáiòðàæíîñòi åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè òà îòðèìàíî

äîñòàòíi óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi.

6.1. Ìîäåëü ðèíêó òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî åêîíîìi÷íó ìîäåëü îáìiíó ç ïðîïîðöiéíèì

ñïîæèâàííÿì i çàäàíèìè äîõîäàìè. Îñíîâíîþ çàäà÷åþ ¹ âñòàíîâëåííÿ óìîâ,

çà ÿêèõ ðiâíîâàæíèé öiíîâèé âåêòîð ¹ ñòðîãî äîäàòíèì.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

l∑
i=1

Cki
⟨bi, p⟩+Di

⟨Ci, p⟩
= ψk, k = 1, n, (6.1)

ðîçâ'ÿçêè ÿêî¨ îïèñóþòü ñòàí ðiâíîâàãè â òàêèõ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ, äå

C = |Cki|n,lk=1,i=1, B = |bki|n,lk=1,i=1 ¹ íåâiä'¹ìíèìè ìàòðèöÿìè, Ci = {Cki}nk=1 i

bi = {bki}nk=1, i = 1, l, - íåâiä'¹ìíi âåêòîðè, ïîáóäîâàíi çà öèìè ìàòðèöÿìè
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âiäïîâiäíî, ψ = {ψk}nk=1 ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, Di > 0, i = 1, l. Ïðèïó-

ñêàòèìåìî òàêîæ, ùî ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

n∑
k=1

Cki > 0,
n∑
k=1

bki > 0, i = 1, l,
l∑

i=1

Cki > 0, k = 1, n. (6.2)

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

⟨bi, p⟩ =
n∑
k=1

pkbki, ⟨Ci, p⟩ =
n∑
k=1

pkCki, i = 1, l.

Íèæ÷å íàâåäåíî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.2.8 ç [98], [99], ÿêà âñòàíîâëþ¹

íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ñòðîãî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

ðiâíÿíü (6.1).

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé ψ = {ψk}nk=1 - ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, à i-é ñïî-

æèâà÷ ìà¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð çàïàñó òîâàðiâ bi = {bki}nk=1 òà êîøòè

Di > 0, i = 1, l. Íåîáõiäíèìè òà äîñòàòíiìè óìîâàìè iñíóâàííÿ ñòðî-

ãî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.1) ñòîñîâíî âåêòîðà p ∈ Rn
+ ¹

óìîâè:

1) âåêòîð ψ = {ψk}nk=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi íåâiä'¹ìíîãî êîíóñà, óòâî-

ðåíîãî âåêòîðàìè Ci = {Cki}nk=1, i = 1, l, òîáòî

ψ =
l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l; (6.3)

2) âåêòîð D = {Di}li=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi íåâiä'¹ìíîãî êîíóñà, óòâî-

ðåíîãî âåêòîðàìè dk = {−bki + yiCki}li=1, k = 1, n.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî äîñòàòíi óìîâè òåîðåìè 6.1 âèêîíóþòüñÿ. Îöií-

êó çíèçó äëÿ êîìïîíåíò öiíîâîãî âåêòîðà îòðèìà¹ìî, çàñòîñóâàâøè òåîðåìè

6.1.1, 6.1.2 ç [98], [99]. Îäíàê, ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, ñïåðøó íåîáõiäíî âiä-

øóêàòè îöiíêè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà yi, i = 1, l. Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè

6.1.1. òà 6.1.2 ç [98], [99].

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé a1, . . . , am, 1 6 m 6 n, � ìíîæèíà ëiíiéíî íå-

çàëåæíèõ âåêòîðiâ ç Rn
+. Íåîáõiäíèìè òà äîñòàòíiìè óìîâàìè òîãî, ùî
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âåêòîð b íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi íåâiä'¹ìíîãî êîíóñà K+
a , óòâîðåíîãî âå-

êòîðàìè ai, i = 1,m, ¹ óìîâè

⟨fi, b⟩ > 0, i = 1,m, ⟨fi, b⟩ = 0, i = m+ 1, n,

äå fi, i = 1, n, - áiîðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ äî ñèñòåìè ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ āi, i = 1, n, à āi = ai i = 1,m.

Òåîðåìà 6.3. ßêùî äåÿêèé âåêòîð ψ = {ψ1, . . . , ψn} íàëåæèòü âíó-

òðiøíîñòi íåâiä'¹ìíîãî r-âèìiðíîãî áàãàòîãðàííîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âå-

êòîðàìè {Ci = {cki}nk=1, i = 1, l}, i òàêèé, ùî iñíó¹ ïiäñèñòåìà r ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ìíîæèíè âåêòîðiâ {Ci, i = 1, l}, ùî âåêòîð ψ íà-

ëåæèòü âíóòðiøíîñòi êîíóñà, óòâîðåíîãî öi¹þ ïiäñèñòåìîþ âåêòîðiâ, òî

iñíó¹ l − r + 1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ zm ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü 6.3 òàêèõ, ùî ìíîæèíó ñòðîãî äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü

6.3 çàäà¹ ôîðìóëà y =
l∑

m=r
γmzm, äå

zm = {⟨ψ, f1⟩ − ⟨Cm, f1⟩y∗m, . . . , ⟨ψ, fr⟩ − ⟨Cm, fr⟩y∗m, 0, . . . , y∗m, 0, . . . , 0},

m = r + 1, l,

zr = {⟨ψ, f1⟩, . . . , ⟨ψ, fr⟩, 0, . . . , 0},

y∗m =


min
s∈Km

⟨ψ,fs⟩
⟨Cm,fs⟩ , Km = {s, ⟨Cm, fs⟩ > 0},

1, ⟨Cm, fs⟩ 6 0, ∀s = 1, r,

à êîìïîíåíòè âåêòîðà {γm}lm=r çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó íåðiâíîñòåé

l∑
m=r

γm = 1, γm > 0, m = r + 1, l,

l∑
m=r+1

⟨Cm, fk⟩y∗mγm < ⟨ψ, fk⟩, k = 1, r.
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Ïåðåä òèì ÿê ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ÷àñòèíè,

ïîâåðíåìîñü äî òåîðåìè 6.1 òà íàâåäåìî êîðîòêå äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi. Íå-

õàé iñíó¹ ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð p0, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.1).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

yi =
⟨bi, p⟩+Di

⟨Ci, p⟩
, i = 1, l. (6.4)

Âíàñëiäîê âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (6.2) i ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi êîìïîíåíò âåêòî-

ðà D ìà¹ìî yi > 0, i = 1, l, òà ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (6.3). Ç ðiâíîñòåé (6.4)

îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíîñòåé

⟨−bi + yiCi, p0⟩ = Di, i = 1, l, (6.5)

ç ÿêî¨ i âèïëèâà¹ óìîâà 2) òåîðåìè 6.1 ÷åðåç ñòðîãó äîäàòíiñòü âåêòîðà p0.

6.2. Òåîðåìà ïðî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨

äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (6.2).

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé ψ = {ψk}nk=1 - ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, à i-é ñïî-

æèâà÷ ìà¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð çàïàñó òîâàðiâ bi = {bki}nk=1 òà êîøòè

Di > 0, i = 1, l, i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

� âåêòîð ψ = {ψk}nk=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r−âèìiðíîãî íåâiä'-

¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè Ci = {Cki}nk=1, i = 1, l, òîáòî

ψ =
l∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l;

� âåêòîð D = {Di}li=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r1−âèìiðíîãî íåâiä'-

¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè dk = {−bki+yiCki}li=1, k = 1, n;

� iñíó¹ ïiäñèñòåìà r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ìíîæèíè âåêòîðiâ

{Ci, i = 1, l}, òàêèõ, ùî âåêòîð ψ íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi êîíóñà,

óòâîðåíîãî öi¹þ ïiäñèñòåìîþ âåêòîðiâ;
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� iñíó¹ ïiäñèñòåìà r1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ìíîæèíè âåêòî-

ðiâ {dk = −bk + yCk, k = 1, n}, òàêèõ, ùî âåêòîð D = {Di}, i = 1, l,

íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi êîíóñà, óòâîðåíîãî öi¹þ ïiäñèñòåìîþ âå-

êòîðiâ.

Òîäi iñíó¹ òàêèé íàáið âåêòîðiâ f 1k , k = 1, l, ùî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ:

� iñíó¹ n − r1 + 1 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü (6.5) z1k òàêèõ, ùî ìíîæèíó ñòðîãî äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.5) çàäà¹ ôîðìóëà p =
n∑

m=r1

γ1mz
1
m, äå

z1m = {⟨D, f 11 ⟩ − ⟨dm, f 11 ⟩p∗m, . . . , ⟨D, f 1r1⟩

−⟨dm, f 1r1⟩p
∗
m, 0, . . . , p

∗
m, 0, . . . , 0}, m = r1 + 1, n,

zr1 = {⟨D, f 11 ⟩, . . . , ⟨D, f 1r1⟩, 0, . . . , 0},

p∗m =


min
s∈Km

⟨D,f1s ⟩
⟨dm,f1s ⟩

, Kk = {s, ⟨dm, f 1s ⟩ > 0},

1, ⟨dm, f 1s ⟩ 6 0, ∀s = 1, r1,

à êîìïîíåíòè âåêòîðà {γ1m}nm=r1
çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó íåðiâíî-

ñòåé
n∑

m=r1

γ1m = 1, γ1m > 0, m = r1, n,

n∑
m=r1+1

⟨dm, f 1i ⟩p∗mγ1m < ⟨D, f 1i ⟩, i = 1, r1;

� iñíó¹ ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð p, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(6.1), i äëÿ êîìïîíåíò ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:pi > γ1r1⟨D, f
1
i ⟩, i = 1, r1,

pi > γ1i p
∗
i , i = r1 + 1, n.

(6.6)
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Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ñòðîãî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.1)

çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òåîðåìîþ 6.1, äîñòàòíi óìîâè ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ. Ç óìîâ 2) i 4)

âèïëèâà¹, ùî âåêòîð D çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 6.3. Òîìó òâåðäæåííÿ 1)

äàíî¨ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ. Çíàéäåìî îöiíêó çíèçó äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà p

ç òâåðäæåííÿ 1) äàíî¨ òåîðåìè.
pi =

n∑
m=r1

γ1m⟨D, f 1i ⟩ −
n∑

m=r1+1
γ1m⟨dm, f 1i ⟩p∗m, i = 1, r1,

pi = γ1i p
∗
i , i = r1 + 1, n.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå îöiíêó äëÿ êîìïîíåíò ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè i =

1, r1. Îñêiëüêè
n∑

m=r1

γ1m = 1, òî

pi = ⟨D, f 1i ⟩ −
n∑

m=r1+1

γ1m
⟨dm, f 1i ⟩
⟨D, f 1i ⟩

p∗m⟨D, f 1i ⟩.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêó çíèçó, ìàêñèìiçó¹ìî åëåìåíòè ñóìè, ùî âõî-

äèòü ó âèùåíàâåäåíó ðiâíiñòü. ßêùî Km = {s, ⟨dm, f 1s ⟩ > 0} ̸= {∅}, òî

⟨dm, f 1i ⟩
⟨D, f 1i ⟩

min
s∈Km

⟨D, f 1s ⟩
⟨dm, f 1s ⟩

⟨D, f 1i ⟩ 6

⟨D, f 1i ⟩, ⟨dm, f 1i ⟩ > 0,

0, ⟨dm, f 1i ⟩ 6 0.

ßêùî ⟨dm, f 1s ⟩ 6 0, ∀s = 1, r1 òî

⟨dm, f 1i ⟩
⟨D, f 1i ⟩

min
s∈Km

⟨D, f 1s ⟩
⟨dm, f 1s ⟩

⟨D, f 1i ⟩ 6 0

Îòæå

pi =
n∑

m=r1

γ1m⟨D, f 1i ⟩ −
n∑

m=r1+1

γ1m⟨dm, f 1i ⟩p∗m >

⟨D, f 1i ⟩ −
n∑

m=r1+1

γ1m⟨D, f 1i ⟩ =− (1− γ1r1)⟨D, f
1
i ⟩+ ⟨D, f 1i ⟩ =

γ1r1⟨D, f
1
i ⟩, i = 1, r1.

Àíàëîãi÷íi îöiíêè îòðèìóþòüñÿ çàâäÿêè óìîâi 3) öi¹¨ òåîðåìè òà òåîðåìi

6.3 i äëÿ âåêòîðà yi, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî çàäà¹òüñÿ dki. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî

îöiíêó çíèçó äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà p, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(6.1). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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6.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïðèïóñòèìî, ùî åêîíîìi÷íà ñèñòåìà ôóíêöiîíó¹ ïðîòÿãîì N ïåðiîäiâ,

N < ∞. Ó t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìiêè âåêòîðè ïîïèòó Ct
i (ω) =

{Ct
ki(ω)}

n
k=1, i = 1,l, çàäàþòüñÿ íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F,P}. Òàêîæ

ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíi ñïîæèâàííÿ ó t-ìó ïåðiîäi çàäàíî äåÿêèì âèïàäêîâèì

âåêòîðîì

yt(ω) = {yti(ω)}
l
i=1,

âñi êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ ñòðîãî äîäàòíèìè, òîáòî yti(ω) > 0. Öåé âåêòîð íàçè-

âàòèìåìî âåêòîðîì ñòóïåíiâ çàäîâîëåííÿ ïîòðåá ñïîæèâà÷à (äèâ. [98], [99]).

Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð ïðîïîçèöi¨ â t-ìó ïåðiîäi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ψt(ω) =
l∑

i=1

Ct
i (ω)y

t
i(ω).

Íèæ÷å ïðåäñòàâëåíî òåîðåìó, ùî âñòàíîâëþ¹ äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ åêî-

íîìi÷íî¨ äèíàìiêè, i ÿêà ¹ íàñëiäêîì ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 6.5. Íåõàé ìíîæèíà âåêòîðiâ Ct
i (ω), i = 1, l, ÿêi ¹ ñòîâï÷èêà-

ìè ìàòðèöi Ct(ω) = ||Ct
ki(ω)||

n,l
k=1,i=1, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

n∑
k=1

Ct
ki(ω) > 0, i = 1, l,

l∑
i=1

Ct
ki(ω) > 0, k = 1, n, t = 1,N,

Ct
ks(ω) > 0, k = 1, n, s = 1, l, t = 1, N.

Íåõàé ψt = {ψtk(ω)}nk=1, t = 1,N � ñòðîãî äîäàòíèé âåêòîð, à i-é ñïî-

æèâà÷ ìà¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð çàïàñó òîâàðiâ bti = {btki(ω)}nk=1 òà êîøòè

Dt
i(ω) > 0, i = 1, l, t = 1,N. Íåîáõiäíèìè òà äîñòàòíiìè óìîâàìè iñíóâàí-

íÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 ñòðîãî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü

l∑
i=1

Ct
ki(ω)

⟨bti, pt⟩+Dt
i

⟨Ct
i (ω), p⟩

= ψtk(ω), k = 1, n, t = 1,N, (6.7)

ñòîñîâíî öiíîâîãî âåêòîðà pt ∈ Rn
+ ¹ óìîâè:
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� âåêòîð ψt = {ψtk(ω)}nk=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r−âèìiðíîãî íå-

âiä'¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè Ct
i = {Ct

ki(ω)}nk=1, i = 1, l,

òîáòî

ψt =
l∑

i=1

yti(ω)C
t
i (ω), yti > 0, i = 1, l, t = 1,N ; (6.8)

� âåêòîð Dt = {Dt
i}li=1 íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi r1−âèìiðíîãî íåâiä'-

¹ìíîãî êîíóñà, óòâîðåíîãî âåêòîðàìè dtk = {−btki + yti(ω)C
t
ki(ω)}li=1,

k = 1, n, t = 1,N.

Ïðèïóñòèìî, ùî â t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè k-òà

êîìïîíåíòà p̄tk âèïàäêîâîãî ðiâíîâàæíîãî öiíîâîãî âåêòîðà p̄
t âèçíà÷à¹ öiíó

k-ãî òîâàðó, k = 1, nt. Ââàæàòèìåìî, ùî ïåðøà êîìïîíåíòà p̄t1 öüîãî âåêòî-

ðà âèçíà÷à¹ ðiâíîâàæíó öiíó ãðîøåé, à ψt1(p̄
t) âèçíà÷à¹ ïðîïîçèöiþ ãðîøåé

â t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî

êîðîòêèé ïðîäàæ òîâàðiâ ìîæëèâèé òiëüêè â ìåæàõ êîæíîãî ïåðiîäó ôóí-

êöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè.

Íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F,P}, äå åâîëþöiÿ öií íà òîâàðè çàäà¹òüñÿ
òåîðåìîþ 6.5, âèçíà÷èìî åâîëþöiþ öií ïiäìíîæèíè n0 6 nt, N0 6 t 6 N1,

òîâàðiâ çà ïðàâèëîì

St =
{
p̄ti1, . . . , p̄

t
in0

}
, N0 6 t 6 N1, ik < ik+1, k = 1, n0 − 1. (6.9)

Ââåäåìî åâîëþöiþ áåçðèçèêîâîãî àêòèâó ïðàâèëîì

Bt =
t∏

i=N0

(
1 + pi1

)
, t = N0, N1, (6.10)

äå pt1 - ðiâíîâàæíà öiíà ãðîøåé â t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨

ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 6.1. Åêîíîìi÷íó äèíàìiêó, îçíà÷åíó ó òåîðåìi 6.5, íàçèâà-

òèìåìî áåçàðáiòðàæíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè òîâàðiâ,

âèçíà÷åíî¨ iíäåêñàìè i1, . . . , in0 i äîâiëüíèìè ÷èñëàìè 1 6 N0 < N1 6 N , äëÿ

åâîëþöi¨ öií àêòèâiâ, çàäàíî¨ çàêîíîì (6.9), òà åâîëþöi¨ íåðèçèêîâîãî àêòèâó,
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çàäàíî¨ çàêîíîì (6.10), ìíîæèíà ñàìîôiíàíñîâàíèõ àðáiòðàæíèõ ñòðàòåãié

áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ ìiæ ïåðiîäàìè ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè

¹ ïîðîæíüîþ.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð çàãàëüíi óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó â äèíàìi÷íèõ

ñèñòåìàõ áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ.

Òåîðåìà 6.6. Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði {Ω,F,P} ç ôiëüòðàöi-

¹þ Fn, n = 1, N, çàäàíî âèïàäêîâó åâîëþöiþ íåðèçèêîâîãî àêòèâó çàêîíîì

Bn, n = 1, N, òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: iñíó¹ íåâèïàäêîâà êîíñòàíòà

D <∞ òàêà, ùî 1 6 Bn 6 D, n = 1, N, ω ∈ Ω, i íåõàé åâîëþöiÿ öií n0 > 1

ðèçèêîâèõ àêòèâiâ çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì Sn =
{
Sin
}n0
i=1

, n = 1, N. ßêùî{
Sn
Bn

,Fn

}
, n = 1, N,

¹ ñóïåðìàðòèíãàëîì, òî ìíîæèíà ñàìîôiíàíñîâàíèõ àðáiòðàæíèõ ñòðà-

òåãié áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ ïîðîæíÿ.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ñàìîôiíàíñîâàíà àð-

áiòðàæíà ñòðàòåãiÿ π = {πn = {βn, γn}}Nn=1 òàêà, ùî

Xπ
1 = 0, Xπ

n = βnBn +

n0∑
i=1

γinS
i
n > 0, n = 1, N,

i Xπ
N > 0 íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ éìîâiðíîñòi, äå

−∞ < βn <∞, γn = {γin}
n0
i=1, γin > 0, i = 1, n0, n = 1, N.

Ç ðiâíîñòi

Xπ
n

Bn
−
Xπ
n−1

Bn−1
=

n0∑
i=1

γin

(
Sin
Bn

−
Sin−1

Bn−1

)
i òîãî, ùî π ñàìîôiíàíñîâàíà ñòðàòåãiÿ áåç êîðîòêèõ ïðîäàæiâ, à òàêîæ ç

ïðèïóùåííÿ òåîðåìè, ìà¹ìî

E
{
Xπ
n

Bn
|Fn
}

6 Xπ
n−1

Bn−1
,
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àáî

E
Xπ
n

Bn
6 E

Xπ
n−1

Bn−1
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî

0 < E
Xπ
n

Bn
6 E

Xπ
1

B1
= 0, n = 1, N.

Òàêèì ÷èíîì, EXπ
n = 0, n = 1, N. Öå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó.

ßê i ðàíiøå, ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïåðøà êîìïîíåíòà öiíîâîãî âåêòîðà pt =

{pti}
nt
i=1 âèçíà÷à¹ âàðòiñòü ãðîøåé â t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨

ñèñòåìè.

Òåîðåìà 6.7. Åêîíîìi÷íà äèíàìiêà, îçíà÷åíà â òåîðåìi 6.5, ¹ áåçàðái-

òðàæíîþ, ÿêùî çi éìîâiðíiñòþ 1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

p̄t+1
k 6 p̄tk

(
1 + f t+1

(
p̄t+1
1

))
, k = 2, nt, t = 1, N,

äå p̄t = {p̄tk}
nt
k=1 - ðiâíîâàæíèé öiíîâèé âåêòîð â t-ìó ïåðiîäi ôóíêöiîíóâàííÿ

åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè, f t(x), t = 1, N, - ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi 0 6 f t(x) 6 x, t = 1, N.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèáðàòè

St =
{
p̄ti1, . . . , p̄

t
in0

}
, n0 6 nt, N0 6 t 6 N1, ik < ik+1, k = 1, n0 − 1,

Bt =
t∏

i=N0

(
1 + p̄i1

)
, t = N0, N1,

òî St/Bt, t = N0, N1, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 6.6 ç ôiëüòðàöi¹þ Ft, ïîðî-

äæåíîþ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè S1, . . . St, B1, . . . Bt. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî

rt0 = rt0(ω) = min
i
ψti(ω), Rt

0 = Rt
0(ω) = max

i
ψti(ω),

At = At(ω) =
n∑
i=1

pti(ω)ψ
t
i(ω),
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lt0 = lt0(ω) = min
i=1,rt1

{γ1,t
rt1
⟨Dt, f 1,ti (ω)⟩}, lt1 = lt1(ω) = min

i=rt1+1,n
{γ1,ti p

∗,t
i },

äå f 1,ti i γ1,ti âèçíà÷åíi òåîðåìîþ 6.4 ó ïåðiîäi t. Ââàæà¹òüñÿ, ùî óìîâè òåîðåìè

6.4 âèêîíóþòüñÿ ó êîæíîìó ïåðiîäi t = 1, N . Âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

pti(ω) 6
At(ω)

rt0(ω)
, pti(ω) > min

j=1,2
{ltj(ω)}, i = 1, n.

Òåîðåìà 6.8. Íåõàé ìíîæèíà âåêòîðiâ Ct
i (ω), i = 1, l, ùî ¹ ñòîâï÷èêà-

ìè ìàòðèöi Ct(ω) = ||Ct
ki(ω)||

n,l
k=1,i=1, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

l∑
s=1

Ct
ks(ω) > 0, k = 1, n,

n∑
k=1

Ct
ki(ω) > 0, i = 1, l, t = 1, N,

i íåõàé âåêòîðè

yt(ω) = {yti(ω)}li=1, bi(ω) = {bki(ω)}nk=1, Di(ω) > 0, i = 1, l,

¹ ñòðîãî äîäàòíèìè äëÿ âñiõ ω ∈ Ω. Íåõàé ó êîæíîìó ïåðiîäi t âèêîíóþ-

òüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.4 ç éìîâiðíiñòþ 1. Åêîíîìi÷íà äèíàìiêà, îçíà÷åíà â

òåîðåìi 6.5, áåçàðáiòðàæíà, ÿêùî íåðiâíîñòi

At+1

rt+1
0

6 min
j=1,2

{ltj(ω)}(1 + δ min
j=1,2

{lt+1
j (ω)}), t = 1, N, (6.11)

âèêîíóþòüñÿ çi éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ äåÿêîãî 0 < δ < 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (6.11), òî íåðiâíîñòi

pt+1
i 6 pti(1 + δpt+1

1 ), i = 2, n, (6.12)

âèêîíóþòüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.4. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó

6.7, ç f t(x) = δx, 0 < δ < 1, îòðèìó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ó äàíîìó ðîçäiëi çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Âñòàíîâëåíî íåðiâíîñòi çíèçó äëÿ

âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ. Ñôîðìóëüîâàíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ

åêîíîìi÷íî¨ äèíàìiêè. Ïðåäñòàâëåíî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæíèõ

ìîæëèâîñòåé äëÿ åêîíîìi÷íèõ àãåíòiâ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi ìåòîäiâ òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî

îöiíþâàííÿ äåðèâàòèâiâ òà äîñëiäæåííþ ïèòàíü âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó ó ði-

çíèõ ìîäåëÿõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ, çîêðåìà, ó ìîäåëÿõ ðèíêiâ çi ñòîõàñòè÷íîþ

âîëàòèëüíiñòþ, ìîäåëÿõ iç äèñêðåòíèì ÷àñîì òà ìîäåëÿõ åêîíîìiêè îáìiíó.

Ó ðîáîòi äîâåäåíî, ùî äåëüòà-õåäæ ó áiíîìiàëüíié ìîäåëi Êîêñà�Ðîññà�

Ðóáiíøòåéíà ¹ àíàëîãîì ãðåöüêîãî ñèìâîëó äåëüòà ó ìîäåëi Áëåêà�Øîóëñà

ó òîìó ñåíñi, ùî ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü äåëüòà-õåäæó äî äåëüòè ïðè

ñïðÿìóâàííi êiëüêîñòi ïåðiîäiâ ó äèñêðåòíié ìîäåëi äî íåñêií÷åííîñòi. Öåé

ðåçóëüòàò âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ âåëè÷èíàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü îïöiîíè

ó íåïðåðâíîìó ÷àñi òà ó äèñêðåòíîìó.

Äëÿ ìîäåëi ôiíàíñîâîãî ðèíêó çi ñòîõàñòè÷íîþ âîëàòèëüíiñòþ, ùî çàäà-

¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä ïðîöåñó Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, äîâåäåíî âiäñóòíiñòü íà

ðèíêó àðáiòðàæó ó ñåíñi NA+ òà NAg. Äëÿ âèïàäêó, êîëè ïðîöåñè Âiíåðà,

ùî êåðóþòü åâîëþöi¹þ öiíè àêòèâó òà éîãî âîëàòèëüíiñòþ, ¹ íåêîðåëüîâà-

íèìè, âiäøóêàíî òî÷íi òà íàáëèæåíi ôîðìóëè ðîçðàõóíêó ñïðàâåäëèâî¨ âàð-

òîñòi �âðîïåéñüêîãî îïöiîíó. Âñòàíîâëåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi öiíè îïöiîíó

�âðîïåéñüêîãî òèïó ó äèñêðåòèçîâàíié çà ñõåìîþ Åéëåðà�Ìàðóÿìà ìîäåëi

ðèíêó äî öiíè îïöiîíó ó íåïåðåðâíié ìîäåëi ïðè ñïðÿìóâàííi êðîêó äèñêðå-

òèçàöi¨ äî íóëÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü îöiíþâàòè äåðèâàòèâè ó

ìîäåëÿõ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ, áëèæ÷èõ äî ðåàëüíîñòi, íiæ êëàñè÷íà ìîäåëü

Áëåêà�Øîóëñà.

Ó ìîäåëi åêîíîìiêè îáìiíó çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨

äîäàòíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü åêîíîìi÷íî¨ ðiâíîâàãè, âñòàíîâëåíî íåðiâíîñòi

çíèçó äëÿ âñiõ ðiâíîâàæíèõ öiíîâèõ âåêòîðiâ, ïðåäñòàâëåíî äîñòàòíi óìîâè

âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ äîñëiæäóâàòè àðáiòðà-

æíiñòü ðèíêiâ, íà ÿêèõ âiäñóòíi ìàðòèíãàëüíi ìiðè.
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