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В роботi розглядається узагальнення поняття нормальних чисел, в контекстi класичного
s-го представлення дiйсних чисел, по вiдношенню до Qs-представлення, вперше розглянутого М.
Працьовитим. Поглиблюється результат I. Нiвена та Г. Цукермана, по вiдношенню до метри-
чної теорiї нормальних чисел Е. Бореля. Показано, що множина всiх Qs-нормальних чисел має
мiру Лебега 1. Встановлюється зв’язок мiж властивiстю нормальностi та рiвномiрною розпо-
дiленiстю послiдовностi чисел, породжених оператором зсуву по вiдношенню до вiдповiдного чи-
сла. Було встановлено, що множина всiх чисел вiдрiзку [0; 1] для яких вiдповiдна послiдовнiсть
породжена оператором лiвостороннього зсуву Qs-цифр є рiвномiрно розподiленою, має повну мi-
ру Лебега. Вiдповiднi теореми поглиблюють результати метричної теорiї Qs-розкладiв дiйсних
чисел вiдрiзку [0; 1] отриманих М. Працьовитим та Г. Торбiним.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Qs-нормальне число, рiвномiрно розподiлена послiдовнiсть, ергодичне пере-
творення, Qs-цилiндр.

The paper considers the generalization of the concept of normal numbers in the context of the
classical s-th representation of real numbers, in relation to the Qs−representation, first considered by
M. Pratsiovytyi. The result of I. Nivena and H. Zukerman is deepened in relation to the metric theory
of normal E. Borel numbers. It is shown that the set of all Qs-normal numbers has a Lebesgue measure
1. The connection between the property of normality and the uniform distribution of the sequence of
numbers generated by the shift operator in relation to the corresponding number is established. It was
found that the set of all numbers of the segment [0; 1] for which the corresponding sequence generated
by the operator of left-hand shift Qs-digits is uniformly distributed has a full Lebesgue measure. The
corresponding theorems deepen the results of the metric theory Qs-decompositions of real numbers of
the segment [0; 1] obtained by M. Pratsiovytyi and G. Torbin.

Key Words: Qs-normal number, uniformly distributed sequence, ergodic transformation, Qs-cylinder.

1 Вступ

Нехай (q0; q1; ...; qs−1) — стохастичний ве-
ктор з строго додатними координатами. Вiдо-
мо [1, ?], що для довiльного дiйсного числа
x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть чисел (в подаль-
шому цифр) αn ∈ {0; 1; ...; s−1}, ∀n ∈ N така,
що

x =

+∞∑
n=1

βαn · qαn−1 · qαn−2 · . . . · qα1 , (1)

де β0 = 0, β1 = q0, . . . , βs−1 = q0+ q1+ ...+ qs−2.

Представлення 1 називається Qs-
представленням числа x. Число x у цьому
випадку має зображення:

x = ∆Qs
α1α2α3...αn....

Iснує зчислена множина чисел, якi мають два
представлення i вiдповiдно зображення:

∆Qs

α1α2...αn(s−1) = ∆Qs

α1α2...(αn+1)(0).

Вiдповiднi числа називаються Qs-рацiональними.
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Число x будемо називати Qs-
слабонормальним, якщо для кожної цифри
γ ∈ {0; 1; ...; s− 1}:

lim
n→∞

Nn(x; γ)

n
= qγ ,

де Nn(x; γ) — кiлькiсть цифр γ серед чисел
α1, . . . , αn.

Число x будемо називати Qs-нормальним,
якщо довiльного набору цифр (γ1; γ2; . . . ; γk):

lim
n→∞

Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk))

n
=

k∏
j=1

qγj ,

де Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — кiлькiсть блокiв
(γ1; . . . ; γk) серед чисел α1, . . . , αn. Якщо бу-
ти точним Nn(x; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — це кiлькiсть
номерiв j ∈ {1; . . . ;n−k−1}, таких що αj+i−1 =
γi для кожного i ∈ {1; . . . ; k}.

Якщо q0 = q1 = . . . = qs−1 = 1
s , ми ма-

ємо класичне означення нормального та сла-
бонормального числа для s-го представлення
дiйсних чисел [3].

Послiдовнiсть xn називається рiвномiрно
розподiленою за модулем 1, якщо для довiль-
них дiйсних 0 6 a < b 6 1:

Nn([a; b])

n
→ b− a (n → ∞),

де Nn([a; b]) — кiлькiсть чисел серед
{x1}, {x2}, . . . , {xn}, якi належать вiдрiзку
[a; b].

Добре вiдомо [4], що число x є нормаль-
ним в класичнiй s-ковiй системi числення, тодi
i тiльки тодi коли послiдовнiсть snx є рiвномiр-
но розподiленою.

2 Про структуру множини Qs-
нормальних чисел

Розглянемо наступний оператор зсуву

T (∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α2α3...αn...,

у випадку коли число є Qs-рацiональним до-
мовимось використовувати його зображення з
перiодом (0).

Лема 1. Перетворення T (x) є ергодичним
вiдносно мiри Лебега.

Доведення. Покажемо, що вiдповiдне пе-
ретворення зберiгає мiру на борельовiй сигма-
алгебрi.

Зрозумiло, що

T−1
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
=

=

s−1∪
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
.

λ
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
=

n∏
j=1

qαj ,

λ
[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
= qk

n∏
j=1

qαj .

Таким чином, маємо:

λ

(
s−1∪
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
;∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

])
=

= λ
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
.

Оскiльки сукупнiсть вiдрiзкiв

[∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

α1α2...αn(1)
]

породжує B(R)∩ [0; 1], то для кожної множини
E ∈ B(R), маємо:

λ(T−1(E)) = λ(E).

Покажемо, що перетворення T (x) метрично
транзитивне вiдносно мiри Лебега. Припусти-
мо, що iснують множини U , W такi, що

U ∪W = [0; 1];

U ∩W = ∅;

T−1(U) = U ;

T−1(W ) = W.

Нехай u = λ(U) ∈ (0; 1) та X(t) — характе-
ристична функцiя множини U :

X(t) =

{
1, t ∈ U

0, t /∈ U.

Зрозумiло, що кожного

x = ∆Qs
α1α2...αk...

∈ U

i кожного натурального l число

x(l) = ∆Qs
q1q2...qlα1α2...αk...
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є прообразом x порядку l для перетворення
T (x).

Маємо:

X(∆Qs
α1α2...αk...

) = X(x(l)).

Позначимо

Bl = [∆Qs

a1a2...al(0)
;∆Qs

a1a2...al(1)
],

маємо:
λ(U ∩Bl) =

∫
Bl

X(t)dλ =

= qa1qa2 . . . qal

∫
R

X(t)dλ = uqa1qa2 . . . qal .

Розглянемо число ε > 0 таке, що 1 − u > ε.
Оскiльки множина U i ї ї доповнення W до
множини [0; 1] мають додатнi мiри Лебега, то
за теоремою про точки щiльностi, iснує то-
чка щiльностi z. Таким чином, для довiльного
ε > 0 iснує δ > 0 таке, що

λ(U ∩∆)

λ(∆)
> 1− ε

для довiльного вiдрiзка ∆ який мiстить точку
z i мiра Лебега якого строго менша δ.

Розглянемо число n0 таке, що

(max(q0; q1; ...; qs−1))
n0 < δ.

Позначимо:

z = ∆Qs

b1b2...bk...

i розглянемо вiдрiзок

∆ = Bn0 = [∆Qs

b1b2...bn0 ,(0)
;∆Qs

b1b2...bn0 ,(s−1)].

Маємо:

λ(U ∩∆) = uqb1 . . . qbn0
,

λ(U ∩∆) > (1− ε)λ(∆) = (1− ε)qb1 . . . qbn0
,

uqb1 . . . qbn0
> (1− ε)qb1 . . . qbn0

та
1− u < ε.

Маємо суперечнiсть.
Лема 2. Для майже всiх чисел x =

∆Qs
α1α2...αn... послiдовнiсть

x, T (x), T 2(x), . . . , T k(x), . . .

є рiвномiрно розподiленою на [0; 1].
Доведення. Оскiльки перетворення T (x) є

ергодичним вiдносно мiри Лебега, то для зада-
ного h ∈ N за теоремою Бiргкофа-Хiнчина

lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

cos(2πhx)dx = 0

(2)
для майже всiх x ∈ [0; 1].

Позначимо через Ah множину тих чисел
x ∈ [0; 1], для яких виконується умова (2), тодi
λ(Ah) = 1. Зрозумiло, що λ(A∗) = 1, де

A∗ =

+∞∩
k=1

Ak.

Отже, для кожного натурального h та для до-
вiльного x ∈ A∗ :

lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
= 0.

Аналогiчно показуємо, що iснує множина B∗

така, що λ(B∗) = 1 i для довiльного натураль-
ного h ∈ N та x ∈ B∗ :

lim
n→+∞

n∑
k=1

sin(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

sin 2πhxdx = 0.

Отже, для кожного x ∈ A∗ ∩B∗:

lim
n→+∞

n∑
k=1

e2πihT
k(x)

n
=

= lim
n→+∞

n∑
k=1

cos(2πhT k(x)) + i
n∑

k=1

sin(2πhT k(x))

n
= 0

тобто послiдовнiсть Tn(x) є рiвномiрно розпо-
дiленою на [0; 1]. Оскiльки λ(A∗ ∩B∗) = 1, ма-
ємо потрiбне.

Вiдрiзок

∆(γ1; γ2; . . . ; γl) =
[
∆Qs

γ1γ2...γl(0)
;∆Qs

γ1γ2...γl(s−1)

]
будемо називати Qs-цилiндром l-го рангу.

Лема 3. Нехай M — множина всiх Qs-
цилiндрiв l-го рангу для кожного натурально-
го l. Послiдовнiсть xn є рiвномiрно розподiле-
ною тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

N(xn;A)

n
= λ(A),
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для кожної множини A ∈ M, де λ(·) — мiра
Лебега.

Доведення. Якщо xn рiвномiрно розподiле-
на, то очевидно рiвнiсть виконується. Розгля-
немо промiжок [a; b], де a > 0 i b < 1 (випадок
a = 0 або b = 1 розглядаються аналогiчним
чином).

Нехай

a = ∆Qs
α1α2... b = ∆Qs

β1β2...

Розглянемо послiдовнiсть вiдрiзкiв

Cn =
[
∆Qs

α1α2...αn(0)
;∆Qs

β1β2...βn(s−1)

]
,

C̃n =
[
∆Qs

α1α2...αn(s−1);∆
Qs

β1β2...βn(0)

]
.

Зрозумiло, що знайдеться набiр Qs-цилiндрiв
n-го рангу

∆
(
η
(1)
1 ; η

(1)
2 ; . . . ; η(1)n

)
, . . . , ∆

(
η
(j)
1 ; η

(j)
2 ; . . . ; η(j)n

)
,

такi, що

Cn =

j∪
i=1

∆
(
η
(i)
1 ; η

(i)
2 ; . . . ; η(i)n

)
.

Маємо:
lim
l→∞

Nl(xk;Cn)

l
=

=

j∑
r=1

lim
l→∞

Nl

(
xk;∆

(
η
(r)
1 ; . . . ; η

(r)
n

))
l

=

=

j∑
i=1

λ
(
∆
(
η
(r)
1 ; . . . ; η(r)n

))
= λ(Cn).

Аналогiчно доводиться, що

lim
l→∞

Nl(xk; C̃n)

l
= λ(C̃n).

Оскiльки для кожного натурального n:

Nl(xk; C̃n)

l
6 Nl(xk; (a; b))

l
6 Nl(xk;Cn)

l

то перейшовши до границi l → +∞ i врахував-
ши, що

lim
l→∞

λ(Cl) = b− a = lim
l→∞

λ(C̃l),

маємо:

lim
l→∞

Nl(xk; (a; b))

l
= b− a.

Лема 4. Число

z = ∆Qs
α1α2α3...

є Qs-нормальним тодi i тiльки тодi, коли по-
слiдовнiсть Tn(z) є рiвномiрно розподiленою.
Доведення. Нехай послiдовнiсть Tn(z) рiвно-
мiрно розподiлена.

Зрозумiло, що Nn(T
k(z);∆(γ1; γ2; . . . ; γl))

дорiвнює кiлькостi блокiв (γ1; γ2; . . . ; γl) серед
цифр α1, α2, . . . , αn . Дiйсно число ∆Q2

η1η2... нале-
жить вiдрiзку ∆(γ1; γ2; . . . ; γl) лише тодi, коли
ηr = γr для кожного r ∈ {1; . . . ; l}. Маємо:

Nn(z; (γ1; . . . ; γl))

n
=

Nn(Tk(z);∆(γ1; . . . ; γl))

n
→

λ(∆(γ1; . . . ; γl)) =
l∏

j=1

qγj (n → +∞)

тобто z є Qs-нормальним.
Нехай z є Qs-нормальним, тодi для кожно-

го Qs-цилiндра ∆(γ1; . . . ; γl) маємо:

Nn(T
n(z);∆(γ1; . . . ; γl))

n
=

Nn(z; (γ1; . . . ; γl))

n
→

l∏
j=1

qγj = λ(∆(γ1; . . . ; γl))(n → +∞),

звiдки враховуючи лему 3 отримаємо потрiбне.
Таким чином, враховуючи леми 1-4 при-

ходимо до висновку, що множина всiх Qs-
нормальних чисел має мiру Лебега 1.

Теорема 1. Нехай an послiдовнiсть дода-
тних чисел така, що

lim
n→∞

an = +∞,

lim
n→∞

an+1

an
= 1,

тодi число

x = ∆Qs

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[q0a1]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[q1a1]

... (s− 1) . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸
[qs−1a1]

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[q0an]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[q1an]

...

є слабонормальним.
Доведення. Нехай k− достатньо велике на-

туральне число, тодi iснує натуральне число n
таке, що

n∑
j=1

(
[q0aj ]+. . .+[qs−1aj ]

)
6 k <

n+1∑
j=1

(
[q0aj ]+. . .+[qs−1aj ]

)
.
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Зрозумiло, що

Ni(x; k)

k
>

n∑
j=1

[qiaj ]

n+1∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

) .
Позначимо

xn =
n∑

j=1

[qiaj ],

та

yn =

n+1∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

)
.

xn+1 − xn
yn+1 − yn

=
[qian+1]

[q0an+2] + . . .+ [qs−1an+2]
.

Зрозумiло, що

xn+1 − xn
yn+1 − yn

> qian+1 − 1

q0an+2 + . . .+ qs−1an+2
=

= qi
an+1

an+2
− 1

an+2
→ qi (n → ∞).

xn+1 − xn
yn+1 − yn

6 qian+1

q0an+2 + . . .+ qs−1an+2 − (s− 1)
=

=
qi

an+2

an+1
− s−1

an+1

→ qi (n → ∞).

Отже,
lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= qi

i за теоремою Штольця

lim
n→∞

xn
yn

= qi.

Зрозумiло, що

Ni(x; k)

k
6

n+1∑
j=1

[qiaj ]

n∑
j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

) .
Позначимо

zn =

n+1∑
j=1

[qiaj ]

та

tn =
n∑

j=1

(
[q0aj ] + . . .+ [qs−1aj ]

)
.

Зрозумiло, що

zn+1 − zn
tn+1 − tn

> qian+2 − 1

q0an+1 + . . .+ qs−1an+1
=

= qi
an+2

an+1
− 1

an+1
→ qi(n → ∞).

zn+1 − zn
tn+1 − tn

6 qian+2

q0an+1 + . . .+ qs−1an+1 − (s− 1)
=

qi
an+1

an+2
− s−1

an+2

→ qi(n → ∞),

звiдки випливає потрiбне.
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