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Перелiк умовних позначень 

 

Der(L)          алгебра Лi диференцiювань алгебри Лi L  

Ker D            ядро лiнiйного вiдображення D  

Im D            образ лiнiйного вiдображення D  

deg f              cтепiнь многочлена f  

char K           характеристика поля K  

K                    алгебраїчне замикання поля K  

K*                   мультиплiкативна група поля K  

divD               дивергенцiя диференцiювання D  

tr. deg K(L)      степiнь трансцендентностi поля L над полем K  

K[x1,…,xn]       алгебра многочленiв вiд n змiнних над полем K  

K(x1,…,xn)       поле рацiональних функцiй вiд n змiнних над полем K  

K[f1,…,fk]        пiдалгебра алгебри многочленiв, яка породжена многочленами f1,…,fk  

J(f,g)              матриця Якобi многочленiв f,g ∈ K[x,y]  

gcd(f,g)          найбiльший спiльний дiльник елементiв f,g деякого евклiдового кiльця  

AnnL(S)          анулятор множини S в алгебрi Лi L  

CL(x)              централiзатор елемента x в алгебрi Лi L  
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Вступ 

 

Актуальнiсть теми. Дослiдження алгебр Лi диференцiювань асоцiативних 

комутативних кiлець, зокрема, кiлець многочленiв вiд кiлькох змiнних утворю-

ють великий роздiл сучасної диференцiальної алгебри, який тiсно пов’язаний з 

теорiєю диференцiальних рiвнянь, з математичним аналiзом, а саме теорiєю 

лiнiйних диференцiальних операторiв, з геометрiєю та математичною фiзикою. 

Наприклад, з кожною групою Лi пов’язується вiдповiдна їй алгебра Лi, яка є ал-

геброю Лi лiвоiнварiантних векторних полiв, або, що теж саме, диференцiювань 

асоцiативно-комутативного кiльця гладких функцiй на групi. Пiсля вивчення     

цiєї алгебри Лi, (що, як правило, є набагато простiшою задачею, нiж вивче-        

ння груп у зв’язку з лiнiйнiстю операцiй на алгебрi Лi) отриманi результати 

застосовуються до груп Лi. Цей метод теорiї Лi виявився потужним iнструмен-  

том для вивчення груп симетрiй диференцiальних рiвнянь i побудови їх точних 

розв’язкiв, що є однiєю з найважливiших задач сучасної математичної фiзики. 

Зауважимо, що кожне диференцiювання D кiльця многочленiв K[x1,…,xn], де        

K будь-яке поле, має вигляд:  

 

де коефiцiєнти Pi(x1,…,xn), i = 1, ... ,n  є  многочленами iз K[x1,…,xn], тоб-               

то D є лiнiйним диференцiальним оператором з полiномiальними коефіцієнт- 

тами. Ядро цього оператора складають розв’язки вiдповiдного диференцiаль-   

ного рiвняння в частинних похiдних з полiномiальними коефiцiєнтами. Це                             
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пов’язує алгебраїчну частину теорiї Лi з вiдповiдними роздiлами теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь в частинних  похiдних.   Оскiльки комутатор  двох  ди-

ференцiювань D1  =   ∑ i=1
nPi(x1,…,xn)  та  D2  =  ∑  i=1

nQi(x1,…,xn)   також                 

є диференцiюванням кiльця многочленiв K[x1,…,xn], то векторний простiр 

Der(K[x1,…,xn]) з операцiєю комутування утворює алгебру Лi. В цiй алгебрi          

Лi Wn = Der(K[x1,…,xn]) видiлено цiлий ряд пiдалгебр, якi пов’язанi з дiєю 

диференцiювань на певнi диференцiальнi форми. Аналогiчно визначається алге-

бра Лi n(K) всiх K-диференцiювань поля рацiональних функцiй K(x1,…,xn).  

Основними об’єктами дослiдження в дисертацiйнiй роботi є алгебра Лi ди-

ференцiювань W2(K) кiльця многочленiв вiд 2 змiнних, алгебра Лi 2(K) ди-

ференцiювань поля рацiональних функцй вiд 2 змiнних i алгебра Лi диферен-

цiювань поля алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних. В таких алгебрах Лi 

важливим є опис двовимiрних неабелевих пiдалгебр (як алгебр Лi диференцi-

ювань). У зв’язку з цим дослiджуються властивостi слабко напiвпростих мно-

гочленiв iз K[x,y], якi породжують двовимiрнi неабелевi пiдалгебри iз W2(K). 

Встановлено також зв’язки мiж комутативними базисами в алгебрах Лi дифе-

ренцiювань полiномiальних кiлець i полiв рацiональних функцiй.  

Одним з основних результатiв дисертацiйної роботи є опис централiзаторiв 

елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K). Вiдзначимо,   

що дана тематика вивчалась багатьма авторами (I. Клеп, Г. Бенкарт та iншi) i  

тiсно пов’язана з деякими проблемами комутативної алгебри, теорiї динамiчних 

систем та теорiї диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних (А. Новiцкi, 

Ж. Олланьєр, А. Боден та iншi). Далi природньо виникло питання про опис 

централiзаторiв елементiв в алгебрах Лi диференцiювань полiв. У загальному 

випадку навiть для вузьких класiв скiнченновимiрних алгебр Лi цi питання 

виявилися непростими. При певних обмеженнях на степiнь трансцендентностi 

поля констант над основним пiдполем було описано їх структуру, такий опис                            
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наведено у третьому роздiлi. Слiд зазначити також, що схожi питання, але для 

простiшої за будовою алгебри Лi sa2(K) розглядалися в роботi А. Петравчука та 

О. Єни [53]. Зокрема, в термiнах замкнених многочленiв у нiй описана структура 

максимальних абелевих пiдалгебр та централiзаторiв.  

Найпростiшими пiсля абелевих алгебр Лi є метабелевi, тобто такi, якi є  роз-

ширеннями абелевих алгебр Лi за допомогою абелевих, найпростiшою тут є  

двовимiрна неабелева алгебра Лi. У роботах Ю. Стейна (див., наприклад, [69])       

у зв’язку з деякими питаннями, пов’язаними зi знаменитою проблемою якобi-   

ана, було введено поняття слабко напiвпростого многочлена. Такi многочлени 

визначають двовимiрнi неабелевi пiдалгебри iз алгебри Лi W2(K). Будова двови-

мiрних (абелевих i неабелевих) пiдалгебр алгебри Лi W2(K) дуже важлива для 

кращого розумiння будови пiдалгебр W2(K). В дисертацiйнiй роботi дано опис 

слабко напiвпростих многочленiв iз вiдокремленими змiнними та встановлено      

їх основнi властивостi. При вивченнi таких многочленiв корисними виявилися 

рiзнi достатнi умови незвiдностi та замкненостi многочленiв вiд двох змiнних,    

якi отриманi методами алгебраїчної геометрiї, зокрема результати Д. Лоренцiнi      

[40].  

У зв’язку з вивченням алгебр Лi диференцiювань полiв рацiональних фун-

кцiй у дисертацiйнiй роботi дослiджуються анулятори рацiональних фун-           

кцiй у вiдповiдних алгебрах Лi диференцiювань. Анулятор пiдмножини S ⊆ 

K(x1,...,xn) в алгебрi Лi n(K), який позначається Ann  n(K)(S) i є множи-             

ною всiх K-диференцiювань поля K(x1,...,xn), якi анулюють множину S ⊆ 

K(x1,...,xn), тiсно пов’язаний з будовою пiдалгебр алгебри Лi n(K). З цiєї      

точки зору анулятори вивчались в роботах Є. Єни, А. П. Петравчука, С. Аяда,                    

Г. Фройденбурга та iнших.  

Окрiм централiзаторiв, ануляторiв та слабко напiвпростих многочленiв у ди-

сертацiйнiй роботi розглядаються комутативнi базиси алгебр Лi диференцiю-   
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вань (над вiдповiдним кiльцем або полем). Зауважимо, що кожен комутатив-     

ний базис визначає скiнченновимiрну абелеву пiдалгебру в алгебрi Лi диферен-

цiювань кiльця або поля. В роботi описано метод побудови деяких комутатив-   

них базисiв в алгебрi Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд двох 

змiнних, тобто алгебраїчних розширень поля K(x,y). Для таких полiв також 

знайдено закон змiни дивергенцiї  при переходi вiд одного базису трансценден-

тностi поля до iншого базису (у випадку кiльця многочленiв вiд двох змiнних i 

переходу до iнших координатних многочленiв дивергенцiя не змiнюється i цей 

iнварiант може бути корисним в подальших дослiдженнях). В деяких випадках 

такi питання розглядав А. Новiцкi i в дисертацiйнiй роботi використовуються   

його пiдходи до вивчення комутативних базисiв.  

    З усього вищезазначеного можна зробити висновок, що тематика дисертацiй- 

ної роботи є актуальною.  

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами, планами, 

темами. Дисертацiйну роботу виконано в рамках держбюджетної дослiдни-    

цької теми 06БФ038 "Розробка алгебраїчних i геометричних методiв дослiдже-  

ння з використанням комбiнаторних та категорних пiдходiв що виконується на 

кафедрi алгебри та математичної логiки механiко-математичного факультету 

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (номер держав-  

ної реєстрацiї 0106U005862).  

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є опис централiзато-  

рiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) та в ал-

гебрах Лi диференцiювань полiв, дослiдження структури ануляторiв у Wn(K), 

детальне вивчення комутативних базисiв в алгебрах Лi диференцiювань кiлець i 

полiв та дослiдження слабко напiвпростих многочленiв iз вiдокремленими змiн-

ними у кiльцi K[x, y], якi визначають  двовимiрнi неабелевi   пiдалгебри   в  алгебрi 

Лi W2(K).  
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Об’єктом дослiдження є алгебра Лi Wn(K), зокрема окремо розглядається 

алгебра Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних, замкненi мно-

гочлени i рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних.  

Предмет дослiдження - централiзатори елементiв та максимальнi абелевi 

пiдалгебри алгебри Лi W2(K), централiзатори елементiв та анулятори елементiв      

в алгебрi Лi Wn(K), слабко напiвпростi многочлени кiльця K[x,y] та комута-        

тивнi базиси в алгебрах Лi диференцiювань комутативних кiлець та полiв.  

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються у дослi-

дженнi є методи теoрiї алгебр Лi, методи комутативної алгебри, якi пов’язанi з 

розширеннями комутативних кiлець i полiв та методи лiнiйної  алгебри.  

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором отри-   

мано новi теоретичнi результати, основними iз яких є такi:  

1. описано будову централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi W2(K) та залежно    

вiд степеня трансцендентностi поля констант диференцiювання D описано 

централiзатор D в алгебрi Лi DerK(R) диференцiювань поля R алгебраї-   

чних функцiй вiд кiлькох змiнних;  

2. дано опис максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) у випадку 

основного поля нульової характеристики;  

3. отримано критерiй слабкої напiвпростоти многочленiв кiльця K[x,y] iз від-

окремленими змiнними, тобто таких, що f(x,y) = f1(x)f2(y), встановлено 

основнi властивостi таких многочленiв;  

4. вказано зв’язок мiж деякими класами комутативних базисiв алгебр Лi всiх 

K-диференцiювань поля алгебраїчних функцiй вiд n змiнних, вказано метод 

їх побудови;  

5. знайдено закон змiни дивергенцiї диференцiювання поля алгебраїчних 

функцiй вiд двох змiнних при переходi вiд одного базису трансцендентності 
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 цього поля до iншого базису;  

6. дослiджено структуру ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрi  

Лi Wn(K) та встановлено їх основнi властивостi. 

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-     

ної роботи мають теоретичний характер. Її результати можуть бути використанi     

в теорiї алгебр Лi, комутативнiй алгебрi, теорiї трансцендентних розширень по-      

лiв рацiональних функцiй та сумiжних роздiлах математики.  

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї, якi винося-

ться на захист, отриманi автором особисто. Визначення напрямку дослiджень, 

постановка задач, iдеї вiдносно вибору методiв розв’язання належать науково-    

му керiвнику. У всiх роботах, опублiкованих у спiвавторствi, внески авторiв є 

рiвними i нероздiльними.  

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-

повiдалися  

 на Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, присвяченiй 70-рiччю В. В. Ки-

риченка (Миколаїв, червень 2012 р.);  

 на Третiй мiжунiверситетськiй науковiй конференцiї молодих вчених з  ма-

тематики та фiзики (Київ, квiтень 2013 р.);  

 на Дев’ятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв,  ли- 

пень 2013 р.);  

 на Четвертiй школi-конференцiї з теорiї алгебр Лi, алгебраїчних груп та 

теорiї iнварiантiв (Москва, Росiя, сiчень-лютий 2014 р.);  

 на Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня 

народження Л. А. Калужнiна (Київ, липень 2014 р.);  
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 на Дев’ятiй лiтнiй школi: Алгебра, топологiя i аналiз (с. Поляниця,  Iвано-

Франкiвська область, липень 2014 р.);  

 на Мiжнароднiй школi-конференцiї "Перспективи в теорiї Лi"(Пiза, Iталiя, 

сiчень-лютий 2015 р.);  

 на Десятiй Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї присвяченiй 70-рiччю    

вiд дня народження Ю.А. Дрозда (Одеса, серпень 2015 р.);  

 на засiданнi Алгебраїчного семiнару Київського нацiонального університе-

ту iменi Тараса Шевченка (Київ, грудень 2015 р.);  

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12 наукових ро-

ботах. З них 5 — це статтi [8, 61, 62, 63, 64] у фахових виданнях та 7 — публiкацiї 

у матерiалах та тезах конференцiй  [9, 10, 11, 65, 66, 67, 68].  

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-

пу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг 

роботи – 108 сторiнок, з них список використаних джерел займає мiсце з 101 по 

108 сторiнку i мiстить 72 найменування.  

Основний змiст роботи. Дисертацiйна робота складається iз п’яти роздi- 

лiв. На початку кожного роздiлу подається короткий змiст його пiдроздiлiв.   

У вступi розкривається актуальнiсть теми дисертацiї, мета та завдання. 

Обговорюється наукова новизна та практичне значення отриманих результа-      

тiв. Вказується особистий внесок здобувача у дослiдження, розкривається змiст 

роботи та наводиться список публiкацiй.  

У першому роздiлi проводиться огляд лiтератури, пов’язаної з тематикою 

дослiджень, що проводилася здобувачем. Вказуються досягнення за темою  ди-

сертацiї, якi вже були отриманi iншими авторами.  

У другому роздiлi подано необхiднi означення та деякi допомiжнi резуль-

тати, якi використовуються в подальшому викладi результатiв роботи.   
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У третьому роздiлi дослiджуються централiзатори елементiв i максималь- 

нi абелевi пiдалгебри в алгебрах Лi диференцiювань. В пiдроздiлi 3.1 розгляда-

ються централiзатори елементiв в алгебрi Лi W2(K) всiх диференцiювань кiльця 

многочленiв вiд двох змiнних над алгебраїчно замкненим полем характеристики 

нуль. Структура централiзатора елемента D ∈ W2(K) в цiй алгебрi Лi суттєво 

залежить вiд будови ядра диференцiювання D в полi рацiональних функцiй  

(диференцiювання D природнiм чином продовжується з кiльця многочленiв на 

поле рацiональних функцiй), деякi результати про ядра таких диференцiювань 

були отриманi ранiше в роботах А. Петравчука, О. Єни i А. Регети. Встановле-    

но основнi властивостi таких централiзаторiв i доведено основну теорему, яка      

їх описує:  

Теорема 3.1.6. Нехай D довiльний ненульовий елемент з W2(K). Тодi цен-

тралiзатор C = CW 2(D) є пiдалгеброю одного з наступних типiв:  

1. C = KD, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K.  

2. C = KD + KD1, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K та iснує диферен- 

цiювання  D1  таке,  що  [D, D1]  = 0 i D, D1 є лiнiйно незалежними  над 

K(x,y).  

3. C = K[p]hδp, якщо Ker D в K(x,y) мiстить несталий многочлен, цей 

многочлен p може бути вибраний незвiдним, D = hfδp, де f є многочле-       

ном вiд p, многочлен h є p-вiльним i δp є зведеним диференцiюванням для     

Dp.  

4. C = K[p,q]mhδp,q,  якщо  Ker D містить  несталу  раціональну  функцію  p ∕ q  

i  не  мiстить  многочленiв,  вiдмiнних  вiд  константи,  Ker D  =  K( ),        

D = hfδp,q, де f є однорiдним многочленом вiд p,q степеня m, h є p - q-вiльним 

многочленом та δp,q є зведеним диференцiюванням для диференціювання    

qDp - pDq.  
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5. C = (K( )D+K( )D1)∩W2(K), де D задовольняє всi умови з попере-          

дньої частини теореми,  D та D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y) та 

[D1,D] = 0. Якщо  D =  P  + Q , D1 =  P1  + Q1   та  Δ =  PQ1 - P1Q,     

то  dim KC ≤  m + s + 2, де число m таке ж як в пунктi 4 даної теореми          

i s = degp-qΔ. 

Зауважимо, що централiзатори елементiв для рiзних типiв алгебр Лi вивча-

лись багатьма авторами i для деяких алгебр їх будова достатньо добре вивчена. 

Далi розглядаються максимальнi абелевi пiдалгебри в алгебрi Лi W2(K). Всi      

типи таких пiдалгебр описанi в наступнiй теоремi.  

Теорема 3.1.8. Нехай L максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi W2(K).        

Тодi алгебра Лi L є однiєю iз наступних:  

1. Одновимiрна вигляду  KD,  де D  ∈  W2(K) та Ker D в K(x,y) спiвпадає з 

K.  

2. Двовимiрна вигляду  KD  + KD1, де D,D1 є лiнiйно незалежними над 

K(x,y).  

3. Скiнченно вимiрна вигляду K[p,q]mhδp,q, де h ∈ K[x,y], K[p,q]m є вектор- 

ним простором всiх однорiдних по p,q многочленiв степеня m (дивись 

Теорему 3.1.6).  

4. Нескiнченно вимiрна вигляду K[p]hδp, де h ∈ K[x,y], K[p] є векторним 

простором многочленiв вiд p (дивись Теорему 3.1.6). 

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто властивостi централiзаторiв елементiв в алгебрах 

Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних при деяких 

обмеженнях на степiнь трансцендентностi поля констант диференцiювання.  

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, K(x1,.,xn) –  

поле рацiональних функцiй над K i R ⊇K(x1,…,xn) — скiнченне алгебраїчне 
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розширення поля K(x1,…,xn) (тобто поле алгебраїчних функцiй вiд n змiн-         

них). Зауважимо, що в випадку K = ℝ або K = ℂ з геометричної точки зору 

диференцiювання можна розглядати як векторнi поля на вiдповiдних гладких 

многовидах. Вiдомо, що знання структури централiзаторiв елементiв алгебри       

Лi дає важливу iнформацiю про саму алгебру Лi.  

В наступних лемах вказано ряд властивостей централiзаторiв елементiв в 

алгебрах Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд кiлькох змiнних.   

Для поля алгебраїчних функцiй R вiд n змiнних над полем K будемо позначати 

через W(R) алгебру Лi DerK(R) всіх K-диференціювань поля R. 

Лема 3.2.3 Нехай D  ∈  DerK(R),  D ≠ 0  i  F  =  Ker D  -  поле  констант  для          

D в R. Тоді централізатор C = C_DerK(R) (D) є векторним  простором над F         

розмірності  ≤  n.  

Лема 3.2.5. Нехай D1, … ,Dk  –  лiнiйно незалежнi над R елементи з W(R) = 

DerK(R).  Тодi  пiдполе  констант  S  =  ∩i=1
kKerDi  для  системи  {D1, … ,Dk}        

має степiнь трансцендентностi над K не вище нiж n - k.  

Наступнi теореми, якi є основними результатами цього пiдроздiлу дають  

характеризацiю централiзаторiв елементiв при деяких обмеженнях на степiнь  

трансцендентностi полiв констант.  

Теорема 3.2.9. Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль,          

R – розширення поля K степеня трансцендентностi n над K i D – K-

диференцiювання R з полем констант F = KerD. Якщо tr.degKF ≤ 2, то цен-

тралiзатор C = CW (R)(D) є або алгеброй Лi  над  F  розмiрностi  dim FC  ≤ n,         

або C мiстить iдеал I = {T ∈ C ∣ T(F) = 0}, який є алгеброю Лi над F    

розмiрностi  rkRC  -  1  за  умови,  що  tr.degKF = 1 або rkRC - 2 за умови, що 

tr.degKF = 2 i такий, що:  

1. при умовi tr.degKF = 1 фактор-алгебра C∕I iзоморфна Der KK(x);  
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2. при умовi tr.degKF = 2 фактор-алгебра C∕I iзоморфна або пiдалгебрi ран-    

га 1 з Der KF, або самiй алгебрi Der KF.0 

Теорема 3.2.12. Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики  нуль,          

R – розширення поля K, яке має степiнь трансцендентностi n над K, D ∈       

W(R) таке K-диференцiювання поля R, що його поле констант F в R має степiнь 

трансцендентностi n - 1 над K. Якщо для деякого елемента z ∈ R \ F  

виконується D(z) ∈ F, то централiзатор C = CW (R)(D) має ранг n над R i 

складається з диференцiювань вигляду  

 

де D2 – довiльне диференцiювання поля F, продовжене до диференцiювання        

поля R вздовж елемента z,  i  при  цьому  h  =  D(z),  а   f0  ∈  F – довiльний 

елемент.  

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню слабко напiвпростих много-

членiв у кiльцi K[x,y]. Тут дано опис всiх слабко напiвпростих многочленiв             

f ∈K[x,y] вигляду f(x,y) = f1(x)f2(y) (многочленiв з вiдокремленими змiнни-           

ми) та їхнiх власних функцiй g(x,y) ∈K[x,y] таких, що [f,g] = λg,λ ∈K*. На-   

справдi, можна вважати, що λ = 1, оскiльки в iншому випадку ми можемо взяти     

λ-1f замiсть f.  Тому далi розглядається лише випадок [f,g] = g.  Встановлено 

основнi властивостi таких многочленiв з вiдокремленими змiнними, при цьому 

використовуються результати Ю. Стейна, зокрема, такий: нехай f,g ∈K[x,y] –    

такi многочлени, що g незвiдний i [f,g] = hg для деякого h ∈K[x,y]. Тодi iснує 

елемент c ∈K такий. що g дiлить многочлен f - c. Використовуються також 

результати Ж. Олланьєра [50], який дослiдив замкненi многочлени i замкненi 

рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних.  

При доведеннi основного результату цього роздiлу використовується насту-

пна лема:  
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Лема 4.1.1. Нехай многочлен g = g(x,y) задовольняє умову [f,g] = g, де                

f(x,y)  = f1(x) f2(y)  ∈ K[x,y].  Тодi  єдиними  незвiдними  множниками  мно-    

гочлена g(x,y) є або многочлени вигляду δ ( f(x,y)  +  c),  де  δ, c  ∈ K*  або                 

β(x  -  c1), γ (y  -  c2),  де  β, γ  ∈  K*  та  c1, c2   задовольняють  умову  f1(c1)  =              

0, f2(c2) = 0.  

Основним результатом даного роздiлу є наступний критерiй слабкої напiв-

простоти многочлена з роздiленими змiнними:  

Теорема 4.1.5.    Многочлен  f(x,y)  =  f1(x) f2(y)  ∈  K[x,y]  є  слабко    напiв- 

простим тодi i тiльки тодi, коли вiн не має кратних коренiв i принаймнi один з 

многочленiв f1(x), f2(y) є лiнiйним, i якщо, наприклад, f2(y) = ay + b, a, b ∈  K           

та α1, … ,αn  є  коренями  f1(x),  тодi  li =      ∈  ℤ,  i  =  1, … ,n. Крiм того, 

якщо g = g(x,y) є власною функцiєю для Df iз власним значенням 1, тодi  

 

де F(t) ∈K[t],k ∈ℕ таке, що k ≥ li,i = 1,…,n.  

Як наслiдок, з основної теореми отримано наступне твердження, яке розши-

ряє множину слабко напiвпростих многочленiв:  

Наслiдок 4.1.6.    Нехай   f(x,y)  слабко   напiвпростий   многочлен   i g(x,y) є 

такий, що [f, g]  =  g.  Якщо  деякi многочлени вiд двох змiнних p,q задо- 

вольняють умову [p,q] = 1, то многочлен f(p,q) є слабко напiвпростим i 

[f(p,q),g(p,q)] = g(p,q).  

Як вiдзначено у роботах Ю. Стейна, опис слабко напiвпростих многочленiв 

довiльного  вигляду (а не тiльки з роздiленими змiнними) був би серйозним 

кроком вперед у розв’язаннi вiдомої проблеми якобiана при n = 2.  

В останньому, пятому роздiлi дослiджуються комутативнi базиси в алге-

брах Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд двох змiнних та ануля-

тори множин рацiональних функцiй у алгебрi Лi n(K) диференцiювань поля 
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рацiональних функцiй вiд n змiнних. У першiй частинi описано метод побудови 

деяких комутативних базисiв у алгебрi Лi W2(K) всiх K-диференцiювань кiльця 

многочленiв K[x1,x2]. Один iз основних результатiв цього пiдроздiлу – наступна 

теорема:  

Теорема 5.1.3. Нехай  

 

диференцiювання поля R ⊇ K(x1,x2) алгебраїчних функцiй такi, що  

 

Рiвнiсть [D1,D2] = aD1 + bD2, для деяких a,b ∈ R, виконується тодi i тiльки 

тодi, коли  

 

Наслiдок 5.1.4. Нехай елементи  

 

лiнiйно незалежнi над R.  Диференцiювання  D1  та  D2  комутують  тодi  i тiль- 

ки тодi, коли div( D1) = 0,div( D2) = 0, де Δ = .  

При вивченнi алгебри Лi 2(R) всiх K-диференцiювань поля R алгебра-

їчних функцiй  вiд двох змiнних виникає  питання  про такi диференцiювання 

D1,D2 ∈ 2(R), що [D1,D2] = D2 (вони породжують в 2(R) двовимiрну над           

K неабелеву пiдалгебру). Така алгебра Лi може також бути охарактеризована         

в термiнах дивергенцiї:  

Наслiдок 5.1.5.  Нехай диференцiювання D1,D2 ∈ 2(R) лiнiйно незалежнi над R. 

Рiвнiсть [D1,D2] = D2 виконується тодi i тiльки тодi, коли  
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зокрема, якщо Δ = 1 тодi divD2 = 0,divD1 = -1.  

Зауважимо, що проблема опису многочленiв f,g, якi задовольняють рiвнiсть 

detJ(f,g) = g, або, що те ж саме про структуру якобiанних диференцiювань, якi 

задовольняють вищезгадану умову, була вперше сформульована Ю.Стейном.   

У другiй частинi 5-го роздiлу розглянуто питання про те, як змiнюється  ди-

вергенцiя диференцiювання D при переходi вiд одного базису трансцендентностi 

до iншого. Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема:  

Теорема 5.2.1. Нехай  { , } –  комутативний  базис  алгебри Лi 2(R) = 

DerKR, де R  ⊇  K(x,y)  – поле  алгебраїчних  функцiй.  Якщо  D  =  P  + Q  ∈ 

2(R) виражається як D = R  + S  в базисi { , }, тодi  

 

де Δ = detJ(f,g) – якобiан функцiй f,g.  

Як наслiдок, отримаємо наступний результат:  

Наслiдок 5.2.2.  Якщо  Δ =  detJ(f,g)  ∈  K*,  то  дивергенцiя  диференцiювання      

D ∈ DerR не залежить вiд вибору комутативного базису { , }. Зокрема, 

дивергенцiя не залежить вiд вибору координатних многочленiв у кiльцi мно-

гочленiв K[x,y].  

У пiдроздiлi 5.3 вивчаються анулятори множин рацiональних функцiй. По-

значимо через Ann  n(K)(S) анулятор множини S iз поля рацiональних функцiй        

в алгебрi Лi n(K), нагадаємо, що  

 

Деякi властивостi ануляторiв пiдмножин iз поля рацiональних функцiй на-

веденi в наступнiй лемi:  
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Лема 5.3.1.   Нехай  S  –  пiдмножина  iз поля K(x1,…,xn) i K(S) пiдполе по- 

роджене  K та S в K(x1,…,xn). Якщо K(S) – алгебраїчне замикання K(S) в 

K(x1,…,xn), то справедливi наступнi твердження:  

1. Ann  n(K)(S) = Ann  n(K)(K(S)) = Ann  n(K)(K(S)).  

2. Ann  n(K)(S) є пiдалгеброю в n(K) i векторним простором над R роз-

мiрностi m = n - tr.degKK(S).  

3. Якщо m ≥ 1, то алгебра Лi Ann  n(K)(S) є простою. 

Нехай S – непорожня пiдмножина iз K(x1,…,xn), яку без обмеження за-

гальностi можна вважати скiнченною i алгебраїчно незалежною над полем           

K, S = {y1, …, yk}.  Доповнимо  множину  S  до  базиса  трансцендентностi   

{x1,…,xn-k,y1,…,yk} поля K(x1,…,xn) над K (це можливо пiсля перену-                 

мерацiї змiнних) i позначимо через JS,xi якобiанне диференцiювання пiдполя 

K(x1,…,xn-k,y1,…,yk), яке визначене за правилом:  

 

де  J(x1, …, xi-1, h, xi+1, …, xn-k, y1, …, yk)  –  матриця  Якобi  многочленiв                

x1,…,xi-1,h,xi+1,…,xn-k,y1,…,yk.  Продовжимо  цi  диференцiювання   на     все             

поле K(x1,…,xn)  i  збережемо  тi  ж  самi  позначення  для них.   Позначимо      через  

 

Наступнi теореми є основними результатами пiдроздiлiв 5.3 та 5.4. В них 

отримано характеризацiю ануляторiв пiдмножин iз поля рацiональних функцiй      

в n(K) i ануляторiв рацiональних функцiй в алгебрi Лi Wn(K).  

Теорема 5.3.3. Нехай K поле, S – пiдмножина поля рацiональних функцiй 

K(x1,…,xn) i {y1,…,yk}– максимальна множина алгебраїчно незалежних                 

над  K  елементiв  з  S.  Тодi  анулятор  Ann  n(K)(S)  є  векторним  простором над 
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 K(x1,…,xn) з базисом JS,x1,…,JS,xn-k. Множина N1 всiх елементiв з n(K),                       

якi вiдображають пiдполе K(S) в себе, є напiвпрямою сумою  

 

де M є пiдалгеброю в n(K) з базисом JS,y1,…, JS,yk.  

Алгебра  Лi  Wn(K) мiститься в (K) i Wn(K) є вiльним K[x1,…,xn]–

модулем.  Ця  алгебра  Лi  дiє  природнiм  чином  на  K(x1,…,xn)  i  якщо                   

ϕ  ∈ K(x1 ,…, xn),  то  AnnW n(K)(ϕ)  є  під модулем  модуля Wn(K) над кiльцем 

K[x1,…,xn]. В наступнiй теоремi вказано породжуючi елементи AnnW n(K)(ϕ)             

для деяких рацiональних функцiй.  

Теорема 5.4.3. Нехай ϕ = ∈ K(x1,…,xn) така рацiональна функцiя iз вза-

ємопростими многочленами u та v, що iснують такi многочлени f1, …, fn,              

що   f1   +   + fn  = . Тодi AnnW n(K)(ϕ) є пiдмодулем рангу n - 1 над 

K[x1,…,xn] з породжуючими  

 

Автор висловлює щиру подяку науковому керівнику, професору 

Петравчуку Анатолію Петровичу за постановку розглянутих в ди- 

сертаційній роботі питань, постійну увагу і підтимку в роботі. 
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Розділ 1 

Огляд літератури 
 

 
 

Диференцiювання асоцiативних комутативних кiлець є алгебраїчними анало-  

гами векторних полiв на гладких многовидах iз геометрiї, де задача вивчення 

алгебр Лi векторних полiв є надзвичайно важливою (в багатьох випадках така 

алгебра Лi повнiстю характеризує сам многовид). Важливiсть алгебр Лi ве- 

кторних полiв в алгебрi стала особливо зрозумiлою пiсля класичних робiт Е. 

Картана [23], де вивчаються алгебри Лi векторних полiв (або, що теж саме, 

диференцiювань) з коефiцiєнтами, якi є формальними степеневими рядами вiд  

кiлькох змiнних. Зокрема, Е. Картан ввiв серiї алгебр Лi диференцiювань, якi  

зараз називаються картанiвськими. Нагадаємо, що цi алгебри складаються з не-

перервних (в m-адичнiй топологiї) диференцiювань кiльця K[[x1,…,xn]] фор-

мальних степеневих рядiв над полем K характеристики нуль, тобто з лiнiйних 

операторiв вигляду 

 

Цi серiї задаються умовами: 

1) Всi диференцiювання кiльця K[[x1,…,xn]] – загальна алгебра Лi карта-

нiвського типу. 

2) Всi диференцiювання D, якi задовольняють умову Dω = 0, де ω = dx1 ∧ 

…∧dxn – диференцiальна форма. 
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3) Всi диференцiювання, якi задовольняють при n = 2k умову Dω = 0, де     

ω – невироджена двовимiрна диференцiальна форма зi сталими коефiцiєнтами, 

тобто 

 

4) Всi диференцiювання, якi задовольняють при n = 2k + 1 умову Dω = fω, 

де f - функцiя iз K[[x1,…,xn]], яка залежить вiд D, а ω – одновимiрна диферент-

цiальна форма з полiномiальними коефiцiєнтами степеня ≤ 1 i невиродженим 

диференцiалом dω.  

Нагадаємо, що цi алгебри Лi в характеристицi 0 є простими, але в хара-

ктеристицi p > 0 вони вже не є простими, бо в кожнiй з таких алгебр Лi ди-

ференцiювання D = ∑ i=1
nfi  з fi ∈K[[x1

p,…,xn
p]] утворюють iдеал скiнченної 

ковимiрностi. Вiдповiднi фактор-алгебри цих типiв є p-алгебрами i вичерпують  

всi некласичнi простi p-алгебри Лi в характеристицi p > 5. В роботi [5]  А. I. 

Кострiкiн та I. Р. Шафаревич детально вивчили властивостi таких алгебр Лi, 

показали їх простоту (при деяких природнiх обмеженнях) i висунули гiпотезу,    

що при достатньо великому простому числi p модулярнi алгебри Лi є або кла-

сичними, або належать до таких картанiвських серiй. Ця гiпотеза була пiдтвер-

джена в роботах Г. Штраде, Р. Вiльсона та iнших математикiв (див., наприклад, 

[71]). Алгебри Лi iз серiй 1) - 4) є одними з найбiльш популярних об’єктiв для 

дослiдження в останнi роки, оскiльки багато питань не тiльки з алгебри, але й        

з iнших роздiлiв математики пов’язанi з алгебрами Лi картанiвських серiй. 

При дослiдженнi алгебр Лi диференцiювань кiлець многочленiв i полiв  ра-

цiональних функцiй використовуються такi пiдходи: 

1) вивчення централiзаторiв елементiв в алгебрах Лi, використовуючи спе-

цифiку її елементiв, як диференцiювань кiлець (перестановочнiсть диференцi-

ювань часто дозволяє вивчити їх достатньо глибоко); 

2) вивчення максимальних абелевих пiдалгебр алгебри  Лi   диференцiювань, 
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зрозумiло, що ця задача тiсно повязана з попередньою; 

3) дослiдження ануляторiв елементiв кiльця чи поля в заданiй алгебрi Лi 

диференцiювань цього кiльця чи поля. Анулятори елементiв є пiдалгебрами ал-

гебри Лi i їх будова дозволяє бiльш детально дослiдити структуру самої алгебри 

Лi; 

4) перехiд вiд алгебри Лi диференцiювань кiльця без дiльникiв нуля до ал-

гебри Лi диференцiювань поля часток цього кiльця. Остання алгебра Лi часто    

має бiльш прозору будову, що дозволяє в багатьох випадках зробити висновки  

про будову алгебри Лi диференцiювань початкового кiльця. 

Вивчення централiзаторiв елементiв i максимальних абелевих пiдалгебр в  

алгебрах Лi тiсно пов’язане в iдейному планi з аналогiчними задачами в те-        

орiї груп i теорiї асоцiативних алгебр. В теорiї груп цiєю задачею займалися  

багато спецiалiстiв, зупинимося лише на деяких з них. В роботi Амiцура [13] 

вивчено будову централiзатора C[f] для лiнiйного диференцiального оператора 

f(D) в кiльцi лiнiйних диференцiальних операторiв (тут D – диференцiювання  

поля характеристики нуль). Централiзатори елементiв у полях рацiональних 

функцiй вивчалися в роботi А. Бодена [22], а у випадку позитивної характе-

ристики основного поля в роботi С. Скрябiна [59]. Зауважимо, що ще ранiше 

централiзатори елементiв та максимальнi абелевi пiдалгебри в алгебрах Вей-        

ля дослiджувалися в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, [13], [24] ). 

Аналогiчно можна поставити питання про централiзатори елементiв у вiльнiй 

асоцiативнiй алгебрi над полем. Це питання розглядалося в роботi Г. Бергмана 

[21], де було доведено, що централiзатор довiльного елемента iз такої алгебри 

(який не лежить в основному полi) має вигляд K[f], де f - деякий елемент iз        

цiєї алгебри. 

В роботi А. П. Петравчука i О. Г. Єни [53] дано опис централiзаторiв елемен-

тiв в алгебрi Лi sa2(K) всiх диференцiювань кiльця многочленiв K[x,y] з нульо-  
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вою дивергенцiєю у випадку основного поля нульової характеристики, описано  

всi максимальнi абелевi пiдалгебри алгебри Лi sa2(K) у випадку основного поля 

нульової характеристики. Також описано структуру просторiв полiномiальних 

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь D(g) = ag, D ∈ sa2(K) i отримано опис   

будови алгебри Лi sa2(K) у випадку основного поля простої характеристики           

p > 0, а також отримано аналогiчнi результати для алгебр Лi формальних сте-

пеневих рядiв. Результати цiєї роботи суттєво використовуються в останньому 

роздiлi дисертацiйної роботи. 

Зауважимо, що при вивченнi централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi sa2(K) 

використовуються замкненi многочлени i рацiональнi функцiї, якi вивчалися в 

роботах Бодена [22], Ф. Закса [72] та багатьох iнших авторiв. Вiдзначимо, що 

систематичне вивчення замкнених многочленiв розпочалося в роботi М. Нага-     

ти i А. Новiцкi [46], де дослiджувалися кiльця констант диференцiювань кiль-      

ця многочленiв K[x1,…,xn]. В цiй роботi, зокрема, було доведено наступне 

твердження, яке буде використовуватися при вивченнi диференцiювань: якщо   

char K = 0 i D – ненульове диференцiювання кiльця многочленiв K[x,y], то    

кiльце констант цього диференцiювання має вигляд K[x,y]D = K[f] для деяко-        

го многочлена f ∈K[x,y]. Легко показати, що кожен незвiдний многочлен iз 

K[x1,…,xn] є замкненим i тому природнiм є питання, наскiльки близькi за-     

мкненi многочлени до незвiдних. Одними iз перших у цьому напрямi була робо-  

та Ю. Стейна [70], який використовуючи методи алгебраїчної геометрiї вказав 

верхню оцiнку для кiлькостi звiдних елементiв вигляду f + c, де f – незвiдний         

у випадку многочленiв вiд двох змiнних i поля  харатеристики 0. Пiзнiше в ро-

ботах французьких математикiв М. Аяда [15], [16] М. Наджиба [43], [44], [45] та 

iнших була уточнена верхня оцiнка для кiлькiстi елементiв поля c, для яких су-   

ма f + c є звiдним многочленом. Замкненi многочлени та замкненi рацiональнi 

функцiї вивчались також у роботi В. Бавули [19], присвяченiй в основному де-
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яким узагальненням теореми Люрота для пiдполя степеня трансцендентностi 1 

поля рацiональних функцiй K(x1,…,xn). У цiй роботi були перенесенi на поля 

рацiональних функцiй також деякi результати М. Нагати i А. Новiцкi про кiль-     

ця констант диференцiювань кiльця многочленiв вiд кiлькох змiнних. Зокрема,    

В. Бавула довiв, що для довiльного ненульового диференцiювання δ поля рацiо-

нальних функцiй K(x,y) пiдполе констант також має вигляд K(x,y)δ = K(f)            

для деякої рацiональної функцiї  f ∈K(x,y).  

Важливим класом замкнених многочленiв є слабко напiвпростi многочлени. 

Хоча цi многочлени виникли в роботах Ю. Стейна [69] при розглядi питань, 

близьких до проблеми якобiана, вони тiсно пов’язанi iз теорiю алгебр Лi. При 

вивченнi скiнченновимiрних алгебр Лi над алгебраїчно замкненими полями  ва-

жливу роль вiдiграють двовимiрнi пiдалгебри. Якщо всi такi пiдалгебри в  алге-   

брi Лi L абелевi, то L нiльпотентна (це можна довести, використовуючи теорему 

Енгеля). Тому для дослiдження алгебр Лi диференцiювань кiльця  многочленiв    

вiд двох змiнних важливо мати iнформацiю про многочлени f,g ∈K[x,y] такi,       

що [f,g] = detJ(f,g) = f (легко бачити, що такi многочлени утворюють ба-              

зис двовимiрної неабелевої пiдалгебри iз алгебри Лi P(x,y) над полем K, яка 

утворена iз K[x,y] замiною операцiї множення многочленiв на операцiю взяття 

якобiана цих многочленiв. Цi многочлени були названi в роботi [69] слабко на-

пiвпростими i використовувались для дослiдження  деяких класiв многочленiв, 

пов’язаних iз вiдомою проблемою якобiана. В цiй роботi були вказанi деякi вла-

стивостi слабко напiвпростих многочленiв i поставлено загальне питання про       

їх опис. В дисертацiйнiй роботi дано опис  слабко напiвпростих многочленiв при 

умовi, що змiннi у них роздiленi. При цьому були використанi результати роботи 

Лоренцiнi [40] про будову в’язок многочленiв. 

         При вивченнi алгебр Лi диференцiювань кiлець многочленiв вiд кiлькох змiн-

них важливою є iнформацiя про анулятори многочленiв iз кiльця в данiй алге-    
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брi Лi. Це допомагає пов’язати будову алгебри Лi з будовою пiдалгебр i iдеалiв 

кiльця многочленiв, на якому дiє алгебра Лi диференцiювань. Анулятори мно-

гочленiв в алгебрi диференцiювань кiльця многочленiв K[x1, …, xn] вивчали Є.  

Єна, А. Петравчук, С. Аяд, Г. Фройденбург та iншi.  

Вiдзначимо також важливий клас диференцiювань кiлець многочленiв, який 

складається iз локально нiльпотентних диференцiювань. Нагадаємо, що  дифе-

ренцiювання D називається локально нiльпотентним, якщо для кожного еле-  

мента f  кiльця  K[x1, …, xn]  iснує  таке  натуральне  число  mf,  що  Dm
f(f)  =            

0. Локально нiльпотентнi диференцiювання визначають автоморфiзми кiльця 

многочленiв K[x1,…,xn], тому що експонента вiд такого диференцiювання i є  

автоморфiзмом кiльця многочленiв. В загальному випадку опис локально  нiль-

потентних диференцiювань є дуже важкою задачею, якою займалися багато 

вiдомих математикiв, i де отримано результати лише в часткових випадках.  

Вiдзначимо зокрема, що в роботах Х. Дерксена [26] та Е. Фройденбурга [30]          

та [25] локально нiльпотентнi диференцiювання дослiджувалися з точки зору        

їх кiлець констант. У випадку кiльця многочленiв K[x,y] вони були описанi Р. 

Ренчлером. Ним було доведено, що з точнiстю до спряження деяким автомор-

фiзмом кiльця многочленiв вони мають вигляд 

 

Сучасний стан теорiї локально нiльпотентних диференцiювань викладено в  мо-

нографiї Г. Фройденбурга. 
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Роздiл 2 

Означення та допомiжнi результати 

 

 

Означення 2.0.1. Диференцiюванням (точнiше, K-диференцiюванням) асоцi-

ативної K-алгебри R називається довiльне лiнiйне вiдображення δ : R → R,        

яке задовольняє правило Ляйбнiца δ(ab) = δ(a)b + aδ(b).  

Множина усiх диференцiювань алгебри R утворює векторний пiдпростiр в 

Hom K(R,R), i позначається через Der(R) або, точнiше, Der K(R). Множина ди-

ференцiювань Der(R) ⊆ Hom K(R,R) є замкненою вiдносно взяття комутатора 

i є, таким чином, алгеброю Лi. Якщо R = K[x1,…,xn] 

– кiльце многочленiв вiд n змiнних, то кожне диференцiювання кiльця R має 

вигляд  

 

Кожне диференцiювання D кiльця многочленiв K[x1,…,xn] однозначно про-

довжується до диференцiювання поля рацiональних функцiй K(x1,…,xn) за 

правилом D(f ∕ g)  =  (D(f) g  - fD(g))∕g2  для довiльних многочленiв f,g ∈ 

K[x1,…,xn],g ⁄= 0. Алгебра Лi всiх K-диференцiювань кiльця многочленiв  

K[x1,…,xn] позначається через Wn(K), алгебра Лi K-диференцiювань поля 

рацiональних функцiй K(x1,…,xn) – через n(K).  

Якщо L – алгебра Лi i x ∈ L – довiльний елемент iз L, то централiзатор 

елемента   x  в  L –   це   множина     CL(x) = {g ∈ L | [g,x] = 0},     це     пiдалгебра  
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алгебри Лi L.  

Означення 2.0.2.  Ненульове диференцiювання кiльця многочленiв D назива-    

ється редукованим, якщо з рiвностi D = h D1,  h  ∈ K[x1,…,xn],  D1 ∈ Wn(K) 

випливає, що h ∈K*.  

Очевидно, що кожне диференцiювання D ∈ Wn(K) може бути записане у 

виглядi D = h D0 де  h  ∈ K[x1, …, xn]  i  D0  редуковане.  Кожен  многочлен               

p ∈ K[x,y] визначає диференцiювання Dp ∈ W2(K) (воно називається якобiан-     

ним диференцiюванням) за правилом: Dp(h)  =  detJ(p,h),  де J(p,h) – матриця 

Якобi многочленiв p,h. Якщо p – незвiдний многочлен, то ми позначаємо через     

δp редуковане диференцiювання, яке вiдповiдає диференцiюванню Dp. Анало-  

гiчно кожна незвiдна рацiональна функцiя p∕q ∈K(x,y) визначає якобiанне 

диференцiювання Dp,q = qDp -pDq ∈ W2(K), редуковане до нього диференцi-   

ювання будемо позначати через δp,q.  

Нехай K(x1,…,xn) – поле рацiональних функцiй над полем K. Нагадаємо,    

що полем алгебраїчних функцiй вiд n змiнних над полем K називається скiн-  

ченне алгебраїчне розширення R ⊇K(x1,…,xn) поля K(x1,…,xn). Будова ди-

ференцiювань поля алгебраїчних функцiй схожа в багатьох випадках на будову 

диференцiювань поля K(x1, …, xn) i це дозволяє використовувати розробленi 

методи дослiджень алгебри Лi n(K) для вивчення алгебри Лi диференцiювань 

полiв алгебраїчних функцiй.  

Якщо  S  –  деяка  пiдмножина iз поля рацiональних функцiй  R  =  

K(x1,…,xn), то анулятор Ann(S) пiдмножини S в n(K) – це пiдмножина             

всiх диференцiювань поля R, якi анулюють всi елементи множини S. Очеви-     

дно, Ann(S) – пiдалгебра iз алгебри Лi n(K) i векторний пiдпростiр вектор-   

ного простору n(K) над полем R.  

Означення 2.0.3. Многочлен f ∈K[x,y] називається слабко напiвпростим, 

якщо  iснує многочлен  g  ∈ K[x, y]  такий,  що  Df(g)  =  λg  для  ненульового λ ∈ K,  
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многочлен g тут є власною функцiєю для f з власним числом λ.  

Означення 2.0.4.   Многочлен g будемо називати слайсом для диференцiюва-     

ння D ∈ Wn(K), якщо D(g) = 1.  

Нагадаємо, що пiдполе F поля R називається алгебраїчно замкненим в R, 

якщо кожний алгебраїчний над F елемент з R лежить в F. Якщо L пiдалгебра 

алгебри Лi W(R), то полем констант для L в R називається пiдполе F = F(L) =       

{r ∈ R | D(r) = 0 для всiх D ∈ L}.  

Лема 2.0.1.   Нехай  A  ⊆  R  цiле  розширення  кiлець,  i  нехай R нормальна 

область цiлiсностi. Тодi Q(A) ⊆ Q(R) є також цiлим (алгебраїчним)  роз-

ширенням.  

Теорема 2.0.2 (Gordan). Нехай K = K алгебраїчно замкнене поле i K ⊆ E ⊆ 

K(x1,…,xn)  –  розширення  полiв  степеня  трансцендентностi  tr. deg KE  =  1. 

Тодi E = K(e) для деякого елемента e ∈K(x1,…,xn).  

Нехай δ диференцiювання кiльця многочленiв вiд n змiнних K[x1,…,xn].  

Означення 2.0.5. Многочлен f називається многочленом Дарбу (або власним 

вектором) для δ,  якщо  δ(f)  =  λf  для  деякого  многочлена λ (не обов’язково          

λ ∈K). Многочлен λ називається комножником диференцiювання δ (або уза-

гальненим власним значенням), який вiдповiдає многочлену Дарбу f. Iншими 

словами, f є полiномiальною власною функцiєю для δ з (узагальненим) вла-         

сним значенням λ.  

Вiдзначимо деякi властивостi многочленiв Дарбу.  

Лема 2.0.3.  (дивись, наприклад [22]).  1)  Якщо  f  I  g є многочленами Дарбу 

деякого диференцiювання δ : K[x1,…,xn] → K[x1,…,xn], що вiдповiдають 

комножникам λ i μ вiдповiдно, то тодi fg є многочленом Дарбу диференцiю-  

вання δ, який вiдповiдає комножнику λ + μ;  
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2) Нехай h многочлен Дарбу диференцiювання δ : K[x1,…,xn] →      

K[x1,…,xn].  Тодi  довiльний  дiльник  многочлена  h  теж  є  многочленом Дарбу 

для δ.  

Теорема 2.0.4 (Ollagnier).  Нехай  K  поле  характеристики  нуль  i  δ :     

K[x1,…,xn] →K[x1,…,xn] – диференцiювання кiльця многочленiв вiд n змiн-          

них. Нехай m натуральне число. Тодi число комножникiв, якi вiдповiдають 

многочленам Дарбу степеня не бiльше m скiнченне.  

Означення 2.0.6.  Нехай  δ : R → R  диференцiювання  K-алгебри  R. Тодi 

елементи ядра диференцiювання Rδ := Ker δ називаються константами ди-

ференцiювання δ. Множина констант диференцiювання δ є пiдкiльцем (на- 

справдi K-пiдалгеброю) у R. Це кiльце називається кiльцем констант дифе-

ренцiювання δ.  

Константи диференцiювання кiльця многочленiв є многочленами Дарбу, що 

вiдповiдають комножнику 0.  

Лема 2.0.5. 1) Нехай K поле характеристики нуль i R – K-алгебра без дiль-      

никiв нуля. Тодi для довiльного диференцiювання D : R → R алгебри R пiдал-   

гебра констант RD цiлозамкнена у R.  

2) Нехай D диференцiювання кiльця K[x1, …, xn] або поля K(x1 ,…, xn).        

Тодi множина констант диференцiювання D є цiлозамкненою пiдалгеброю в 

K[x1,…,xn] або у K(x1,…,xn) вiдповiдно.  

В роботi А. Новiцкi i М. Нагати  [46] було доведено наступну теорему.  

Теорема 2.0.6  (Theorem 2.8, [46]).  Нехай  D  диференцiювання  кiльця  K[x,y].  

Тодi iснує многочлен f ∈K[x,y], такий що Ker D = K[f].  

Аналогiчне твердження має мiсце для диференцiювань поля рацiональних 

функцiй вiд двох змiнних:  
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Теорема 2.0.7 (Corollary 2.6, [19]). Нехай K алгебраїчно замкнене поле ха-

рактеристики нуль, нехай D вiдмiнне вiд нульового диференцiювання поля     

K(x,y). Тодi Ker D = K(f) для деякого f ∈K(x,y).  

Цей факт часто використовується при вивченнi диференцiювань кiльця  мно-

гочленiв вiд двох змiнних.  

Лема 2.0.8.  Якщо многочлени f ,g ∈ K[x1,…,xn] \ K  алгебраїчно  залежнi,  то   

iснує многочлен h ∈K[x1,…,xn], такий що f ∈K[h] i g ∈K[h].  

Нагадаємо, що рацiональнi функцiї f1,…,fk ∈K(x1,…,xn) називаються 

алгебраїчно залежними, якщо iснує вiдмiнна вiд нуля рацiональна функцiя  

F(t1,…,tk) ∈K(t1,…,tk) така, що F(f1,…,fk) = 0.  

В наступнiй лемi зiбранi, для зручностi, еквiвалентнi умови алгебраїчної  за-

лежностi двох рацiональних функцiй вiд кiлькох змiнних.   

Лема 2.0.9.  Для рацiональних  функцiй φ, ψ ∈K(x1,…,xn) \ K наступнi умо-            

ви є еквiвалентними:  

1) φ i ψ алгебраїчно залежнi над K;  

2) ранг матрицi Якобi J(φ,ψ) = дорiвнює 1;  

3) для диференцiалiв dφ i dψ функцiй φ i ψ вiдповiдно має мiсце dφ∧dψ = 0;  

4) iснує функцiя h ∈K(x1,…,xn), така що φ = F(h) i ψ = G(h) для деяких 

рацiональних функцiй F(t),G(t) ∈K(t).  

Розглянемо тепер алгебру многочленiв вiд двох змiнних K[x,y] i введемо 

бiнарну операцiю на K[x,y], визначену за правилом  

 

        Очевидно, що ця операцiя є бiлiнiйною. Визначена так алгебра з введеною  до-

датковою операцiєю називається алгеброю Пуассона i позначається P2(K).  
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Наступнi результати отриманi в роботах А. П. Петравчука i О. Г. Єни. Ча-

стина з них була узагальнена на алгебру Лi W2(K) всiх диференцiювань кiльця 

многочденiв вiд двох змiнних.  

Означення 2.0.7. Множина усiх диференцiювань кiльця многочленiв вiд  двох 

змiнних, що складається з диференцiювань iз нульовою дивергенцiєю, є пiдал-

геброю в алгебрi Лi Der(K[x,y]) яка позначається  

 

Теорема 2.0.10.  Нехай  поле  K = K алгебраїчно замкнене.  Нехай  многочлени      

f,g ∈ K[x1,…,xn]  взаємно  простi  I  алгебраїчно  незалежнi.  Якщо  хоча  б  один    

з них незвiдний, то рацiональна функцiя φ = замкнена.  

Теорема 2.0.11.  Нехай  многочлени  f, g  ∈  K[x1,…,xn]  взаємно  простi  i  хо-       

ча  б  один з них не є сталим многочленом. Тодi рацiональна функцiя φ = 

замкнена тодi i тiльки тодi, коли у пучку гiперповерхонь αf + βg усi крiм, 

можливо, скiнченного числа гiперповерхонь є незвiдними.  

Теорема 2.0.12.  Нехай  D  =  P(x,y)   +  Q(x,y)   –  ненульовий елемент ал- 

гебри Лi sa2(K). Нехай f(x,y) ∈ K[x,y] такий многочлен, що  

 

i  нехай  f  породжуючий многочлен многочлена f.  Тодi,  якщо  f(x,y)  не  много- 

член Якобi, то  

 

Покладемо R[X] = R[xi; i ∈ I] - полiномiальне кiльце над K-алгеброю R.    

Для  кожного  I  ∈  I  частинна  похiдна  є  R-диференцiюванням  в R[X]. Якщо  

f : I → R[X]  є  функцiєю,  тодi  iснує  однозначно  визначене K-диференцiювання 
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D в R[X], таке що D|R = d i D(xi) = f(i),∀i ∈ I. 

Диференцiювання D визначається наступним чином: якщо w ∈ R[X], то  

 

для деяких {i1,…,in} деякої скiнченної пiдмножини I, що w ∈ R[x1,…,xn], то 

отримаємо: 

Лема 2.0.13. Нехай K[X] = K[x1,…,xn] - полiномiальне кiльце. Тодi:  

1. Якщо f1,…,fn ∈ K[X], тодi iснує однозначно визначене K – диферен-  

цiювання  d  в  K[X],  що  d(x1)  =  f1, …,  d(xn)  = fn.  Це  диференціювання  

задається у виглядi d = f1  + + fn   

2. DerK(K[X]) є вiльним K[X]-модулем у базизi ,…,   

3. =  ∀i,j ∈{1,…,n}   

4. Якщо d ∈ DerK(K[X]) i f ∈K[X], тодi d(f) = ∑ i=1
n d(xi) 

Лема 2.0.14. Нехай d є K - диференцiювання в K-алгебрi A. Нехай f ∈ K[X] = 

K[x1,…,xn]  i  a  =  (a1,…,an)  ∈   An.   Тодi  f(a)   є   елементом   A     i    виконується  

 

Лема 2.0.15. Нехай дано поля K та L, такi що K ⊆ L. Нехай d буде K - 

диференцiюванням L  i  нехай  a =  (a1,...,an)  ∈  Ln.  Якщо  F =  f  ∕ g  –  елемент  

поля K(x1,...,xn), такий що g(a)≠0, тодi F(a) є елементом L i маємо  
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Припустимо, що L – поле характеристики нуль i будемо вважати, що          

L(t)  поле  рацiональних  функцiй  над   L  вiд  однiєї  змiнної  t.  Нехай  d  =   i    

f = a∕b (де  a  i  b  взаємопростi  полiноми  в  L[t])  є  елементом  L(t),  такий  що 

d(f) = 0.  Тодi  d(a)b  =  ad(b)  i  тому  a|d(a)  i  b|d(b).  Тому  deg d(a)  <  deg a  i 

deg d(b)  <  deg b,  d(a)  =  d(b)  =  0 i  звiдси a,b ∈ L, i тому f ∈ L. Таким чином 

L(t)d = L i отримаємо: 

 

Лема 2.0.16.    Нехай  K –  поле  характеристики  нуль  i  d = .   Тодi    

K(t,x1,...,xn)d = K(x1,...,xn) i K(t)[x1,...,xn]d = K[x1,...,xn].  

Теорема 2.0.17.  Нехай  дано  поля K та L, такi що K  ⊆  L. Наступнi  умови         

є еквiвалентними:  

1. L є алгебраїчним над K.  

2. Для кожного диференцiювання d поля K iснує єдине диференціювання 

D над L, що D|K = d.  

3. Якщо δ є K-диференцiюванням над L, тодi δ = 0. 

Лема 2.0.18.  (see [40]).  Нехай  f(x,y)  =  ∏ i=1
nli(x,y)r

i  добуток  лiнiйних много- 

членів  li(x,y), i =  1, …, n.  Припустимо,  що  n  ≥  2  та  прямi  l1(x,y)  =  0 та 

l2(x,y) = 0 перетинаються. Якщо gcd(r1,…,rn) = 1 тодi f(x,y) є замкненим 

многочленом та многочлен f(x,y) + c є незвiдним для будь-якого c ∈K*.  

Iз даної леми випливає наступний наслiдок:  

Наслiдок 2.0.19.   Нехай  p(x) ∈ K[x]  та  q(y) ∈ K[y]  несталi  многочлени такi, 

що  p(x)  не  має  кратних коренiв. Тодi многочлен p(x)q(y) + c є незвiдним для 

будь-якого c ∈K*.  



33 
 

Лема 2.0.20.  Нехай  D  –  K-диференцiювання  поля  K(x1,...,xn)  I  F  –  алгебра- 

їчне розширення поля K(x1,...,xn). Тодi iснує єдине продовження D диферен-

цiювання D на F, тобто таке диференцiювання, що D|K(x1,...,xn) = D.  

У роздiлi використовуються твердження, якi можна знайти в [69].  

Лема 2.0.21.   Нехай f,g ∈ K[x,y] такi многочлени, що g є незвiдним та 

виконується  спiввiдношення  [f,g]  =  hg  для  деякого  многочлена  h  ∈ K[x,y]. 

Тодi iснує елемент c ∈K такий, що g дiлиться на многочлен f - c.  

Цей роздiл носить систематизуючий характер. В ньому наведено ряд основ-

них означень  та  базових  тверджень,  якi будуть в подальшому використовува- 

тися у роботi.  
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Роздiл 3 

 

Централiзатори елементiв 

 

В цьому роздiлi вивчаються централiзатори елементiв та максимальнi абелевi 

пiдалгебри алгебр Лi диференцiювань полiв та кiлець многочленiв вiд кiлькох 

змiнних. Нагадаємо, що централiзатор множини S в алгебрi Лi L є наступна 

множина:  

 

Спочатку розглядаються централiзатори в алгебрi Лi W2(K) над алгебраї-  

чно замкненим полем характеристики нуль. Вказано основнi властивостi таких  

централiзаторiв та доведено основну теорему роздiлу, яка описує всi їх можливi 

види:  

 

3.1    Централiзатори елементiв в алгебрi Лi W2(K) 

Нехай D – ненульове диференцiювання кiльця K[x,y]. Продовжимо диференцi-

ювання  D  природнiм  чином  на  поле  часток  K(x,y)  цього  кiльця  за  правилом:  

 

Тодi очевидно, що D задовольняє одну з наступних умов:  

 Ker D в K(x,y) спiвпадає з K.  
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 Ker D в K(x,y) мiстить многочлен вiдмiнний вiд константи.  

 Ker D в K(x,y) вiдрiзняється вiд K i не мiстить жодного несталого много-

члена. 

Ми розглянемо цi випадки в лемах 3.1.2, 3.1.4 та 3.1.5.  

Лема 3.1.1.   Нехай  φ(t)  =  u(t) ∕ v(t)  ∈  K(t)  нескоротний  дрiб  та  deg u  =        

m, deg v = n. Якщо многочлени p,q є алгебраїчно незалежними над K i незвi- 

дними, то рацiональна функцiя φ(p∕q) з K(x,y) може бути записана в вигля-          

дi φ(p∕q)  =  u ∕ v,  де u,v є однорiдними многочленами вiд p,q одного й того ж 

степеня max(m,n). Цi многочлени можна вибрати взаємно простими.  

Доведення. Безпосередня перевiрка.  

Лема 3.1.2.  Нехай D ∈  W2(K) таке диференцiювання, що Ker D в K(x,y) 

збiгається з K.  Тодi  централі затор  C  =  CW 2(D)  або  збiгається  з  KD,  або     

C = KD  + KD1  для  деякого  диференціювання  D1   такого,  що диференцiювання 

D та D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y).  

Доведення.  Розглянемо спочатку випадок коли C = CW 2(D) має ранг 1 над        

K(x,y). Якщо dim KC = 1, то C = KD i все виконується.  

Нехай тепер dim KC > 1 i D1 такий елемент iз C, що диференцiювання D,D1    

є лiнiйно незалежними над K. Оскiльки rkRC = 1, то iснують такi многочлени        

f,g ∈ K[x, y], що fD + gD1 = 0  (принаймнi  один  з  них не рiвний константi).      

Тодi iснує зведене диференцiювання D0 i многочлени α,β ∈K[x,y] такi, що  

 

Оскiльки D,D1 є лiнiйно незалежними над K випливає, що принаймнi один з 

многочленiв  α,β  вiдмiнний  вiд константи i α∕β – рацiональна функцiя, що не 

рiвна константi i тому маємо:  
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Тодi отримаємо  

 

Але тодi D( ) = 0 i з того, що K ми отримали протирiччя до нашого 

припущення щодо диференцiювання D. Тому маємо  

 

Припустимо тепер що C має ранг 2 над R = K(x,y). Тодi iснує такий елемент 

D1 ∈ C, що диференцiювання D1,D є лiнiйно незалежними над K(x,y). Нехай         

D2 – довiльний елемент  з  C,  запишемо  його  у  виглядi:  D2 = uD + vD1 для 

деяких u,v ∈K(x,y). Але тодi  

 

i, беручи до уваги лiнiйну незалежнiсть D,D1 над K(x,y), ми отримаємо D(u)           

= 0 i D(v) = 0. Оскiльки Ker D = K (в полi K(x,y)) ми отримаємо, що u,v ∈K           

та D2 ∈KD + KD1 тобто C ⊆KD + KD1. Очевидно, має мiсце KD + KD1 ⊆ C             

i тому ми маємо C = KD + KD1.  

Наступне твердження може бути легко отримане безпосереднiм застосуван-

ням стандартних методiв iз диференцiальної алгебри, див. також [35].  

Лема 3.1.3.  ([35])  Нехай D ∈ W2(K) таке диференцiювання, що його ядро           

Ker D в K(x,y) мiстить многочлен, який не є константою. Тодi D = hδp,                   

де h ∈ K[x,y],δp є зведеним диференцiюванням, яке вiдповiдає якобiанному 

диференцiюванню Dp для незвiдного многочлена  p  =  p(x,y)  ∈ K[x,y].  

Означення 3.1.1. (див, також [53]).  

1. Нехай p = p(x,y) – незвiдний многочлен. Многочлен f = f(x,y) будемо  

називати p-вiльним, якщо f не дiлиться нi на який многочлен вiд p до-

датнього степеня. Кожний многочлен g ∈ K[x,y] може бути записаний        
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у виглядi  g = g0g1, де g0 є p-вiльним многочленом i g1 = g1(p) є многочле-       

ном вiд p (може бути g1 = const). Степiнь многочлена g1(p) в p будемо 

називати p-степенем g i позначати через degpg.  

2. Нехай p i q алгебраїчно незалежнi многочлени з кiльця K[x,y]. Многочлен 

f(x,y) ∈ K[x,y] будемо називати p-q-вiльним, якщо f не дiлиться на          

жоден однорiдний многочлен вiд p та q додатнього степеня. Як i ранiше, 

кожний многочлен g ∈ K[x,y] може бути записаний у виглядi g0g1, де g0 є     

p-q-вiльним многочленом i g1 = h(p,q) для деякого однорiдного многочлена 

h(s,t) ∈K[s,t]. Сумарний степiнь h по s,t будемо називати p-q-степенем        

g i позначати через degp-qg. 

Зауваження 1. Можна легко довести, що обидва розклади g = g0g1 в вище на-

писаному Означеннi 3.1.1 є однозначними з точнiстю до ненульових скалярних 

множникiв.  

Лема 3.1.4. Нехай D ∈ W2(K) таке диференцiювання, що Ker D в K(x,y) мi-    

стить многочлен вiдмiнний вiд константи. Тодi D = hf(p)δp, де p є незвiдним 

многочленом iз Ker D, h є p-вiльним многочленом i δp є зведеним диференцiю-

ванням для якобiанного диференцiювання Dp. Централiзатор CW2(D) є одним           

з наступних:  

1. CW 2(D) = K[p]hδp.  

2. CW 2(D) = K[p]hδp + K[p]D1. 

для деякого D1 ∈ CW2(D) такого, що D1,D є лiнiйно незалежними над K(x,y).  

Доведення. Використовуючи Лему 3.1.3, ми можемо записати диференцiювання   

D у виглядi D = gδp, де δp є зведеним диференцiюванням для Dp. Многочлен            

g = g(x,y) може бути записаний, з огляду на Зауваження 1, у виглядi g = hf(p),      

де  f(p)  є  многочленом  вiд   p   (можливо   f(p)   =   const)  i  h = h(x,y) є p-вiльним 
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многочленом.  

        Розглянемо спочатку випадок rkRC = 1. Тодi будь-яке диференцiювання          

D1 ∈ CW 2(D) записується у виглядi D1 = g1δp, для деякого многочлена g1 ∈          

K[x,y]. З рiвностi  

 

випливає, що  

 

i тому δp(g1∕h) = 0. Але тодi g1∕h = φ(p), для деякої рацiональної функцiї                    

φ(t) ∈ K(t) (оскiльки Ker δp = K(p) в K(x,y)). Тому g1∕h = u(p)∕v(p) для               

деяких многочленiв u(t),v(t) ∈ K[t] (цi многочлени можуть бути обранi взаємно 

простими). З попередньої рiвностi ми отримали g1v(p) = hu(p). Якщо многочлен 

v(t) є вiдмiнним вiд константи, тодi, беручи до уваги умову K = K ми бачимо,     

що кожний дiльник v(p) вигляду p - λi,λi ∈ K дiлить многочлен h. Але останнє 

неможливо iз-за вибору h i тому v(p) = const. Позначимо u1(t) = u(t)∕v ∈ K.          

Тодi ми маємо g1 = hu1(p) i  

 

Оскiльки диференцiювання D1 було обрано довiльним чином ми отримали      

CW 2(D) ⊆ K[p]hδp.  Очевидно,  що  K[p]hδp  ⊆  CW2(D)  i  тому  ми  отримали рiвнiсть  

 

Таким чином, централiзатор CW2(D) має тип 1.  

  Нехай тепер C = CW 2(D) має ранг 2 над R = K(x,y). Зауважимо, що для     

будь-якого диференцiювання D1 ∈ CW2(D), яке задовольняє умову  

 

випливає, що D1(p) ∈ Ker D. Оскiльки Ker D = K[p] (в K(x,y)), тодi D1(p) =         

f1(p) для деякого многочлена f1(t) ∈ K[t]. Вiзьмемо такий елемент D1 ∈            
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CW 2(D), що многочлен f1(t) має найменший можливий степiнь. Вiзьмемо тепер 

довiльне диференцiювання D2 ∈ CW2(D) i покладемо D2(p) = f2(p). Покажемо, що 

многочлен f2(t) дiлиться на f1(t). 

          Вiд супротивного. Дiйсно, нехай це не виконується. Тодi для деякого  f2(t) ∈ 

K[t] ми маємо, що gcd(f2,f1) = g(t) є степеня меншого, нiж min(degf1,degf2).         

Тодi iснують многочлени a(t), b(t)  ∈  K[t] такi, що g(t) = a(t)f1(t) + b(t)f2(t).         

Але тодi диференцiювання D3 = a(p)D1 + b(p)D2 задовольняє умову  

 

Остання рiвнiсть суперечить вибору диференцiювання D1. Тому f2(t) дiлиться        

на  f1(t).  

Покладемо μ(t) = f2(t)∕f1(t). Легко побачити, що  

 

Остання рiвнiсть, зважаючи на попереднi леми, означає що   

 

для деякого многочлена g ∈ K[x,y]. З того, що D2 - μ(p)D1 ∈ C i з вище     

доведеного випливає, що g = u(p)h для деякого u(p) ∈K[p]. Таким чином,  

 

Обернене включення є очевидним. Отже, маємо   

 

 

Лема 3.1.5. Нехай D ∈ W2(K) таке диференцiювання, що Ker D  ≠  K  в           

K(x,y) i  Ker D не мiстить несталих многочленiв. Тодi D = hf(p,q)δp,q,  де              

p,q  є   алгебраїчно   незалежними   незвiдними   многочленами  над  K, такими що         
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Ker D = K( ), f(p,q) – однорiдний вiд p i q многочлен степеня m ≥ 0, много-      

член h є p-q-вiльним i δp,q є зведеним диференцiюванням для qDp - pDq. Тодi 

централiзатор C = CW2(D) є одним iз наступних типiв:  

1. C = K[p,q]mhδp,q, де K[p,q]m – простiр всiх однорiдних вiд p,q многочленiв 

степеня m = degp-qf, зокрема dim KC = m + 1  

2. C = (K( )D + K( )D1) ∩ W2(K), де D1 ∈ C такий, що D,D1 є лiнiйно 

незалежними над K(x,y). Пiдалгебра C є скiнченно вимiрною над K, i       

якщо D  =  P  + Q , D1  =  P1  + Q1 , Δ  =  PQ1  -  P1Q  i  degp-qΔ = s, 

тодi dim KC ≤ m + s + 2, де m = degp-qf 

Доведення. Оскiльки за умовою Ker D ≠ K, то пiдполе Ker D мiстить несталу 

рацiональну функцiю. Зауважимо, що пiдполе Ker D є алгебраїчно замкненим 

пiдполем поля K(x,y), тому tr.degK Ker D = 1. З теореми Жордана (див., на-

приклад, [57], теорема 3) випливає, що Ker D = K( ) для несталої рацiональної 

функцiї p∕q. Многочлени p i q можуть бути обранi незвiдними (дивись, на- 

приклад, [54]). Можна легко показати, що D = hf(p,q)δp,q, де δp,q є зведеним 

диференцiюванням для диференцiювання qDp - pDq, h є p-q-вiльним i f(p,q) є 

однорiдним многочленом вiд p,q. Позначимо m = degp-qf.  

     Розглянемо спочатку випадок, коли C = CW2(D) має ранг 1 над полем           

K(x,y). Вiзьмемо довiльний елемент D1 ∈ C. Тодi D1 = d1δp,q для деякого   

многочлена d1.  Многочлен   d1 може бути записаний у виглядi d1 = f1h1,  де              

f1 = f1(p,q) є однорiдним по p,q многочленом i h1 є p-q-вiльним. Диференцiю-   

вання D i D1 задовольняють умову  

 

Але тодi  
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i тому δp,q(hf∕h1f1) = 0. Остання рiвнiсть означає, що  

 

i  

 

для деяких однорiдних (вiд p,q) многочленiв u,v того ж самого степеня (дивись 

Лему 3.1.1). Ми можемо обрати цi многочлени взаємопростими як многочлени   

вiд p,q. Але тодi вони є взаємопростими як многочлени вiд x,y, тому що p - λiq       

та p - λjq є взаємно простими, це забезпечується тим, що  λi ⁄= λj.  

З даних мiркувань випливає, що hfv = h1f1u, де fv,f1u – однорiднi мно-  

гочлени вiд p,q i h,h1 – p-q–вiльнi многочлени. Оскiльки розклад у добуток            

p-q-вiльного многочлена та однорiдного многочлена вiд p,q є унiкальним з то-

чнiстю до ненульового скалярного множника, то випливає, що  h1  =  hc для 

деякого c ∈K*. Оскiльки за вибором цих многочленiв виконується  

 

то ми бачимо, що degp-qf1 = degp-qf = m. Тодi  

 

де K[p,q]m є векторним простором всiх однорiдних вiд p,q многочленiв степеня     

m по p,q. Легко бачити, що  

 

i тому C = K[p,q]mhδp,q. Тому централiзатор є типу 1 iз умов леми.  

Нехай тепер CW 2(D) є рангу 2 над K(x,y). Запишемо  
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де  

 

i покладемо  

 

Далi, вiзьмемо iнший елемент D2 ∈ C, такий що D,D2 є також лiнiйно незале-

жними над K(x,y). Тодi D2 = αD + βD1 для деяких α,β ∈ K(x,y). З наступної  

рiвностi  

 

отримаємо, що D(α) = D(β) = 0 (iз-за лiнiйної незалежностi D,D1). Але тодi           

α,β  ∈ K( ) (пригадаємо, що Ker D в K(x,y) спiвпадає з K( )) i тому  

 

Протилежне включення теж вiрне, тому маємо   

 

Тепер запишемо диференцiювання D2 у виглядi:  

 

де P2,Q2 ∈K[x,y] i позначимо  

 

Оскiльки  

 

то ми маємо Δ2 = βΔ1. Рацiональна функцiя β ∈K( ) може бути записана у    

виглядi β = u∕v, де u,v є однорiдними многочленами вiд  p, q i degp-qu = degp-qv  

(дивись  Лему 3.1.1). Тодi з рiвностi Δ2 = βΔ1 i умови Δ1, Δ2 ∈ K[x,y] ми    

отримаємо, що многочлени Δ1 та Δ2 мають однаковий p-q-степiнь. Крiм того,          
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цi многочлени мають однакову p-q-вiльну частину аж до ненульових скалярних 

множникiв.  

Нехай degp-qΔ1 = s. Зауважимо, що векторний простiр K[p,q]s всiх однорi- 

дних многочленiв степеня s вiд p,q має розмiрнiсть s + 1 над K. Централiзатор      

C = CW2(D) має K-пiдпростiр C0, який складається iз всiх лiнiйно залежних 

диференцiювань з D. За вище доведеним пiдпростiр C0 має розмiрнiсть m над       

K, де m є p-q-степенем многочлена f з розкладу D = hfδp,q. Вiзьмемо довiльнi 

диференцiювання T1,…,Ts+2 з C, запишемо їх як  

 

i позначимо  

 

Оскiльки визначники Δi мають однаковi p-q-вiльнi частини (з точнiстю до не-

нульових скалярних множникiв) i dim KK[p,q]s = s + 1, то iснують елементи  

c1,…,cs+2 ∈ K такi, що c1Δ1 + + cs+2Δs+2 = 0 i принаймнi один з ci є           

ненульовим. Розглянемо диференцiювання T:  

 

з централiзатора C, де U,V ∈K[x,y]. Очевидно, що  

 

i ця рiвнiсть означає те, що D та T є лiнiйно залежними над K(x,y), тобто                

T ∈ C0. Тому dim C∕C0 ≤ s + 1. Але тодi розмiрнiсть C над K не перевищує               

(m + 1) + (s + 1) = m + s + 2.  

Теорема 3.1.6. Нехай D довiльний ненульовий елемент з W2(K). Тодi цен-

тралiзатор C = CW 2(D) є пiдалгеброю одного з наступних типiв:  

1. C = KD, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K.  
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2. C = KD + KD1, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K та iснує диферен- 

цiювання D1 таке, що [D,D1] = 0 i D,D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y).  

3. C = K[p]hδp, якщо Ker D в K(x,y) мiстить несталий многочлен, цей 

многочлен p може бути вибраний незвiдним, D = hfδp, де f є многочлен-     

ном вiд p, многочлен h є p-вiльним i δp є зведеним диференцiюванням для     

Dp.  

4. C = K[p,q]mhδp,q, якщо Ker D мiстить несталу рацiональну функцiю p∕q          

i не мiстить многочленiв, вiдмiнних вiд константи, Ker D = K( ), D =    

hfδp,q, де f є однорiдним многочленом вiд p,q степеня m, h є p - q-вiльним 

многочленом та δp,q є зведеним диференцiюванням для диференціювання    

qDp - pDq.  

5. C = (K( )D+K( )D1)∩W2(K), де D задовольняє всi умови з попере-          

дньої частини теореми, D та D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y) та  

[D1,D] = 0. Якщо D = P  + Q ,D1 = P1  + Q1  та Δ = PQ1 -P1Q,               

то dim KC ≤ m + s + 2, де число m таке ж як в пунктi 4 даної теореми           

i s = degp-qΔ. 

Доведення. Твердження теореми є наслiдком всiх доведених вище лем з даного 

роздiлу, тобто лем 3.1.2, 3.1.4 та 3.1.5.  

Наслiдок 3.1.7. Якщо D ∈ W2(K) i CW 2(D) є нескiнченновимiрним над по-              

лем K, тодi Ker D мiстить несталий многочлен, який може бути вибраний 

незвiдним.  

Теорема 3.1.8. Нехай L максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi W2(K).        

Тодi алгебра Лi L є однiєю iз наступних:  

1. Одновимiрна вигляду KD, де D ∈ W2(K) та Ker D в K(x,y) спiвпадає з            

K.  



45 
 

2. Двовимiрна вигляду KD + KD1, де D,D1 є лiнiйно незалежними над         

K(x,y).  

3. Скiнченно вимiрна вигляду K[p,q]mhδp,q, де h ∈ K[x,y], K[p,q]m є вектор-      

ним простором всiх однорiдних по p,q многочленiв степеня m (дивись 

Теорему 3.1.6).  

4. Нескiнченно вимiрна вигляду K[p]hδp, де h ∈ K[x,y], K[p] є векторним 

простором многочленiв вiд p (дивись Теорему 3.1.6). 

Доведення. Нехай L максимальна абелева пiдалгебра в W2(K). Якщо                 

rkK(x,y)L = 2, тодi L мiстить елементи D1 та D2, якi утворюють базис W2(K)                 

над K(x,y) (як векторний простiр). Але тодi кожний елемент D з L може бути 

записаний у виглядi  

 

для деяких α1,α2 ∈K(x,y). Оскiльки  

 

то ми маємо, що D1(αi) = 0,D2(αi) = 0,i = 1, 2. Останнє означає, що α1,α2 ∈                  

K i тому L = KD1 + KD2. Таким чином, алгебра Лi L є типу 2 iз умов даної  

теореми.  

Нехай тепер rkK(x,y)L = 1. Вiзьмемо довiльний ненульовий елемент D ∈ L. 

Якщо dim KL = ∞, тодi L ⊆ CW 2(D) i CW 2(D) = K[p]hδp за Теоремою 3.1.6.        

Оскiльки централiзатор CW2(D) є абелевим, то випливає, що L = CW 2(D) та L             

є типу 4. Якщо dim KL < ∞, тодi повнiстю аналогiчно показується, що L є типу       

1 чи 3.  
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3.2 Централiзатори елементiв в алгебрах Лi диференцiю-              

вань полiв 

В цьому пiдроздiлi ми вивчаємо нескiнченновимiрнi алгебри Лi над полями ха-

рактеристики 0.  

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, K(x1,.,xn) — 

поле рацiональних функцiй над K i R ⊇K(x1,…,xn) — алгебраїчне розши-         

рення поля K(x1,…,xn) (не обов’язково скiнченне). Помiтимо, що в випадку            

K = ℝ або K = ℂ, з геометричної точки, зору диференцiювання можна розгля-  

дати як векторнi поля на вiдповiдних гладких многовидах. Вiдомо, що знання 

структури централiзаторiв елементiв алгебри Лi дає важливу iнформацiю про   

саму алгебру Лi (див. наприклад, [20], [37], [53], [62]). Нижче, в наступних лемах 

наводяться добре вiдомi комутаторнi спiввiдношення i властивостi диференцi-

ювань.  

Лема 3.2.1. Нехай R — алгебраїчне розширення поля K(x1,…,xn). Тодi                       

Der KR — векторний простiр над полем R розмiрностi n i диференцiювання        

,…, , отриманi продовженням частинних похiдних поля K(x1,…,xn)             

на R утворюють базис R-простора Der K(R).  

Нехай L – довiльна пiдалгебра алгебри Лi W(R) = Der KR. Позначемо через 

RL множину всiх K-лiнiйних комбiнацiй елементiв виду aD, де a ∈ R,D ∈ L; 

аналогiчно можна визначити пiдмножину FL, де F – поле констант алгебри Лi       

L в R.  

Лема 3.2.2. Нехай L – пiдалгебра iз W(R) i FL, RL визначенi вище. Тодi FL               

i RL є пiдалгебрами алгебри Лi W(R) над полем K. Крiм того, FL є алгеброю Лi над 

полем F.  

Наступна лема показує, що централiзатори є векторними просторами над 

вiдповiдними пiдполями констант:  
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Лема 3.2.3. Нехай D ∈ DerK(R), D≠0 i F = Ker D - поле констант для                     

D в R. Тоді централі затор  C = C_DerK(R) (D) є векторним простором над F         

розмірності  ≤  n.  

Доведення. Очевидно, що F = KerD є пiдполем поля R. Позначимо через k ранг 

системи векторiв C над R, k = rkRC i вiзьмемо довiльний базис {D1,…,Dk}     

системи C над R. Очевидно, що  

 

Вiзьмемо тепер довiльний елемент D ∈ C. Тодi D = a1D1 + + akDk для          

деяких a1,…,ak ∈ R. Iз рiвностi  

 

випливає, що D(ai) = 0, i = 1,…,k, тобто ai ∈ F, i = 1,…,k. Але тодi C = FD1 + + 

FDk – векторний простiр над полем F розмiрностi k = rkRC ≤ n. 

Наслiдок 3.2.4. Якщо в умовах Леми 3.2.3 F = K, то централiзатор C =  

CDerKR(D) — скiнченновимiрна над K пiдалгебра з алгебри Лi W(R) i для її 

розмiрностi виконується нерiвнiсть  

 

Зауваження 2. У формулюваннi Леми 3.2.3 векторний простiр C над полем 

констант F може не бути алгеброю Лi над F, хоча C, звичайно ж, є алгеброю         

Лi над полем K.  

Наступне твердження, швидше за все, не є новим, але не маючи точного 

посилання, ми наведемо його з доведенням.  

Лема 3.2.5. Нехай D1,…,Dk – лiнiйно незалежнi над R елементи з W(R) =     

DerK(R). Тодi пiдполе констант S = ∩i=1
kKerDi для системи {D1,…,Dk} має степiнь 

трансцендентностi над K не вище нiж n - k.  
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Доведення. Нехай твердження леми не виконується i  

 

Виберемо який-небудь базис трансцендентностi {y1,…,ym} для S над полем             

K. Доповнимо його до базиса трансцендентностi поля R над K якими-небудь 

елементами ym+1,…,yn i розглянемо диференцiювання ,…,  пiдполя     

K(y1,…,yn) з R. Продовжимо цi диференцiювання на R (таке продовження         

iснує i єдине, оскiльки R – алгебраїчне розширення поля K(y1,…,yn)). Збе-     

режемо для зручностi для продовжень диференцiювань тi ж самi позначення. 

Диференцiювання  

 

поля R лiнiйно залежнi над R, оскiльки m + k > n = dim RW(R) за нашим 

припущенням. Тому iснує нетривiальна лiнiйна комбiнацiя  

 

Де   αi , βj ∈ R, i = 1, …, m,  j  = i, …, k.   Оскiльки   ,…,  — лiнiйно незале- 

жнi над R, то хоча б один з коефiцiєнтiв βj,j = 1,…,k ненульовий. Розглянемо 

диференцiювання наступного вигляду  

 

Всi елементи ym+1,…,yn, очевидно, лежать в  

 

i тому  

 

мiстить у своєму ядрi елементи y1,…,ym,ym+1,…,yn. Останнє означає, що                         

D = 0, що суперечить вiдмiченому вище. Отримана суперечнiсть показує що          

m ≤ n - k.  
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Лема 3.2.6. Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики 0, R ⊇ 

K(x1,…,xn) — алгебраїчне розширення K(x1,…,xn) i F – пiдполе з R, алге-          

браїчно замкнене в R, яке мiстить K. Позначимо:  

 

 

Тодi N0 ⊆ N1, N0, N1  –  пiдалгебри алгебри Лi W(R) i N0 - iдеал алгебри Лi N1,       

який є векторним простором над R розмiрностi dim RN0 = n-tr.degKF. Далi,              

в N1 iснує пiдалгебра M,M ≃ Der KF така, що N1 = M ⋌ N0 – напiвпряма             

сума.  

Доведення. Якщо  D1 ∈  N0, D2  ∈  N1,  то  для   довiльного   елемента   f   ∈ F   маємо  

 

i тому, як неважко перевiрити, N0,N1 – пiдалгебри алгебри Лi W(R) i N0 – ідеал         

в N1. Якщо D ∈ N0, то для довiльного g ∈ R маємо gD(F) = 0 i тому gD ∈ N0,    

тобто N0 – векторний простiр над полем R. Нехай m = tr.degKF. Покажемо, що    

dim RN0 = n-m. Виберемо який-небудь базис трансцендентностi {y1,…,ym}            

поля F над K i доповнимо його якими-небудь елементами ym+1,…,yn до базиса 

трансцендентностi поля R над K. Диференцiювання ,i = 1,…,n пiдполя 

K(y1,…,yn) продовжимо (не змiнюючи позначень) до диференцiювань поля             

R. За умовою пiдполе F алгебраїчно замкнене в R i тому для диференцiювань 

,…,  виконуються рiвностi  

 

оскiльки (yj) = 0,i = m + 1,…,n,j = 1,…,m.  

Тому  
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i, оскiльки данi диференцiювання лiнiйно незалежнi над R, то dim RN0 ≥ n - m.    

Але, якби пiдалгебра N0 мiстила бiльше, нiж n - m лiнiйно незалежних над                

R елементiв, то степiнь трансцендентностi F над полем K не перевищував би          

n - (n - m + 1) = m - 1 з огляду на Лему 3.2.5, що неможливо, бо за умовою        

леми tr.degKF = m. Тому  

 

Покладемо M = F  + +F . Легко бачити, що це пiдадгебра з W(R). 

Очевидно, що M(F) ⊆ F i тому M – пiдалгебра з N1. Неважко переконатися    

також, що M ≃ Der KF. Безпосередньо перевiряється, що пiдалгебра N0 має   

вигляд:  

 

Нехай  тепер  D  ∈  N1.  Тодi  D  iндукує  деяке  диференцiювання  поля  F.   Нехай  

 

для деяких f1,…,fm ∈ F. Але тодi, як неважко переконатися,  

 

Отже, N1 = M ⋌ N0, оскiльки M ∩ N0 = 0. 

Зауваження 3. У формулюваннi Леми, при додаткових умовах F ⁄= K та F ⁄= R 

обидвi пiдалгебри N0 i M є простими алгебрами Лi за основним результатом  

роботи [36] i, таким чином, пiдалгебра N1 розкладається в напiвпряму суму двох 

простих пiдалгебр.  

Лема 3.2.7. Нехай D ∈  DerK(R), D ≠ 0  C = C_DerK(R) (D) -  централізатор еле-

мента D i F=Ker D  - поле констант диференціювання D в R. Далi, позна-       

чимо I={T∈ C ∣ T(F) = 0}. Тодi I — iдеал алгебри Лi C (як алгебри Лi над         

полем K)  i  rkRC - rkRI ≤ tr.degKF.  
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Доведення. Легко бачити, що C(F) ⊆ F (тобто для довiльного T ∈ C виконує-    

ться включення T(F) ⊆ F). Тому, як неважко переконатися, I — iдеал алгебри      

Лi C (яка розглядається як алгебра Лi над полем K). Виберемо який-небудь ба-   

зис {D1,…,Dm}, m = rkRI для системи векторiв I над полем R i доповнимо               

цю систему якими-небудь векторами Dm+1,…,Dk до базису  

 

системи векторiв C над R, де k = rkRC. Далi, DerKF – векторний про-                   

стір розмірності s = tr.deg_K F над полем F за Лемою 3.2.1. Диференціювання  

D_m+1, … ,D_k поля R індукують диференціювання поля F (над K) і тому серед 

них не більше ніж s лінійно незалежних над F елементів. Тому маємо наступні 

співвідношення  

rkR{Dm+1,.,Dk} = rkRC - rkRI  ≤ s = tr.degK F  

 

Нехай тепер K[x1,…,xn] – алгебра многочленiв над полем K i Wn(K) =  

DerK(K[x1,…,xn]) – алгебра Лi всiх її K-диференцiювань. Нагадаємо, що дифе-

ренцiювання D алгебри многочленiв K[x1,…,xn] називається простим, якщо         

{0} i K[x1,…,xn] є єдиними D-допустимими iдеалами алгебри K[x1,…,xn].    

Наступне твердження показує, що простi диференцiювання мають "невеликi" 

централiзатори.  

Твердження 3.2.8. Нехай D ∈ Wn(K) - просте диференцiювання кiльця мно-

гочленiв K[x1,…,xn]. Тодi централiзатор C = CWn(K)(D) є скiнченновимiр-                

ною над K пiдалгеброю розмiрностi ≤ n з Wn(K).  

Доведення. Продовжимо D до диференцiювання поля рацiональных функцiй  

K(x1,…,xn) i покажемо, що для такого продовження виконується рiвнiсть          
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KerD = K.  Дiйсно, нехай, навпаки, f  =  u∕v  ∈  KerD,  f ≠  const,  f – не-      

скоротний дрiб (тут u,v ∈K[x1,…,xn]).  

Iз рiвностi  

 

випливає, що D(u)v - uD(v) = 0 i, оскiльки многочлени u,v взаємно простi,               

то u|D(u),v|D(v), тобто D(u) = λ1u,D(v) = λ2v для деяких многочленiв                        

λ1,λ2 ∈ K[x1,…,xn]. Далi, хоча б один iз головних iдеалов (u), (v) кiльца         

K[x1,…,xn] власний i, очевидно, iнварiантний вiдносно диференцiювання D,               

i тому диференцiювання D кiльца K[x1,…,xn] непросте, що суперечить його  

вибору. Отримана суперечнiсть показує, що  KerD = K. Але тодi за Лемою 3.2.3 

централiзатор C скiнченновимiрний над полем K i має розмiрнiсть ≤ n.  

Теорема 3.2.9. Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль,           

R – розширення поля K степеня трансцендентностi n над K i D – K-

диференцiювання R з полем констант F = KerD. Якщо tr.degKF ≤ 2, то цен-

тралiзатор C = CW (R)(D) є або алгеброй Лi над F розмiрностi dim FC ≤ n,               

або C мiстить iдеал I = {T ∈ C∣T(F) = 0}, який є алгеброю Лi над F       

розмiрностi rkRC - 1 за умови, що tr.degKF = 1 або rkRC - 2 за умови, що         

tr.degKF = 2 i такий, що:  

1. при умовi tr.degKF = 1 фактор-алгебра C∕I iзоморфна Der KK(x);  

2. при умовi tr.degKF = 2 фактор-алгебра C∕I iзоморфна або пiдалгебрi ран-    

га 1 з Der KF, або самiй алгебрi Der KF. 

Доведення. Якщо tr.degKF = 0, то F = K i C є алгеброю Лi над F = K         

розмiрностi ≤ n завдяки Лемi 3.2.3. Тому будемо вважати в подальшому, що 1 ≤ 

tr.degKF ≤ 2. З урахуванням Леми 3.2.7 для iдеалу I алгебри Лi C виконується 

нерiвнiсть  
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Якщо rkRC = rkRI, то, як неважко переконатися, C = I – алгебра Лi над F 

розмiрностi ≤ n згiдно Леми 3.2.3.  

Нехай спочатку rkRC -rkRI = 1. Виберемо який-небудь базис {D1,…,Dk-1}      

для I над R i доповнимо його яким–небудь елементом Dk ∈ C до базису C над       

R. Розглянемо два випадки:  

Випадок 1. tr.degKF = 1. Тодi за Теоремою Жордана (див., наприклад, [57], 

Теорема 3) отримаємо, що F = K(θ) для деякого елемента θ ∈ R. За означенням 

iдеалу I маємо Di(θ) = 0, i = 1, …, k - 1. Оскiльки F = K(θ), то Dk(θ) = f(θ)               

для деякої рацiональної функцiї f(t) ∈K(t) i f(θ)≠0. Замiнюючи елемент Dk               

на f(θ)-1Dk (нагадаємо, що f(θ) ∈ F) можна вiдразу вважати, що Dk(θ) = 1.             

Але тодi, як неважко переконатися, пiдалгебра FDk алгебри Лi DerKR iзомор-     

фна алгебрi Лi DerKK(x) всiх K-диференцiювань поля рацiональних функцiй    

K(x). Оскiльки C = FDk ⋌ I – напiвпряма сума, то C∕I ≃ Der KK(x).  

Випадок 2. tr.degKF = 2. В цьому випадку, як i вище, C = FDk ⋌ I – напiв-

пряма сума двох алгебр Лi, при цьому FDk – пiдалгебра, iзоморфна пiдалгебрi 

рангу 1 над F iз Der KF.  

Нехай тепер rkRC - rkRI = 2. Виберемо довiльним чином базиснi елемен-       

ти D1,…,Dk-2 для I над R i доповнимо їх якими-небудь елементами S1,S2                       

до базису C над полем R. Позначимо через K(y1,y2) довiльне пiдполе степеня 

трансцендентностi 2 над K з F i нехай S1(y1) = f1, S2(y1) = f2 для деяких еле-       

ментiв f1,f2 ∈ F. Тодi (f2S1 - f1S2)(y1) = 0 i тому ми можемо вiдразу вважати,              

що S2(y1) = 0. Припустимо, що ще виконується рiвнiсть S2(y2) = 0. Оскiльки         

тодi S2 мiстить в своєму ядрi пiдполе K(y1,y2) з F i поле F є алгебраїчним 

розширенням поля K(y1,y2), то S2(F) = 0 i тому S2 ∈ I, що неможливо, бо за  

вибором D1,…,Dk-2,S2 лiнiйно незалежнi над R. Тому S2(y2) = h2≠0 для де-            

якого елемента h2 ∈ F. Замiнюючи S2 на h2
-1S2 можно вважати, що S2(y2) = 1. 

Припустимо, тепер, що S1(y2) = h1≠0 для деякого елемента h1 ∈ F. Замiнюю-          
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чи S1 на S2 - h1
-1S1 можна, не втрачаючи загальностi, вважати, що S1(y2) = 0. 

Аналогiчно можна показати, що S1 можна вибрати так, щоб S1(y1) = 1.  

Отже, ми можемо вибрати базис C над I iз елементiв S1,S2 таких, що Si(yj) = 

δij, де δij – символ Кронекера.  

Легко бачити, що [S1,S2](F) = 0 i тому [S1,S2] ∈ I. Розглянемо фактор-   

алгебру C∕I. Кожний елемент алгебри Лi C∕I (над полем K) записується у      

виглядi суми (f1S1+I)+(f2S2+I) для деяких f1,f2 ∈ F i S1,S2 iндукованi                            

на F з частинних похiдних   ,  пiдполя K(y1,y2) (за побудовою елементiв 

S1,S2). Тому, як легко бачити,    C∕I ≃ Der KF.  

Лема 3.2.10. Нехай R - розширення поля K степеня трансцендентностi n          

над K i D ∈ W(R) таке диференцiювання поля R, що поле констант F  =           

KerD має степiнь трансцендентностi n - 1 над K. Тодi:  

       1) iснує базис трансцендентностi {y1,…,yn} для R над K такий, що         

{y1,…,yn-1}– базис трансцендентностi для F над K i D = h  для деякого                

h ∈ R;  

       2) централiзатор C = CW (R)(D) складається з диференцiювань поля R       

вигляду D1 = ∑ i=1
nri , де ri ∈ R,  = 0,i = 1,…,n - 1 i D1(h) = h .  

Доведення. Виберемо довiльний базис трансцендентностi {y1,…,yn-1} поля F          

над K i доповнимо його яким-небудь елементом yn до базиса трансцендентностi     

R над K. Вiзьмемо диференцiювання пiдполя K(y1,…,yn) з R i продовжимо    

його до диференцiювання поля R (збережемо те ж саме позначення ). Тодi    

(yi) = 0,i = 1,…,n - 1. Але тодi оскiльки F є алгебраїчним розширенням    

пiдполя K(y1,…,yn-1), то, як легко бачити, (F) = 0. Далi, нехай D(yn) = h,             

для деякого h ∈ R. Тодi (D - h )(yn) = 0 i, оскiльки (D - h )(yi) = 0 при                  

i = 1,…,n - 1, то D - h  = 0 на пiдполi K(y1,…,yn), а, значить, i на полi                   

R. Останнє означає, що D = h .  

Вiзьмемо  тепер  довiльний  елемент  D1  ∈  C  =  CW(R)(D). Елемент D1 запису- 
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ється в виглядi D1 = ∑ i=1
nri ,ri ∈ R за Лемою 3.2.1. Iз умови  

 

отримаємо, що  

 

Звiдси випливає, що = 0,i = 1,…,n - 1 i ∑ i=1
nri  = h . Останнє означає,       

що D1(h) = h .  

Навпаки, нехай  

 

i D1(h) = h . Тодi  

 

i D1 ∈ CW (R)(D).  

Лема 3.2.11. Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, R – 

розширення поля K, яке має степiнь трансцендентностi n над K i F пiдполе          

iз R, алгебраїчно замкнене в R, яке мiстить K, степеня трансцендентностi          

n - 1 над K. Якщо D – K-диференцiювання пiдполя F i z ∈ R \ F, то iснує                     

i єдине K-диференцiювання D1 поля R таке, що  D1(z)  =  1,   D1(F)  ⊆  F   i            

D1|F = D.  

Доведення. Вiзьмемо який-небудь базис трансцендентностi {y1,…,yn-1} поля               

F над K. Оскiльки елемент z трансцендентний над F завдяки алгебраїчнiй за-

мкненостi F в R, то {y1,…,yn-1,z} – базис трансцендентностi поля R над K. 
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Продовжимо K-диференцiювання ,…, ,  пiдполя K(y1,…,yn-1,z) на         

поле R (помiтимо, що R алгебраїчне над K(y1,…,yn-1,z) i тому такi продов-        

ження iснують i єдинi), зберiгши тi ж самi позначення. Тодi { ,…, },          

якi розглядаються як диференцiювання поля F, утворюють базис векторного 

простору Der KF i тому D = ∑ i=1
n-1fi  для деяких fi ∈ F. Розглядаючи D як ди-

ференцiювання поля R, вiзьмемо суму D1 = D + . Тодi D1(F)⊆F i D1|F = D, 

оскiльки (F) = 0. При цоьму, очевидно, що D1(z) = 1.  

Зауваження 4. Диференцiювання D1 поля R, яке побудоване за диференцiю- 

ванням D пiдполя F i елементом z ∈ R \ F, будемо називати для зручностi 

продовженням диференцiювання D на R вздовж елемента z.  

Теорема 3.2.12. Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики  нуль,          

R – розширення поля K, яке має степiнь трансцендентностi n над K, D ∈       

W(R) таке K-диференцiювання поля R, що його поле констант F в R має    

степiнь трансцендентностi n - 1 над K. Якщо для деякого елемента z ∈ R \ F 

виконується D(z) ∈ F, то централiзатор C = CW (R)(D) має ранг n над R i 

складається з диференцiювань вигляду  

 

де D2 – довiльне диференцiювання поля F, продовжене до диференцiювання        

поля R вздовж елемента z, i при цьому h = D(z), а f0 ∈ F – довiльний елемент.  

Доведення. Виберемо який-небудь базис трансцендентностi {y1,…,yn-1} під-        

поля F над K. Оскiльки z ∈ R \ F i D(z) ∈ F i пiдполе F алгебраїчно замкнене          

в R (як ядро диференцiювання, див., наприклад, [46]), то {y1,…,yn-1,z} – ба-           

зис трансцендентностi поля R над K. Завдяки Лемi 3.2.10 диференцiювання D     

має вигляд D = h  для деякого h ∈ R. Але тодi, очевидно, h = D(z) ∈ F за   
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умовою теореми. Вiзьмемо довiльний елемент D1 ∈ CW(R)(D) i запишемо його           

у виглядi  

 

Iз умови [D,D1] = 0 отримаємо, використовуючи Лему 3.2.10, що = 0, i =    

1,…,n - 1 i за Лемою 3.2.10 D1(h) = h . Оскiльки, як неважко переконатися,    

D1(F) ⊆ F, то iз останньої рiвностi випливає, що ∈ F. Iз спiввiдношення             

= 1 маємо, що (r - αz) = 0 для деякого α ∈ F. Але тодi r - αz ∈ F (бо за  

умовою Ker D =  Ker h  = F), тобто r = αz + f0 для деяких α,f0 ∈ F. Звiдси 

отримаємо  

 

Оскiльки  

 

то елемент D1′ = ∑ i=1
n-1ri +αz  належить централiзатору C = CW (R)(D). Тодi           

iз спiввiдношення [D,D1′] = 0 випливає, що  

 

тобто  

 

де α,h ∈ F. Зауважимо далi, що  
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Звiдси отримаємо, що ∑ i=1
n-1ri  = αh. Позначимо D2 = ∑ i=1

n-1ri . Тодi останнє 

спiввiдношення записується у виглядi D2(h) = αh. Оскiльки D ⁄= 0, то h ⁄= 0 i  

звiдси α = D2(h)∕h. Тодi диференцiювання D1 iз централiзатора C (нагадаємо,        

що D1 вибиралось довiльно) має вигляд:  

 

де D2 розглядається як диференцiювання поля R (а не тiльки F) в базисi транс-

цендентностi {y1,…,yn-1,z} поля R над K.  

Навпаки, якщо ми вiзьмемо довiльне диференцiювання D2 пiдполя F i роз-

глянемо продовження диференцiювання D2 на R вздовж z вигляду D1 =                     

D2 + (f0 + D2(h)z∕h) , де f0 – довiльний елемент iз F, то, як неважко пе-   

реконатися, [D1,D] = 0. Теорема доведена.  
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Висновки до роздiлу 3 

 

Цей роздiл присвячений дослiдженню централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi 

W2(K) та в алгебрах Лi диференцiювань полiв.  

Пiдроздiл 3.1 присвячено вивченню централiзаторiв та максимальних абе-

левих пiдалгебр в алгебрах Лi W2(K). В наступнiй теоремi дано опис таких 

централiзаторiв елементiв:  

Теорема 3.1.6 Нехай D довiльний ненульовий елемент з W2(K). Тодi цен-

тралiзатор C = CW 2(D) є пiдалгеброю одного з наступних типiв:  

1) C = KD, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K.  

2) C = KD + KD1, якщо Ker D в K(x,y) спiвпадає з K та iснує диферен- 

цiювання D1 таке, що [D,D1] = 0 i D,D1 є лiнiйно незалежними над         

K(x,y).  

3) C = K[p]hδp, якщо Ker D в K(x,y) мiстить несталий многочлен, цей 

многочлен p може бути вибраний незвiдним, D = hfδp,  де  f  є  многочлен- 

ном вiд p, многочлен h є p-вiльним i δp є зведеним диференцiюванням для     

Dp.  

4) C = K[p,q]mhδp,q, якщо Ker D мiстить несталу рацiональну функцiю p∕q i не 

мiстить многочленiв, вiдмiнних вiд константи, Ker D = K( ), D =          

hfδp,q, де f є однорiдним многочленом вiд p,q степеня m, h є p - q-вiльним 

многочленом та δp,q є зведеним диференцiюванням для диференціювання    

qDp - pDq.  

5) C = (K( )D+K( )D1)∩W2(K), де D задовольняє всi умови з попе-          

редньої частини теореми, D та D1 є лiнiйно незалежними над K(x,y) та 

[D1,D] = 0.   Якщо  D  =  P   +  Q , D1  =  P1   +  Q1   та  Δ  =  PQ1 -P1Q,  
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то dim KC ≤ m + s + 2, де число m таке ж як в пунктi 4 даної теореми i s = 

degp-qΔ. 

Наступна теорема є важливою, оскiльки в нiй описуються максимальнi абе- 

левi пiдалгебри.  

Теорема 3.1.8 Нехай L максимальна абелева пiдалгебра алгебри Лi W2(K).          

Тодi алгебра Лi L є однiєю iз наступних:  

1) Одновимiрна вигляду KD, де D ∈ W2(K) та Ker D в K(x,y) спiвпадає з            

K.  

2) Двовимiрна вигляду KD + KD1, де D,D1 є лiнiйно незалежними над         

K(x,y).  

3) Скiнченно вимiрна вигляду K[p,q]mhδp,q, де h ∈ K[x,y], K[p,q]m є вектор-      

ним простором всiх однорiдних по p,q многочленiв степеня m (дивись 

Теорему 3.1.6).  

4) Нескiнченно вимiрна вигляду K[p]hδp, де h ∈ K[x,y], K[p] є векторним 

простором многочленiв вiд p (дивись Теорему 3.1.6). 

В пiдроздiлi 3.2 при деяких умовах на степiнь трансцендентностi поля кон-

стант F = F(D) диференцiювання D ∈ Der KR в R отримано характеризацiю 

централiзатора C = CW(R)(D). Наступнi теореми є основними результатами      

даного пiдроздiлу.  

Теорема 3.2.9 Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики               

нуль, R – розширення поля K степеня трансцендентностi n над K i D –                

K-диференцiювання R з полем констант F = KerD. Якщо tr.degKF ≤ 2, то 

централiзатор C = CW (R)(D) є або алгеброй Лi над F розмiрностi dim FC ≤ n,        

або   C   мiстить  iдеал  I =  {T ∈ C ∣ T(F) =  0} , який є  алгеброю  Лi  над  F  роз-     
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мiрностi rkRC - 1 за умови, що tr.degKF = 1 або rkRC - 2 за умови, що               

tr.degKF = 2 i такий, що:  

1) при умовi tr.degKF = 1 фактор-алгебра C∕I iзоморфна Der KK(x);  

2) при умовi tr.degKF = 2 фактор-алгебра C∕I iзоморфна або пiдалгебрi ран-    

га 1 з Der KF, або самiй алгебрi Der KF. 

Теорема 3.2.12 Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики               

нуль, R – розширення поля K, яке має степiнь трансцендентностi n над               

K, D ∈ W(R) таке K-диференцiювання поля R, що його поле констант F                

в R має степiнь трансцендентностi n - 1 над K. Якщо для деякого елемента         

z ∈ R \ F виконується D(z) ∈ F, то централiзатор C = CW(R)(D) має ранг                  

n над R i складається з диференцiювань вигляду  

 

де D2 – довiльне диференцiювання поля F, продовжене до диференцiювання        

поля R вздовж елемента z, i при цьому h = D(z), а f0 ∈ F – довiльний             

елемент.  

В наступнiй лемi знайдено базис трансцендентностi для поля констант та 

описано структуру централiзатора C = CW(R)(D).  

Лема 3.2.10 Нехай R - розширення поля K степеня трансцендентностi                   

n над K i D ∈ W(R) таке диференцiювання поля R, що поле констант F =         

KerD має степiнь трансцендентностi n - 1 над K. Тодi:  

1) iснує базис трансцендентностi {y1,…,yn}для R над K такий, що     

{y1,…,yn-1}– базис трансцендентностi для F над K i D = h  для деякого                

h ∈ R;  

2) централiзатор C = CW(R)(D) складається з диференцiювань поля R   

вигляду D1 = ∑ i=1
nri , де ri ∈ R,  = 0,i = 1,…,n - 1 i D1(h) = h .  
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Роздiл 4 

 

Слабко напiвпростi диференцiювання кiльця 

многочленiв вiд двох змiнних 
 

Нехай K алгебраїчно замкнене поле характеристики 0 i K[x,y] – кiльце мно-

гочленiв. Кожний елемент f ∈K[x,y] визначає диференцiювання Якобi Df        

кiльця многочленiв K[x,y], яке дiє за правилом Df(h) = detJ(f,h), де J(f,h) –    

матриця Якобi многочленiв f та h.  

Векторний K-простiр K[x,y] з операцiєю (f,g) → [f,g] := detJ(f,g) є ал-   

геброю Лi над K. Центр цiєї алгебри спiвпадає з K, фактор-алгебра K[x,y]∕K 

iзоморфна алгебрi Лi sa2(K) всiх диференцiювань з K[x,y], якi мають нульо-          

ву дивергенцiю (дивись, наприклад, [53]). Зауважимо також, що кiльце много-

членiв K[x,y] з додатковою операцiєю (f,g) → [f,g] = detJ(f,g) є алгеброю   

Пуассона, але ми цього в подальшому не будемо використовувати.  

В роботi Ю. Стейна [69] дано наступне означення, яке широко використову-

ється в даному роздiлi:  

Означення 4.0.1. Многочлен f ∈ K[x,y] будемо називати слабко напiвпро-

стим, якщо iснує такий многочлен g, що Df(g) = λg, для деякого ненульового           

λ ∈ K (многочлен g тут є власною функцiєю для f з власним числом λ).  

    Останнє  означає,  що  кожний  слабко  напiвпростий  многочлен   f   iндукує ди-  
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ференцiювання Якобi Df, яке може бути включене в двовимiрну неабелеву пiд-

алгебру  

 

алгебри Лi W2(K). Структура двовимiрних (абелевих i неабелевих) пiдалгебр 

алгебри Лi W2(K) є дуже важливою для кращого розумiння структури пiдал-     

гебр з W2(K), i цi питання тiсно пов’язанi з гiпотезою Якобiана для n = 2.  

Перше твердження наступної леми узагальнює Твердження 2.1 з [69]  

Лема 4.0.2. Нехай f ∈K[x,y] такий многочлен, що для нього iснує многочлен           

g ∈K[x,y],g≠0 i λ ∈K
*
, i виконується рiвнiсть Df

n
(g) = λg для деякого n ≥ 1.         

Тодi:  

1) f – замкнений многочлен;  

2) Многочлен f -c є вiльним вiд квадратiв для будь-якого c ∈K, тобто f - c     

не дiлиться на квадрат жодного незвiдного многочлена.  

Доведення. 1) Вiд супротивного, нехай f = F(h) для деякого F(t) ∈                           

K[t], degF  ≥  2 i h ∈K[x,y]. Тодi  

 

Аналогiчно, ми отримаємо наступне спiввiдношення  

 

 

    Використовуючи iндукцiю по k можна легко показати, що  

 

За умовою цiєї леми  
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Запишемо g як g = F′(h)
m
 ⋅ u, де m ≥ n з (1) i многочлен u не дiлиться на  

будь-який несталий многочлен h. Тодi  

 

Використовуючи iндукцiю по k легко показати, що  

 

Вставляючи останню рiвнiсть в (1) ми одержимо  

 

Але g = F′(h)
m
u i тому F′(h)

m+n
Dh(u) = λF′(h)

m
u. 

Остання рiвнiсть показує, що u дiлиться на F′(h), що суперечить нашому вибору 

многочлена u. Отримана суперечнiсть доводить, що f є замкненим многочле-    

ном.  

2) Знову скористаємось методом вiд супротивного. Нехай c ∈ K такий еле-

мент, для якого ми маємо рiвнiсть f  - c = w
k
f1, де w, f1 ∈K[x,y], k  ≥ 2 i f1  не  

дiлиться на w. Запишемо g у виглядi g = w
m
g1,  де m ≥ 0,g1 ∈ K[x,y] i g1 не    

дiлиться на w. Тодi  

 

 

для деякого t1 ∈K[x,y]. Тому, Df(g) = w
k+m-1

t1.  

За iндукцiєю по i легко показати, що Df
i
(g) = w

m+ki-1
ti для деякого ti ∈      

K[x,y], i = 2, 3,…. Але тодi для i = n ми отримаємо  

 

Звiдси випливає, що λg1 = w
kn-1

tn що є неможливим, оскiльки k ≥ 2 i g1 не     

дiлиться на w iз-за вибору g1. Ця суперечнiсть показує, що f - c не дiлиться на 

квадрат жодного незвiдного многочлена.  
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Наслiдок 4.0.3. Якщо f = f1(x)f2(y) є слабко напiвпростим многочленом,              

тодi многочлени f1(t),f2(t) ∈K[t] не мають кратних коренiв.  

Доведення. Оскiльки [f,g] = g, то поклавши в Лемi 4.0.2 n = 1 та c = 0       

отримаємо, що многочлен f(x,y) = f1(x)f2(y) не дiлиться на квадрат жодного 

незвiдного многочлена. Звiдси легко випливає, що многочлени f1(t) та f2(t) не 

мають кратних коренiв. 

4.1 Слабко напiвпростi многочлени вигляду f1(x)f2(y) 

У цьому роздiлi дано опис всiх слабко напiвпростих многочленiв f ∈ K[x,y] 

вигляду f(x,y) = f1(x)f2(y) (многочленiв iз вiдокремленими змiнними) та їх     

власних функцiй g(x,y) ∈K[x,y] таких, що [f,g] = λg,λ ∈K
*
. Насправдi, ми       

можемо припустити, що λ = 1 оскiльки в iншому випадку ми завжди може-          

мо покласти λ
-1

f замiсть f. Тому в подальшому ми будемо розглядати лише  

випадок [f,g] = g.  

Лема 4.1.1. Нехай многочлен g = g(x,y) задовольняє умову [f,g] = g, де                 

f(x,y) = f1(x)f2(y) ∈ K[x,y]. Тодi єдиними незвiдними множниками мно-            

гочлена g(x,y) є або многочлени вигляду δ(f(x,y) + c), де δ,c ∈ K
*
, або                       

β(x - c1), γ(y - c2), де β,γ ∈ K
*
 та c1, c2 задовольняють умову f1(c1) =                           

0,  f2(c2) = 0.  

Доведення. Нехай h незвiдний множник многочлена g. За Лемою 2.0.3 h є мно-

гочленом Дарбу для Df, тобто  

 

тому за Лемою 2.0.21 iснує c ∈ K таке, що f - c дiлиться на h. Якщо c ≠ 0,            

тодi многочлен f - c є незвiдним (за Лемою 2.0.18) i тому h = (f + c) δ для       

деякого   δ   ∈  K
*
.   Нехай  c  =  0.  У  зв’язку  з  тим,  що  h  є  незвiдним та дiлить              
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f(x,y) = f1(x)f2(y), легко бачити, що h – лiнiйний многочлен вигляду β(x - c1)            

чи γ(y  -  c2).  

Лема 4.1.2. Нехай f(x,y) = f1(x)f2(y) i g = g(x,y) многочлени з K[x,y], якi 

задовольняють спiввiдношення [f,g] = g. Тодi g = F(f)g1g2, де F(t) ∈K[t] та               

g1 = g1(x),g2 = g2(y) задовольняють рiвнiсть [f,g1g2] = g1g2.  

Доведення. Запишемо многочлен g як добуток g = h1
k
1 hs

k
s, де h1,…,hs незвi-     

днi многочлени. За Лемою 4.1.1 многочлени hi є або вигляду hi = δi(f +ci) для          

δi ∈ K
*
,ci ∈ K, або вигляду hi = αi(x - di), або hi = βi(y - ri) для αi,βi ∈K

*
.          

Елементи di,ri ∈K є такими, що f1(di) = 0,f2(ri) = 0. Позначимо через F(f)        

добуток всiх дiльникiв многочлена g, що мають вигляд δi(f +ci) (це є много-      

член вiд f). Згрупуємо iншi незвiднi дiльники g i запишемо їх добуток у виглядi 

g1(x)g2(y). Тодi  

 

З цього й випливає рiвнiсть [f,g1g2] = g1g2.  

Таким чином проблема знаходження многочленiв f та g, якi задо-   

вольняють спiввiдношення [f,g] = g, зводиться до пошуку многочленiв 

f1(x)f2(y),g1(x)g2(y) з вiдокремленими змiнними, такими що  

 

З останнього спiввiдношення маємо, що  

 

Далi, помiтимо, що  
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i, аналогiчно, [f1,g2] = f1′g2′. Тому з (2) ми отримаємо наступне:  

 

Подiливши обидвi частини цiєї рiвностi на g1g2 ми отримаємо  

 

Зауважимо, що кожний лiнiйний множник g1 є дiльником f1 за Лемою 4.1.1,      

тому f1g1′ дiлиться на g1 i, аналогiчно, f2g2′ дiлиться на g2. Тому (3) є, насправдi, 

вiдношенням для многочленiв iз вiдокремленими змiнними.  

Лема 4.1.3. Нехай   a(x),  c(x)  ∈  K[x]  та  b(y),  d(y)  ∈  K[y] такi многочлени,  що  

 

Тодi або a,c ∈K або b,d ∈K.  

Доведення. Продиференцiюємо рiвнiсть (4) по змiннiй x. Тодi ми матимемо на-

ступну рiвнiсть:  

 

Якщо a′(x) = 0 i c′(x) = 0 тодi a,c ∈K i все виконано. Якщо ж c′(x)≠0, тодi  

 

i тому iснує λ ∈ K таке, що d = λb. Пiдставляючи цю рiвнiсть в (4) ми матимемо 

b(y)(a(x) + λc(x)) = 1. Остання рiвнiсть означає, що b,d ∈K.  

Лема 4.1.4. Нехай f1(x),g1(x) ∈ K[x] та f2(y),g2(y) ∈ K[y] – многочлени, якi 

задовольняють рiвнiсть (3). Тодi або f1(x) є лiнiйним i тодi g1(x) = c1f1
l
(x),           

або f2(y) є лiнiйним i тодi g2(y) = c2f2
k
(y) для деяких c1,c2 ∈ K

*
,k,l ∈ℕ.  

Доведення. За Лемою 4.1.3 з (3) ми отримали, що або f1′,  ∈ K, або f2′,  ∈      

K. Наприклад, нехай ми маємо другий випадок. Тодi  
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для деяких α,γ ∈K
*
,β ∈K. Iз спiввiдношення f2g2′ = λg2 ми маємо, що g2          

дiлиться на g2′. Але останнє є можливом лише у випадку g2 = λ(y + δ)
k
 для      

деяких λ ∈K
*
,δ ∈K,k ∈ℕ.  

З рiвностi  

 

випливає, що (αy + β)k = γ(y + δ). Але тодi γ = kα i γδ = kβ, якi дають нам                   

δ = . Остання рiвнiсть означає, що g2(y) = c2f2
k
(y) для деякого c 2 ∈ K

*
. У    

випадку f1′,  ∈K аналогiчнi мiркування. 

Теорема 4.1.5. (Критерiй слабкої напiвпростоти)  Многочлен f(x,y) =          

f1(x)f2(y) ∈ K[x,y] є слабко напiвпростим тодi i тiльки тодi, коли вiн не               

має кратних коренiв i принаймнi один з многочленiв f1(x),f2(y) є лiнiйним, i       

якщо, наприклад, f2(y) = ay + b,a,b ∈K та α1,…,αn є коренями f1(x), тодi                    

li =  ∈ ℤ, i = 1,…,n. Крiм того, якщо g = g(x,y) є власною функцією              

для Df iз власним значенням 1, тодi  

 

де F(t) ∈K[t],k ∈ℕ таке, що k ≥ li, i = 1,…,n.  

Доведення. ⇒ Нехай f = f(x,y) слабко напiвпростий многочлен вигляду               

f(x,y) = f1(x)f2(y), тобто такий, що для деякого g ∈ K[x,y] виконується                    

[f,g] = detJ(f,g) = g. За Наслiдком 4.0.3 f не має кратних коренiв i беру-                   

чи до уваги Лему 4.1.4 ми бачимо, що принаймнi один з многочленiв f1(x) або   

f2(y) є лiнiйним. Нехай, наприклад, f2(y) = ay + b для деяких a,b ∈K. Тодi                 

за Лемою 4.1.2 можемо припустити, що g = g1(x)g2(y) i довiльний несталий 

многочлен f не дiлить многочлен g. Далi, використовуючи Лему 4.1.4 маємо,       

що   g2(y)   =   df2(y)
k
   для   деяких   d  ∈  K*

  i  k  ∈  ℕ.  Тодi  рiвнiсть (3) може бути    
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переписана у виглядi:  

 

Переписуючи останнє спiввiдношення ми отримаємо, що  

 

i як наслiдок  

 

Многочлен f1(x) не має кратних коренiв (за Лемою 4.1.2). Нехай α1,…,αn це           

всi коренi f1(x). Тодi  

 

для деякого елемента c1 ∈K
*
, i беручи до уваги рiвнiсть (5), ми маємо  

 

для  деяких  d1 ∈ K, mi ∈ ℕ ∪{0}. Рiвнiсть  (5)  може  бути  переписана  у   виглядi  

 

Замiнюючи f1 та g1 з останнiх виразiв, ми отримаємо:  

 

(Ми використали розклад рацiональної функцiї  

 

в суму елементарних дробiв вигляду ,i = 1,…,n).  

Рiвнiсть (6) означає, що  
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i оскiльки mi ≥ 0,k ≥ 1 ми маємо  

 

З того, що mi ≥ 0 ми отримаємо k ≥ li,i = 1,…,n. Але тодi  

 

i тому за Лемою 4.1.2  

 

⇐ Нехай f = f1(x)f2(y), де  

 

i f2 = (ay + b), та нехай g(x,y) = F(f)g1g2, де  

 

i g2 = (ay + b)
k
, де li = k -  є цiлими. Ми покажемо, що  

 

Використовуючи рiвнiсть  

 

ми маємо  

 

 

Але спiввiдношення (5) дає результат af1′kg1-af1g1′ = g1, тому ми отримаємо   

[f,g1g2] = g1g2 i тому многочлен f є слабко напiвпростим.  
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Наступне твердження дозволяє нам будувати як завгодно багато слабко на-

пiвпростих многочленiв iз даного одного слабко напiвпростого многочлена.  

Наслiдок 4.1.6. Нехай f(x,y) слабко напiвпростий многочлен i g(x,y) є             

такий, що [f,g] = g. Якщо деякi многочлени вiд двох змiнних p,q задо-       

вольняють умову [p,q] = 1, то многочлен f(p,q) є слабко напiвпростим i 

[f(p,q),g(p,q)] = g(p,q).  

Приклад 4.1.7. Нехай f(x,y) = x(x - 1)y,  

 

Тодi  

 

 

 

 

Тодi многочлен, f(x,y) = x(x - 1)y є слабко напiвпростим та g(x,y) є його        

власною функцiєю iз власним значенням λ = 1.  

Приклад 4.1.8. Многочлен  

 

є слабко напiвпростим. Дiйсно, поклавши  

 

1 ≤ i ≤ n ми отримаємо:  
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Тому многочлен f(x,y) задовольняє умови теореми 4.1.5 i є слабко напiвпро-

стим.  
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Висновки до роздiлу 4 

Даний роздiл присвячений слабко напiвпростим многочленам iз кiльця K[x,y]. Тут 

дано опис всiх слабко напiвпростих многочленiв f ∈K[x,y] вигляду                     

f(x,y) = f1(x)f2(y) (многочленiв iз вiдокремленими змiнними) та їхнiх вла-            

сних функцiй g(x,y) ∈ K[x,y] таких, що [f,g] = λg, λ ∈K
*
. Насправдi, можна   

вважати, що λ = 1, оскiльки в iншому випадку ми можемо взяти λ
-1

f  за-            

мiсть f. Тому далi розглядається лише випадок [f,g] = g. Встановлено основнi 

властивостi таких многочленiв з вiдокремленими змiнними, при цьому викори-

стовуються результати Ю. Стейна, зокрема, такий: нехай f,g ∈K[x,y] – такi 

многочлени, що g незвiдний i [f,g] = hg для деякого h ∈K[x,y]. Тодi iснує      

елемент c ∈K такий. що g дiлить многочлен f - c. Використовуються також 

результати Ж. Олланьєра [50], який дослiдив замкненi многочлени i замкненi 

рацiональнi функцiї вiд кiлькох змiнних.  

Лема 4.1.1 Нехай многочлен g = g(x,y) задовольняє умову [f,g] = g, де                  

f(x,y) = f1(x)f2(y) ∈K[x,y]. Тодi лише незвiднi множники многочлена g(x,y)                  

є многочленами форми δ(f(x,y) + c), де δ, c ∈K
*
 чи β(x - c1), γ(y - c2),  де                     

β, γ ∈K
*
 та c1,c2 задовольняють f1(c1) = 0, f2(c2) = 0.  

         Використовуючи результат наступної леми можна переформулювати пробле- 

му знаходження многочленiв f та g.  

Лема 4.1.2 Нехай f(x,y) = f1(x)f2(y) i g = g(x,y) многочлени з K[x,y],                           

якi задовольняють спiввiдношення [f,g] = g. Тодi g = F(f)g1g2, де F(t) ∈ K[t]           

та g1 = g1(x),g2 = g2(y) задовольняють рiвнiсть [f,g1g2] = g1g2.  

Лема 4.1.4 Нехай f1(x), g1(x) ∈ K[x] та f2(y), g2(y) ∈ K[y] – много-                       

члени, якi задовольняють рiвнiсть (3). Тодi або f1(x) є лiнiйним i тодi                 

g1(x) = c1f1
l
(x), або f2(y) є лiнiйним i тодi g2(y) = c2f2

k
(y) для деяких                            

c1, c2 ∈ K* 
, k, l ∈ℕ.  
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Основним результатом даного роздiлу є наступний критерiй слабкої напiв-

ростоти многочлена:  

Теорема 4.1.5 Многочлен f(x,y) = f1(x)f2(y) ∈K[x,y] є слабко напiвпро-                 

стим тодi i тiльки тодi, коли вiн не має кратних коренiв i принаймнi один з 

многочленiв f1(x), f2(y) є лiнiйним, i якщо, наприклад, f2(y) = ay + b, a, b ∈ K            

та α1,…,αn є коренями f1(x), тодi li =  ∈ ℤ, i = 1,…,n. Крiм того,                

якщо g = g(x,y) є власною функцiєю для Df iз власним значенням 1, тодi  

 

де F(t) ∈K[t],k ∈ℕ таке, що k ≥ li,i = 1,…,n.  

Як наслiдок, з основної теореми отримано наступне твердження, яке розши-

ряє множину слабко напiвпростих многочленiв:  

Наслiдок 4.1.6 Нехай f(x,y) слабко напiвпростий многочлен i g(x,y)                           

є такий, що [f,g] = g. Якщо деякi многочлени вiд двох змiнних p,q задо-    

вольняють умову [p,q] = 1, то многочлен f(p,q) є слабко напiвпростим i 

[f(p,q),g(p,q)] = g(p,q).  
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Роздiл 5 

Базиси та анулятори  

 

Нехай K алгебраїчно замкнене поле характеристики 0 i R ⊇K(x1,…,xn) поле 

алгебраїчних функцiй вiд n змiнних, тобто скiнченне алгебраїчне розширення  

поля K(x1,…,xn). Множина всiх K-диференцiювань поля R є алгеброю Лi (з  

дужкою Лi [D1,D2] = D1D2 - D2D1), яку будемо позначати через n(R), ця ал- 

гебра Лi є також векторним простором розмiрностi n над R (але не є алгеброю      

Лi над R). Базис, який складається iз частинних похiдних { ,…, } будемо 

називати стандартним, його елементи очевидно задовольняють спiввiдношення 

[ , ] = 0, i, j = 1,…,n, тобто цей базис є комутативним. Всi комутативнi   

базиси алгебри Лi Wn(K) (якi складаються iз всiх K-диференцiювань кiльця 

многочленiв K[x1,…,xn]) описанi в статтi [46], зокрема, диференцiювання з     

такого базису мають нульову дивергенцiю. Ця характеристика комутативних 

базисiв не може бути перенесена на алгебри Лi n(R), де R = K(x1,...,xn),   

оскiльки iснують такi комутативнi базиси в n(R), в яких не всi їхнi елементи 

мають нульову дивергенцiю. Тому, є цiкавим питання характеризацiї комута-

тивних базисiв у n(R) в термiнах дивергенцiї її членiв.  

В цьому роздiлi ми використовуємо стандартнi позначення. Нагадаємо, що 

кожне диференцiювання поля K(x1,…,xn) може бути однозначно продовжене        

на поле R ⊇ K(x1, …, xn) алгебраїчних функцiй вiд n змiнних (дивись, напри-    
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клад, [46]). Тому стандартнi диференцiювання пiдполя K(x1,...,xn) поля R 

можуть бути однозначно продовженi на поле R i цi диференцiювання утворю-   

ють базис n(R) (збережемо для продовжень диференцiювань тi ж самi позна-

чення). Якщо D – диференцiювання поля алгебраїчних функцiй R, записане у 

виглядi  

 

то дивергенцiя вiд D визначається як i для диференцiювань полiв рацiональних 

функцiй, тобто divD = ∑ i=1
n

.  

 

5.1 Комутативнi базиси в алгебрах Лi диференцiювань 

Лема 5.1.1. Нехай D1,D2 ∈ n(R) i a,b ∈ R. Тодi  

1) [aD1,bD2] = ab[D1,D2] + aD1(b)D2 - bD2(a)D1;  

2) Якщо a,b ∈ Ker D1 ∩ Ker D2, тодi [aD1,bD2] = ab[D1,D2]. 

Доведення. 1)  

 

 

 

 

 

2) Якщо a,b ∈ Ker D1 ∩ Ker D2, то D1(b) = 0 та D2(a) = 0. Отже, маємо, що 

[aD1,bD2] = ab[D1,D2].   

Лема 5.1.2. Нехай  
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ненульовi диференцiювання поля R ⊇K(x1,x2) такi, що  

 

Рiвнiсть [D1,D2] = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли D2 = aD1, для        

деякого a ∈ Ker D1.  

Доведення. Оскiльки D1,D2 є лiнiйно залежними над R, то ми маємо D2 = aD1      

для деякого a ∈ R. За Лемою 5.1.1 умова [D1,D2] = 0 еквiвалентна рiвностi        

D1(a) = 0, тобто a ∈ KerD1.  

Теорема 5.1.3. Нехай  

 

диференцiювання поля R ⊇ K(x1,x2) алгебраїчних функцiй такi, що  

 

Рiвнiсть [D1,D2] = aD1 + bD2, для деяких a,b ∈ R, виконується тодi i тiльки тодi, 

коли  

 

Доведення. Позначимо через B = (bij)i,j=1
2
 матрицю A

-1
, де A =  

Тодi  

 

Використовуючи пiдхiд зi статтi [46] запишемо  
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З останнього спiввiдношення випливає (пiсля замiни = bi1D1 + bi2D2):  

 

 

 

Тому маємо наступнi рiвностi:  

 

 

Беручи до уваги вiдношення  

 

ми з (1) отримаємо, що  

 

З того, що  

 

ми маємо  
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Рiвнiсть (2) означає, що  

 

     Навпаки, нехай рiвнiсть (3) виконується для деяких елементiв a, b ∈ R. 

Оскiльки D1, D2 є лiнiйно незалежними над R, тодi ми отримаємо, що [D1, D2] = 

αD1 + βD2 для деяких α,β ∈ R. Повторюючи мiркування з першої частини ми 

одержимо, що  

 

Але тодi α = a,β = b.  

Наслiдок 5.1.4. Нехай елементи  

 

лiнiйно незалежнi над R. Диференцiювання D1 та D2 комутують тодi i тiль-       

ки тодi, коли div( D1) = 0,div( D2) = 0, де Δ = .  

При вивченнi алгебри Лi 2(R) виникає питання про такi диференцiювання 

D1,D2 ∈ 2(R), що [D1,D2] = D2 (вони породжують в 2(R) двовимiрну над          

K неабелеву пiдалгебру). Така алгебра Лi може також бути охарактеризованою      

в термiнах дивергенцiї:  

Наслiдок 5.1.5. Нехай диференцiювання D1,D2 ∈ 2(R) лiнiйно незалежнi          

над R. Спiввiдношення [D1,D2] = D2 виконується тодi i тiльки тодi, коли  

 

зокрема, якщо Δ = 1, тодi divD2 = 0,divD1 = -1.  

Зазначимо, що бiльш вузьке питання про будову многочленiв f,g, якi задо-

вольняють рiвнiсть detJ(f,g) = g, тобто про структуру Якобiанних диферен-

цiювань, якi задовольняють зазначенi вище умови, почало розглядатися пiсля 
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опублiкування статтi [69]. Такi многочлени для деяких випадкiв описанi в [61],  

що складає змiст попереднього роздiлу дисертацiї.  

Вкажемо простий метод побудови комутативних базисiв в алгебрi Лi дифе-

ренцiювань поля рацiональних функцiй n(R) вiд n змiнних. Нехай {y1,…,yn} 

базис трансцендентностi поля R над K. Позначимо через ,…,  звичайнi 

частиннi диференцiювання пiдполя K(y1,…,yn) в R i розширимо їх (однозна-        

чно за Лемою 5.1.2) до диференцiювань поля R (ми збережемо тi ж самi позна-

чення). Оскiльки виконується рiвнiсть  

 

в пiдполi K(y1,…,yn) в R i R є алгебраїчним над K(y1.…,yn), то комута-           

тивнiсть зберiгається i для диференцiювань поля R (за Лемою 5.1.2). Отже,       

{ , …, } є комутативним базисом для n(R). Запишемо цей базис в явному 

виглядi. Позначимо через Δ = detJ(y1,…,yn) Якобiан алгебраїчних функцiй    

y1,…,yn.  

Розглянемо диференцiювання Dy1, …, Dyn поля R, якi визначенi за прави- 

лом: 

 

де  

 

є матрицею Якобi функцiй y1,…,yn. Тодi  

 



81 
 

i тому  

 

у пiдполi K(y1,...,yn). Але тодi за Лемою 5.1.2 = Dyi по всьому полю R.       

Тому { Dyi}i=1
n
 є комутативним базисом алгебри Лi n(R). Зауважимо, що        

всi диференцiювання Dyi мають нульову дивергенцiю тодi i тiльки тодi, коли      

Δ ∈K
*
.  

5.2  Про вираз дивергенцiї в рiзних базисах 

Нехай R ⊇K(x,y) поле алгебраїчних функцiй вiд двох змiнних. Тодi кожне 

диференцiювання D ∈ 2(R) має однозначний запис у виглядi D = a1  + a2   

для деяких елементiв a1, a2 ∈ R i за означенням покладемо divD = + .     

Якщо ми вiзьмемо довiльнi елементи f та g ∈ R, алгебраїчно незалежнi над K,       

то диференцiювання D запишеться також у виглядi D = b1  + b2  для деяких 

b1,b2 ∈ R i виникає питання як знайти divD в базисi { , } алгебри Лi 2(R)  

(ми можемо розглядати divD як геометричну характеристику D, оскiльки кожне 

диференцiювання можна розглядати як деяке векторне поле на деякому 

многовидi). Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема:  

Теорема 5.2.1. Нехай { , } — комутативний базис алгебри Лi 2(R)  = 

DerKR, де R ⊇ K(x,y) –  поле алгебраїчних функцiй. Якщо D = P  + Q  ∈          

2(R) виражається як D = R  + S  в базисi { , }, то  

 

де Δ = detJ(f,g) – якобiан функцiй f,g.  

Доведення. Знайдемо спiввiдношення мiж координатами (P, Q) та (R, S) для          

D. Помiтимо, що  
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Тому  

 

де  

 

є матрицею Якобi алгебраїчних функцiй f,g. Використовуючи ланцюгове пра-  

вило для диференцiювань, отримаємо, що  

 

Оскiльки f,g алгебраїчно незалежнi над K, але f, g, x i f, g, y вже лiнiйно зале-     

жнi, то мають мiсце спiввiдношення  

 

для деяких ненульових многочленiв F(u,v,w),G(u,v,w) ∈K[u,v,w].  

Також, очевидно, що ≠0, ≠0. З рiвностi (5) випливає  

 

 

i тодi  

 

 

Пiсля диференцiювання першого рiвняння в (5) по x i потiм по y ми одержимо  
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Розв’язуючи цю систему лiнiйних рiвнянь, ми отримаємо  

 

де Δ = . Аналогiчно, з другої рiвностi в (5) маємо, що  

 

i тодi  

 

Тепер запишемо дивергенцiю D в базисi { , }  

 

 

 

 

Але використовуючи (4), отримаємо  
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Використовуючи останнi рiвностi, запишемо:  

 

 

 

 

Аналогiчно  

 

 

 

 

З останнiх рiвностей випливає, що  
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Тому виконується рiвнiсть  

 

  

Наслiдок 5.2.2. Якщо Δ = detJ(f,g) ∈K
*
, то дивергенцiя диференцiювання               

D ∈ DerR не залежить вiд вибору комутативного базису { , }. Зокре-            

ма, дивергенцiя не залежить вiд вибору координатних многочленiв у кiльцi 

многочленiв K[x,y].  
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5.3   Анулятори множин рацiональних функцiй 

Позначимо через Ann  n(K)(S) анулятор множини S iз кiльця многочленiв в    

алгебрi Лi n(K), нагадаємо, що  

 

Лема 5.3.1. Нехай S – пiдмножина iз поля K(x1,…,xn) i K(S) пiдполе поро-        

джене K та S в K(x1,…,xn). Якщо K(S) є алгебраїчним замиканням K(S)                   

в K(x1,…,xn), то справедливi наступнi твердження:  

1. Ann  n(K)(S) = Ann  n(K)(K(S)) = Ann  n(K)(K(S));  

2. Ann  n(K)(S) є пiдалгеброю в n(K) i векторним простором над R роз-

мiрностi m = n - tr.degKK(S);  

3. Якщо m ≥ 1, то алгебра Лi Ann  n(K)(S) є простою. 

Доведення. Доведемо пункт 1).  

Кожне K–диференцiювання D ∈ n(K), анулюючи множину S анулює, оче-

видно, й пiдполе K(S). Оскiльки пiдполе K(S) є алгебраїчним розширенням       

поля K(S), то кожне диференцiювання з R, анулюючи K(S) анулює й K(S) за 

Лемою 2.0.20. Тому  

 

Обернене включення є очевидним, тому ми маємо   

 

Доведемо пункт 2).  

Нехай k = tr.degKK(S) та {y1,…,yk} – базис трансцендентностi для K(S)        

над K (елементи y1,…,yk можуть бути вибранi з множини S). Вiзьмемо допов-  

нення множини {y1,…,yk} до базиса трансцендентностi поля K(x1,…,xn), яке 
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складається з довiльно вибраних елементiв yk+1,…,yn i розглянемо диференцi-

ювання ,  i = 1,…,n пiдполя K(y1,…,yn) поля R = K(x1,…,xn). Розгля-                

немо розширення диференцiювання ,i = 1,…,n до диференцiюваня поля 

K(x1,…,xn) використовуючи Лему 2.0.20 i збережемо тi ж самi позначення.  

Тодi ,…,  анулюють, очевидно, пiдполе K(S) (тому що (yj) =     

0, i = k + 1,…,n,j = 1,…,k). Тому  

 

Покажемо, що останнє включення є рiвнiстю. Вiзьмемо довiльне диференцiю- 

ваня D ∈ Ann  n(K)(S). Тодi D може бути записане у виглядi:  

 

для деяких fi ∈ K(x1,…,xn) (тому що диференцiювання ,…,  є лiнiйно 

незалежними над K(x1,…,xn)). Оскiльки  

 

то ми бачимо, що  

 

Очевиднi  рiвностi  D1(yi) = 0, i = 1, …, k  означають, що  fi = 0  (за  рівністю        

(yj) = δij). Звiдси маємо  

 

Доведемо пункт 3).  

Нехай m = n - k ≥ 1. За вище доведеним ми маємо  
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тобто пiдалгебра Ann  n(K)(S) є векторним простором розмiрностi m ≥ 1 над R. 

Нехай I – ненульовий власний iдеал з Ann  n(K)(S). Тодi I мiстить ненульовий   

iдеал J, який є векторним простором над R. Останнє неможливе, тому що це 

суперечить основному результату статтi [36].  

Нехай S – непорожня пiдмножина iз K(x1,...,xn), яку без обмеження за-

гальностi можна вважати скiнченною i алгебраїчно незалежною над полем           

K, S = {y1,...,yk}. Доповнимо множину S до базиса трансцендентностi            

{x1,…,xn-k,y1,…,yk} поля K(x1,…,xn) над K (це можливо пiсля перену-                 

мерацiї змiнних) i позначимо через JS,xi якобiанне диференцiювання пiдполя 

K(x1,…,xn-k,y1,…,yk), яке визначене за правилом:  

 

де останнiй визначник є наступним:  

 

Продовжимо цi диференцiювання на все поле K(x1,...,xn) (це можливо за 

Лемою 2.0.20) i збережемо тi ж самi позначення для них. Позначимо  через  

 

 

Лема 5.3.2. Диференцiювання JS,xi,i = 1,…,k є лiнiйно незалежними над       

K(x1,…,xn) i кожне з них мiстить у своєму ядрi пiдполе K(S) i диференцi-      

ювання JS,yi  вiдображають пiдполе K(S) в себе.  
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Доведення. Припустимо, що f1JS,x1 + + fnJS,xn = 0 для деяких fi ∈ R.              

Оскiльки JS,xi(xj)≠0 (тому що це якобiан алгебраїчно незалежних над K 

рацiональних функцiй {x1,…,xn-k,y1,…,yk}) i JS,xi(xj) = 0, i≠j, ми                          

одержимо f1 = 0,…,fn-k = 0 i тому JS,x1,…,JS,xn-k є лiнiйно незалежни-                               

ми над R. Далi JS,xi(yj) = 0  для j = 1,…,k  i  i = 1,…,n - k i тому                                

K(S) ⊆ Ker JS,xi,i = 1,…,n-k. Але тодi  

 

за Лемою 2.0.20.  

Диференцiювання JS,yi вiдповiдає на K(y1,…,yk) диференцiюванню ,   

тому JS,yi вiдображає поле K(y1,…,yn) в себе. За Лемою 2.0.20 диференцiю-      

вання JS,yi однозначно продовжується на алгебраїчне замикання K(S) пiдполя  

K(S) в R i тому диференцiювання JS,yi вiдображає пiдполе K(S) в себе. 

Зауваження 5. Диференцiювання JS,xi та JS,yj можуть бути легко записанi              

у стандартному базисi { ,…, } поля K(x1,…,xn) у виглядi  

 

де fi ∈K(x1,…,xn). Коефiцiєнти є мiнорами порядку n - 1 визначника (*).  

Теорема 5.3.3. Нехай K поле, S пiдмножина поля рацiональних функцiй    

K(x1,…,xn) i {y1,…,yk} максимальна множина алгебраїчно незалежних над                 

K елементiв з S. Тодi анулятор Ann  n(K)(S) є векторним простором над  

K(x1,…,xn) з базисом JS,x1,…,JS,xn-k. Множина N1 всiх елементiв з n(K),                       

якi вiдображають пiдполе K(S) в себе, є напiвпрямою сумою  

 

де M є пiдалгеброю в n(K) з базисом JS,y1,…, JS,yk.  
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Доведення. Оскiльки  

 

то, як неважко переконатися, диференцiювання JS,y1,…, JS,yk є лiнiйно не-

залежними над R. Кожне диференцiювання JS,yi вiдображає пiдполе K(S) в            

себе за Лемою 5.3.2. Позначимо через M пiдалгебру  

 

алгебри Лi n(K). Далi, як неважко переконатися, анулятор Ann  n(K)(S) є   

iдеалом алгебри Лi N1.  

Вiзьмемо  довiльний елемент  D ∈ N1. Тодi D(yi)  =  fi, для деяких fi  ∈ K(S)   i  

 

для всiх i = 1,…,k. Але тодi  

 

i тому  

 

є напiвпрямою сумою алгебри M та iдеала Ann  n(K)(S) (очевидно, що перетин    

цих пiдалгебр з N1 є нульовим пiдпростором).  

Приклад 5.3.4. Розглянемо бiльш детально випадок tr.degKK(S) = 1. Без 

обмеження загальностi можна важати, що S = {y1}.  

Анулятор пiдмножини S складається з лiнiйних комбiнацiй над R дифере-

нiювань  

 

Тодi пiдалгебра M має наступний вигляд:  
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5.4  Анулятори рацiональних функцiй в алгебрi Лi Wn(K) 

Позначимо через Wn(K) алгебру Лi всiх K–диференцiювань кiльця многочленiв 

K[x1,…,xn]. Всi елементи iз Wn(K) можуть бути записанi у виглядi:  

 

де fi ∈K[x1,…,xn]. Алгебра Лi Wn(K) мiститься в (K) i Wn(K) є вiльним 

K[x1,…,xn]–модулем. Ця алгебра Лi дiє природнiм чином на K(x1,…,xn) i ми 

розглянемо анулятори елементiв поля K(x1,…,xn) в пiдалгебрi Wn(K). Якщо              

ϕ  ∈K(x1,…,xn), тодi AnnW n(K)(ϕ) є пiдмодулем модуля Wn(K) над кiльцем      

K[x1,…,xn]. Ми вкажемо породжуючi елементи AnnW n(K)(ϕ) в деяких випад-            

ках.  

Лема 5.4.1. Нехай ϕ  ∈ K(x1,…,xn) i AnnW n(K)(ϕ) – анулятор елемента ϕ  в            

алгебрi Лi Wn(K). Тодi  

1. AnnW n(K)(ϕ) є пiдмодулем рангу n - 1 в Wn(K);  

2. Якщо n = 2, то AnnWn(K)(ϕ)  є  вiльним пiдмодулем рангу 1  для  W2(K).  

Доведення. 1) дивись Лему 5.3.2;  

2) дивись [62].   

Лема 5.4.2. Нехай D = ∑ i=1
npi  ∈ Wn(K) з pi ∈K[x1,…,xn] та D(ϕ) = 0 для      

деякого ϕ  ∈K(x1,…,xn). Тодi диференцiювання  

 

задовольняють рiвнiсть  
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Доведення. Очевидно, що Dj
(i)(ϕ) = 0, для i,j = 1,…,n. Далi, ми маємо на-         

ступне:  

 

 

Остання сума може бути переписана у виглядi:  

 

оскiльки  

 

У наступнiй теоремi вказано породжуючi елементи AnnW n(K)(ϕ) для деяких 

класiв рацiональних функцiй.  

Теорема 5.4.3. Нехай ϕ  = ∈ K(x1,…,xn) така рацiональна функцiя iз вза-

ємопростими многочленами u та v, що iснують такi многочлени f1,…,fn,                

що f1  + + fn  = . Тодi AnnW n(K)(ϕ) є пiдмодулем рангу n - 1 над      

K[x1,…,xn] з породжуючими  

 

Доведення. Вiзьмемо довiльне диференцiювання D ∈ AnnW n(K)(ϕ) i покладемо  

 

Визначимо диференцiювання Dj
(i) за правилом:  
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Оскiльки D(ϕ) = 0, то з урахуванням Леми 5.4.2 маємо:  

 

Домножимо обидвi частини рiвностi на fi i вiзьмемо суму вiд i = 1 до n. Отри-

маємо наступне спiввiдношення:  

 

Лiва частина рiвностi може бути записана у виглядi  

 

Позначимо через = ∑ i=1,i≠j
nfiDj

(i)v2. Тодi ми одержимо  

 

З цiєї рiвностi випливає, що AnnW n(K)(ϕ) має систему породжуючих елементiв     

{ ,…, }. Також легко бачити, що всi цi диференцiювання мають  полiномi-

альнi коефiцiєнти, тобто ,…,  ∈ Wn(K).  

З даної теореми випливають наступнi наслiдки:  

Наслiдок 5.4.4. Нехай f многочлен з кiльця многочленiв K[x1,…,xn]. Якщо             

iдеал з K[x1,…,xn], породжений частинними похiдними ,…, , спiвпа-           

дає з K[x1,…,xn], то анулятор AnnWn(K)(f) може бути породжений n еле-      

ментами.  

Наслiдок 5.4.5. Якщо многочлен f ∈ K[x1,…,xn] є слайсом для диференцiю-       

вання D ∈ Wn(K) (тобто, D(f) = 1) то AnnW n(K)(f) може бути породжений                

n елементами.  
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Наслiдок 5.4.6. Нехай f ∈K[x1,…,xn] є таким многочленом, що принаймнi            

одна з частинних похiдних ,i = 1,…,n є ненульовою константною. Тодi 

AnnW n(K)(f) є вiльним пiдмодулем з Wn(K) рангу n - 1.  
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Висновки до роздiлу 5 

В останньому, пятому роздiлi дослiджуються комутативнi базиси в алгебрах        

Лi диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй вiд двох змiнних та анулятори 

множин рацiональних функцiй у алгебрi Лi n(K) диференцiювань поля ра-

цiональних функцiй вiд n змiнних. У першiй частинi описано метод побудови 

деяких комутативних базисiв у алгебрi Лi W2(K) всiх K-диференцiювань кiльця 

многочленiв K[x1,x2]. Один iз основних результатiв цього пiдроздiлу – наступна 

теорема:  

Теорема 5.1.3 Нехай  

 

диференцiювання поля R ⊇ K(x1,x2) алгебраїчних функцiй такi, що  

 

Рiвнiсть [D1,D2] = aD1 + bD2, для деяких a,b ∈ R, виконується тодi i тiльки      

тодi, коли  

 

З даної теореми випливає наслiдок про комутування таких диференцiювань:  

Наслiдок 5.1.4 Нехай елементи  

 

лiнiйно незалежнi над R. Диференцiювання D1 та D2 комутують тодi i тiль-        

ки тодi, коли div( D1) = 0,div( D2) = 0, де Δ = .  

При вивченнi алгебри Лi 2(R) всiх K-диференцiювань поля R алгебра-

їчних функцiй вiд двох змiнних виникає питання про такi диференцiювання        
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D1, D2 ∈ 2(R), що [D1,D2] = D2 (вони породжують в 2(R) двовимiрну над          

K неабелеву пiдалгебру). Така алгебра Лi може також бути охарактеризована         

в термiнах дивергенцiї:  

Наслiдок 5.1.5 Нехай диференцiювання D1, D2 ∈ 2(R) лiнiйно незалежнi            

над R. Спiввiдношення [D1,D2] = D2 виконується тодi i тiльки тодi, коли  

 

зокрема, якщо Δ = 1, тодi divD2 = 0,divD1 = -1.  

У другiй частинi 5-го роздiлу розглянуто питання про те, як змiнюється ди-

вергенцiя диференцiювання D при переходi вiд одного базису трансцендентностi 

до iншого. Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема:  

Теорема 5.2.1 Нехай { , }– комутативний базис алгебри Лi 2(R) =        

DerKR, де R ⊇ K(x,y) є полем алгебраїчних функцiй. Якщо D = P  + Q  ∈         

2(R) виражається як D = R  + S  в базисi { , }, тодi  

 

де Δ = detJ(f,g) – якобiан функцiй f,g.  

         У пiдроздiлах 5.3 та 5.4 розглядаються анулятори множин рацiональних фун- 

кцiй.  

Деякi властивостi ануляторiв пiдмножин iз поля рацiональних функцiй на-

веденi в наступних лемах:  

Лема 5.3.1 Нехай S пiдмножина K(x1,…,xn) i K(S) пiдполе породже-                       

не K та S в K(x1,…,xn). Якщо K(S) є алгебраїчним замиканням K(S) в         

K(x1,…,xn), то справедливi наступнi твердження:  

1. Ann  n(K)(S) = Ann  n(K)(K(S)) = Ann  n(K)(K(S));  

2. Ann  n(K)(S) є пiдалгеброю в n(K) i векторним простором над R роз-

мiрностi m = n - tr.degKK(S);  
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3. Якщо m ≥ 1, тодi алгебра Лi Ann  n(K)(S) є простою. 

Лема 5.3.2 Диференцiювання JS,xi,i = 1, …, k є лiнiйно незалежними над      

K(x1,…,xn) i кожне з них мiстить у своєму ядрi пiдполе K(S) i диференцi-      

ювання JS,yi  вiдображають пiдполе K(S) в себе.  

Наступна теорема пiдсумовує попереднi леми:  

Теорема 5.3.3 Нехай K поле, S пiдмножина поля рацiональних функцiй      

K(x1,…,xn) i y1,…,yk максимальна множина алгебраїчно незалежних над                   

K елементiв з S. Тодi анулятор Ann  n(K)(S) є векторним простором над  

K(x1,…,xn) з базисом JS,x1,…,JS,xn-k. Множина N1 всiх елементiв з n(K),                    

яка вiдображає пiдполе K(S) в себе є напiвпрямою сумою  

 

де M є пiдалгеброю в n(K) з базисом JS,y1,…, JS,yk.  

Слiдуючi результати отриманi в алгебрi Лi Wn(K):  

Лема 5.4.2 Нехай  D  =  ∑ i=1
npi   ∈  Wn(K) з  pi ∈  K[x1,…,xn] та D(ϕ) = 0             

для деякого ϕ  ∈K(x1,…,xn). Тодi диференцiювання  

 

задовольняють рiвнiсть  

 

Узагальнюючи цей результат, було отримано наступну теорему та наслiдки  

з неї.  

Теорема 5.4.3 Нехай ϕ  =  ∈ K(x1,…,xn) така рацiональна фун-                             

кцiя iз взаємопростими многочленами u та v, що iснують такi многочлени   
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f1,…,fn, що f1  + + fn  = . Тодi AnnW n(K)(ϕ) є пiдмодулем рангу                        

n - 1 над K[x1,…,xn] з породжуючими  

 

Наслiдок 5.4.4  Нехай f многочлен з кiльця многочленiв K[x1,…,xn].                        

Якщо iдеал з K[x1,…,xn], породжений частинними похiдними ,…, ,   

спiвпадає з K[x1,…,xn], то анулятор AnnW n(K)(f) може бути породжений                    

n елементами.  

Наслiдок 5.4.5 Якщо многочлен f ∈K[x1,…,xn] є слайсом для диферен-         

цiювання D ∈ Wn(K) (тобто, D(f) = 1) то AnnW n(K)(f) може бути поро-           

джений n елементами.  

Наслiдок 5.4.6 Нехай f ∈K[x1,…,xn] є таким многочленом, що при-                  

наймнi одна з частинних похiдних ,i = 1,…,n є ненульовою константною.     

Тодi AnnWn(K)(f) є вiльним пiдмодулем з Wn(K) рангу n - 1.  
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Висновки 

 

У дисертацiї автором отримано новi теоретичнi результати, якi пов’язанi з опи- 

сом централiзаторiв елементiв та максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрах     

Лi диференцiювань. Також отриманi новi результати пов’язанi з описом ану-

ляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрах Лi диференцiювань полiв, 

слабко напiвпростими многочленами та комутативними базисами в алгебрах Лi 

диференцiювань полiв алгебраїчних функцiй.  

Основними науковими результатами є наступнi:  

 описано будову централiзаторiв елементiв в алгебрi Лi W2(K) та залежно    

вiд степеня трансцендентностi поля констант диференцiювання D описано 

централiзатор D в алгебрi Лi DerK(R) диференцiювань поля R алгебраї-    

чних функцiй вiд кiлькох змiнних;  

 дано опис максимальних абелевих пiдалгебр в алгебрi Лi W2(K) у випадку 

основного поля нульової характеристики;  

 отримано критерiй слабкої напiвпростоти многочленiв кiльця K[x,y] iз від-

окремленими змiнними, тобто таких, що f(x,y) = f1(x)f2(y), встановлено 

основнi властивостi таких многочленiв;  

 вказано зв’язок мiж деякими класами комутативних базисiв алгебр Лi всiх 

K-диференцiювань поля алгебраїчних функцiй вiд n змiнних, вказано ме- 

тод їх побудови;  
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 знайдено закон змiни дивергенцiї диференцiювання поля алгебраїчних 

функцiй вiд двох змiнних при переходi вiд одного базису трансцендентностi 

до iншого базису трансцендентностi цього ж поля;  

 дослiджено структуру ануляторiв множин рацiональних функцiй в алгебрi  

Лi Wn(K) та наведено їх властивостi. 
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