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У рамках двовимірної теорії досліджується вплив однобічного гнучкого покриття на напружений 

стан навантаженої внутрішнім тиском пологої тороїдальної оболонки з наскрізною тріщиною, яка 
розташована вздовж екватора або вздовж горла. Гнучке покриття моделюється шарніром, який 
з’єднує береги розрізу на одній із лицьових поверхонь оболонки. Для розглянутої задачі побудовано 
сингулярне інтегральне рівняння відносно невідомого стрибка переміщень на тріщині. На основі 
асимптотичного розв’язку, отриманого методом малого параметра, побудовано аналітичні 
залежності коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів в околі вершин тріщини від параметрів 
форми та максимальної кривини поверхні тора. Встановлено, що підкріплення оболонки призводить 
до зменшення коефіцієнта інтенсивності зусиль та до появи ненульового коефіцієнта інтенсивності 
моментів.  

Ключові слова: тороїдальна оболонка, тріщина, гнучке покриття, пружна рівновага.  
 

Elastic equilibrium of shallow toroidal shell loaded by internal pressure and containing the cross-cutting 
crack located along equator or throat of the shell has been studied in the two-dimensional formulation. The 
shell is reinforced by coating on one of the face surfaces. The crack in the shell with a flexible coating is 
simulated by a cuts with eccentrically hinge joint edges. The boundary problem for equations of classical 
shell theory with interrelated conditions of tension and bending along the cutting line is formulated within 
the framework of such model. Singular integral equation for the unknown jump of normal displacement on 
the crack edges has been elaborated. Based on asymptotical solutions of integral equation obtained using 
the small parameter method forces and moments intensity factors in the vicinity of the defect tips are defined. 
Their dependences of on the parameters of shell curvature and form parameter are investigated. It is 
established that the reinforcement of the shell leads to a decrease in the force intensity factor and to the 
appearance of a non-zero moment intensity factor.  

Key words: toroidal shell, crack, flexible coating, elastic equilibrium.  
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Вступ 

На сьогодні ефективним засобом подовження 
експлуатаційного ресурсу пошкоджених 
тонкостінних конструкцій вважається нанесення 

на їхню поверхню тонких покриттів, латок, 
підкріплень, які знижують концентрацію 
напружень в околі дефектів.  

Мета цього дослідження – вивчити вплив 
однобічного гнучкого покриття на напружено-
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деформований стан пологої тороїдальної 
оболонки, послабленої наскрізною тріщиною.  

Постановка задачі 

Розглянемо ізотропну тороїдальну оболонку 
завтовшки h2 , з наскрізною прямолінійною 
тріщиною завдовжки l2 , яка може бути 
розташована вздовж екватора або вздовж горла 
тора. Серединна поверхня оболонки утворена 
рухом центра кола з радіусом r  по колу з 
радіусом R . Нехай на одну із лицьових 
поверхонь оболонки нанесено гнучке покриття, 
яке деформується сумісно з підкладкою і здатне 
витримати доволі високі напруження. Оболонка 
зазнає розтягу мембранними зусиллями 
унаслідок дії внутрішнього тиску constp . У 
рамках класичної теорії оболонок Кірхгофа-Лява 
досліджуємо напружений стан композиції.  

Уважаючи оболонку в зоні збурення 
напруженого стану пологою, виберемо систему 
декартових координат Oxyz  з центром 
посередині розрізу та віссю абсцис уздовж його 
лінії. Якщо прийняти гіпотезу Кірхгофа про 
жорстку нормаль, то тріщину в оболонці з 
гнучким покриттям доцільно моделювати 
математичним розрізом, береги якого з’єднані 
шарнірно в одній із лицьових поверхонь 
оболонки shz   ( 1s  для зовнішнього чи 

1s  для внутрішнього підкріплення). Із 
урахуванням симетрії об’єкта та навантаження 
відносно осі абсцис такий підхід призводить до 
задачі теорії пологих оболонок із 
взаємопов’язаними крайовими умовами розтягу-
згину на розрізах [1–3]: 

0 w
r

B
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 0
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  rDr
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0 yy shNM , Lx ;    (2) 

2/prN x  , 0xyN , rpN y 0 ,   

0 yxyx MMM , ),( yx .   (3) 

Тут yx,  – декартові координати з центром 
посередині розрізу;   – функція напружень, w  – 

прогин оболонки, 2222 // yx   , 
2222 // yxr   , )/( rRr  ; ][ yu  

– розкриття тріщини в базовій поверхні 
оболонки, ][ y  – розрив кута повороту нормалі; 

xN , xyN , yN  – мембранні зусилля, xM , xyM , 

yM  – моменти; EhB 2 , ))1(3/(2 23  EhD , 

E  і   – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона 
матеріалу оболонки; )/()5.0(0 rRrRpp  ; 

1s  визначає варіант зовнішнього, а 1s  –
внутрішнього покриття; L  – розріз.  

Перша з крайових умов (2) означає 
неперервність переміщень на з’єднаних берегах 
розрізу, друга описує реактивний момент, 
викликаний переносом шарнірної реакції у 
базову поверхню оболонки. 

Для побудови розв’язку задачі (1)–(3) 
скористалися методом сингулярних інтегральних 
рівнянь. Зусилля та моменти на лінії тріщини 
виразимо через похідні від функцій стрибка [4]:  
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Ядра цих зображень виражаються через 
фундаментальний розв’язок рівнянь (1) і 
подаються інтегралами Фур’є:  

 











 


0

sinIm)1(Re)( dszs
s

i
gzK jkjkjkjk

 ; 

)(/)()(11  qg  , 
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 )(/)(22)()( 22
33   qg , 

)(22/2)( 2  q ,   21)(   , 

si /  ; )1(3/ 2 ha , 

rh/)1(34 2  ; jk  – символ Кронекера. 

Підставимо інтегральні вирази в крайову 
умову (2). Виключаючи функцію ][ y , дістаємо 

сингулярне інтегральне рівняння для 
знаходження розриву переміщень з додатковою 
умовою на кінцях розрізу:  
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 )1(3/)(2)()( 2
1311 zsKzKzK  

)).1(3/()( 2
33  zK  

За функціями стрибків переміщення і кута 
повороту нормалі обчислювали коефіцієнти 
інтенсивності зусиль та моментів поблизу 
вершин тріщини:  
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Аналіз результатів 

Асимптотичний розв'язок задачі (4) побуду-
вали методом малого параметра [4]. За малий 
параметр обрали безрозмірний комплекс 

  rhll /)1(3
4/12  – відносну макси-

мальну кривину оболонки. У першому обо-
лонковому наближенні коефіцієнти інтенсивності 
зусиль та моментів обчислюються за формулами:  
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Тут позначено:   
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ядер )(zK jk  у степенево-логарифмічні ряди за 

параметром  ; ...5772.0ln 0   – стала Ейлера, 

)())1/(2arctg()/2(1   H , (...)H  – 

функція Гевісайда.  
Для тріщини, що орієнтована вздовж екватора, 

)1/(1   , )1/()5,0(0  pp , ),1[  , 
а для тріщини вздовж горла – )1/(1   , 

)1/()5,0(0  pp , ),2[  , де rR /  – 
параметр форми тора.  

При   ( 0 ) отримуємо частковий 
випадок рівноваги пологої циліндричної 
оболонки з поздовжньою тріщиною [5].  

 

 

 
Рис. 1. Коефіцієнти інтенсивності зусиль та 
моментів для тороїдальної оболонки з тріщиною 
вздовж екватора ( 1 ) або горла ( 2 ) тора.  

)/( 0 lrpKN

)/( 0 lrhspKM
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На рис. 1 зображено залежності знерозмірених 

коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів від 
параметра форми оболонки, отримані при 3.0  
та 8.0 . Суцільні та штрихпунктирні лінії 
побудовано для оболонки із зовнішнім та 
внутрішнім покриттям відповідно, а штрихові – 
для оболонки без покриття [4, 6].  

Висновки 

Запропонована модель тріщини в оболонці з 
однобічним гнучким покриттям дає змогу в 
аналітичній формі дослідити розподіл напружень 
в околі вістря тріщини, орієнтованої у головному 
напрямку поверхні додатної або від’ємної 
гаусової кривини.  

Шарнірне з’єднання берегів тріщини у 
лицьовій поверхні тороїдальної оболонки 
призводить до істотного зменшення коефіцієнта 
інтенсивності зусиль та до появи такого ж за 
порядком коефіцієнта інтенсивності моментів. У 
підсумку потік енергії у вершину тріщини 
зменшується. 

Подальше дослідження міцності вкритої 
оболонки з тріщиною доцільно проводити з 
урахуванням двох критеріїв граничної рівноваги: 
розтріскування оболонки та втрати цілісності 
покриття [3].  
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