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Стаття мiстить опис модифiкацiй чисельних методiв для розв’язання рiвняння Рiчардса-
Клюта та моделювання процесу масопереносу у пористому середовищi. Доведена оцiнка пiдви-
щення ефективностi процесу моделювання при використаннi модифiкованих методiв.

Ключовi слова: математичне моделювання, чисельнi методи, оптимiзацiя обчислень, рiв-
няння Рiчардса-Клюта, подвiйно зв’язаний список ребер.

The article presents modifications for numerical methods for modeling of mass transfer process
in porous medium with full saturated zone tracking. The goal of the article is to increase computati-
onal efficiency of finding an approximate solution process using division of the area into the two non-
intersecting parts: unsaturated zone and zone with full saturation. Numerical methods for solving the
one-dimensional Richards-Klute equation with tracking of the full saturated zone have been developed.
The cases of monotonic solution and solution with general properties of Richards-Klute equation were
considered. A modification of the full saturated zone tracking process using a doubly connected edge
list structure have been developed for two-dimensional case. Efficiency increase estimation is proven
for one- and two-dimensional cases using probability distibution for a measure of the full saturated
zone. A comparative analysis of the proposed modifications was carried out. The results of numerical
experiments coincide with the estimates predicted by theory.

Key Words: mathematical modeling, numerical methods, computational optimization, Richards-
Klute equation, doubly connected edge list.

Статтю представив д.т.н., проф. Заславський В. А.

1 Вступ

Рiвняння Рiчардса-Клюта використовується
для опису процесу масопереносу у пористому
середовищi пiд дiєю гравiтацiї та капiлярно-
стi. Задача масопереносу в пористих середови-
щах є однiєю з важливих проблем математи-
чної фiзики. За допомогою неї описуються про-
цеси iригацiї та зневоднення, моделюються про-
цеси розповсюдження корисних речовин та пе-
редбачаються зони зараження пiд час техноген-
них катастроф, що пов’язанi з викидами отруй-
них речовин у грунт. Рiвняння Рiчардса-Клюта
є нелiнiйним елiптико–параболiчним виродже-
ним рiвнянням у часткових похiдних. Через
цi його властивостi вiдомо дуже мало аналi-
тичних розв’язкiв, бiльшiсть з яких отриманi
для дуже спрощених випадкiв. Робота [1] мi-
стить аналiтичний розв’язок одновимiрного рiв-

няння Рiчардса-Клюта у випадку гетерогенно-
го середовища. Цей розв’язок отримано за до-
помогою перетворення Кiрхгофа. Вiдштовхую-
чись вiд цих результатiв, у роботi [2] було отри-
мано розв’язок рiвняння Рiчардса-Клюта з не-
лiнiйним стоком. Робота [3] мiстить аналiтичнi
розв’язки одновимiрного рiвняння Рiчардса-
Клюта для широкого спектру гетерогенних се-
редовищ. Нелiнiйнiсть рiвняння також є при-
чиною того, що вiдомо дуже мало апрiорних
оцiнок для рiвняння Рiчардса-Клюта, бiльшiсть
з яких сформульованi для слабких розв’язкiв.
У класичних роботах [4, 5] мiстяться результа-
ти стосовно iснування, єдиностi та регулярностi
слабких розв’язкiв рiвняння Рiчардса-Клюта.

Головним iнструментом для розв’язання
рiвняння Рiчардса-Клюта та моделювання про-
цесу масопереносу у пористих середовищах
є чисельнi методи. Найчастiше використову-
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ються стандартнi метод скiнченних елементiв
(FEM) та метод скiнченних об’ємiв (FVM) у
поєднаннi зi зворотним кроком по часу. Проте
iснує багато модифiкацiй цих методiв. Деякi з
них базуються на адаптивному кроцi по просто-
ру [6, 7] або по часу [8]. Огляд чисельних мето-
дiв для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта
можна знайти у роботах [9, 10]. Стаття [10]
також мiстить огляд програм для розв’язання
рiвняння Рiчардса-Клюта.

З фiзичної iнтерпретацiї процесу масопе-
реносу можна зробити висновок, що розв’язок
рiвняння Рiчардса-Клюта розбиває дослiджу-
вану область на двi пiдобластi, що не пере-
тинаються: ненасичену зону та зону повного
насичення, якi змiнюються з часом. Роботи
[11, 12] мiстять результати стосовно неперерв-
ностi та гладкостi межi мiж цими пiдобластя-
ми. Але при використаннi чисельних методiв
для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта на
це роздiлення не звертають увагу, обчислюючи
значення розв’язку на всiй дослiджуванiй обла-
стi.

Дана стаття мiстить опис модифiкацiї чи-
сельних методiв, що використовуються для вiд-
стеження зони повного насичення та пiдвище-
ння ефективностi процесу моделювання. Роз-
дiл 2 мiстить опис модифiкацiї чисельного ме-
тоду за умов монотонностi розв’язку рiвняння.
У роздiлi 3 ця умова опускається. Роздiл 4 мi-
стить оцiнку пiдвищення ефективностi процесу
розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта. Порiв-
няльний аналiз модифiкованого та немодифiко-
ваного чисельних методiв мiститься у роздiлi 5.

2 Монотонний випадок

Рiвняння Рiчардса-Клюта має вигляд

∂θ

∂t
= ∇ · (K∇h) +

∂K

∂z
+ s, (1)

де t — час [s], θ ∈ [θmin, θmax] — коефiцiєнт
насиченостi [-], h — потенцiал гiдравлiчного ти-
ску [m], K — гiдравлiчна кондуктивнiсть [m/s]
та s — джерела [s−1]. z — вертикальна коорди-
ната, (x, y, z, t) ∈ Ω× [0, T ].

Нехай Ωu(t) = {(x, y, z)|θ(x, y, z, t) < θmax}
i Ωs(t) = Ω \ Ωu(t) для t ∈ [0, T ] позначають
вiдповiдно ненасичену та насичену зони для
розв’язку θ(x, y, z, t) рiвняння (1). Вважаючи,
що s > 0 та що крiзь межу дослiджуваної обла-
стi ∂Ω не проходить вiд’ємний потiк, з фiзичної

iнтерпретацiї рiвняння Рiчардса-Клюта можна
зробити висновок, що ∂θ/∂t > 0 i ми маємо на-
ступне включення.

Ωs(t1) ⊆ Ωs(t2) for every t1 < t2. (2)

Це означає, що якщо розв’язок θ в точцi
(x, y, z, t0) дорiвнює θmax, тодi для кожного t1 >
t0 θ(x, y, z, t1) = θmax i ми можемо виключити
точки з повним насиченням iз подальшого роз-
гляду. Для чисельних методiв це означає, що
просторова сiтка ω розбивається на двi частини
ωu та ωs на кожному кроi по часу за тим самим
принципом, що i Ω розбивається на Ωu(t) i Ωs(t).
I для цих пiдсiток ми маємо рiзнi правила для
обчислення значення розв’язку на наступному
кроцi по часу.

θj+1
i =

{
θji , if θji = θmax,

ci, iнакше,
(3)

де c ∈ R|ωu| розв’язок системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь, яка була сконструйована на
поточному кроцi.

Розглянемо процес обчислення наближено-
го розв’язку на одновимiрному прикладi рiвня-
ння Рiчардса-Клюта.

Приклад 1.
∂θ

∂t
=

∂

∂z

(
K(h)

∂h

∂z

)
+
∂K

∂z
,

(z, t) ∈ [0, 40]× [0,+∞),

(4)

θ(h) =
α(θs − θr)
α+ |h|β

+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ
,

(5)

h(z, 0) = −61.5,

∂θ(0, t)/∂t = 0,

h(40, t) = −20.7,

(6)

де α = 1.611× 106, θr = 0.075, β = 3.96,

Рис. 1: Наближений розв’язок для Пр. 1. • —
насиченi вузли, ◦ — ненасиченi вузли
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γ = 4.74, θmax = θs = 0.287, A = 1.175 × 106 та
Ks = 0.00944 [8].

Рис. 1 мiстить графiки наближеного
розв’язку, отриманi звичаним та модифiкова-
ним методами у момент часу t = 1000.

3 Загальний випадок

У загальному випадку s та потiк маси через ∂Ω
можуть бути вiд’ємними, тому умова (2) не є
справедливою. Тодi для якогось i ∈ ωs ми мо-
жемо отримати θj+1

i < θji . Очевидно, що пра-
вило (3) не передбачує таких змiн у вузлах, то-
му його потрiбно модифiкувати для коректної
апроксимацiї розв’язку. Щоб це зробити, ми ро-
зiб’ємо ω на три пiдсiтки:

1) ωu = {i ∈ ω|θi < θmax} (ненасиченi вузли),
2) ωs = {i ∈ ω|θi = θmax, ρ(i, ωu) > d} (насиченi

вузли, вiддаленi вiд ненасичених принаймнi
на вiдстань d),

3) ωb = ω \ (ωu ∪ ωs)(буфернi вузли мiж
насиченими та ненасиченими).

(7)
Тодi ми маємо наступний алгоритм для зна-
ходження наближеного розв’язку рiвняння
Рiчардса-Клюта.

Алгоритм 1.
Крок 1. Обчислити наближений розв’язок

θj+1
i за наступним правилом.

θj+1
i =

{
θji , if i ∈ ωs,
ci, if i ∈ ωu ∪ ωb,

(8)

де c ∈ R|ωu∪ωb| — розв’язок системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь, сконструйованої на пото-
чному кроцi.

Крок 2. Оновити множини ωu, ωb та ωs вiд-
повiдно до їх визначення (7).

Розглянемо результат роботи алгоритму
на прикладi одновимiрного рiвняння Рiчардса-
Клюта зi стоком.

Приклад 2.

∂θ

∂t
=

∂

∂z

(
K(h)

∂h

∂z

)
+
∂K

∂z
− s(t),

(z, t) ∈ [0, 40]× [0,+∞),

(9)

де

s(t) =

{
0, t 6 1000,

0.02δ(z − 24), t > 1000,
(10)

з додатковими умовами (5)-(6) та значеннями
параметрiв такими самими, як у Пр. 1.

До моменту часу t = 1000, зона повного на-
сичення розширювалася вниз по кординатi z,
пiсля чого сток рiдини вiдкрився у ненасиченiй
зонi поблизу фронту повного насичення. Зна-
чення розв’язку θj+1

i у вузлах з ωb визначає-
ться згiдно з лiнiйною системою i на наступно-
му кроцi стає менше за θmax. На наступному
кроцi цi вузли належать вже ωu. Зона повно-
го насичення звужується ωs, буферна зона ωb
пiднiмається вгору по координатi z.

Рис. 2 мiстить графiки наближеного
розв’язку до та пiсля моменту виникнення сто-
ку, товщина буферної зони в даному випадку
d = 2.

Рис. 2: Наближений розв’язок для Пр. 2 до (a)
та пiсля (b) виникнення стоку. • — насиченi ву-
зли, ◦ — ненасиченi вузли, + — буфернi вузли

В одновимiрному випадку потрiбно знати
лише два вузли для вiдстеження меж ωu та ωb.
Проте у двовимiрному випадку межа склада-
ється з багатьох вузлiв, тому для оптимiзацiї
процесу модифiкацiї меж на наступному кро-
цi, ми об’єднаємо вузли ω в структуру подвiйно
зв’язаного списку ребер (ПЗСР). Вузли ω бу-
дуть вершинами, а зв’язки мiж ними - ребрами
у ПЗСР. Нехай L — список вузлiв з ωb, такий
що будь-який вузол iз ωb \L залишається злiва
при проходженнi списку L. Тодi ми назвемо L
межею мiж ωu та ωb i крок 2 вищенаведеного
алгоритму буде описаний наступним чином.

Крок 2. Якщо значення θj+1
i у вузлi i ∈ ωu,

що є сусiднiм до L, досягає величини θmax, тодi
L повинна бути сдвинута, щоб вона проходи-
ла через i. Ця процедура повинна повторюва-
тися поки не буде виконуватися умова θj+1

i <

θmax, i ∈ ωu. Якщо значення θj+1
i у вузлi i ∈ L

менше за θmax, тодi цей вузол повинен бути обi-
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йденим злiва i нова версiя межi повинна бути
збережена. Ця процедура повинна повторюва-
тися, поки значення розв’язку у всiх вузлах з L
не буде дорiвнювати θmax.

Рис. 3 зображує процедуру виконання кро-
ку 2 при додаваннi (а) та видаленнi (b) вузла з
L.

Рис. 3: Додавання (a) та видалення (b) вузла з
використанням ПЗСР

Розглянемо роботу алгоритма у випадку двови-
мiрного рiвняння Рiчардса-Клюта зi стоком.

Приклад 3.

∂θ

∂t
= ∇ (K(h)∇h) +

∂K

∂z
− s(t),

(z, y, t) ∈ [0, 40]× [0, 40]× [0,+∞),
(11)

θ(h) =
α(θs − θr)
α+ |h|β

+ θr,

K(h) = Ks
A

A+ |h|γ
,

(12)

s(t) =

{
0, t 6 1000,

0.02δ(z − 20, y − 20), t > 1000.
(13)

h(z, y, 0) = −61.5,

∂θ(0, y, t)/∂t = 0,

h(40, y, t) = −20.7,

(14)

∂θ(z, 0, t)/∂t = ∂θ(z, 40, t)/∂t = 0. (15)

Параметри тi ж самi, що i у Пр. 1. Рис. 4
мустить зображення областi Ω та сiток ωu, ωb i

ωs в момент часу t = 1100 з шириною буферної
зони d = 4.

Рис. 4: Область Ω для Пр. 3 в момент часу
t = 1100. • — насиченi вузли, ◦ — ненасиченi
вузли, × — буфернi вузли, � — сток

4 Оцiнка пiдвищення ефективностi

У цьому роздiлi ми доведемо оцiнку пiдвищен-
ня ефективностi процесу розв’язання рiвняння
Рiчардса-Клюта з використанням модифiкова-
ного методу.

Чисельнi методи складаються з двох про-
цедур: iнiцiалiзацiя СЛАР Ax = f та її
розв’язання. Кожний рядок матрицi A, що вiд-
повiдає вузлу i, мiстить кiлькiсть ненульових
елементiв, що дорiвнює кiлькостi вузлiв, су-
сiднiх до i. Таким чином, iнiцiалiзацiя A за-
ймає час O(n) = Cinn, де n = |ω|. Також для
елементiв матрицi виконується умова |ai,i| >∑

j 6=i |ai,j |. Бiльшiсть чисельних методiв забез-
печують справедливiсть умови ai,j = aj,i. Та-
ким чином, матриця A, що фiгурує у СЛАР, є
симетричною, розрiдженою та має дiагональну
перевагу.

З цього випливає, що розв’язок x системи
Ax = f може бути знайдений за допомогою мо-
дифiкованого для розрiджених матриць методу
Зейделя за час O(mn), де m — число iтерацiй
методу Зейделя. Будемо вважати, що m — кон-
станта, що не залежить вiд n. Пiзнiше ми по-
бачимо, що ця умова не зменшує оцiнку пiдви-
щення ефективностi. Тодi час, необхiдний для
знаходження x, дорiвнює O(n) = Csn. Зазвичай
Cs � Cin.

Модифiкований метод складається з трьох
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частин: iнiцiалiзацiя СЛАР, розв’язання СЛАР
та модифiкацiя межi L. Першi двi процедури
подiбнi до описаних вище, проте на кожному
кроцi j ми маємо x, f ∈ R|ωu∪ωb|. Щоб оцiнити
час виконання третьої процедури, ми доведемо
наступний результат.

Лема 1. Якщо ∆t достатньо мале, а пози-
тивний потiк маси через джерела та межу обла-
стi обмежений за часом на промiжку [0, T ], то
час, необхiдний для модифiкацiї межi L, дорiв-
нює O(n), де n — кiлькiсть вузлiв у L.

Доведення. Величини θj+1
i повнiстю визна-

чаються величинами θji та ∆t. До того ж,
θj+1
i → θji при ∆t → 0. Оскiльки загальна
кiлькiсть вузлiв n скiнченна, ми можемо обрати
∆t достатньо малим, щоб θj+1

i не дорiвнювало
θmax, де i ∈ ωu \ {k ∈ ωu ∪ ωb|ρ(k, L) < d}. Тодi
межа L на наступному кроцi по часу буде лежа-
ти у смузi {k ∈ ωu ∪ ωb|ρ(k, L) < d}. Оскiльки d
константа, то кiлькiсть вузлiв у цiй смузi може
бути оцiнена як O(n). Кожна iтерацiя кроку 2
займає час O(1) i оброблює один вeзол сiтки.
Таким чином, необхiдна оцiнка доведена.

Тепер ми порiвняємо час виконання про-
цедур пошуку наближеного розв’язку рiвняння
Рiчардса-Клюта з використанням модифiкова-
ного методу з методом, що використовує всю
сiтку ω.

Нехай Ωu(t) позначатиме ненасичену зону
для розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта в мо-
мент часу t ∈ [0, T ] i нехай

F (x) = µ

{
t ∈ [0, T ]| |Ωu(t)|

|Ω|
6 x

}
/T. (16)

F може бути представлена як функцiя роз-
подiлу деякої випадкової величини ξ, тобто

F (x) = Fξ(x). (17)

Тодi щiльнiсть fξ(x) в точцi x ∈ [0, 1] дорiвнює
ймовiрностi того, що |Ωu(t)|

|Ω| = x, де t — випад-
кове число з [0, T ].

Нехай для кожного n = |ω| Pn =
(p0, p1, ...pn) буде розподiлом ймовiрностей, де
pk дорiвнює ймовiрностi того, що |ωu(t)| = k
для наближеного розв’язку рiвняння на [0, T ].
Тодi FPn → Fξ при n→ +∞.

Теорема 1. Нехай p̄ = E(ξ) i нехай Tmod
та T0 будуть матсподiваннями часу, що витра-
чаються на обрахунок значення розв’язку рiв-
няння на наступному кроцi по часу з викори-

станням модифiкованого та немодифiкованого
методiв вiдповiдно. Тодi

Tmod
T0
→ p̄, n→ +∞. (18)

Доведення.
T0 = (Cin + Cs)n для всiх n > 0.
В одновимiрному випадку межа L — це

пара вузлiв, тому модифiкацiя L займає час
O(1) = o(n).

Для двовимiрного випадку, якщо область,
що оточена L, мiстить n − k вузлiв, тодi
кiлькiсть вузлiв на L може бути оцiнена як
O(
√
n− k). Тодi, за лемою 1, модифiкацiя ме-

жi L займає час O(
√
n− k) = O(

√
n) = o(n).

Тодi крок по часу модифiкованого чисельного
методу займає час (Cin+Cs)k+o(n) i ми маємо

T mod

Tst
=

n∑
k=0

pk((Cin + Cs)k + o(n))

(Cin + Cs)n
=

=

n∑
k=1

pk(
k

n
+

o(n)

(Cin + Cs)n
) =

= EFPn + o(1)→ E(ξ) = p̄.

(19)

Цей результат означає, що якщо вiдношен-
ня мiри ненасиченої областi до мiри всiєї обла-
стi дорiвнює p̄ в середньому по часу, тодi швид-
кiсть процесу обчислень зростає в середньому в
1/(1− p̄) разiв.

Зауваження 1. Якщо кiлькiсть iтерацiйm
чисельного методу для розв’язання СЛАР за-
лежить вiд n, тодi процесс розв’язання СЛАР
займає час O(n1+ε) i (19) перетворюється на

T mod

Tst
=

n∑
k=0

pk(Cink + Csk
1+ε + o(n))

Cinn+ Csn1+ε
≈

≈
n∑
k=1

pk
k1+ε

n1+ε
→ ˆ̄p < p̄.

(20)

Це означає, що оцiнка пiдвищення ефективно-
стi, доведене в Теор. 1, є нижньою межею ре-
ального пiдвищення ефективностi процесу мо-
делювання.

Зауваження 2. На початку процеду-
ри знаходження розв’язку рiвняння Рiчардса-
Клюта з використання модифiкованого методу
є ще одна процедура, яка полягає в iнiцiалi-
зацiї структури ПЗСР на просторовiй сiтцi. З
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властивостей ПЗСР випливає, що ця процедура
займає час O(n), проте вона виконується лише
один раз i часом її виконання можна знехтува-
ти.

5 Порiвняльний аналiз

У цьому роздiлi теоретична оцiнка пiдвищення
ефективностi процесу знаходження наближено-
го розв’язку рiвняння Рiчардса-Клюта буде пiд-
тверджена, використовуючи експериментальнi
данi. Табл. 1 мiстить значення величин Tmod/T0,
а також значення абсолютних (α) та вiдносних
(δ) похибок при використаннi модифiкованого
методу у порiвняннi з немодифiкованим мето-
дом в одно-(злiва) та дво-(справа) вимiрних ви-
падках в залежностi вiд значення n. Кiлькiсть

вузлiв |ω| дорiвнює n для одновимiрного випад-
ку i |ω| = n2 — у двовимiрному випадку. Пара-
метри рiвнянь для одно-та двовимiрних випад-
кiв тi ж самi, що i у Пр. 2 i 3 вiдповiдно. Функцiя
стоку s визначається наступним чином.

s1D(t) =

{
0, t 6 3000,

0.002δ(z − 4), t ∈ [3000, 5000].

s2D(t) =

{
0, t 6 3000,

0.002δ(z − 10, y − 20), t ∈ [3000, 5000].

За таких функцiй стоку p̄ ≈ 0.5 в обох ви-
падках. Абсолютнi та вiдноснi похибки обчисле-
нi в момент часу t = 5000, ∆t = 10.

Табл. 1: Похибки та оцiнки пiдвищення ефективностi при p̄ ≈ 0.5

n α5000 δ5000 Tmod/T0 n α5000 δ5000 Tmod/T0

50 1.332e-1 5.018e-3 0.5374 50 7.358 7.981e-3 0.7452
100 1.057e-1 4.034e-3 0.5313 100 6.448 6.073e-3 0.6370
200 1.017e-1 3.832e-3 0.5388 200 5.492 5.173e-3 0.6118
300 9.719e-2 3.662e-3 0.5429 300 5.004 4.715e-3 0.5929
400 8.572e-2 3.229e-3 0.5401 400 4.244 3.997e-3 0.5850
500 6.914e-2 2.605e-3 0.5353 500 3.750 93.532e-3 0.5782

Данi з таблицi свiдчать про те, що оцiнка
пiдвищення ефективностi, отримана в Теор. 1,
спiвпадає з експериментальними результатами.
Варто вiдзначити, що для двовимiрного випад-
ку при невеликих значеннях n не спостерiгає-
ться суттєвого пiдвищення ефективностi у про-
цесi знаходження наближеного розв’язку на на-
ступному кроцi. Це пояснюється тим, що за та-
ких малих n витрати часу на обробку структу-
ри ПЗСР займають вiдносно бiльше часу, нiж
при великих значеннях параметру. В однови-
мiрному випадку така ситуацiя не спостерiгає-
ться, бо для вiдстежування межi насиченої зони
завжди достатньо O(1) часу.

6 Висновки

Дана стаття мiстить модифiкацiю для чи-
сельних методiв для розв’язання рiвняння
Рiчардса-Клюта за допомогою вiдстеження
областi повного насичення. Для двовимiрного

випадку рiвняння Рiчардса-Клюта запропоно-
вана модифiкацiя використовує структуру по-
двiйно звязаного списку ребер для вiдстеження
межi насичення. Запропонована модифiкацiя
призводить до пiдвищення ефективностi про-
цесу пошуку наближеного розв’язку рiвняння.
Також у статтi доведена теорема, що дає оцiн-
ку пiдвищенню ефективностi. Обчислювальнi
експерименти пiдтвердили отриману теорети-
чну оцiнку.

Подальшi дослiдження можуть стосуватися
аналогiчної модифiкацiї чисельних методiв для
тривимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта з ви-
користанням вiдповiдних структур даних для
вiдстеження межi насичення. Також вiдкритою
є проблема вибору ширини буферної зони мiж
насиченою та ненасиченою зонами. Замале зна-
чення цього параметру може призвести до при-
росту похибок, а завелике — до збiльшення часу
на модифiкацiю межi, що впливає на ефектив-
нiсть всього модифiкованого методу.
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