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Аннотация. Рассмотрены два двухэтапных проксимальных ал-
горитма приближенного решения задачи о равновесии в гильбер-
товом пространстве. В работе доказана сходимость алгоритмов к
решению за конечное число итераций при выполнении условия
остроты.
Ключевые слова: задача о равновесии, бифункция, псевдомо-
нотонность, условие остроты, двухэтапный проксимальный алго-
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Введение

Популярным направлением современного прикладного нелинейного ана-
лиза является исследование задач о равновесии (неравенств Ки Фаня, за-
дач равновесного программирования) вида [1–3]

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)
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где C — непустое подмножество гильбертова пространства H, F : C×C →
R — бифункция. В виде (1) можно сформулировать задачи математическо-
го программирования, вариационные неравенства и многие игровые зада-
чи. Приведем три типичные формулировки.

(1) Если F (x, y) = φ(y) − φ(x), где φ : C → R, то задача (1) является
задачей условной минимизации

φ → min
C

.

(2) Если F (x, y) = (Ax, y− x), где A : C → H, то задача (1) сводится к
классическому вариационному неравенству

найти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Пусть I — конечное множество индексов. Для каждого i ∈ I заданы
множество Ci и функция φi : C → R, где C =

∏
i∈I Ci. Для x =

(xi)i∈I ∈ C обозначим xi = (xj)j∈I,j ̸=i. Точку x̄ = (x̄i)i∈I называют
равновесием Нэша, если для всех i ∈ I выполняются неравенства

φi(x̄) ≤ φi(x̄
i, yi) ∀ yi ∈ Ci.

Определим функцию F : C × C → R следующим образом

F (x, y) =
∑
i∈I

(
φi(x

i, yi)− φi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C является равновесием Нэша тогда и только тогда,
когда она является решением задачи (1).

Алгоритмам решения равновесных и близких задач посвящено большое
количество работ. Частным случаем задач о равновесии являются вариаци-
онные неравенства. Для их решения Г. М. Корпелевич предложила экстра-
градиентный метод [4]. Аналогам экстраградиентного метода для задач о
равновесии посвящены работы [1, 5, 6]. В 1980 Л. Д. Попов [7] предложил
для поиска седловых точек выпукло-вогнутых функций, определенных в
конечномерном евклидовом пространстве, интересную модификацию мето-
да Эрроу-Гурвица. В статье [8] был предложен двухэтапный проксималь-
ный алгоритм для решения задач о равновесии в гильбертовом пространс-
тве, являющийся адаптацией метода Л. Д. Попова к общим задачам рав-
новесного программирования (см. также [9–11]).

В большинстве работ доказывается слабая или сильная сходимость к
решению, но при дополнительных условиях остроты (sharpness condition)
для некоторых алгоритмов решения вариационных неравенств удается по-
казать сходимость к решению за конечное число итераций [12–23].

В данной статье, продолжающей работы [11,23], исследуется сходимость
к решению за конечное число итераций двухэтапных алгоритмов прибли-
женного решения задачи о равновесии в гильбертовом пространстве.

1. Задача о равновесии и условие остроты
Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-

ным произведением (·, ·) и порожденной нормой ∥·∥.
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Для непустого выпуклого замкнутого множества C ⊆ H и бифункции
F : C × C → R рассмотрим задачу о равновесии:

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (3)

Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;
(A2) для всех x, y ∈ C из F (x, y) ≥ 0 следует F (y, x) ≤ 0 (псевдомоно-

тонность);
(A3) для всех x ∈ C функция F (x, ·) полунепрерывна снизу и выпукла

на C;
(A4) для всех y ∈ C функция F (·, y) полунепрерывна сверху на C;
(A5) для всех x, y, z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + d ∥x− z∥ ∥z − y∥ ,
где d — положительная константа (липшицевость).

Замечание 1. Условие (А5) типа липшицевости сильнее известного усло-
вия G. Mastroeni [2].

Рассмотрим так называемую дуальную [24] (для задачи (3)) задачу о
равновесии:

найти x ∈ C : F (y, x) ≤ 0 ∀ y ∈ C. (4)
Множества решений задач (3) и (4) обозначим S и S∗. При выполне-

нии условий (А1)–(А4) имеем S = S∗ [24]. В частности, множество S —
выпуклое и замкнутое, поскольку

S = S∗ =
∩
y∈C

{x ∈ C : F (y, x) ≤ 0} .

Далее будем предполагать, что S ̸= ∅.
Будем рассматривать задачу (3), удовлетворяющую следующему усло-

вию остроты [23]

∃α > 0 : F (x, PSx) ≤ −α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C. (5)

где PS — оператор метрического проектирования на S.
Условие (5) для вариационного неравенства (2) принимает вид [12]

∃α > 0 : (Ax, x− PSx) ≥ α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C, (6)

где PS — оператор метрического проектирования на S.
Для задач выпуклого программирования

f → min
C

(7)

в работах [14–16,25] рассматривалось следующее понятие остроты миниму-
ма. Множество решений задачи минимизации является множеством острых
минимумов, если выполняется неравенство

∃α > 0 : f(x)− f(PSx) ≥ α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C, (8)

где S — множество решений исходной задачи (7). В [16] доказана сходи-
мость к решению (7) за конечное число итераций проксимального метода
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и метода проекции градиента. В гладком случае из (8) следует (6) для
равносильного (7) вариационного неравенства

найти x ∈ C : (∇f(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Действительно, имеет место неравенство

f(x)− f(PSx) ≤ (∇f(x), x− PSx) ∀x ∈ C.

Откуда непосредственно следует желаемая импликация.
Конечная сходимость проксимального алгоритма для вариационных не-

равенств при выполнении условия остроты доказана в [20,21]. Аналогичные
результаты получены для экстраградиентного метода [18] и двухшагового
экстраградиентного метода [13]. В [23] конечная сходимость при выполне-
нии условия остроты установлена для двухэтапного алгоритма Л. Д. По-
пова.

Пусть g : H → R ∪ {+∞} — собственная выпуклая полунепрерывная
снизу функция. Напомним, что проксимальным оператором [26], ассоции-
рованным с функцией g, называют оператор

H ∋ x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
∥y − x∥2

)
∈ dom g.

Оператор proxg — твердо нерастягивающий (firmly nonexpansive) и

g(y)− g(z) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀ y ∈ dom g ⇔ z = proxgx.

2. Двухэтапные алгоритмы и вспомогательные факты

Рассмотрим следующие хорошо известные алгоритмы решения задачи о
равновесии (3).

Алгоритм 1 (T. D. Quoc, L. D. Muu, N. V. Hien, [6]). Для x1 ∈ C генери-
руем последовательность элементов xn, yn ∈ C при помощи итерационной
схемы {

yn = proxλnF (xn,·)xn,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn,

где λn > 0.

Алгоритм 2 (Я. И. Ведель, В. В. Семёнов, [8]). Для x1, y0 ∈ C генерируем
последовательность элементов xn, yn ∈ C при помощи итерационной схемы{

yn = proxλnF (yn−1,·)xn,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn,

где λn > 0.

На каждом шаге алгоритмов следует решить две выпуклые задачи с
сильно выпуклыми функциями. Предположим возможность их эффектив-
ного решения.
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Замечание 2. Если F (x, y) = (Ax, y − x), то алгориты принимают вид: x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAxn),
xn+1 = PC(xn − λnAyn), x1 ∈ C, y0 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAyn−1),
xn+1 = PC(xn − λnAyn),

где PC — оператор метрического проектирования на множество C.

Первый алгоритм замечания 2 — экстраградиентный метод Г. М. Корпе-
левич. Частный случай второй схемы замечания 2 предложен российским
математиком Л. Д. Поповым [7] для поиска седловых точек выпукло-вог-
нутых функций, определенных в конечномерном евклидовом пространстве.
В работе [27] Ю. В. Малицкий и В. В. Семёнов доказали сходимость этого
алгоритма для неравенств с монотонными и липшицевыми операторами,
действующими в бесконечномерном гильбертовом пространстве, а также
предложили его модификацию. А в работах [28,29] предложены варианты
метода с использованием брэгмановского расстояния вместо евклидового.
Заметим, что в последнее время данный метод стал известен в среде спе-
циалистов по машинному обучению под названием «Extrapolation from the
Past» [30].

Для последовательностей, порожденных алгоритмами 1 и 2, имеют место
следующие неравенства.

Лемма 1. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элемента z ∈ S выполняется неравенствo

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − (1− λnd) ∥xn+1 − yn∥2−

− (1− λnd) ∥yn − xn∥2 . (9)

Доказательство. Поскольку xn+1 = proxλnF (yn,·)xn, то имеем

λnF (yn, y)− λnF (yn, xn+1) + (xn+1 − xn, y − xn+1) ≥ 0 y ∈ C. (10)

Положив в (10) y = z ∈ S и учтя неравенство F (yn, z) ≤ 0 (следует из
псевдомонотонности F ), получим

(xn+1 − xn, z − xn+1) ≥ λnF (yn, xn+1). (11)

Поскольку

F (yn, xn+1) ≥ F (xn, xn+1)− F (xn, yn)− d ∥xn − yn∥ ∥yn − xn+1∥ ,
то из (11) следует неравенство

(xn+1 − xn, z − xn+1) ≥ λnF (xn, xn+1)− λnF (xn, yn)−
− λnd ∥xn − yn∥ ∥yn − xn+1∥ . (12)

Поскольку yn = proxλnF (xn,·)xn и xn+1 ∈ C, то имеем

λnF (xn, xn+1)− λnF (xn, yn) + (yn − xn, xn+1 − yn) ≥ 0. (13)
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Учитывая (13) в (12), приходим к неравенству

(xn+1 − xn, z − xn+1) ≥ (yn − xn, yn − xn+1)−
− λnd ∥xn − yn∥ ∥yn − xn+1∥ . (14)

Имеет место равенство

2(xn+1 − xn, z − xn+1) = ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 − ∥xn+1 − z∥2 .
Поэтому (14) можно переписать в виде

∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 − ∥xn+1 − z∥2 ≥
≥ 2(yn − xn, yn − xn+1)− 2λnd ∥xn − yn∥ ∥yn − xn+1∥ .

Откуда

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 − 2(yn − xn, yn − xn+1)+

+ λnd ∥xn − yn∥2 + λnd ∥yn − xn+1∥2 .
Поскольку

∥xn+1 − xn∥2 = ∥xn+1 − yn∥2 + ∥yn − xn∥2 + 2(yn − xn, xn+1 − yn),

то

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − yn∥2 − ∥yn − xn∥2+

+ λnd ∥xn − yn∥2 + λnd ∥yn − xn+1∥2 = ∥xn − z∥2−

− (1− λnd) ∥xn − yn∥2 − (1− λnd) ∥yn − xn+1∥2 ,
что и требовалось доказать. �
Лемма 2. Для порожденных алгоритмом 2 последовательностей (xn),
(yn) и элемента z ∈ S выполняется неравенствo

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − (1− λnd) ∥xn+1 − yn∥2−

− (1− 2λnd) ∥yn − xn∥2 + 2λnd ∥xn − yn−1∥2 . (15)

Доказательство. Имеем

∥xn+1 − z∥2 = ∥xn − z∥2 − ∥xn − xn+1∥2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2−
− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (16)

Из определения точек xn+1 и yn следует

λnF (yn, z)− λnF (yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (17)

λnF (yn−1, xn+1)− λnF (yn−1, yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (18)
Использовав неравенства (17), (18) для оценки скалярных произведений в
(16), получаем

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+
+ 2λn {F (yn, z)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (19)
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Из псевдомонотонности бифункции F и включения z ∈ S следует

F (yn, z) ≤ 0,

а липшицевость F гарантирует выполнение неравенства

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ d ∥yn−1 − yn∥ ∥yn − xn+1∥ ≤ d

2
∥yn−1 − yn∥2 +

d

2
∥yn − xn+1∥2 .

Использовав вышеприведенные оценки в (19), получаем

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+

+ λnd ∥yn−1 − yn∥2 + λnd ∥yn − xn+1∥2 . (20)

Член ∥yn−1 − yn∥2 оценим следующим образом

∥yn−1 − yn∥2 ≤ 2 ∥yn−1 − xn∥2 + 2 ∥yn − xn∥2 .
Учтя эту оценку в (20), приходим к неравенству

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+

+ 2λnd ∥yn−1 − xn∥2 + 2λnd ∥yn − xn∥2 + λnd ∥yn − xn+1∥2 ,

то есть к неравенству (15). �

Из лемм 1 и 2 можно извлечь следующие факты об асимптотическом
поведении порожденных алгоритмами последовательностей.

Лемма 3. Пусть λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1d
)
. Тогда для порожденных алгори-

тмом 1 последовательностей (xn), (yn) имеет место

∥xn+1 − xn∥ → 0, ∥xn+1 − yn∥ → 0.

Доказательство. Из неравенства (9) получаем∑
n

∥yn − xn∥2 < +∞,
∑
n

∥xn+1 − yn∥2 < +∞.

Следовательно,

lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = lim
n→∞

∥xn − yn∥ = 0.

Из неравенства

∥xn+1 − xn∥ ≤ ∥xn+1 − yn∥+ ∥yn − xn∥
получаем

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0,

чем и завершаем доказательство. �

Лемма 4. Пусть λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3d

)
. Тогда для порожденных алгори-

тмом 2 последовательностей (xn), (yn) имеет место

∥xn − yn∥ → 0, ∥yn − yn−1∥ → 0, ∥xn+1 − xn∥ → 0, ∥xn+1 − yn∥ → 0.
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Доказательство. Пусть z ∈ S. Положим

an = ∥xn − z∥2 + 2λnd ∥yn−1 − xn∥2 ,
bn = (1− 2λnd) ∥yn − xn∥2 + (1− 3λnd) ∥yn − xn+1∥2 .

Тогда (15) принимает вид

an+1 ≤ an − bn.

Cуществует предел

lim
n→∞

(
∥xn − z∥2 + 2λnd ∥yn−1 − xn∥2

)
и

lim
n→∞

(
(1− 2λnd) ∥yn − xn∥2 + (1− 3λnd) ∥yn − xn+1∥2

)
= 0.

Откуда получаем

lim
n→∞

∥yn − xn∥ = lim
n→∞

∥yn − xn+1∥ = 0.

Из неравенств

∥xn+1 − xn∥ ≤ ∥xn+1 − yn∥+ ∥yn − xn∥ ,

∥yn − yn−1∥ ≤ ∥yn − xn∥+ ∥xn − yn−1∥
получаем

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = lim
n→∞

∥yn − yn−1∥ = 0,

чем и завершаем доказательство. �

Из лемм 3 и 4 следует слабая сходимость алгоритмов 1 и 2 [11]. Далее пе-
рейдем основному результату работы — теоремам о поведении алгоритмов
1 и 2 при выполнении условия остроты (5).

3. Теоремы о конечной сходимости

Рассмотрим пару последовательностей (xn), (yn), таких, что

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn, yn ∈ C,

причем λn ≥ λ > 0 ∀n ∈ N и

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = 0.

Покажем, что при выполнении условия остроты (5) для задачи о равно-
весии (3) последовательность (xn), сходится к некоторому решению (3) за
конечное число итераций, т.е. существует номер n ∈ N такой, что xi ∈ S
для всех i ≥ n.

Равенство
xn+1 = proxλnF (yn,·)xn

равносильно неравенству

(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
+ F (yn, y)− F (yn, xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.
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Имеем
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
+ F (xn+1, y)−

− F (xn+1, y) + F (yn, y)− F (yn, xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Откуда получаем

− F (xn+1, y) ≤
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
−

− F (xn+1, y) + F (yn, y)− F (yn, xn+1) ≤

≤ ∥xn+1 − xn∥∥y − xn+1∥
λn

+ d∥yn − xn+1∥∥y − xn+1∥. (21)

Предположим, что существует подпоследовательность (xnk
) такая, что

xnk
/∈ S ∀ k ∈ N.

Пусть pnk
= PSxnk

. Имеем

F (xnk
, pnk

) ≤ −α ∥xnk
− pnk

∥ . (22)

Используя (22) в (21), получаем

α∥xnk
− pnk

∥ ≤ ∥xnk
− xnk−1∥∥pnk

− xnk
∥

λnk−1
+ d∥ynk−1 − xnk

∥∥pnk
− xnk

∥.

Откуда

α ≤ ∥xnk
− xnk−1∥
λnk−1

+ d∥ynk−1 − xnk
∥ = o(1),

что противоречит условию α > 0. Таким образом, xn ∈ S для всех доста-
точно больших номеров n.

Из приведенного рассуждения и леммы 3 вытекает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть H — гильбертово пространство, C ⊆ H — непустое
выпуклое замкнутое множество, для бифункции F : C × C → R выпол-
нены условия (A1)–(А5) и S ̸= ∅. Предположим, что выполнено условие
остроты (5) и λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1d
)
. Тогда последовательности (xn), (yn),

генерируемые алгоритмом 1, сходятся к некоторому решению задачи о
равновесии (3) за конечное число итераций, т.е. существует номер n ∈ N
такой, что xn = yn ∈ S.

Доказательство. Имеем xn ∈ S для всех достаточно больших номеров n.
А из yn = proxλnF (xn,·)xn и xn ∈ S следует xn = yn. �

Аналогично доказывается наш второй основной результат.

Теорема 2. Пусть H — гильбертово пространство, C ⊆ H — непустое
выпуклое замкнутое множество, для бифункции F : C × C → R выпол-
нены условия (A1)–(А5) и S ̸= ∅. Предположим, что выполнено условие
остроты (5) и λn ∈

[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

3d

)
. Тогда последовательности (xn), (yn),

генерируемые алгоритмом 2, сходятся к решениям задачи о равновесии
(3) за конечное число итераций, т.е. существует номер N ∈ N такой,
что xn, yn ∈ S для всех n ≥ N .
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Доказательство. Рассмотрим равенство

yn = proxλnF (yn−1,·)xn.

Оно равносильно неравенству
(yn − xn, y − yn)

λn
+ F (yn−1, y)− F (yn−1, yn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Откуда получаем

− F (yn, y) ≤
(yn − xn, y − yn)

λn
−

− F (yn, y) + F (yn−1, y)− F (yn−1, yn) ≤

≤ ∥yn − xn∥∥y − yn∥
λn

+ d∥yn − y∥∥yn−1 − yn∥. (23)

Предположим, что существует подпоследовательность (ynk
) такая, что

ynk
/∈ S ∀ k ∈ N.

Пусть mnk
= PSynk

. Имеем

F (ynk
,mnk

) ≤ −α ∥ynk
−mnk

∥ . (24)

Используя (24) в (23), получаем

α∥ynk
−mnk

∥ ≤ ∥ynk
− xnk

∥∥mnk
− ynk

∥
λnk

+ d∥ynk−1 − ynk
∥∥mnk

− ynk
∥.

Откуда (учитывая лемму 4) получаем

α ≤ ∥ynk
− xnk

∥
λnk

+ d∥ynk−1 − ynk
∥ = o(1),

что противоречит условию α > 0. Таким образом, yn ∈ S для всех доста-
точно больших номеров n.

Объединив с ранее полученным приходим к утверждению теоремы. �

Заключение
В работе рассмотрены два двухэтапных проксимальных алгоритма при-

ближенного решения задачи о равновесии в гильбертовом пространстве.
Первый алгоритм — предложенное в [6], обобщение экстраградиентного
метода Г. М. Корпелевич. А второй алгоритм был предложен в работе [8] и
является развитием модификации Л. Д. Попова [7] схемы Эрроу-Гурвица
поиска седловых точек выпукло-вогнутых функций. В работе доказана схо-
димость алгоритмов к решению за конечное число итераций при выполне-
нии условия остроты.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки
Украины (проект «Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних
систем для оборони, медицини та екологiї», 0219U008403) и Национальной
академии наук Украины (проект «Новi методи дослiдження коректностi
та розв’язання задач дискретної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх
застосування», 0119U101608).
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Анотацiя. Розглянуто два двоетапнi проксимальнi алгоритми
наближеного розв’язання задачi про рiвновагу в гiльбертовому
просторi. В роботi доведено збiжнiсть алгоритмiв до розв’язку
за cкiнченну кiлькiсть iтерацiй при виконаннi умови гостроти.
Ключовi слова: задача про рiвновагу, бiфункцiя, псевдомоно-
тоннiсть, умова гостроти, двоетапний проксимальний алгоритм,
гiльбертовий простiр, скiнченна збiжнiсть.
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