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Abstract. The article is devoted to the study of the application
of the entropy method for optimization of complex systems. The
author discusses the basic principles of using entropy in analysis and
planning, showing how this method can increase the efficiency and
stability of complex dynamic systems. The article discusses the use
of mathematical models and analysis of entropy variations to assess
the impact of entropy changes on the dynamics of the utility function
growth in complex dynamic systems. It also discusses two approaches
to system analysis — entropy minimization and ensemble method
— to maximize utility and manage uncertainty in data. The article
emphasizes the advantages of these methods in the context of real
and incomplete data, and offers new opportunities for developing
effective decision-making strategies in various fields, including the
management of public projects and other complex systems.
Keywords: entropy, complex dynamic systems, mathematical mo-
dels, optimization, utility function, project management.

Анотацiя. Стаття присвячена дослiдженню застосування мето-
ду ентропiї для оптимiзацiї складних систем. Автор розглядає
основнi принципи використання ентропiї в аналiзi та плануван-
нi, показуючи, як цей метод може пiдвищити ефективнiсть та
стiйкiсть складних динамiчних систем. В статтi обговорюється
застосування математичних моделей та аналiзу варiацiй ентропiї
для оцiнки впливу змiни ентропiї на динамiку зростання функцiї
корисностi в складних динамiчних системах. Також розглядаю-
ться два пiдходи до аналiзу систем — мiнiмiзацiя ентропiї та ме-
тод ансамблiв — з метою максимiзацiї корисностi та управлiння
невизначенiстю в даних. Стаття наголошує на перевагах цих ме-
тодiв у контекстi реальних та неповних даних, а також пропонує
новi можливостi для розвитку ефективних стратегiй прийняття
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рiшень в рiзних областях, зокрема управлiння державними про-
єктами та iншими складними системами.
Ключовi слова: ентропiя, складнi динамiчнi системи, матема-
тичнi моделi, оптимiзацiя, функцiя корисностi, управлiння проє-
ктами.

Вступ

Сучасний свiт характеризується надзвичайною складнiстю та рiзноманiт-
тям систем, що нас оточують. Вiд технологiчних до бiологiчних, вiд еконо-
мiчних до соцiальних, системи стають все бiльш складними для управлiн-
ня. Вiдповiдно, розвиток методiв оптимiзацiї та управлiння цими система-
ми стає надзвичайно актуальним завданням.

У цьому контекстi метод ентропiї виявляється надзвичайно потужним
iнструментом, який дозволяє ефективно оптимiзувати та управляти скла-
дними системами, концентруючи зусилля на найбiльш важливих аспектах.
Ентропiя є одним з ключових понять у теорiї iнформацiї, що визначає сту-
пiнь хаосу або невизначеностi в системi. У контекстi оптимiзацiї систем,
концепцiя ентропiї може бути використана для аналiзу та прогнозування
рiзних аспектiв системи, включаючи її ефективнiсть, стiйкiсть та можли-
востi вдосконалення. Стаття спрямована на розгляд методiв застосування
ентропiї для оптимiзацiї складних систем на прикладi управлiння порт-
фелем проєктiв. Це дозволить продемонструвати реальний вплив методу
ентропiї на покращення ефективностi та стiйкостi систем [1].

Як було зазначено, одним з прикладiв складних динамiчних систем є си-
стема управлiння проєктами, що обумовлено наявнiстю багатофакторних
взаємозв’язкiв компонентiв системи, наявнiстю багатокомпонентних цiлей
та множиною зацiкавлених сторiн, наявнiстю вимог та обмежень ресурсiв,
змiною прiоритетiв та вимог, постiйними ризиками та необхiднiстю постiй-
ної адаптацiї. Управлiння проєктами вимагає постiйного аналiзу та прийня-
ття рiшень в умовах невизначеностi. Отже, управлiння проєктами доцiльно
розглядати як складну динамiчну систему, що вимагає використання мате-
матичних моделей та методiв для ефективного прогнозування, планування
та керування проєктами з урахуванням їх складностi та мiнливостi.

1. Постановка задачi

Держава має багатий спектр iнтересiв у галузi стратегiчних проєктiв,
що охоплюють розвиток iнфраструктури, науки, технологiй та оборони.
Однак, обмеженiсть ресурсiв значно ускладнює їх реалiзацiю, змушуючи
уряд ретельно розставляти прiоритети та оптимiзувати фiнансування, а
кожен проєкт має свої унiкальнi характеристики, якi потребують iндивiду-
ального пiдходу та стратегiй управлiння.

Використання значень ентропiї в аналiзi портфелю проєктiв дозволяє
оцiнити рiвень впорядкованостi проєктiв в портфелi, тобто рiвень концен-
трацiї зусиль у вибраному стратегiчному напрямку [2]. «Концентрацiя»
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сприяє уникненню потенцiйних ризикiв широкої диференцiацiї стратегi-
чних проєктiв та надає можливiсть ефективно розподiляти обмеженi ре-
сурси та контролювати їх цiльове використання. Аналiз ентропiї допома-
гає iдентифiкувати можливi напрями оптимiзацiї в плануваннi та реалiзацiї
проєктiв, сприяючи прийняттю обґрунтованих рiшень на основi об’єктив-
них даних. Постiйний монiторинг, оцiнка та коригування стратегiй дозво-
ляють урiзноманiтнити iнiцiативи, щоб досягти максимальної суспiльної
вигоди вiд кожного проєкту.

Державнi установи, зайнятi в реалiзацiї проєктiв, прагнуть максимiзува-
ти функцiю корисностi U вiд впровадження державних проєктiв шляхом
ефективного розподiлу ресурсiв та забезпеченням оптимального спiввiдно-
шення мiж витратами та очiкуваними результатами.

Цiльова функцiя функцiонування системи має вигляд:

U = u (xi, B)→ max, (1)

за обмеженнями: ∑
i

xici ≤ B, i = 1, n, (2)

де xi — кiлькiсть проєктiв в портфелi; ci — сума iнвестицiй для певного
проєкту; B — загальний iнвестицiйний бюджет.

Необхiдно використати математичнi моделi та аналiз варiацiй ентропiї
для визначення впливу змiни ентропiї на динамiку зростання функцiї ко-
рисностi в складнiй динамiчнiй системi [3].

2. Визначення впливу ентропiї на функцiю корисностi

Зростання значення ентропiї у державному управлiннi або управлiннi
портфелем державних проєктiв може свiдчити про декiлька речей:

1. потенцiйна неефективнiсть системи: збiльшення ентропiї може вка-
зувати на те, що система або проєкт не досконало органiзованi або
не ефективно реалiзовується (наприклад, надмiрна складнiсть, бю-
рократiя, вiдсутнiсть чiткої стратегiї можуть призвести до збiльше-
ння ентропiї);

2. вiдсутнiсть структури або контролю: збiльшення ентропiї може та-
кож вказувати на вiдсутнiсть чiткої структури або контролю в си-
стемi, що може призвести до хаосу, непрозоростi та неспроможностi
досягти конкретних цiлей;

3. необхiднiсть реформ: максимiзацiя ентропiї може бути сигналом не-
обхiдностi реформування системи або проєкту (наприклад, спроще-
ння процесiв, покращення управлiння, впровадження нових стра-
тегiй та полiтик);

4. необхiднiсть iнновацiй: iнодi збiльшення ентропiї може бути резуль-
татом нестандартних або iнновацiйних пiдходiв, в таких випадках
це може свiдчити про те, що система або проєкт активно експери-
ментують з новими iдеями та методами якi заважають реалiзацiї
проєкта.
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Припустимо, що загальна кiлькiсть проєктiв в портфелi державних про-
єктiв має вигляд:

M =
∑
i

∑
j

Mij , i, j = 1, n, (3)

вiдповiдно, ентропiю можна визначити як [4,5]:

H = −
∑
i

∑
j

Mij · lnMij , i, j = 1, n, (4)

або
H = −

∑
i

∑
j

pij · ln pij , i, j = 1, n, (5)

де pij =
Mij∑

i

∑
j
Mij

— розподiл ймовiрностi проєктiв.

Визначимо лагранжiан L:

L = u (xi, B) + λ

(
B −

∑
i

xici

)
, (6)

де λ –– множник Лагранжа для (2).
Вiдповiдно, кiлькiсть проєктiв можна визначити як:

∂L
∂xi

= λci,

або
xi = xi (ci, B) , i = 1, n. (7)

Визначимо частину бюджету, яку витрачає держава на реалiзацiю про-
єктiв [6]:

yi =
xi · ci
B

, i = 1, n. (8)

З урахуванням (4) та (8), ентропiя буде мати наступний вигляд:

H = −
∑
i

yi lnyi, i = 1, n. (9)

Задачу (1), (2), з урахуванням (9), можна записати як:

U = u

(
yi ·B
ci

, B

)
→ max, (10)

за обмеженнями: ∑
i

yi = 1, i = 1, n, (11)

а лагранжiан L (6) буде мати вигляд:

L = u

(
yi ·B
ci

, B

)
+ λ

(
1−

∑
i

yi

)
. (12)

Виконав диференцiювання отримаємо:
∂u

∂yi
= λ, i = 1, n,
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або
∂B

∂ci
=
yiB

ci
, (13)

де yi = yi (ci, B), i = 1, n.
Виконаємо розбиття множини компонентiв системи (проєктiв) на двi пiд-

множини [7]:
1. fk — пiдмножина деякої спадної функцiї витрат на реалiзацiю про-

єктiв;
2. gk — пiдмножина констант, що визначається з умови рiвноваги суми

iнвестицiй ci для проєкту загальної кiлькостi проєктiвM та бюдже-
ту B.

Вiдповiдно, оновлену цiльову функцiю можна представити у виглядi:

H = −
∑
i

yi lnyi → min, (14)

за обмеженнями: ∑
i

yi = 1, i = 1, n, (15)

fk (yi) = gk, k = 1,K. (16)

Мiнiмiзацiя ентропiї та аналiз систем з максимальною кориснiстю, в кiн-
цевому пiдсумку будуть надавати однаковий результат. Обидва пiдходи, чи
то введення обмежень iз подальшою перевiркою висновкiв, чи то визначе-
ння функцiй корисностi з аналiзом висновкiв, призведуть до того самого
результату. Мiнiмiзацiя ентропiї надає наступнi переваги [8]:

– iснує можливiсть використання апрiорної iнформацiї про конкретнi
обмеження, що накладаються на yi — це сприяє побудовi послiдов-
ної картини функцiї корисностi;

– ентропiйний пiдхiд дозволяє враховувати рiзноманiтнi обмеження
та умови, що робить його ефективним при розробцi динамiчних
моделей;

– завдяки використанню ентропiї можливе бiльш точне й ефективне
управлiння невизначенiстю в даних, що особливо важливо пiд час
роботи з реальними i неповними даними;

– ентропiйний пiдхiд сприяє виявленню прихованих залежностей та
патернiв у даних, що може привести до отримання нових iнсайтiв
i можливостей для полiпшення процесу прийняття рiшень [9].

Значення функцiї Лагранжа з урахуванням (14)–(16) буде мати вигляд:

L = H+ λ

(
1−

∑
i

yi

)
+
∑
k

µk (gk − fk) , (17)

вiдповiдно,
∂L
∂yi

= 0.
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Вважаючи (14)–(16), (17) отримаємо:

ln yi = −λ−
∑
k

µk
∂fk
∂yi

. (18)

Вiдповiдно, задачi максимiзацiї корисностi буде мати вигляд:

U = H+
∑
k

µk (gk − fk)→ max, (19)

за обмеженнями: ∑
i

yi = 1, i = 1, n . (20)

Метод ентропiї має ряд обмежень для оцiнки функцiї корисностi, серед
яких можна визначити наступнi:

– якщо значення параметру µk � 1, то значенням ентропiї H в рiв-
няннi (19) можна знехтувати, тобто цiльова функцiя корисностi
(19)–(20) буде мати вигляд:

U =
∑
k

µk (gk − fk)→ max, (21)

за обмеженнями: ∑
i

yi = 1, i = 1, n ; (22)

– якщо |yi| = |gk|, то систему рiвнянь (19)–(20) можна вирiшити без
ентропiї H, тобто цiльова функцiя корисностi (19)–(20) буде мати
вигляд (21)–(22).

Метод мiнiмiзацiї ентропiї фактично передбачає присвоєння рiвних ймо-
вiрностей всiм станам, якi не виключаються апрiорною iнформацiєю. За-
звичай для аналiзу систем реалiзацiї державних проєктiв достатньо викори-
стання методу мiнiмiзацiї ентропiї, однак у низцi випадкiв метод ансамблiв
може виявитися бiльш ефективним. Це значно обмежує можливостi аналi-
зу, але це обмеження можна подолати використавши метод ансамблiв.

Ансамбль – це сукупнiсть можливих станiв системи, яким згодом при-
писують певнi ймовiрностi. Загальна теорiя ансамблiв пов’язана з понят-
тям фазового простору та рiвняннями руху вiдповiдної системи. Ансамбль
являє собою множину реалiзацiй системи, що цiкавить, причому кожна ре-
алiзацiя вiдповiдає одному можливому стану системи.

Теорiя ансамблiв доповнює метод мiнiмiзацiї ентропiї i є важливою для
моделювання складних динамiчних систем. Вона демонструє, як можна
дослiджувати рiзнi системи за допомогою рiзних типiв ансамблiв, а мате-
матичне сподiвання змiнних отримуються шляхом усереднення по всьому
ансамблю [10].

Вiдповiдно, теорiя ансамблiв i метод мiнiмiзацiї ентропiї взаємодопов-
нюють один одного, дозволяючи отримувати комплексний огляд системи,
зокрема, за допомогою ансамблiв можна виокремити та вивчити складнi
взаємозв’язки мiж рiзними станами системи, що доповнює точковий пiдхiд
методу мiнiмiзацiї ентропiї.
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4. Моделювання роботи методу ентропiї на прикладi
Необхiдно визначити оптимальний портфель проєктiв з метою макси-

мiзацiї функцiї корисностi U вiд портфелю державних проєктiв в межах
наявного бюджету на їх впровадження.

Нехай M(cij) — матриця вартостi проєктiв. M(pij) — матриця вартостi
проєктiв. Бюджет B = 120.

M(cij) =



7 3 2 1 2 6 6
1 7 4 9 3 1 4
2 4 5 3 8 4 6
1 1 6 3 6 1 3
5 1 9 7 6 3 3
3 4 4 1 7 3 8
6 4 6 8 7 1 9


,

M(pij) =



0.043 0.800 0.725 0.612 0.182 0.712 0.194
0.991 0.095 0.943 0.131 0.655 0.559 0.441
0.390 0.105 0.081 0.322 0.822 0.665 0.436
0.583 0.076 0.561 0.088 0.519 0.453 0.889
0.469 0.912 0.303 0.043 0.055 0.125 0.798
0.050 0.537 0.097 0.718 0.099 0.029 0.449
0.803 0.868 0.352 0.695 0.470 0.858 0.055


.

Система планування ресурсiв на реалiзацiю проєктiв визначається рiв-
нянням:

d [lnW (Mij)] ∼=
1

2

∑
i

∑
j

∂2 lnW

∂M2
ij

(dMij)
2 = −1

2

∑
i

∑
j

(dMij)
2

Mij
.

Враховуючи (5), систему планування ресурсiв на реалiзацiю проєктiв
можна визначити як:

d [lnW (Mij)] ∼= −
1

2

∑
i

∑
j

p2ijMij ,

де pij — вiдносна змiна величини Mij по вiдношенню до найбiльш ймовiр-
ного розподiлу p = max

i,j

{
dMij

Mij

}
.

Вiдповiдно до умов прикладу та (7) цiльова функцiя буде мати вигляд:

U = u

(
yi ·B
ci

, B

)
→ max,

за обмеженнями, ∑
i

yi = 1, i = 1, n,

xi ∈ {0, 1} , i = 1, n,∑
i

fi (xi, ωi) = 1, i = 1, n,
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де fi (xi, ωi) — ймовiрнiсть параметру вимог ωi та прiоритетiв для кожного
проєкту.

Оскiльки x =
∑
i
xi, i = 1, n, то ймовiрнiсний розподiл можна визначити

за формулою:

F (xi) =

∫
ω(x1)

...

∫
ω(xi)

∏
i

fi (xi, ωi) dω, i = 1, n.

Оптимальним рiшенням буде знаходження балансу мiж функцiєю кори-
сностi та ентропiєю, яка збiльшується зi зростанням кiлькостi проєктiв, що
дозволить максимiзувати загальний виграш. Це передбачає розподiл ре-
сурсiв таким чином, щоб кожен додатковий проєкт приносив максимальну
користь без надмiрного ускладнення системи. Важливо знайти пiдмножи-
ну проєктiв, яка дозволить максимiзувати кориснiсть в межах наявного
бюджету шляхом мiнiмiзацiї ентропiї. Такий пiдхiд забезпечить ефективне
управлiння проєктами та стабiльний розвиток держави.

Рис. 1. Графiк нормалiзованих фукнцiй: корисностi U
i ентропiї H.

Використовуючи метод ентропiї в якостi iнструменту оптимiзацiї скла-
дних систем для прикладу, з урахуванням обмежень бюджету B, були
отриманi двi пiдмножини проєктiв, якi умовно можна класифiкувати як
«оптимальнi»:

1. M1 = {M17, M24, M32, M36, M53, M72, M75};
2. M2 = {M24, M37, M41, M45, M52, M67}.
Для обрання кращої моделi (пiдмножини проєктiв) необхiдно порiвняти

перспективне значення функцiї корисностi двох пiдмножин проєктiв. На
рисунку 1 наведено графiки ентропiї для двох пiдмножин M1 i M2, вiд-
повiдно H1 i H2, та графiк функцiї корисностi. Точки перетину графiка
функцiї корисностi та ентропiї є точками оптимального розв’язку задачi.
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Як можна побачити з рисунка 1, пiдмножина M1 (точка q1) має перевагу
(бiльше значення функцiї корисностi U), вiдповiдно, оптимальний розв’я-
зок задачi – M1 = {M17, M24, M32, M36, M53, M72, M75}.

Висновок
Метод ентропiї зарекомендував себе як ефективний iнструмент для опти-

мiзацiї складних систем. Його застосування дозволяє зосереджувати зусил-
ля на ключових аспектах, пiдвищуючи загальну стiйкiсть системи. Постiй-
ний монiторинг та коригування стратегiй на основi аналiзу ентропiї до-
зволяють урiзноманiтнити iнiцiативи та максимiзувати ефективнiсть скла-
дних систем, забезпечуючи оптимальне спiввiдношення мiж витратами та
результатами. Застосування математичних моделей та аналiзу варiацiй ен-
тропiї допомагає глибше зрозумiти вплив змiни ентропiї на динамiку зро-
стання функцiї корисностi у складних динамiчних системах, що є критично
важливим для ефективного управлiння державними проєктами.

Метод ентропiї як iнструмент оптимiзацiї складних систем дозволяє ефе-
ктивно враховувати рiзноманiтнi обмеження та умови, що є важливим для
розробки динамiчних моделей та управлiння невизначенiстю в реальних
даних.
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