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У роботi дослiджуються властивостi строго ϕ-субгауссового процесу квазiдробового ефекту
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, породженого випадковим процесом ξ та функцiєю вiдгуку g.

Виведено новi оцiнки для розподiлiв супремумiв таких процесiв. Наведено приклад застосування
отриманих результатiв.
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In this paper, there are studied properties of a strictly ϕ-sub-Gaussian quasi shot noise process
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, generated by the process ξ and the response function g. New estimates

for distributions of suprema of such processes are derived. An example of application of the obtained
results is given.
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1 Вступ

У цiй роботi продовжується дослiдження вла-
стивостей сепарабельних строго ϕ-субгауссових
процесiв квазiдробового ефекту, розпочате у
роботах [1, 25].

Простори ϕ-субгауссових випадкових вели-
чин Subϕ(Ω) узагальнюють простори гауссових
випадкових величин, тому вони широко засто-
совуються для моделювання реальних випадко-
вих процесiв у теорiї черг, фiнансовiй матема-
тицi, фiзицi. Розвиток теорiї ϕ-субгауссових ви-
падкових процесiв можна прослiдкувати за ро-
ботами [2, 6, 11, 13, 14, 15, 16, 17].

Процеси дробового ефекту (або дробового
шуму) є математичними моделями рiзних явищ
i дослiджуються вiд початку ХХ столiття. Пер-
шi роботи щодо дробового шуму опублiкованi
Кемпбеллом [7] та Шотткi [24], але фундаме-
тальнi результати з’явилися через багато рокiв
у роботах [19, 20, 21]. Зараз процеси дробово-
го ефекту застосовуються не тiльки у фiзицi, а
й у страхуваннi, фiнансовiй математицi, теорiї
телекомунiкацiйних мереж [12, 22, 23].

У класичнiй моделi дробового ефекту при-
пускається, що в деяку систему надходять iм-
пульси згiдно зi стандартним пуассонiвським

процесом, величини реакцiї (вiдгуку) на iм-
пульс є незалежними однаково розподiленими
випадковими величинами, незалежними вiд пу-
ассонiвського процесу надходження iмпульсiв, а
пiсля моменту iмпульсу реакцiя «затухає» згi-
дно з експоненцiальним законом розподiлу. Але
iз часом з’явилося дуже багато варiацiй цiєї
моделi. У роботах [3, 6] розглянуто дiйснозна-
чний однорiдний центрований випадковий про-
цес iз незалежними приростами ξ = (ξ(t), t ∈
R), визначений на стандартному ймовiрнiсно-
му просторi (Ω,F ,P), та дiйснозначна функцiя
g = (g(t, u), t, u ∈ R), яка задовольняє умо-
ву
∫ +∞
−∞ g2(t, u)du < ∞, t ∈ R. Тодi процес

X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, називається про-

цесом дробового ефекту, породженим процесом
ξ та функцiєю вiдгуку g. У роботах [8, 9] та
монографiях [3, 6] дослiджувалися властивостi
передгауссових процесiв дробового ефекту.

У цiй роботi розглядається випадок, коли
ξ = (ξ(t), t ∈ R) є таким дiйснозначним центро-
ваним процесом iз некорельованими прироста-
ми, що E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R. Якщо
ξ є строго ϕ-субгауссовим процесом, то поро-
джений ним процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u)

називатимемо строго ϕ-субгауссовим процесом
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квазiдробового ефекту. У статтi [25] отримано
оцiнки розподiлiв супремумiв та умови вибiр-
кової неперевностi таких процесiв, визначених
на компактi. У роботi [1] виведено деякi оцiн-
ки розподiлiв супремумiв сепарабельних строго
ϕ-субгауссових процесiв квазiдробового ефекту,
визначених на всiй дiйснiй осi. Тi випадки, якi
не розглядалися ранiше, дослiджуються у данiй
статтi.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У роздiлi 2 наведено основнi поняття та
деякi необхiднi результати щодо випадкових ве-
личин та процесiв iз простору Subϕ(Ω), якi да-
лi застосовуються для дослiдження властиво-
стей процесiв квазiдробового ефекту. У роздi-
лi 3 наведено означення строго ϕ-субгауссового
процесу квазiдробового ефекту та обгрунтова-
но iснування таких процесiв. Основнi результа-
ти представлено у роздiлi 4, зокрема, отрима-
но оцiнки для розподiлiв супремумiв строго ϕ-
субгауссових процесiв квазiдробового ефекту та
проiлюстровано процедуру перевiрки виконан-
ня вiдповiдних умов на прикладi субгауссового
процесу квазiдробового ефекту.

2 Необхiднi вiдомостi та результати з те-
орiї ϕ-субгауссових випадкових проце-
сiв

У цьому роздiлi наведено основнi поняття та де-
якi необхiднi результати щодо випадкових вели-
чин та процесiв iз простору Subϕ(Ω) [6, 11].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлича, якщо ϕ(0) = 0, ϕ(x) > 0 при
x �= 0, ϕ(x)

x → 0 при x → 0 та ϕ(x)
x → ∞ при

x → ∞.

Означення 2.2. Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлича. Функцiя ϕ∗ така, що
ϕ∗(x) := supy∈R (xy − ϕ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга –Фенхеля функцiї ϕ.

Приклад 2.1. Якщо ϕ(x) = |x|p
p , x ∈ R, p > 1, то

ϕ∗(x) = |x|q
q , де q таке число, що 1

q +
1
p = 1.

Якщо ϕ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R, то
ϕ∗(x) = (|x|+ 1) ln(|x|+ 1)− |x|.

Умова Q. Для N-функцiї ϕ виконується
умова Q, якщо

lim inf
x→0

ϕ(x)

x2
= C > 0.

Можливо, що C = +∞.
У книзi [18] мiститься детальна iнформацiя

щодо N-функцiй Орлича та їх властивостей.
Нехай (Ω,F ,P)—це стандартний iмовiрнi-

сний простiр.

Означення 2.3. Нехай ϕ—N-функцiя Орли-
ча, для якої виконується умова Q. Випад-
кова величина ξ належить простору Subϕ(Ω)
(простору ϕ-субгауссових випадкових величин),
якщо Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та
iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R вико-
нується нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(aλ)) .

Теорема 2.1. [6] Простiр Subϕ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τϕ(ξ) = sup
λ �=0

ϕ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|
та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(λτϕ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτϕ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то простiр
Subϕ(Ω) = Sub(Ω) називається простором су-
бгауссових випадкових величин.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)—деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя

H(ε) := lnN(T,ρ)(ε), ε > 0,

де N(T,ρ)(ε)—це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Приклад 2.2. Якщо T = [a, b] та ρ—це евклiдо-
ва вiдстань, то для довiльного значення ε > 0:

ln

(
max

{
b− a

2ε
, 1

})
≤ H(T,ρ)(ε) ≤ ln

(
b− a

2ε
+ 1

)
.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є ϕ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subϕ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subϕ(Ω).

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.
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Приклад 2.3. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 2.6. Сiм’я Δ випадкових вели-
чин iз простору Subϕ(Ω) називається строго ϕ-
субгауссовою (позначається як Δ ∈ SSubϕ(Ω)),
якщо iснує стала CΔ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ Δ, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ CΔ

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (2.2)

Стала CΔ називається визначальною сталою
сiм’ї Δ.

Теорема 2.2. [2] Нехай Δ— строго ϕ-
субгауссова сiм’я випадкових величин. Тодi лi-
нiйне замикання сiм’ї Δ у просторi Subϕ(Ω)
також є строго ϕ-субгауссовою сiм’єю випад-
кових величин iз тiєю ж визначальною ста-
лою.

Означення 2.7. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
ϕ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubϕ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го ϕ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Основнi результати цiєї роботи грунтую-
ться на властивостях ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв, отриманих у роботi [16].

Нехай (T, ρ)— сепарабельний псевдометри-
чний простiр, який можна розбити на злiченну
кiлькiсть компактних множин, котрi позначимо

через Bl, l = 1,∞, тобто T =
∞⋃
l=1

Bl.

Означення 2.8. Нехай q = {q(t), t ∈ T}—
така неперервна функцiя, що q(t) > 0
для всiх t ∈ T . Простiр C(T, q)—це про-
стiр неперервних функцiй f на T таких,
що sup

t∈T
q(t)|f(t)| < ∞. Простiр C0(R, q)—

це простiр неперервних функцiй f таких,
що sup

t∈T
q(t)|f(t)| < ∞ та q(t)f(t) → 0 при

|t| → ∞.

Розглянемо сепарабельний ϕ-субгауссовий
випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}. При-
пустимо, що iснують такi неперервнi монотон-
но зростаючi функцiї σl = {σl(h), h > 0}, що

σl(h) → 0, коли h → 0, та для цих функцiй ви-
конуються такi нерiвностi

sup
ρ(t,s)≤h,

t,s∈Bl

τϕ(X(t)−X(s)) ≤ σl(h), l = 1,∞. (2.3)

Введемо такi позначення:

• δl = sup
t∈Bl

q(t),

• wl – деяка точка з множини Bl,

• zl = τϕ(X(wl)),

• κl = σl

(
sup
t∈Bl

ρ(t, wl)

)
, l = 1,∞.

Наступна теорема випливає з леми 3.2 з ро-
боти [16] (с. 113).

Теорема 2.3. Нехай для всiх l = 1,∞ викону-
ються умови:

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du < ∞, (2.4)

та

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du < ∞, (2.5)

де θϕ,ν(x) =
ν(exp{x})
ϕ(−1)(x)

, ν = {ν(u), u ≥ 1} – невiд’-
ємна неспадна функцiя така, що ν(exp{t}) –
опукла. Тодi, якщо

d =
∞∑
l=1

δlzl < ∞

та β = sup
l

κl
zl

< ∞, то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1)

маємо нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈T
|q(t)X(t)|

}
≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1−p)+

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du

))2

=: Γ1(λ, p). (2.6)

Якщо ж

a =

∞∑
l=1

δlκl < ∞
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та γ = sup
l

zl
κl

< ∞, то для всiх λ > 0,

p ∈ (0, 1), справедлива нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈T
|q(t)X(t)|

}
≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du

))2

=: Γ2(λ, p). (2.7)

У обох випадках для всiх ε > 0, λ > 0 отриму-
ємо вiдповiдну оцiнку

P

{
sup
t∈T

|q(t)X(t)| ≥ ε

}
≤

inf
0<p<1

inf
λ>0

Γk(λ, p) exp{−λε}, k = 1, 2. (2.8)

3 Строго ϕ-субгауссовi процеси квазi-
дробового ефекту

Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)—дiйснозначний цен-
трований випадковий процес з некорельовани-
ми приростами, визначений на стандартному
ймовiрнiсному просторi, та

E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R.

Нехай g = (g(t, u), t, u ∈ R)—дiйснозначна
функцiя, яка задовольняє умову:∫ +∞

−∞
g2(t, u)du < ∞, t ∈ R. (3.1)

Означення 3.1. Будемо називати процес

X(t) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)dξ(u), t ∈ R, (3.2)

процесом дробового ефекту, породженим про-
цесом ξ та функцiєю вiдгуку g, де iнтеграл у
(3.2) визначений у середньому квадратичному.

Коварiацiйна функцiя процесу X має ви-
гляд

EX(t)X(s) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)g(s, u)du, t, s ∈ R.

У Лемi 3.1 з роботи [25] доведено, що стро-
го ϕ-субгауссовi процеси вигляду (3.2) iснують,
а також виведено оцiнки для норми такого про-
цесу та норми його приростiв.

Лема 3.1. Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)— строго ϕ-
субгауссовий випадковий процес iз некорельова-
ними приростами та E(ξ(t) − ξ(s))2 = t − s,
t > s ∈ R. Тодi процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u),

t ∈ R, теж є строго ϕ-субгауссовим процесом
та для довiльних t, s ∈ R

τϕ(X(t)) ≤ cξ

(∫ +∞

−∞
g2(t, u)du

)1/2

, (3.3)

τϕ(X(t)−X(s)) ≤

cξ

(∫ +∞

−∞
(g(t, u)− g(s, u))2du

)1/2

,(3.4)

де cξ — визначальна стала процесу ξ.

Приклад 3.1. Вiнерiвський процес W (t), t ≥ 0,
має незалежнi прирости, E(W (t) − W (s))2 =
t − s, t > s ≥ 0, та для t ∈ [0, 1] його можна
зобразити у виглядi випадкового ряду

W (t) = tη0 +
√
2

∞∑
k=1

sin kπt

kπ
ηk, (3.5)

де ηk, k ≥ 0,—незалежнi стандартнi гауссовi
випадковi величини (див., наприклад, [10, 5]).

Оскiльки
∞∑
k=1

1
(kπ)2

< ∞, то ряд у зображен-

нi (3.5) збiжний у середньому квадратичному.
Якщо замiсть ηk, k ≥ 0, у цей розклад пiдста-
вити незалежнi строго ϕ-субгауссовi випадковi
величини {ξk, k ≥ 0} такi, що Eξ2k = 1 ∀k ≥ 0,
то випадковий процес

ξ(t) = tξ0 +
√
2

∞∑
k=1

sin kπt

kπ
ξk, t ∈ [0, 1],

буде строго ϕ-субгауссовим випадковим проце-
сом iз тiєю ж визначальною сталою, що й для
сiм’ї {ξk, k ≥ 0} (див. [2]: приклад 2.4 с. 37).
При цьому E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ [0, 1].

Означення 3.2. Будемо називати процес
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u) строго ϕ-субгауссовим

процесом квазiдробового ефекту, якщо ξ є стро-
го ϕ-субгауссовим випадковим процесом.
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4 Оцiнювання розподiлу супремуму
строго ϕ-субгауссового процесу ква-
зiдробового ефекту

Нехай T ≡ R та ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ R.
Розiб’ємо R на злiченну кiлькiсть неперетинних

множин: R =
∞⋃
l=1

Bl, де Bl = [bl, bl+1), bl < bl+1,

l = 1,∞.

Теорема 4.1. Нехай для сепарабельного стро-
го ϕ-субгауссового процесу квазiдробового ефе-
кту X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, iснують

такi функцiї rl = (rl(h), h ≥ 0), l = 1,∞, та
k = (k(u), u ∈ R), що для функцiї вiдгуку g ви-
конуються нерiвностi:

|g(t, u)− g(s, u)| ≤ rl(|t− s|)k(u), (4.1)

де t, s ∈ Bl, l = 1,∞, u ∈ R, функцiї rl є
такими невiд’ємними неперервними монотон-
но зростаючими функцiями, що rl(h) → 0 при
h → 0, а функцiя k є невiд’ємною неперервною
i задовольняє умову

∫
R
k2(u)du < ∞.

Нехай iснують такi точки wl ∈ [bl, bl+1),
l = 1,∞, i неперервна функцiя q = {q(t), t ∈ R},
0 < q(t) < 1 ∀t ∈ R, що виконуються такi умо-
ви:

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du < ∞, (4.2)

та

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du < ∞,

(4.3)
де θϕ,ν(x) =

ν(exp{x})
ϕ(−1)(x)

, ν = {ν(u), u ≥ 1} – невiд’-
ємна неспадна функцiя така, що ν(exp{t}) –

опукла, c =

⎛
⎝cξ
(

+∞∫
−∞

k2(u)du

) 1
2

⎞
⎠

−1

. Тодi:

i) якщо

d =
∞∑
l=1

δlzl < ∞ та β = sup
l

κl

zl
< ∞,

то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1) маємо нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1−p)+

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

=: Γ̂1(λ, p); (4.4)

ii) якщо ж

a =

∞∑
l=1

δlκl < ∞ та γ = sup
l

zl
κl

< ∞,

то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1), справедлива нерiв-
нiсть

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

=: Γ̂2(λ, p). (4.5)

У обох випадках для всiх ε > 0, λ > 0 отри-
муємо вiдповiдну оцiнку розподiлу супремуму
строго ϕ-субгауссового процесу квазiдробового
ефекту X:

P

{
sup
t∈R

q(t)|X(t)| ≥ ε

}
≤

inf
0<p<1

inf
λ>0

Γ̂k(λ, p) exp{−λε}, k = 1, 2. (4.6)

Доведення. Якщо виконується умова (4.1), то з
того, що X є строго ϕ-субгауссовим процесом,
випливає, що для довiльного значення h ≥ 0

sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

τϕ(X(t)−X(s)) ≤

≤ sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξ

⎛
⎝ +∞∫
−∞

(g(t, u)− g(s, u))2 du

⎞
⎠

1
2

≤

≤ sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξ

⎛
⎝ +∞∫
−∞

(rl(|t− s|)k(u))2 du
⎞
⎠

1
2

=

= sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξrl(|t− s|)
⎛
⎝ +∞∫
−∞

k2(u)du

⎞
⎠

1
2

≤

≤ cξrl(h)

⎛
⎝ +∞∫
−∞

k2(u)du

⎞
⎠

1
2

=: σl(h). (4.7)
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Позначимо c :=

⎛
⎝cξ
(

+∞∫
−∞

k2(u)du

) 1
2

⎞
⎠

−1

. Тодi

σl(h) = c−1rl(h), h ≥ 0, та σ
(−1)
l (u) = r

(−1)
l (cu),

u ≥ 0. Вiдповiдно, коли Bl = [bl, bl+1), bl < bl+1,
l = 1,∞, функцiю HBl

(
σ
(−1)
l (u)

)
, u ≥ 0, можна

оцiнити так:

HBl

(
σ
(−1)
l (u)

)
≤ ln

(
bl+1 − bl

2σ
(−1)
l (u)

+ 1

)
=

= ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

)
, l = 1, 2, . . . (4.8)

Оскiльки функцiя θϕ,ν(x)—неспадна, то зi збi-

жностi iнтеграла
pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1−bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

випливає збiжнiсть iнтеграла в умовi (2.4) тео-
реми 2.3. Зi збiжностi ряду в умовi (4.3) випли-
ває виконання умови (2.5). Отже, якщо сепара-
бельний ϕ-субгауссовий процес квазiдробового
ефекту X задовольняє умови (4.1)–(4.3), то для
нього виконуються всi умови теореми 2.3 i, вiд-
повiдно, справедливi оцiнки (2.6) та (2.7).

З нерiвностi (4.8) та властивостей функцiї
θϕ,ν(x) для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1) отримуємо у
випадку i) таку оцiнку:

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤ Γ1(λ, p) ≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1− p) +

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

= Γ̂1(λ, p),

а у випадку ii) будемо мати

E exp

{
λ sup

t∈R

q(t)|X(t)|
}

≤ Γ2(λ, p) ≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

= Γ̂2(λ, p).

З наведеного вище та нерiвностi Чебишева
випливають оцiнки (4.6).

Наслiдок 4.1. Якщо строго ϕ-субгауссовий
процес квазiдробового ефекту
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, є неперерв-

ним та задовольняє умови теореми 4.1, то
з iмовiрнiстю 1 вiн належить зваженому
простору неперервних функцiй C(R, q), де
q = {q(t), t ∈ R} – така неперервна додатна
«вагова» функцiя, що q(t) < 1, t ∈ R.

Приклад 4.1. Проiлюструємо процедуру пере-
вiрки виконання умов Теореми 4.1.

Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R) ∈ SSubϕ(Ω) – строго
ϕ-субгауссовий сепарабельний випадковий про-
цес iз некорельованими приростами, ϕ(x) = x2

2 ,
x ∈ R. Це означає, що ξ є строго субгауссовим
процесом. При цьому Eξ2(t) = τ2(ξ(t)) для всiх
t ∈ R, де τ(·) = τϕ(·) —це норма у просторi су-
бгауссових випадкових величин Sub(Ω) [6]. То-
дi cξ = 1, ϕ(−1)(v) =

√
2v, v ≥ 0, та ζϕ(v) =

v
ϕ(−1)(v)

= v√
2v

=
√

v
2 .

Нехай дiйснозначна функцiя g =
(g(t, u), t, u ∈ R) має вигляд

g(t, u) =
sin(tu)

|u|δ + 1
, t, u ∈ R, δ > 1. (4.9)

Вона задовольняє умову∫ +∞

−∞
g2(t, u)du =

∫ +∞

−∞
sin2(tu)

(|u|δ + 1)2
du < ∞, t ∈ R.

Отже, процес X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R,

є коректно визначеним сепарабельним строго
субгауссовим процесом квазiдробового ефекту,
породженим процесом ξ та функцiєю вiдгуку g,
причому τ2(X(t)) = EX2(t) для всiх t ∈ R.

Прирiст функцiї g можна оцiнити так:

|g(t, u)− g(s, u)| = | sin(tu)− sin(su)|
|u|δ + 1

=

∣∣∣2 sin u(t−s)
2 cos u(t−s)

2

∣∣∣
|u|δ + 1

≤ 2

∣∣∣∣u(t− s)

2

∣∣∣∣
α 1

|u|δ + 1
=

21−α|u|α|t− s|α
|u|δ + 1

= |t−s|α·2
1−α|u|α
|u|δ + 1

= r(t−s)k(u),

де r(t − s) = |t − s|α, k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, t, s, u ∈
R, δ > 1, α = min(1, δ − 1) ∈ (0, 1].

Функцiя r(h) = |h|α, h ∈ R, є невiд’ємною
неперервною монотонно зростаючою та r(h) →
0 при h → 0.

Функцiя k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, u ∈ R, невiд’ємна
неперервна i∫

R

k2(u)du =

∫
R

22−2α|u|2α
(|u|δ + 1)2

du < ∞.
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Отже, функцiя g задовольняє умову (4.1).
Розглянемо процес X на iнтервалi [0,+∞).

Виберемо розбиття R
+ =

∞⋃
l=0

[bl, bl+1) так, щоб

послiдовнiсть {bl, l = 0, 1, 2, . . .} була моно-
тонно зростаючою, b0 = 0 та sup

l≥0

bl
bl+1

=

b < 1. Нагадаємо, що wl – деяка точка з
[bl, bl+1). Нехай wl = bl, l = 0, 1, 2, . . .. Тодi

κl = σl

(
sup
t∈Bl

ρ(t, wl)

)
= σl

(
sup

t∈[bl,bl+1)
|t − bl|

)
=

c−1(bl+1 − bl)
α, оскiльки σl(h) = c−1rl(h) =

c−1hα, h ≥ 0.
Далi, r(−1)

l (cu) = (cu)1/α,

ν

(
exp

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

)))
=

= ν

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

)
,

ϕ(−1)

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=

√
2

(
ln

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

))
,

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=
ν
(
ln
(

bl+1−bl
2(cu)1/α

+ 1
))

√
2
(
ln
(

bl+1−bl
2(cu)1/α

+ 1
)) .

Нехай ν(x) = lnx, x ≥ 1. Тодi

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=

(
1

2
ln

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

)) 1
2

.

Iнтеграл в умовi (4.2) буде збiжним, якщо α =
min(1, δ − 1) > 1

2 , тобто, треба обирати δ > 3
2 :

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du ≤

≤
pκl∫
0

(
1

2

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

)) 1
2

du =

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α

pκl∫
0

1

u1/2α
du =

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α
(pκl)

1− 1
2α

1− 1
2α

=

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α
(pc−1(bl+1 − bl)

α)1−
1
2α

1− 1
2α

=

=
(bl+1 − bl)

αp1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

< ∞, α ∈ (
1

2
; 1].

Оцiнимо ряд в умовi (4.3):

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du ≤

≤
∞∑
l=1

δl
(bl+1 − bl)

αp1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

=

=
p1−

1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

δl(bl+1 − bl)
α.

Тепер оберемо послiдовнiсть {bl, l = 0, 1, 2, . . .}
так: b0 = 0, bl = el, l = 1, 2, . . .. У випадку тако-
го розбиття iснує щонайменше одна неперервна
функцiя q = {q(t), t ∈ [0,+∞)}: q(t) ∈ (0, 1) ∀t ∈
[0,+∞), яка дає нам можливiсть забезпечити
виконання умови (4.3):

q(t) =

{
1

eα+μ , t ∈ [0, e),
1

tα+μ , t ∈ [e,+∞),
μ > 0.

Для цiєї функцiї δ0 = e−(α+μ), δl = e−(α+μ)l,
l = 1, 2, . . . та

p1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

δl(bl+1 − bl)
α =

=
p1−

1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

e−(α+μ)l(el+1 − el)α =

=
p1−

1
2α (e− 1)α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

e−μl =

=
p1−

1
2α (e− 1)α

2c(1− 1
2α)(e

μ − 1)
< ∞,

отже, умова (4.3) теж виконується.
Сепарабельний строго субгауссовий процес

квазiдробового ефекту X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u)

з функцiєю вiдгуку вигляду (4.9) задовольняє
умови пункту ii) Теореми 4.1. Покажемо це: zl =

τ(X(wl)) = (EX2(bl))
1
2 =

(∫ +∞
−∞

sin2(elu)
(|u|δ+1)2

du
) 1

2 ,
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κl = c−1(bl+1− bl)
α = c−1eαl(e− 1)α, l = 1, 2, . . .,

де c =

(
+∞∫
−∞

k2(u)du

)− 1
2

, оскiльки cξ = 1. Звiдси

a =

∞∑
l=1

δlκl =

∞∑
l=1

e−(α+μ)lc−1eαl(e− 1)α =

= c−1(e− 1)α
∞∑
l=1

e−μl =
(e− 1)α

c(eμ − 1)
< ∞,

γ = sup
l

(∫ +∞
−∞

sin2(elu)
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

eαl(e− 1)α
(∫ +∞

−∞
22−2α|u|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

≤

≤ sup
l

(∫ +∞
−∞

|elu|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

eαl(e− 1)α
(∫ +∞

−∞
22−2α|u|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

=

= sup
l

eαl

21−αeαl(e− 1)α
=

1

21−α(e− 1)α
< ∞.

Отже, для процесу квазiдробового ефекту
X виконуються умови (4.1)–(4.3) та умови пун-
кту ii) Теореми 4.1, тому для нього справе-
длива оцiнка (4.6) при k = 2 та з iмовiрнi-
стю 1 вiн належить зваженому простору непе-
рервних функцiй C(R+, q) з ваговою функцiєю

q(t) =

{
1

eα+μ , t ∈ [0, e),
1

tα+μ , t ∈ [e,+∞),
μ > 0.

Висновки

У роботi деякi результати, отриманi для ви-
падкових процесiв iз простору Subϕ(Ω), засто-
совано для дослiдження властивостей проце-
сiв квазiдробового ефекту. Виведено новi оцiн-
ки для розподiлiв супремумiв строго ϕ-субгаус-
сових процесiв квазiдробового ефекту. Сформу-
льовано умови належностi таких процесiв зва-
женим просторам неперервних функцiй. Про-
iлюстровано процедуру перевiрки виконання
умов вiдповiдної теореми на прикладi субгаус-
сового процесу квазiдробового ефекту.
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