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Abstract. Using the continued fractions and the method of construc-
ting Runge-Kutta methods, numerical methods for solving the Cauchy
problem for nonlinear Volterra non-linear integrodifferential equati-
ons are proposed. With appropriate values of the parameters, one
can obtain an approximation to the exact solution of the first and
second order of accuracy. We found a set of parameters for which we
obtain two-sided calculation formulas, which at each step of integrati-
on allow to obtain the upper and lower approximations of the exact
solution.
Keywords: Numerical methods, Initial value problem, Volterra in-
tegro-differential equations, two-sided approximation.

Анотацiя. Використовуючи апарат неперервних дробiв та мето-
дику побудови методiв Рунге-Кутти, запропоновано чисельнi ме-
тоди розв’язання задачi Кошi для нелiнiйних iнтегро-диферен-
цiальних рiвнянь Вольтерра. При вiдповiдних значеннях пара-
метрiв можна одержувати наближення до точного розв’язку пер-
шого та другого порядку точностi. Запропоновано множину па-
раметрiв, при яких отримуємо двостороннi розрахунковi форму-
ли, якi на кожному кроцi iнтегрування дозволяють отримувати
верхнє i нижнє наближення до точного розв’язку.
Ключовi слова: числовi методи, задача Кошi, iнтегро-диферен-
цiальне рiвняння Вольтера, двостороннi методи.
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1. Вступ

Багато прикладних задач, зокрема розрахунок напружено-деформовано-
го стану тонкостiнних елементiв конструкцiй (стержнiв, пластин, оболо-
нок) у загальному випадку зводяться до розв’язання нелiнiйних iнтегро-
диференцiальних рiвнянь. При розв’язуваннi таких задач важливо, щоб
основнi властивостi розв’язку добре вiдображались наближеними метода-
ми.

В прикладнiй математицi широкого застосування набули дробово-рацiо-
нальнi наближення, якi при вiдповiдних умовах дають високу швидкiсть
збiжностi алгоритмiв, двостороннi i монотоннi наближення, мають слабку
чутливiсть до похибок заокруглень, вiрно вiдображають основнi властиво-
стi розв’язкiв дослiджуваних задач. При розрахунку задач теорiї управ-
лiння, в’язкопружностi, гiдроакустики, епiдемiологiї, динамiцi росту насе-
лення i т. д., виникає потреба знаходити не тiльки наближенi розв’язки
дослiджуваних математичних моделей, але й отримувати оцiнку похибки
результату.

Одним з ефективних способiв побудови таких наближень є ланцюговi
дроби. Процес їх обчислень є циклiчним i легко програмується.

2. Постановка задачi

Розглянемо на вiдрiзку IL : [x0, x0 + L] задачу Кошi для нелiнiйного
iнтегро-диференцiального рiвняння

u′(x) = F

[
x, u(x),

∫ x

x0

g[x, s, u(s)]ds

]
, (1)

u(x0) = u0, x ∈ [x0, x0 + L] , L <∞. (2)

Припустимо, що розв’язок (1)–(2) iснує i єдиний, а функцiї F i g воло-
дiють необхiдною гладкiстю. Зауважимо, що рiвняння (1) можна перетво-
рити в еквiвалентну систему

u′(x) = F [x, u(x), z(x)] , z(x) =

∫ x

x0

g[x, s, u(s)]ds. (3)

Пропонуються обчислювальнi схеми, якi дають можливiсть на кожному
кроцi iнтегрування отримувати наближення до точного розв’язку задачi
(1)–(2) першого та другого порядку точностi.

Виписано значення параметрiв, при яких отримуємо двостороннi набли-
ження до точного розв’язку.

3. Побудова методiв Рунге-Кутта

На вiдрiзку IL введемо нерiвномiрну сiтку σh = {xi ∈ [x0, xN ], x0 < x1 <
... < xN−1 < xN = x0 + L} з кроком h = xi − xi−1, i = 1, N.

Використовуючи апарат ланцюгових дробiв [1–3] та теорiю побудови
методiв Рунге-Кутта [4, 5], наближений розв’язок задачi (1)–(2) в точцi
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x1 = x0 + h шукаємо у виглядi неперервного дробу [6, 7]:

u
[k,l]
1 =

P[k,l]

Q[k,l]
=

c0
k−1∑
i=0

di,0 +
dk,0

1 +
dk,1

1 + . . . +dk,l

. (4)

При рiзних значеннях k i l отримуємо наближення (k + l)−го порядку
точностi до точного розв’язку задачi (1)–(2).

Наприклад, при k + l = 2 (k = 1, 2; l = 0, 1)

c0 = u0, d1,0 = −
δ1
c0
, d1,1 =

δ21 − c0δ2
δ1c0

, d2,0 =
δ21 − c0δ2

c20
,

δi = h
2∑

j=1

aijkj , i = 1, 2, k1 = F [x0 + α1h, u0, 0], (5)

k2 = F [x0 + α2h, x0 + β21hk1, γ21K1], K1 = hg[x0 + αh, x0 + βh, u0 + γhk1],

де a11, a12, a21, a22, α, α1, α2, β, β21, γ — невiдомi параметри.
Розвинення розв’язку задачi (1)–(2) в ряд Тейлора в околi точки x0 має

вигляд:

u(x0 + h) = u(x0) + h(F )0 +
1

2
h2 {(Fx)0 + (Fu)0(F )0 + (Fz)0(g)0}+

+
h3

6

{
(Fxx)0 + 2(Fxu)0(F )0 + (Fuu)0(F

2)0 + (Fx)0(Fu)0+

+ (Fzz)0(g
2)0 + 2(Fxz)0(g)0 + 2(Fuz)0(F )0(g)0 + 2(Fz)0(gx)0+

+ (Fz)0(gu)0(F )0 + (Fz)0(gs)0 + (F 2
u )0(F )0 + (Fu)0(Fz)0(g)0

}
+O(h4).

(6)

Розглянемо формули (4) i (5) при k = 1, l = 1 :

u
[1,1]
1 =

u0

1−
h
a11k1 + a12k2

u0

1 +
h(a11k1 + a12k2)

2 − u0(a21k1 + a22k2)

u0(a11k1 + a12k2)

, (7)

k1 = F [x0 + α1h, u0, 0], k2 = F [x0 + α2h, u0 + β21hk1, γ21K1],

K1 = hg[x0 + αh, x0 + βh, u0 + γhk1].
(8)

Невiдомi параметри aij , αj (i = 1, 2; j = 1, 2), β21, γ21, α, β, γ виберемо з
умови, щоб R[1,1] =

∣∣∣u(x0 + h)− u[1,1]1

∣∣∣ = O(h3). Для цього спочатку пере-
творимо формулу (7) до вигляду:

u
[1,1]
1 = u0 +

h(a11k1 + a12k2)

1−
a21k1 + a22k2

a11k1 + a12k2

, (9)
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або

u
[1,1]
1 = u0 +

h(a11k1 + a12k2)
2

(a11 − a21)k1 + (a12 − a22)k2
= u0 +

P[1,1]

Q[1,1]
. (10)

Представлення формули (7) у виглядi (10) дає можливiсть проводити роз-
рахунки при u0 ≡ 0, а також, як показують подальшi викладки, якщо
a11k1 + a12k2 = 0, то

∣∣∣u(x0 + h)− u[1,1]1

∣∣∣ = O(h3).

Знайшовши рiзницю u(x0+h)−u[1,1]1 та прирiвнявши коефiцiєнти чисель-
ника при степенях h i h2 до нуля, отримаємо наступну систему алгебраїчних
рiвнянь:

a11 − a21 + a12 − a22 − (a11 + a12)
2 = 0,

(a11 − a21)α1 + (a12 − a22)α2 +
1

2
(a11 − a21 + a12 − a22)−

−2(a11 + a12)(a11α1 + a12α2) = 0,
1

2
(a11 − a21 + a12 − a22) + (a12 − a22)β21 − 2(a11 + a12)a12β21 = 0,

1

2
(a11 − a21 + a12 − a22) + (a12 − a22) γ21 − 2(a11 − a12)a12γ21 = 0.

(11)
При цьому локальна похибка матиме вигляд: R[1,1] = u(x0 + h)− u[1,1]1 =

O(h3). Оскiльки α, β, γ не входить в систему (11), то їх можна вибрати
довiльними, наприклад, покласти α = β = γ = 0.

Поклавши в (11) a11 + a12 = 1, отримаємо двi множини розв’язкiв даної
системи:

I. α1 = α2 :

a11 = 1− a12, a21 = −a22, α1 = α2 =
1

2
, β21 = γ21 =

1

2(a12 + a22)
, (12)

де a11, a12 — параметри.
II. α1 6= α2 :

a11 = 1− a12, a21 = a12 +
2α1 − 1

2(α2 − α1)
,

a22 =
1− 2α1

2(α2 − α1)
− a12, β21 = γ21 =

α2 − α1

1− α1
,

(13)

де α1, α2, a12 — довiльнi числа (α1 6= 1).
Для всiх визначених вище параметрiв (a21k1+ a22k2) ∼= hu′′(x0). Взявши

вiдповiдно один i два поверхи ланцюгового дробу (9), отримаємо методи
першого та другого порядку точностi.

Якщо у формулах (7)–(8) покласти a21 = a22 = 0, то отримаємо тра-
дицiйнi методи Рунге-Кутта другого порядку точностi [8] для розв’язання
задачi Кошi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Вольтерра.
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4. Побудова двостороннiх розрахункових формул

У зв’язку з вiдсутнiстю ефективного способу оцiнки похибки наближе-
ного розв’язку виникла необхiднiсть розробки двостороннiх методiв [9].

Побудуємо розрахунковi формули, якi дають двостороннi наближення
до точного розв’язку задачi (1)–(2).

Поклавши в системi (11) a11 + a12 = 1, i прирiвнявши друге, третє та
четверте рiвняння вiдповiдно до ω1, ω2, ω3, отримаємо розрахункову фор-
мулу, похибка якої в точцi x = x1 = x0 + h має вигляд:

R[1,1] = ω1h
2(Fx)0 + ω2h

2(F )0(Fu)0 + ω3h
2(Fz)0(g)0 +O(h3).

Зауважимо, що при рiзних значеннях ωi (i = 1, 2, 3) можна побудувати
двостороннi наближення на рiзних класах функцiй.

Поклавши, наприклад, ω2 = ω3 = ω i ω1 = 0, отримаємо наступнi розв’яз-
ки:

1. α1 = α2 =
1

2
, a11 = 1 + a22 +

2ω − 1

2β21
, a12 =

1− 2ω

2β21
− a22,

a21 = −a22, γ21 = β21,

(14)

де a22, β21(β21 6= 0) — параметри.

2. α2 = α1 +
1− 2α1

1− 2ω
β21, a11 = 1 + a22 +

2ω − 1

2β21
, a21 = −a22,

a12 =
1− 2ω

2β21
− a22, γ21 = β21,

(15)

де a22, α1, β21(β21 6= 0) — параметри.
При цих значеннях параметрiв

R[1,1](ω2 = ω3 = ω) = ωh2[(F )0(Fu)0 + (Fz)0(g)0] +O(h3).

У формулах (14) параметри α1, α2, β21, γ21 не мiстять ω. А це означає, що
розрахунковi формули (7)–(8) при цих параметрах дозволяють отримувати
верхнi та нижнi наближення до точного розв’язку задачi (1)–(2) без дода-
ткових звертань до правої частини рiвняння (1). Тобто, використовуючи
тiльки два звертання (k1, k2) до правої частини iнтегро-диференцiального
рiвняння, можна отримати розрахункову формулу другого порядку точно-
стi, а також двостороннi наближення першого порядку точностi до точного
розв’язку.

Для знаходження наближень у наступних точках xn (n ≥ 2) користує-
мося способом рухомого початку. Представивши рiвняння (1) у виглядi

u′(x) = F [x, u(x), wn(x) +W (x)],

де

wn(x) =

∫ xn

x0

g(x, s, u(s))ds, W (x) =

∫ x

xn

g(x, s, u(s))ds,

отримаємо задачу з новим початком iнтегрування (xn), для розв’язуван-
ня якої використовуються формули виду (7)–(8), причому наближення до
wn(x) знаходимо за допомогою квадратурних формул.
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5. Висновки

Виведено розрахунковi формули розв’язування початкової задачi для
iнтегро-диференцiальних рiвнянь, що базуються на неперервних дробах.
При вiдповiдних значеннях параметрiв можна отримувати наближення до
точного розв’язку задачi Кошi (1)–(2) порядку O(h2) i O(h3). Знайдено
множину параметрiв, при яких можна отримати двостороннi розрахун-
ковi формули без додаткових обчислень правої частини iнтегро-диферен-
цiального рiвняння.

Пара формул, що вiдповiдають двом значенням, якi вiдрiзняються лише
знаком, складають розрахунковi формули двостороннього методу. Одна з
них буде давати верхнє наближення до точного розв’язку, а iнша — нижнє
наближення. За наближений розв’язок приймаємо пiвсуму двостороннiх
наближень. Модуль пiврiзницi цих наближень дає похибку методу.

Модульний характер запропонованих методiв дає можливiсть в кожнiй
точцi iнтегрування отримати декiлька наближень до точного розв’язку.
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