
Журнал обчислювальної та 2022, № 1
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 532.685

MSC 76S05

RICHARDS–KLUTE EQUATION: THE STATE OF THE ART

V. A. Kolesnykov
Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, Ukraine, E-mail: valera.kolesnikov.1997@gmail.com.

РIВНЯННЯ РIЧАРДСА–КЛЮТА: ОГЛЯД МЕТОДIВ
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

В. А. Колесников
Факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна, E-mail: valera.kolesnikov.1997@gmail.com.

Abstract. The article is dedicated to the Richards–Klute equati-
on. A derivation of this equation and several forms of its notation
are given. Analytical methods for solving the equation are analyzed.
The current state and directions of theoretical research are described.
The main numerical methods for solving the equation are presented
and the methods of time and space discretization used in them are
analyzed. The list of programs for numerical modeling of the Richards–
Klute equation is given. Their comparative analysis was carried out.
Possible areas of further research are mentioned.
Keywords: Mathematical simulation, Analytical methods, Numeri-
cal methods, Software, Richards–Klute equation.

Анотацiя. Стаття присвячена рiвнянню Рiчардса–Клюта. Наве-
денi вивiд цього рiвняння та декiлька форм його запису. Про-
аналiзовано аналiтичнi методи розв’язання рiвняння. Описаний
сучасний стан та напрямки теоретичних дослiджень. Наведенi
основнi чисельнi методи розв’язання рiвняння та проаналiзованi
використовуванi в них методи дискретизацiї часу i простору. На-
ведений список програм для чисельного моделювання рiвняння
Рiчардса–Клюта. Проведено їх порiвняльний аналiз. Сформульо-
ванi можливi напрямки подальших дослiджень.
Ключовi слова: математичне моделювання, аналiтичнi методи,
чисельнi методи, програмне забезпечення, рiвняння Рiчардса–
Клюта.

1. Вступ

Задача масопереносу у пористому середовищi з межею насичення є однi-
єю з важливих задач математичної фiзики. За допомогою неї моделюють
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процеси зрошення та осушення, розповсюдження корисних речовин у ґрун-
тi, її також активно використовують у гiдрологiї та при побудовi iрига-
цiйних систем. Зазвичай її моделюють за допомогою рiвняння Рiчардса–
Клюта, що було виведене у першiй половинi 20-го сторiччя. За своєю приро-
дою воно є нелiнiйним елiптико-параблiчним рiвнянням. Цьому рiвнянню
була присвячена низка робiт: як закордонних, так i вiтчизняних. Деякi з
них стосувалися аналiтичного виводу розв’язку рiвняння, проте через йо-
го надзвичайну складнiсть, вдалося зробити це лише для певної кiлькостi
часткових випадкiв.

З розповсюдженням обчислювальних машин збiльшився iнтерес до чи-
сельного розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта i у цiй областi були отри-
манi певнi результати, що суттєво розширили можливостi моделювання
насичено-ненасиченого потоку. Також дослiджувалася обернена задача, або
задача керування для рiвняння Рiчардса–Клюта, яка полягає у знаходжен-
нi оптимальної потужностi джерел для отримання заданого рiвня насиче-
ння середовища. Зрозумiло, що результати цих дослiджень особливо цiня-
ться у сiльському господарствi. Дана стаття мiстить аналiз основних ре-
зультатiв дослiдження рiвняння Рiчардса–Клюта: як аналiтичних (роздiл
2), так i за допомогою комп’ютерного моделювання (роздiл 3). Також у
роздiлi 4 мiститься огляд моделей та програмного забезпечення, що найча-
стiше використовується для моделювання масопереносу у пористому сере-
довищi.

2. Рiвняння Рiчардса–Клюта

Рiвняння Рiчардса для моделювання масопереносу у пористих середови-
щах було вперше використане у роботах Рiчардсона [1] та Рiчардса [2] на
початку минулого сторiччя. Для його виводу скористаємося законом Дарсi
(експериментально доведений у [3] та теоретично у [4-7]) для потоку рiдини
через iзотропне пористе середовище:

U = −K∇H, (1)

де U — швидкiсть векторного потоку (м/с), K — водопроникнiсть (м/с)
середовища (залежить вiд насиченостi), H — повний потенцiал напору
(м), сума потенцiалу гiдравлiчного тиску h та гравiтацiйних сил, причо-
му останнi направленi вздовж позитивного напрямку осi z.

Пiдставляючи (1) у фундаментальну формулу балансу для руху рiдини

∂θ

∂t
= −∇ · U + s, (2)

де θ — насиченiсть (безрозмiрна), s — iнтенсивнiсть джерел (1/с, можуть
бути вiд’ємними у випадку стокiв), отримаємо примiтивну, або змiшану
форму рiвняння Рiчардса-Клюта:

∂θ

∂t
= ∇ · (K∇H) + s. (3)
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Рiвняння (3) хоч i виведене за певних припущень стосовно рiдини та
середовища, все ж досить загальне i ефективно описує рух рiдини у бага-
тьох випадках. Проте така форма запису не дуже зручна для подальшої
дискретизацiї та чисельного розв’язання рiвняння. Якщо ж розглянути у
якостi основної змiнної потенцiал тиску h, то можна записати рiвняння (3)
у дещо iншiй, так званiй напiрнiй формi:

C
∂h

∂t
= ∇ · (K∇h) + ∂K

∂z
+ s, (4)

де C = ∂θ/∂h — вологоємкiсть середовища (1/м). У такому виглядi стає
очевидною елiптико-параболiчна природа рiвняння Рiчардса–Клюта, оскiль-
ки коефiцiєнт C у лiвiй частинi (4) обертається в нуль на повнiстю наси-
ченiй частинi простору, тим самим рiвняння стає елiптичним. Взагалi ка-
жучи, рiвняння Рiчардса є нелiнiйним виродженим елiптико-параболiчним
рiвнянням у часткових похiдних [8]. Звiдси виводиться одна з iнтерпрета-
цiй рiвняння Рiчардса–Клюта, а саме роздiлення дослiджуваної областi на
двi пiдобластi з рухомою границею мiж ними, причому в однiй з пiдобла-
стей рiвняння має елiптичний тип, в iншiй — параболiчний, а на границi
розв’язки повиннi бути узгодженими. Така постановка задачi зводить про-
блему розв’язку рiвняння Рiчардса–Клюта до класу задач Стефана [9].

З iншого боку, рiвняння (3) можна також розписати та отримати рiвня-
ння:

∂θ

∂t
= ∇ · (D∇θ) + ∂K

∂z
+ s, (5)

де D = K/C — гiдравлiчна дифузiйнiсть середовища (м2/с) — iнша фiзи-
чна величина, яку можна обчислювати експериментально.

Кожне з рiвнянь (3)-(5) має свої переваги з теоретичної або практичної
точок зору та нарiвнi з iншими використовується у теоретичних дослiдже-
ннях та для розробки чисельних методiв моделювання масопереносу у по-
ристих середовищах.

3. Сучасний стан аналiтичних методiв розв’язування рiвняння
Ричардса–Клюта.

В силу нелiнiйностi рiвняння Рiчардса–Клюта, аналiтичнi методи ана-
лiзу акцентують увагу на доведеннi теорем iснування, єдиностi розв’язку
та iнших його властивостях, якi можна отримати без знання формули для
точного розв’язку, наприклад, регулярностi. Причому досить часто цi тео-
реми формулюються не для класичної постановки задачi, а для рiвняння
Рiчардса–Клюта у слабкiй формi.

Так, у класичних роботах [10-19] можна знайти результати з питань
iснування, єдиностi, регулярностi слабких розв’язкiв рiвняння Рiчардса–
Клюта, визначеного на певних областях з додатковими умовами на кое-
фiцiєнти. Також серед результатiв цих статей можна видiлити наявнiсть
варiацiйних нерiвностей для рiвняння Рiчардса–Клюта [10], неперервнiсть
границi мiж насиченою та ненасиченою областями [17-18], проблему Сте-
фана [10] та iснування в’язкiсного розв’язку [19].
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Також варто вiдзначити роботи Дегтярьова [20-24], в яких рiвняння Рi-
чардса–Клюта описується з точки зору насичених-ненасичених областей
та рухомої границi мiж ними. Так, у [20] розглядається елiптичне рiв-
няння з параметром, на основi якого у [21] для квазiлiнiйного елiптико-
параболiчного рiвняння доведенi теореми iснування гладкого розв’язку та
гладкiсть межi локально по часу. Для цього автор використовує простори
функцiй, неперервних за Гьолдером та метод, описаний у [22-24], що, по
сутi, зводиться до методу Ньютона розв’язання нелiнiйних рiвнянь.

Часто для спрощення рiвняння Рiчардса–Клюта використовують рiзнi
перетворення, що позбавляють рiвняння нелiнiйностi. Одним з таких ме-
тодiв є перетворення Кiрхгофа, його застосування можна побачити, напри-
клад, у [25-27]. Зазвичай цi перетворення роблять для спрощення подаль-
шого обчислення, проте результати оригiнального та перетвореного рiвнянь
можуть сильно вiдрiзнятися, див., наприклад, [28]. Порiвняльний аналiз рi-
зних методiв перетворення рiвняння Рiчардса–Клюта можна знайти у [29].

Серед iнших аналiтичних пiдходiв цiкавим є метод, запропонований у
[30]. Вiн полягає у зведеннi рiвняння Рiчардса–Клюта до задачi оптималь-
ного керування потоком та подальшому розв’язку цiєї задачi методами те-
орiї керування. Стаття мiстить доведення коректностi переходу до задачi
керування а також чисельнi експерименти та їх аналiз.

Проте iснують i результати стосовно точних розв’язкiв рiвняння Рiчардса–
Клюта. Зазвичай вони отримуються за рахунок розглядання одновимiрної
задачi та накладання додаткових умов, iнколи навiть лiнеаризацiї рiвнян-
ня. В деяких випадках цi умови настiльки сильнi, що втрачається зв’язок
з фiзичною природою задачi. Так, у роботах [31-34] можна знайти точнi
розв’язки рiвняння з умовами, якi майже не зустрiчаються у реальному
свiтi, проте цi розв’язки можна використовувати для тестування та аналi-
зу чисельних методiв. У [35] можна знайти каталог аналiтичних розв’язкiв
лiнеаризованого рiвняння Рiчардса–Клюта. Серед iнших аналiтичних ре-
зультатiв варто видiлити роботу [36], де аналiтичний розв’язок рiвняння
генерується за допомогою методу дрейфуючих хвиль, [37], де побудовано
розв’язок одновимiрного рiвняння Рiчардса-Клюта для двошарового ґрун-
ту з рiзними параметрами вологоємкостi, [38-39], де розглянутий аналiти-
чний розв’язок з нерiвномiрною початковою та нестацiонарними крайови-
ми умовами, [40], де розглядається поглинання речовини коренем росли-
ни, та [41-42], де, на вiдмiну вiд попереднiх випадкiв, розглянуто дво- та
тривимiрнi розв’язки рiвняння. Також варто зазначити, що у роботi [43]
вперше наведений розв’язок багатовимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта з
урахуванням стокiв, iнтенсивнiсть яких нелiнiйно залежить вiд насиченостi
середовища. Таким чином, аналiтичнi розв’язки рiвняння Рiчардса–Клюта
за рахунок його нелiнiйностi будуються в основному за досить сильних
обмежень на розмiрнiсть, властивостi середовища та початковi i граничнi
умови.

Стосовно задачi керування для моделi з точковими джерелами, то тут
можна видiлити роботи [44-45]. Випадок моделювання точкових джерел за
допомогою дельта-функцiї у двовимiрному випадку розглянуто у роботi
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[25] з чисельними експериментами. Теоретичне обґрунтування такої моде-
лi можна знайти у роботах [46-47]. Основний принцип роботи полягає в
iтеративному процесi оптимiзацiї з використанням спряженого рiвняння.

Наприкiнцi цього роздiлу варто згадати роботи Паронетто [48-51], у яких
розглядається елiптико-параболiчне рiвняння у банахових просторах. Там
воно набуває вигляду Ru′ +Au = f, де R,A — оператори, причому R зале-
жить вiд часу та може вироджуватися в нульовий оператор. Так, за дода-
ткових умов у статтях доведенi теореми iснування та регулярностi слабких
розв’язкiв рiвняння (6).

4. Сучасний стан чисельних методiв розв’язування рiвняння
Рiчардса–Клюта

Рiвняння Рiчардса–Клюта, як i багато iнших нелiнiйних рiвнянь матема-
тичної фiзики, набагато частiше розв’язують за допомогою чисельних ме-
тодiв. Огляд чисельних методiв для розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта
можна знайти, наприклад, у [52-53]. Проте, знову ж таки, в силу нелiнiй-
ностi, i у цiй областi виникають труднощi, пов’язанi з побудовою точної
та водночас ефективної схеми для розв’язання рiвняння. Дослiдження в
цьому напрямку в основному базуються на комбiнацiї описаних нижче дис-
кретизацiй по часу та простору, причому iнодi для суттєвого пiдвищення
ефективностi обирається одна з форм запису рiвняння (3)-(5).

Що стосується дискретизацiї по часу, то для моделювання розв’язку рiв-
няння Рiчардса–Клюта найчастiше використовується зворотний метод Ей-
лера. Його перевагою є стiйкiсть, якої не вистачає методам Рунге–Кутти
та Кранка–Нiколсона, незважаючи на те, що вони дають бiльшу точнiсть
нiж метод Ейлера [54]. У раннiх роботах, наприклад [55], використовувався
рiвномiрний крок по часу, проте згодом набули популярностi методи ада-
птивного кроку по часу [56], оскiльки вони краще справлялися з рiзкими
коливаннями значень змiнних, причиною якої була нелiнiйнiсть рiвняння.
Проте i у такого пiдходу є недолiки: вiн не дуже ефективним при осцилю-
ючих граничних умовах [57].

Серед методiв дискретизацiї просторових похiдних є низка методiв, серед
яких найбiльшою популярнiстю користуються метод скiнченних елементiв
[58-62], метод скiнченних рiзниць [8,63-67], метод скiнченних об’ємiв [68-69],
та метод Гальоркiна [70-71]. У вiдповiдних роботах можна знайти оцiнки
похибок таких дискретизацiй. Як i з дискретизацiєю по часу, дослiджу-
валися адаптивнi схеми дискретизацiї простору, наприклад, у роботi [72].
Оскiльки наявнi схеми переважно є лише умовно стiйкими, то для коре-
ктної роботи чисельних методiв необхiдно обирати досить малi кроки за
часом, що, у сукупностi з порядком дискретизацiї простору, призводить
до рiзкого збiльшення кiлькостi обчислень, що є основною проблемою у
напрямку чисельного моделювання розв’язкiв рiвняння Рiчардса–Клюта.

Наприкiнцi варто зазначити, що для тестування та аналiзу чисельних
методiв є два пiдходи. Перший полягає в тому, щоб оцiнювати їх роботу
на умовах, для яких вiдомi аналiтичнi розв’язки. Другий — порiвняння
з iншими чисельними експериментами, якi є в певному сенсi еталонними
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для деяких часткових випадкiв рiвняння. Так, у роботах [63, 73-76] наве-
денi чисельнi експерименти з експертно пiдiбраними параметрами, такими
як кроки часової та просторової дискретизацiї. Зрозумiло, що порiвняння з
такими чисельними розв’язками набагато ненадiйнiше за порiвняння з ана-
лiтичними розв’язками рiвняння, проте через надзвичайно малу кiлькiсть
останнiх будь-якими додатковими даними не можна нехтувати.

5. Огляд програмного забезпечення для розв’язання рiвняння
Рiчардса–Клюта

На даний момент iснує низка програм, присвячених розв’язку рiвняння
Рiчардса–Клюта, бiльшiсть з них iнтегрована у софт для моделювання
процесiв, що вiдбуваються на межi грунт-атмосфера. Серед програмно-
го забезпечення можна видiлити як комерцiйний софт (HydroGeoSphere,
FEFLOW), так i програми з вiдкритим кодом (HYDRUS, PFLOTRAN),
як пакети для моделювання широкого класу процесiв (HYDRUS), так i
вузько направленi програми, присвяченi якiйсь конкретнiй задачi (“Алго-
ритм оптимiзацiї потужностi точкових джерел у двовимiрному пористо-
му середовищi”). Моделi у рiзних програмах також вiдрiзняються: можна
побачити як одновимiрнi приклади (CoupModel), так i двовимiрнi (ADH,
VS2DI) та тривимiрнi (HYDRUS, FEFLOW, PEFLOTRAN). Також софт
можна розподiлити за критерiєм зручностi користування. Так, деякi про-
грами потребують прямого втручання користувача у виконуванi файли,
в той час як iншi надають зручний графiчний iнтерфейс та можливiсть
онлайн-пiдтримки користувача (CoupModel, HYDRUS).

Переважна бiльшiсть програм саме для обчислень використовує мови
програмування FORTRAN або C/С++, оскiльки, як було вказано вище,
чисельне моделювання розв’язку рiвняння Рiчардса–Клюта потребує ве-
ликої кiлькостi обчислень, а данi мови програмування мають суттєву пе-
ревагу у швидкостi виконання саме арифметичних операцiй. Моделi, якi
використовуються у програмах, найчастiше використовують метод скiн-
ченних рiзниць, метод скiнченних елементiв або метод скiнченних об’ємiв.
Далi наведенi характеристики, сильнi та слабкi мiсця деяких популярних
програм та моделей для розв’язання рiвняння Рiчардса-Клюта:

- CoupModel [77-78] — безкоштовна програма для моделювання мо-
делювання одновимiрних процесiв масопереносу у грунтi з ураху-
ванням наявностi рослин, що поглинають речовину, та можливiстю
заморозки грунту. Базується на методi скiнченних рiзниць. Наявна
пiдтримка користувача через онлайн-форум.

- HYDRUS [58,79] — багатозадачний програмний пакет з вiдкритим
кодом на мовi програмування FORTRAN. Реалiзованi моделi для
одно-, дво- та тривимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта за допомо-
гою метода скiнченних елементiв. Має графiчний iнтерфейс та зро-
зумiлу документацiю. Є можливiсть розв’язувати задачу для дво-
шарового ґрунту.
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- HydroGeoSphere [80] — комерцiйна платформа для розв’язання три-
вимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта на основi методу скiнченних
скiнченних елементiв. Використовує адаптивний крок по часу з ав-
томатичним розрахунком його величини.

- PFLOTRAN [81] — багатозадачний програмний комплекс з реалi-
зацiєю обчислень на мовi програмування FORTRAN та паралель-
ними обчисленнями на основi бiблiотеки PETSc. Має вiдкритий
код. Реалiзує метод скiнченних об’ємiв для тривимiрного рiвнян-
ня Рiчардса–Клюта.

- VS2DI [82-83] — моделює двовимiрне рiвняння Рiчардса–Клюта у
формi (4) за допомогою методу скiнченних рiзниць. Мова реалiзацiї
— FORTRAN.

- ADH [84] — багатозадачна платформа, що моделює одно-, дво- та
тривимiрне рiвняння Рiчардса–Клюта за допомогою методу скiн-
ченних елементiв.

- CATHY [85] — модель для моделювання тривимiрного рiвняння Рi-
чардса–Клюта за допомогою методу скiнченних елементiв.

- FEFLOW [86] — комерцiйна платформа для розв’язання тривимiр-
ного рiвняння Рiчардса–Клюта на основi методу скiнченних скiн-
ченних елементiв.

- WASH123D [87] — багатозадачна програма для моделювання одно-,
дво- та тривимiрного рiвняння Рiчардса–Клюта за допомогою ме-
тоду скiнченних елементiв. Мова програмування — FORTRAN.

- “Алгоритм оптимiзацiї потужностi точкових джерел у двовимiрно-
му пористому середовищi” [25, 88] — програма з реалiзацiєю об-
числень на мовi C# та вiзуалiзацiєю у Maple. Присвячена моделi
переносу маси у пористому середовищi з точковими джерелами за
допомогою модифiкованого перетворення Кiрхгофа та задачi керу-
вання для двовимiрного квазiлiнiйного рiвняння Рiчардса–Клюта
на прямокутнику з сингулярним керуванням. Перша з програм, що
розв’язує задачу керування iз заданими обмеженнями. На цьому
функцiонал програми обмежується.

6. Висновки

З наведених вище результатiв видно, що, незважаючи на велику кiлькiсть
робiт, присвячених масопереносу у пористих середовищах та рiвнянню Рi-
чардса–Клюта, ця задача дослiджена не настiльки детально, як хотiло-
ся б. Бiльшiсть результатiв стосуються часткових випадкiв з додатковими
обмеженнями на параметри рiвняння. Таким чином, iснує багато напрям-
кiв подальшого дослiдження, такi як дослiдження властивостей розв’язкiв
у загальному випадку, подальший аналiз задачi керування токовими дже-
релами, побудова бiльш ефективних та економних чисельних методiв та аб-
стракцiя рiвняння до гiльбертових та банахових просторiв. Що стосується
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програмного забезпечення, то, хоч у статтi наведено багато робочих моде-
лей i програм, бiльшiсть з них або присвяченi частковим випадкам рiвня-
ння Рiчардса–Клюта, або реалiзують лише один з варiантiв дискретизацiї
рiвняння, або взагалi мiстять моделювання насичено-ненасиченого потоку
як додатковий функцiонал. На даний момент часу досi немає програми,
яка б реалiзувала рiзнi схеми розв’язання рiвняння Рiчардса–Клюта, що
дозволяло б ефективно їх порiвнювати, та покривала бiльшiсть випадкiв,
що зустрiчаються на практицi.
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