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Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню рекурентних властивостей
та стiйкостi неоднорiдних ланцюгiв та процесiв Маркова. Розглядаються рiзнi
типи процесiв – як з дискретним, так i загальним простором значень, а також їх
основнi властивостi.

В данiй дисертацiйнiй роботi представлено модифiкацiю умови зсуву (drift
condition), що забезпечує геометричну рекурентнiсть неоднорiдного ланцюга
Маркова. Дослiджено рекурентнi властивостi пари неоднорiдних ланцюгiв та
отримано умови, за яких пара ланцюгiв також буде геометрично рекурентною.
Данi результати застосовано для дослiдження стiйкостi перехiдних ймовiрно-
стей за = крокiв у рiвномiрнiй нормi. Як наслiдок, отримано новi умови та
оцiнки стiйкостi та геометричної рекурентностi для неоднорiдних авторегре-
сiйних процесiв виду -=+1 = U=+1-= +,=, при цьому, на вiдмiну вiд класичних
процесiв, у данiй роботi не вимагається, щоб,= були однаково розподiленими
та гауссiвськими, а всi U= були меншими за одиницю.

В дисертацiйнiй роботi також узагальнено вiдому теорему Лiндвала щодо
iснування та скiнченностi математичного сподiвання часу першого склеювання
на випадок склеювання двох рiзних, неоднорiдних ланцюгiв Маркова. Отримано
умови, що дозволяють обчислити оцiнки вищеозначеного математичного
сподiвання iз використанням стохастичного мажорування.

Окремо дослiджувались проблеми стiйкостi ланцюгiв Маркова з дискретним
фазовим простором за умови рiвномiрного перемiшування. Отримано умови,
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що гарантують рiвномiрну стiйкiсть перехiдних ймовiрностей за = крокiв як в
рiвномiрнiй, так i у зваженiй+ -нормi, а також умови, що забезпечують стiйкiсть
скiнченновимiрних розподiлiв. Всi результати отримано як для однорiдних,
так i для неоднорiдних ланцюгiв. В якостi основного iнструмента дослiдження
використано метод максимального склеювання, адаптований до склеювання
двох рiзних, можливо неоднорiдних, ланцюгiв.

Також отримано ряд результатiв стосовно стiйкостi неоднорiдних ланцюгiв
Маркова зi значеннями у довiльному фазовому просторi за умови мiноризацiї
на всьому просторi. Зокрема, отримано оцiнки рiвномiрної стiйкостi перехiдних
ймовiрностi за = крокiв у рiвномiрнiй нормi, стiйкостi скiнченновимiрних
розподiлiв, а також стiйкостi функцiоналiв вiд ланцюга Маркова в сенсi оцiнки
рiзниць виду

���G 5 (-=) − �~ 5 (- ′=)�� або !2-оцiнок виду �G~
��5 (-=) − 5 (- ′=)��2. При

цьому розглядаються як обмеженi функцiї 5 , так i необмеженi.
В роботi також розглядаються неоднорiднi процеси Маркова з неперервним

часом та отримано нерiвностi для функцiї ризику в неоднорiднiй моделi Крамера-
Лундберга.

Ключовi слова: Стiйкiсть перехiдних ймовiрностей, метод склеювання, ма-
ксимальне склеювання, неоднорiднi ланцюги Маркова, теорiя вiдновлення,
стохастичне мажорування, геометрична рекурентнiсть ланцюгiв Маркова, мо-
дель Крамера-Лундберга.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Ланцюги та процеси Маркова є важливими класами
випадкових процесiв, якi мають чiтко визначену залежнiсть розподiлу майбутнiх
станiв процесу вiд його теперiшнього стану, що є зручною моделлю для багатьох
природних процесiв та динамiчних систем.

Теорiя ланцюгiв Маркова активно дослiджується та розвивається уже понад
столiття. За цей час було розроблено повноцiнну, довершену теорiю для одно-
рiдних у часi рекурентних ланцюгiв Маркова (див. [111], [113]). Було детально
дослiджено асимптотичну поведiнку таких процесiв, ергодичнiсть, збiжнiсть до
стацiонарного розподiлу, а також встановлено зв’язок мiж рекурентними вла-
стивостями процесу та його асимптотичною поведiнкою. Отриманi результати
знайшли широке застосування у рiзноманiтних прикладних галузях мате-
матики. Так, на теорiю ланцюгiв Маркова спирається теорiя черг (див. [49]),
яка широко використовується при моделюваннi трафiку (вiд аеропортiв до
комп’ютерних мереж, див. [10], [6], [19]). В актуарнiй математицi ланцюги та
процеси Маркова використовуються для моделювання рiзноманiтних страхових
подiй та обчислення вiдповiдних нетто-премiй та резервiв (див. [122], [89], [88],
[148]). Ланцюги та процеси Маркова є важливими i для теорiї оптимального
керування (див. [27]). Нарештi, у машинному навчаннi та статистицi широ-
ко використовуються методи оптимiзацiї, заснованi на пошуку локальних та
глобальних екстремумiв за допомогою конструювання спецiального ланцюга
Маркова. Такi методи навiть мають свою особливу назву - ланцюги Маркова
Монте-Карло (Markov Chain Monte-Carlo, або MCMC, див. [46], [85], [15]).

Однак як теорiя, так i практичнi застосування не обмежуються лише однорi-
дними ланцюгами. Бiльш складнi моделi в актуарнiй математицi вимагають
врахування факторiв, якi ведуть до порушення однорiдностi (таких як сезон-
нiсть, або збурення стандартних процесiв випадковими, важкопрогнозованими

10
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подiями, див. [146]), а в методах Монте-Карло неоднорiднi ланцюги Марко-
ва застосовуються для наближеного пошуку глобальних максимумiв, що є
неможливим при використаннi стандартних методiв оптимiзацї, таких як стоха-
стичний градiєнтний спуск для неопуклих функцiй (див. [104], [119], [114]).

Вищесказане мотивувало вибiр теми дисертацiйної роботи, яку присвяче-
но розробцi теорiї неоднорiдних ланцюгiв Маркова, теорiї стiйкостi, а також
розробцi нових методiв та пiдходiв, якi дозволяють узагальнювати результати
однорiдної теорiї на неоднорiдний випадок.

Цей напрямок активно дослiджується у наш час (див. [150]). Неоднорiдним
ланцюгам Маркова та їх застосуванням присвячено багато робiт, а у зв’язку
iз вибуховим поширенням алгоритмiв машинного навчання та штучного
iнтелекту також активно розвиваються i методи оптимiзацiї, зокрема i тi, якi
використовують неоднорiднi ланцюги та процеси Маркова (див. [82], [90], [16]).

Однак варто зазначити, що методи та прийоми, якi використовувались
для розробки однорiдної теорiї, не можуть бути безпосередньо застосованi у
неоднорiдному випадку. Одною з головних перепон на цьому шляху є класична
теорiя вiдновлення, яка є ключовою в однорiднiй теорiї та суттєво спирається
на однакову розподiленiсть та незалежнiсть iнтервалiв вiдновлення, якi поро-
джуються рекурентним та однорiдним ланцюгом Маркова. У неоднорiдному
випадку такi iнтервали не будуть нi незалежними, нi однаково розподiленими,
тому класичнi результати теорiї вiдновлення застосувати неможливо. Таким
чином, актуальною задачею, нерозривно пов’язаною iз розвитком теорiї та пра-
ктики застосувань неоднорiдних ланцюгiв Маркова, є вiдповiдне розширення
теорiї вiдновлення, зокрема, отримання нових оцiнок для математичних сподi-
вань часу першого вiдновлення, експоненцiйного та полiномiальних моментiв
вiдновлення, вивчення властивостей неоднорiдного процесу вiдновлення та
пов’язаних iз ним неоднорiдних згорток.

Отже, обрана тема дисертацiйної роботи нацiлена на розв’язання ряду
сучасних проблем, пов’язаних iз розробкою теорiї неоднорiдних ланцюгiв
Маркова, i тiсно пов’язана з iншими дослiдженнями, якi проводилися у час
написання даної роботи.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiй-
ну роботу виконано в рамках державних бюджетних дослiдницьких наукових
тем № 16БФ038-02 «Дослiдження та статистичний аналiз асимптотичної поведiн-
ки складних стохастичних неоднорiдних динамiчних систем» (номер державної
реєстрацiї 0116U002530), № 19БФ038-01 «Точнi формули, оцiнки, асимптотичнi
властивостi i статистичний аналiз складних еволюцiйних систем з багатьма
ступенями свободи» (номер державної реєстрацiї 0119U100317) та № 22БФ038-01
«Стохастичнi динамiчнi системи, неоднорiднi у часi або з випадковим часом:
асимптотика та статистичний аналiз» (номер державної реєстрацiї 0122U001843)
кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики механiко-
математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка, що входять до комплексного тематичного плану науково-дослiдних
робiт «Сучаснi математичнi проблеми природознавства, економiки та фiнансiв».

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розбудова
теорiї стiйкостi для неоднорiдних ланцюгiв Маркова, дослiдження властиво-
стей методу склеювання для двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв Маркова та
встановлення умов, за яких неоднорiднi ланцюги Маркова будуть геометрично
рекурентними.

Основними завданнями даної роботи є:
• встановлення умов, що гарантують скiнченнiсть математичного сподiва-

ння часу першого склеювання для двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв
Маркова;

• виведення оцiнок для математичного сподiвання часу першого скле-
ювання для двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв Маркова, якi були би
придатними для практичних застосувань;

• встановлення умов, що гарантують геометричну рекурентнiсть неоднорi-
дних ланцюгiв Маркова;

• обчислення оцiнок стiйкостi перехiдних ймовiрностей за = крокiв для двох
неоднорiдних геометрично рекурентних ланцюгiв Маркова;

• обчислення оцiнок стiйкостi в рiвномiрнiй та зваженiй + -нормах для
перехiдних ймовiрностей за = крокiв, а також стiйкостi скiнченновимiр-
них розподiлiв та функцiоналiв для неоднорiдних ланцюгiв Маркова,
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що задовольняють умови рiвномiрного перемiшування або рiвномiрної
мiноризацiї;

• встановлення оцiнок для функцiї ризику у неоднорiднiй за часом та
простором моделi Крамера-Лундберга.

Об’єктом дослiдження є однорiднi та неоднорiднi ланцюги Маркова iз дис-
кретним та загальним фазовим простором, неоднорiднi процеси Маркова у
неперервному часi, процеси вiдновлення, породженi неоднорiдним ланцюгом
Маркова.

Предметом дослiдження є оцiнки математичних сподiвань для часу першо-
го склеювання, геометричного моменту для часу першого склеювання двох
рiзних неоднорiдних ланцюгiв Маркова, а також оцiнки стiйкостi перехiдних
ймовiрностей за = крокiв в рiвномiрнiй та + -нормах, оцiнки стiйкостi скiнчен-
новимiрних розподiлiв та стiйкостi функцiоналiв для двох рiзних неоднорiдних
ланцюгiв Маркова.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються методи теорiї ймовiрностей,
математичної статистики, теорiї випадкових процесiв та теорiї вiдновлення.
В якостi основного методу дослiдження стiйкостi використовується метод
склеювання та його модифiкацiї.

Наукова новизна одержанихрезультатiв. Усi науковi результати, отриманi
в дисертацiйнiй роботi, є новими. Вони стосуються теорiї неоднорiдних ланцюгiв
Маркова, їх геометричної рекурентностi та стiйкостi. Основнi результати такi:

1. узагальнено на неоднорiдний випадок вiдому з однорiдної теорiї геоме-
тричну умову зсуву, яка гарантує геометричну рекурентнiсть вiдповiдного
ланцюга;

2. побудовано оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiрностей за = крокiв у нормi
повної варiацiї для неоднорiдних геометрично рекурентних ланцюгiв
Маркова;

3. отримано умови геометричної рекурентностi та стiйкостi для узагальненої
неоднорiдної авторегресiйної моделi;
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4. отримано умови скiнченностi та оцiнки математичного сподiвання для
часу першого спiльного вiдвiдування множини двома неоднорiдними
ланцюгами Маркова;

5. встановлено оцiнки стiйкостi для неоднорiдних ланцюгiв Маркова з дис-
кретним простором станiв, що задовольняють умову рiвномiрного перемi-
шування;

6. отримано умови та оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiрностей за = крокiв
в нормах повної варiацiї та + -нормi, оцiнки стiйкостi скiнченновимiрних
розподiлiв та оцiнки стiйкостi функцiоналiв для неоднорiдних ланцюгiв
Маркова, що задовольняють умову рiвномiрної мiноризацiї;

7. отримано оцiнки для функцiї ризику в неоднорiднiй моделi Крамера-
Лундберга.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота має як
теоретичне, так i практичне значення. Її результати, зокрема, дають можливiсть
оцiнювати вiдхилення перехiдних ймовiрностей за = крокiв, а також скiнчен-
новимiрних розподiлiв та функцiоналiв при неоднорiдному збуреннi ланцюга
Маркова. Такi оцiнки можуть використовуватися в актуарнiй математицi (як
показано в Роздiлi 5.4). Отриманi умови та оцiнки для рекурентних властивостей
неоднорiдних ланцюгiв Маркова можуть бути застосованi для розв’язання задач,
що моделюються за допомогою ланцюгiв Маркова, зокрема в теорiї черг, теле-
комунiкацiях, проблемах оптимiзацiї в статистицi та алгоритмах машинного
навчання.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи одержа-
нi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї здобувач опублiкував
вiсiмнадцять робiт у фахових перiодичних виданнях [68, 66, 77, 60, 59, 58, 74, 56,
55, 54, 73, 76, 53, 72, 71, 69, 70, 62], а також двi роботи ([67, 75]) у збiрниках, надру-
кованих за результатами конференцiй. Роботи [74, 73, 72, 71, 69, 70] опублiкованi
у спiвавторствi з проф. М. Карташовим, якому належить постановка задач, а
також загальне керiвництво роботами.
Роботи [75, 76] написанi у спiвавторствi з проф. М. Карташовим та Ю. Карта-
шовим. До даної дисертацiйної роботи включенi лише результати, отриманi
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автором самостiйно. Робота [77] опублiкована у спiвавторствi з проф. Ю. Мiшу-
рою, якiй належить загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися та
обговорювалися на таких всеукраїнських та мiжнародних конференцiях:

1. 8th European Congress of Mathematics, Portoroz, Slovenia (online), June 20-26,
2021.

2. International conference Modern Stochastics: Theory and Applications V, Kyiv,
Ukraine, June 1-4, 2021.

3. International conference Modern Stochastics: Theory and Applications IV, Kyiv,
Ukraine, May 24-26, 2018.

4. Probability, Reliability and Stochastic Optimization, Kyiv, Ukraine, April 7-10,
2015.

5. Modern problems of stochastic analysis, Tashkent, Uzbekistan (online), 2020.
6. Actual problems of stochastic analysis, Tashkent, Uzbekistan (online), 2021.
7. International conference Modern Stochastics: Theory and Applications III,

September 10-14, 2012.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано
• 18 статей у фахових перiодичних виданнях [68, 66, 77, 60, 59, 58, 74, 56,

55, 54, 73, 76, 53, 72, 71, 69, 70, 62]. З них 16 робiт, а саме, [68, 66, 77, 60,
59, 58, 74, 56, 55, 73, 76, 53, 72, 71, 69, 70] опублiкованi у виданнях, якi
iндексуються в наукометричних базах Scopus та Web of Science. Одна з них,
[77], опублiкована у виданнi, яке входить до квартиля Q2, а також 8 робiт
[68, 66, 60, 59, 58, 74, 53, 72] у виданнях, якi на момент публiкацiї входили
до квартиля Q3.

• 2 роботи [67, 75] — опублiковано у виданнях ЄС, укладених за результатами
конференцiй.

• 7 тез доповiдей на наукових конференцiях [63, 64, 57, 52, 61, 65, 51].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, семи роз-
дiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел (164
найменування) та додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача за темою
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дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї
становить 315 сторiнок, основний текст займає 289 сторiнок.

Змiст роботи. Перша частина мiстить огляд iснуючої на час написання
дисертацiйної роботи лiтератури за тематикою дисертацiї. Окремо розгляда-
ються роботи, якi стосуються методiв склеювання та розщеплення, а також
теорiї вiдновлення, та роботи, присвяченi практичним застосуванням ланцюгiв
Маркова.

У другiй частинi наведено попереднi вiдомостi про ланцюги Маркова, їх
властивостi, методи склеювання та розщеплення, а також вiдомi результати з тео-
рiї вiдновлення, якi використовуються та узагальнюються в данiй дисертацiйнiй
роботi.

Третю частину присвячено геометричнiй рекурентностi неоднорiдних лан-
цюгiв Маркова, а також стiйкостi перехiдних ймовiрностей для таких ланцюгiв.
У роздiлах 3.1 та 3.1.1 наведено основнi означення, якi потрiбнi для доведення
основних результатiв цiєї частини дисертацiйної роботи.
У роздiлi 3.2 введено модифiковану умову зсуву для неоднорiдних ланцюгiв
Маркова, яка формулюється наступним чином.
Умова (D).
Будемо казати, що послiдовнiсть марковських перехiдних ймовiрностей (%C , C ∈
ℕ0) задовольняє Умову (D) з множиною � ∈ E, якщо:
1. Iснує послiдовнiсть вимiрних функцiй +: : � → [1,∞] та двi послiдовностi
додатних чисел {_:, : ≥ 0} та {1:, : ≥ 0} такi, що для всiх G ∈ �

%:+:+1(G) ≤ _:+1+: (G) + 1:1� (G). (1)

2. Послiдовнiсть {_:, : ≥ 0}, визначена в п. 1., задовольняє умову

∞∑
:=0

(
:∏
9=0
(_ 9 ∨ 1)

)−1

(1 − _:)+ = ∞.

Тут 0 ∨ 1 = max{0, 1}, та 0+ = max{0, 0}.
Доведено, що за виконання цiєї умови вiдповiдний неоднорiдний ланцюг

Маркова є геометрично рекурентним, та показано, як можна обчислити оцiнку
для експоненцiйного моменту вiдновлення за допомогою системи пробних
функцiй +: .
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У роздiлi 3.3 дослiджується пара неоднорiдних атомарних ланцюгiв Маркова,
що задовольняють умову D, наведену вище, iз атомом у якостi множини� . У цьо-
му роздiлi встановлено оцiнки для математичного сподiвання експоненцiйного
моменту у виглядi �G~ [Xf�×� ], де f�×� – час першого пiсля нуля вiдвiдування
множини � ×� парою ланцюгiв, для деякої сталої X > 1.

Отриманi результати узагальнюються на випадок неоднорiдних ланцюгiв iз
довiльним простором станiв у роздiлi 3.4. При цьому в якостi основного методу
доведення використано метод розщеплення Нуммелiна.

Роздiл 3.5 присвячено аналiзу неоднорiдної марковської моделi авторегресiї
у формi

-=+1 = U=+1-= +,=+1, = ≥ 0,

де U= – це деякi сталi, а,= – деякi незалежнi випадковi величини. Ця модель
узагальнює стандартну авторегресiйну модель у тому сенсi, що величини U= не-
обов’язково всi мають бути меншими за одиницю, а прирости,= необов’язково
однаково розподiленi. Показано, що за умов симетричностi розподiлу,= та
рiвномiрної обмеженостi математичних сподiвань �, += така модель задоволь-
няє модифiковану умову зсуву, введену у роздiлi 3.2, а отже є геометрично
рекурентною. Окрiм цього, були застосованi результати роздiлу 3.3 для того,
щоб отримати стiйкiсть перехiдних ймовiрностей за = крокiв для двох авторегре-
сiйних моделей такого виду i виразити оцiнку такої стiйкостi через математичне
сподiвання експоненцiйного моменту вiдновлення для пари ланцюгiв, отрима-
ного в 3.3.

Роздiл 3.6 присвячено iншому застосуванню отриманих результатiв, а са-
ме, побудовi оцiнок стiйкостi для неоднорiдного випадкового блукання на
пiвпрямiй.

У четвертiй частинi дисертацiйної роботи розглядається модифiкований
метод склеювання, що дозволяє склеювати рiзнi неоднорiднi ланцюги Маркова.
Короткий опис задачi, що дослiджується, мiститься у роздiлi 4.1, а роздiл 4.2

присвячено узагальненню вiдомої теореми Лiндвала про iснування моменту
склеювання на випадок двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв Маркова. У цьому
роздiлi продемонстровано, що послiдовнi iнтервали вiдновлення, згенерованi
неоднорiдним ланцюгом Маркова, є залежними та не є однаково розподiленими.
Показано, що за умови рiвномiрної iнтегровностi iнтервалiв вiдновлення та
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вiддiлення ймовiрностей вiдновлення вiд нуля математичне сподiвання для
часу наступного вiдновлення є скiнченним.

Окремо варто зазначити, що умова вiддiленостi ймовiрностей вiдновлення
вiд нуля в однорiдному випадку виконана автоматично (якщо послiдовнiсть
вiдновлення iнтегровна) в силу основної теореми вiдновлення. Однак для
неоднорiдних ланцюгiв ця теорема не виконується, тому i доводиться вводити
таку умову.

Доведена теорема залишає декiлька важливих запитань – як перевiряти
умову вiддiленостi ймовiрностей вiдновлення вiд нуля на практицi, а також як
оцiнити математичне сподiвання, скiнченнiсть якого було доведено в цьому
роздiлi. Дослiдженню цих питань присвяченi наступнi роздiли цiєї частини
дисертацiйної роботи.

Так, у роздiлi 4.3 наведено ряд прикладiв, у яких розв’язано питання, по-
ставленi вище. Зокрема, для однорiдних ланцюгiв Маркова, як i в оригiнальнiй
теоремi Лiндвала, виявляється, що достатньо лише iнтегровностi iнтервалiв
вiдновлення (доведена в попередньому роздiлi теорема є новою для однорiдних
ланцюгiв також, оскiльки розглядає питання склеювання двох рiзних ланцюгiв,
тодi як в оригiнальнiй теоремi Лiднвала склеювались двi копiї одного ланюга).

Для перевiрки умови рiвномiрної вiддiленостi для ймовiрностей послiдов-
ностi вiдновлення, породженої неоднорiдним ланцюгом Маркова отримано
ряд простiших достатнiх умов, зокрема, якщо \= – послiдовнiсть вiдновлення,
що породжена неоднорiдним ланцюгом Маркова, i (6(C)= ) – сiм’я її умовних
розподiлiв, то шукана умова буде виконана у кожному з наступних випадкiв.

• Iснує такий набiр з< номерiв ;1, . . . , ;<, з найменшим спiльним дiльником,
що дорiвнює одиницi, що

inf
C,8
6
(C)
;8

> 0.

та послiдовнiсть \= стохастично мажорована послiдовнiстю �
(C)
= ≤ �̂= →

0, = →∞, причому 6̂;1 > 0 та iснує скiнченний момент ˆ̀ =
∑
=≥0

�̂=.

• Iснує таке =0, що для довiльних C, ; та = ≥ =0: 6(C,;)= > 0 та iснують такi W8 > 0,
8 = 0, =0 − 1, що для всiх C, ; виконується 6(C,;)=0+8 ≥ W8 для кожного 8 = 0, =0 − 1.

• Iснує (6̂=) - стохастична мажоранта для сiм’ї розподiлiв (6C,;= ), тобто�C,;= ≤ �̂=
iз 6̂1 > 0.
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• Серед розподiлiв {6C,;= , = ≥ 0} лише скiнченна кiлькiсть рiзних, причому
кожен розподiл неперiодичний.

Також даний роздiл мiстить ряд оцiнок шуканого математичного сподiвання
для однорiдних ланцюгiв Маркова. Показано, як отриманi оцiнки можуть бути
обчисленi на конкретних прикладах.

Наступнi роздiли, а саме роздiли 4.4 та 4.5, присвяченi побудовi необхiдного
математичного апарату для того, щоб узагальнити оцiнки математичного
сподiвання часу наступного склеювання для однорiдних ланцюгiв на випадок
неоднорiдних ланцюгiв Маркова. Так, у роздiлi 4.4 узагальнено ряд властивостей
неоднорiдних згорток, а у роздiлi 4.5 узагальнено на неоднорiдний випадок
вiдомий результат теорiї вiдновлення — нерiвнiсть Дейлi. Зокрема, показано,
що математичне сподiвання ексцесу (часу, який залишається до наступного
вiдновлення) у неоднорiдному випадку може бути оцiнене за допомогою
квадратично iнтегровної мажоруючої послiдовностi як

�['C ] ≤ ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0) .

Тут'C – це ексцес, ˆ̀ та ˆ̀2 – перший та другий моменти мажоруючої послiдовностi,
а W – константа, яка фiгурує в умовi вiддiленостi ймовiрностей вiдновлення вiд
нуля.

Отриманi результати застосованi в роздiлi 4.6 для побудови шуканої оцiнки
в неоднорiдному випадку за умови iснування квадратично iнтегровної мажору-
ючої послiдовностi для неоднорiдної послiдовностi вiдновлення. В роздiлi 4.6

даний результат було розширено на випадок, коли мажоруюча послiдовнiсть
має лише перший момент.

П’ята частина роботи присвячена аналiзу однорiдних та неоднорiдних
ланцюгiв Маркова з дискретним простором станiв за умов рiвномiрного перемi-
шування та рiвномiрної близькостi перехiдних ймовiрностей за один крок.

У роздiлах 5.1 та 5.2 розглядається конструкцiя максимального склеювання
для однорiдних ланцюгiв Маркова, та показується, у чому полягає максимальна
властивiсть такого склеювання.

Пiсля цього вводяться основнi умови та виводяться оцiнки стiйкостi для
однорiдних ланцюгiв Маркова.

Умова рiвномiрної стiйкостi за один крок полягає у зближеннi перехiдних
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матриць % та % ′ у рiвномiрнiй нормi:

∃ Y ∈ (0, 1) : A (%, % ′) ≡ sup8


%8• − % ′8•

 /2 ≤ Y. (2)

Умова рiвномiрного перемiшування зводиться до вiддiлення вiд одиницi
взаємного коефiцiєнта перемiшування:

∃ d ∈ (0, 1) : d (%, % ′) ≡ sup8≠:


%8• − % ′:•

 /2 ≤ d. (3)

За даних умов отримано оцiнку стiйкостi перехiдних ймовiрностей за =
крокiв у рiвномiрнiй нормi,

sup�⊂�
��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′8 (- ′= ∈ �)�� ≤ Y (1 − d=)/(1 − d) < Y/(1 − d).

При виконаннi модифiкованих умов, а саме умови + -стiйкостi за один крок

∃ Y+ > 0 : ‖% − % ′‖+ ≡ sup8 + −1
8

∑
9

��%8 9 − % ′8 9 ��+9 ≤ Y+ , (4)

та умови сильного перемiшування в термiнах функцiї + :

∃ d+ < 1 :
∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ���+9 ≤ d+ (+8 ++:), ∀8 ≠ : ∈ �, (5)

де + -деяка невiд’ємна функцiя, отримано оцiнку стiйкостi у зваженiй нормi:

sup|5 |≤+
���8 5 (-=) − �′8 5 (- ′=)�� ≤ Y+ (=)8 (1 − d

=
+ )/(1 − d+ ).

Окрiм того, було отримано оцiнку стiйкостi скiнченновимiрних розподiлiв у
формi ���8i − �′8i′�� ≤ (Y�8\ )1/V  (U)8 (i),

де \ – деякий момент зупинки, а q – деяка функцiя вiд траєкторiї процесу до
моменту \ .

Отриманi результати було узагальнено на неоднорiдний випадок у роздiлi 5.3.
Нарештi в роздiлi 5.4 основнi результати даної частини, зокрема, щодо

стiйкостi неоднорiдних ланцюгiв Маркова, було застосовано до актуарної моделi
“пенсiя вдiвця”. В результатi було отримано оцiнку вiдхилення стандартної нетто-
премiї для групової моделi страхування (дожиття одного iз членiв подружжя) вiд
аналогiчної нетто-премiї за наявностi стрес-фактору, що вимагає неоднорiдної
марковської моделi.
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У шостiй частинi дисертацiйної роботи розглядаються неоднорiднi лан-
цюги зi значеннями у загальному просторi станiв, якi задовiльняють умову
рiвномiрної мiноризацiї. У роздiлi 6.1 вводяться основнi поняття та форму-
люються головнi умови. Так, умова рiвномiрної мiноризацiї має наступний
вигляд.

%8C (G,�) ≥ Ua (�),∀G ∈ �,

де U ∈ (0, 1), a — деяка ймовiрнiсна мiра на (�,E). Як правило, цю умову можна
послабити до вигляду

%8C (G,�) ≥ UCaC (�),∀G ∈ �,

наклавши певнi додатковi умови на UC (як вiддiленiсть вiд нуля та одиницi) та
ймовiрнiснi мiри aC .

Оскiльки головною метою даної частини дисертацiйної роботи є дослiдження
стiйкостi неоднорiднiх ланцюгiв Маркова, то необхiдно також ввести певнi умови
близькостi вихiдних ланцюгiв. Розглядається декiлька умов такої близькостi.

Спочатку припускається, що перехiднi ймовiрностi двох неоднорiдних
ланцюгiв задовiльняють зображення

%8C (G,�) = &C (G,�) + (1 −&C (G, �))'8C (G,�),

де &C (G,�) деякий субстохастичний оператор (тобто 0 ≤ &C (G, �) ≤ 1).
Умови близькостi формулюються у термiнах величини

YC (G) = 1 −&C (G, �), YC (G) ∈ [0, 1] .

В роздiлi 6.2 описується конструкцiя склеювання для двох ланцюгiв, якi
задовiльняють умову мiноризацiї на всьому просторi, та вивчаються основнi
властивостi такого склеювання. Важливою особливiстю такого модифiкованого
склеювання є те, що ланцюги з певною ймовiрнiстю можуть розклеїтись (це
необхiдно, для того, щоб маргинальнi розподiли склеєного ланцюга спiвпадали з
розподiлами вихiдних неоднорiдних ланцюгiв), а отже, ми маємо справу iз серiєю
циклiв склеювання-розклеювання, тобто схемою неоднорiдного вiдновлення.
В даному роздiлi встановлено, що розподiл таких iнтервалiв вiдновлення (за
умови рiвномiрної мiноризацiї) має геометрично спаднi хвости, що суттєво
полегшує подальший аналiз.
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У роздiлi 6.3 встановлено оцiнки стiйкостi за рiзних умов близькостi пе-
рехiдних ймовiрностей за один крок. Так, за умови рiвномiрної близькостi,
тобто

Y := sup
C≥0,G∈�

YC (G) < 1,

встановлено, що

sup
�

|% C,=1 (G,�) − %
C,=
2 (G,�) | ≤ Y

1 − (1 − U)=
U

,

та

sup
�

|% C,=1 (G,�) − %
C,=
2 (~,�) | ≤ (1 − U)

= + Y
(
1 − (1 − U)=−1

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
.

В подальшому розглядається ситуацiя, коли умова рiвномiрної мiноризацiї
порушується, та отримуються вiдповiднi оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiрно-
стей за = крокiв.

У цьому роздiлi також отримано оцiнки для стiйкостi скiнченновимiрних
розподiлiв, а саме оцiнки для модулiв рiзниць

|P{- (1)
C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (1)C = G} − P{- (2)

C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (2)C = G}|,

за умови рiвномiрної близькостi та її порушення.
Роздiл 6.4 присвячено стiйкостi функцiоналiв. Зокрема, за умови рiвномiрної

близькостi та обмеженої функцiї 5 отримано оцiнки

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ Y

(C)
= | |5 | |

(
1 − (1 − U)=

U

)
,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |

(
(1 − U)= + Y (C)=

1 − (1 − U)=−1

U

)
,

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + Y | |6| |
(
1 − (1 − U)=

U

)
,

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤ 2/W2 + Y | |6 | |

(
1 − (1 − U)=

U

)
(Wf= (C, G))−2,

де 6(G) = |5 (G) − `= (C, G) |2, W > 0 – деяка стала, G,~ – початковi стани, f2
= (C, G) =

�
(C)
G [- (1)C+=]2 − [�

(C)
G -

(1)
C+=]2.

Аналогiчнi оцiнки також отримано для ситуацiй, коли умова рiвномiрної
близькостi порушується, а також для необмежених функцiй 5 .
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Отриманi результати проiлюстрованi на прикладi актуарної моделi страху-
вання життя iз переключенням.

Нарештi частина сьома дисертацiйної роботи присвячена оцiнюванню
функцiї ризику у неоднорiднiй за часом та простором моделi Крамера-Лундберга.
Розглядається неоднорiдний за часом процес Маркова в ℝ, що описує динамiку
страхового капiталу та є неперервним справа розв’язком стохастичного рiвняння

3- (C) = 2 (- (C))3C − 3/̃ (C), C ≥ B, - (B) = G,

де (2 (G), G ∈ ℝ) – деяка додатна борелiвська функцiя така, що функцiя 1/2 (G)
локально iнтегровна та для деяких сталих 2 > 0 i W > 0

2 (G) − 2 = $ (exp(−WG)), G →∞.

Тодi встановлено умови, за яких функцiя ризику (банкрутства)@ буде обмеженою
в деякiй !?-нормi, та обчислено оцiнки для такої норми.

Висновки мiстять короткий перелiк основних результатiв даної дисертацiй-
ної роботи.

Автор висловлює глибоку вдячнiсть своєму першому науковому керiвниковi,

професору Карташову Миколi Валентиновичу, а також завiдувачу кафедри теорiї

ймовiрностей, статистики та актуарної математики, професору Мiшурi Юлiї

Степанiвнi за всебiчну пiдтримку та допомогу у написаннi даної роботи.



Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї

1.1 Iсторичний огляд

Послiдовностi випадкових величин, якi пiзнiше отримали назву ланцюгiв
Маркова, вперше розглядав Андрiй Марков ще на початку XX столiття. Вiн
застосував такi послiдовностi для частотного аналiзу текстових документiв (див.
[110]). А. Марков напевно був одним iз перших, хто системно вивчав послiдов-
ностi залежних величин. Вiн показав, що для процесiв, якi вiн розглядав, замiсть
розподiлiв окремих величин необхiдно розглядати умовнi розподiли, що i при-
звело по понять матриця перехiдних ймовiрностей та перехiдне (Марковське)
ядро. Сам термiн “ланцюг Маркова” було введено С. Бернштейном (див. [115]) у
1927 роцi.

Однак, iз часом виявилось, що процеси iз таким типом залежностi, як
запропонував Марков, мають цiкавi та нетривiальнi властивостi та можуть за-
стосовуватися для моделювання рiзноманiтних динамiчних систем i виходити
далеко за межi областi текстового аналiзу, якi розглядав Марков. Стрiмкий
розвиток теорiї вiдбувся за перiод 1930-1960 рокiв. Це стало можливим завдяки
формалiзацiї теорiї ймовiрностей як науки, а також доведенню теореми про
iснування випадкового процесу (див. [103]). Аналогiчну теорему для ланцюгiв
Маркова було доведено в 1949 р. i вона носить назву теореми Iонеску-Тулчi (див.
[91]). Протягом цього ж перiоду були встановленi такi фундаментальнi резуль-
тати, вже сучасної, теорiї ланцюгiв Маркова як рiвняння Чепмена-Колмогорова,
Р.Добрушиним була доведена центральна гранична теорема для ланцюгiв
Маркова (див. [28], [29], де було встановлено оригiнальнi результати, а також
подальший розвиток в роботах [118] та [142]). За бiльш детальним iсторичним

24



25

оглядом раннього перiоду становлення теорiї див. [141].
Говорячи про розвиток теорiї ланцюгiв Маркова, неможливо не згадати раннi,

але надзвичайно впливовi роботи В. Дьоблiна (див. [31], [30], [32], а також окремi
коментарi та уточнення щодо результатiв Дьоблiна в [23] та [34]). Саме Дьоблiн
вперше розглядав рекурентнi властивостi ланцюгiв Маркова, використовував
поняття атома, ввiв умову Дьоблiна, яка гарантує рiвномiрну ергодичнiсть,
та використав метод склеювання. Останнiй вiдiграє особливо важливу роль в
контекстi даної дисертацiйної роботи.

На раннiх етапах розвитку теорiї ланцюгiв Маркова основнi дослiдження
були зосередженi на вивченнi ланцюгiв зi скiнченною або злiченою множиною
можливих станiв. Перехiднi ймовiрностi таких ланцюгiв утворюють матрицi
(можливо нескiнченнi), якi мають певнi особливостi, а саме – всi елементи таких
матриць невiд’ємнi, лежать в iнтервалi вiд нуля до одиницi, а сума елементiв по
рядкам рiвна одиницi. Такi матрицi називаються стохастичними. Таким чином,
вивчення властивостей ланцюгiв Маркова iз дискретним простором станiв
зводиться до вивчення властивостей стохастичних матриць. Системно теорiя
невiд’ємних матриць вивчається в роботi [140]. Теорiя однорiдних ланцюгiв
Маркова (у дискретному та неперервному часi) з дискретним фазовим простором
системно викладена у монографiї [18]. Що стосується неоднорiдного випадку,
то повноцiнної теорiї, подiбної до теорiї однорiдних ланцюгiв, не iснує навiть
сьогоднi, чим i зумовлюється актуальнiсть даної дисертацiйної роботи. У той
же час неоднорiдна теорiя активно дослiджувалась вiд самого зародження
теорiї ланцюгiв Маркова. Так, у роботах [129] та [108] дослiджуються способи
розширити поняття ергодичного ланцюга Маркова на неоднорiдний випадок,
шляхом накладання певних умов на матрицi перехiдних ймовiрностей. Зокрема,
для неоднорiдних ланцюгiв видiляють поняття слабкої ергодичностi (див. [83]
та [84]). Дослiдженню нескiнченних добуткiв матриць присвяченi також робота
[86].

Також варто вiдзначити ряд робiт, де вивчаються ланцюги Маркова зi
скiнченим простором станiв (див. [126]). Зокрема, властивостям залишкової
f-алгебри для таких ланцюгiв присвячена робота [20], а в роботах [21] та [22]
вивчаються асимптотичнi властивостi неоднорiдних ланцюгiв, що набувають
лише скiнченної кiлькостi значень (див. також роботи [154], [157] та [158]).
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Наступним важливим етапом розвитку став умовний перiод 1960-1990 рокiв.
Раннi результати цього перiоду зiбранi в монографiї [128]. Протягом цього
часу основний напрям дослiдження змiнився в сторону вивчення ланцюгiв
Маркова iз загальним простором станiв. Великий внесок в теорiю було зроблено
Д. Рев’юзом (див. монографiю [135]) та рядом iнших вчених. Варто зазначити, що
основнi результати були отриманi для однорiдних ланцюгiв, а в якостi основних
методiв дослiдження широко використовувались аналiтичнi методи iз широким
застосуванням функцiонального аналiзу. Яскравими прикладами такого пiдходу
є роботи преставникiв Київської школи теорiї ймовiрностей, зокрема М.В.
Карташова (див. монографiю [93]). В цей же час було встановлено зв’язок теорiї
ланцюгiв та процесiв Маркова з iншими математичними дисциплiнами. В
якостi прикладiв можна навести зв’язок iз теорiєю потенцiала (див. [127]), з
ергодичною теорiєю в контекстi динамiчних систем (див. [161], [11] та [87]),
а для процесiв у неперервному часi було показано, що Марковський процес
асоцiйований iз певним параболiчним диференцiальним рiвнянням в частинних
похiдних (див. монографiю [151]). На даному етапi також активно вивчалася
гранична поведiнка ланцюгiв та процесiв Маркова (див. наприклад [133], де
доведена гранична теорема Пуасона, або [160], де вивчається збiжнiсть векторiв
дисперсiй та коварiацiй). Цiкавi геометричнi та комбiнаторнi аспекти, пов’язанi
з неоднорiдними ланцюгами, вивчаються в роботах [100] та [101].

Безумовно, ймовiрнiснi методи та iнструменти теорiї випадкових процесiв
також активно використовувались при розробцi теорiї ланцюгiв та процесiв
Маркова. Так, важливi фундаментальнi результати було отримано з використа-
нням теореми про збiжнiсть мартингалiв. Важливi результати, якi пов’язують
рекурентнi та ергодичнi властивостi, отримано за допомогою формули Динкiна
або теореми порiвняння (див. [111], [113]), якi в свою чергу теж опираються
на теорiю мартингалiв. Для процесiв iз неперевним часом варто вiдмiтити
монографiю [151] яка iллюструє зв’язок мiж теорiєю мартингалiв, процесами
Маркова, стохастичними диференцiальними рiвняннями Iто та параболiчними
диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних.
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1.2 Склеювання та стiйкiсть

Як уже було сказано вище, основна розробка теорiї ланцюгiв Маркова у
класичний перiод, що описано в попередньому роздiлi, велася в основному
з використанням методiв функцiонального аналiзу або теорiї мартингалiв.
За допомогою цих методiв було побудовано цiлiсну теорiю для однорiдних,
рiвномiрно ергодичних ланцюгiв Маркова. Однак подальше використання
означених методiв для розширення теорiї, зокрема у напрямку ланцюгiв, якi
є ергодичними, але не рiвномiрно ергодичними, або неоднорiдних ланцюгiв
виявилось ускладненим (хоча аналiтичнi методи для аналiзу неоднорiдних
ланцюгiв використовуються i в наш час, див. наприклад [117]).

Для вирiшення подiбних труднощiв було запропоновано новий пiдхiд до
дослiджень, а саме широке використання теорiї вiдновлення разом з методами
склеювання та розщеплення. Елементарна теорiя вiдновлення викладена у [41].
Основнi результати були отриманi Д. Блеквелом [12] та Д. Кендалом [13] та
покращенi в роботах [8] та [9].

Що стосується склеювання, то варто зазначити, що його вперше застосовував
ще Дьоблiн у сорокових роках двадцятого столiття, однак широко використову-
ватися вiн став приблизно пiсля 1980 року. Метод слкеювання (coupling method)
полягає у наступному. Розглядаються двi копiї деякого однорiдного ланцюга
Маркова, якi стартують iз рiзних початкових станiв. В деякий момент часу цi
ланцюги “перетинаються” в тому сенсi, що їх траєкторiї або потрапляють в одну
точку, або в певну “малу” множину. Пiсля цього ланцюги з деякою ймовiрнiстю
склеюються i далi рухаються за спiльною траєкторiєю. Формальний виклад
методу склеювання з детальним обговоренням рiзних видiв склеювання та
застосування до стiйкостi (або оцiнювання рiзницi перехiдних ймовiрностей за
= крокiв у рiвномiрнiй або нерiвномiрнiй нормi, тобто | |%= (G, ·) − %= (~, ·) | | для де-
яких початкових станiв G та~) наведено у ставших вже класичними монографiях
Т. Лiдвалла [106] та Г. Торiссона [152]. Метод склеювання дозволяє дослiджувати
стiйкiсть ланцюгiв Маркова, а також швидкiсть збiжностi перехiдних ймовiрно-
стей до стацiонарного розподiлу, що дозволяє розширити поняття рiвномiрної
ергодичностi ланцюгiв Маркова i розглядати геометрично (або експоненцiй-
но), полiномiально чи субгеометрично ергодичнi ланцюги (див. [42], [144], [40],
[147]). Взагалi iснує декiлька рiзних варiацiй методу склеювання (див. наприклад
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[81]). У данiй дисертацiйнiй роботi використовується максимальне склеювання,
�-склеювання та їх варiанти, модифiкованi для неоднорiдного випадку.

Основна iдея методу розщеплення (splitting method) полягає у тому, щоб
розширити результати, отриманi для атомарних ланцюгiв (як правило, резуль-
тати, що стосуються рекурентностi, тобто, часу повернення ланцюга до атому)
на ланцюги iз загальним фазовим простором. Ключову роль тут вiдiграють так
званi “малi” множини, або множини, на яких має мiсце локальне перемiшування.
Ще з часiв Дьоблiна та Колмогорова вiдомо, що якщо ймовiрностi потрапляння у
певний стан чи множину вiддiленi вiд нуля на всьому просторi (тобто має мiсце
рiвномiрне перемiшування, такi ланцюги у неоднорiдному випадку вивчаються
у частинах 5 та 6 даної дисертацiйної роботи), то ланцюг буде рiвномiрно ерго-
дичним. Теорiя малих множин та метод розщеплення дозволяють узагальнити
цей результат таким чином, що якщо умова перемiшування виконана лише на
деякiй множинi, то ланцюг буде “рiвномiрно ергодичним” лише на цiй множинi.
Метод розщеплення було вперше запропоновано Е. Нуммелiном в 1978 роцi
в роботi [125]. В тому ж роцi, в роботi [7] було використано iдентичний пiдхiд
незалежно вiд Нуммелiна. Дещо модифiкований метод розщеплення, який
зокрема використовується i в данiй дисертацiйнiй роботi, представлено в [26].

Методи склеювання та розщеплення є сучасними та зручними ймовiрнi-
сними методами для дослiджень як однорiдних, так i неоднорiдних ланцюгiв
Маркова, тому основнi результати даної дисертацiйної роботи отриманi за
допомогою цих двох методiв.

1.3 Застосування

Теорiя ланцюгiв Маркова має багато застосувань, зокрема це теорiя черг, яку
активно розробляли представники Київської школи теорiї ймовiрностей (див.
[49]).

Ланцюги Маркова також широко застосовуються в актуарних моделях (див.
[2]). В роздiлi 5.4 даної дисертацiйної роботи показано, як отриманi результати
щодо стiйкостi можуть бути застосованi в актуарнiй моделi “пенсiя вдiвця”.

Iнша сфера застосувань ланцюгiв та процесiв Маркова – це теорiя ризику.
Цiй темi присвячено частину 7 даної роботи. Див. також [145].
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Безпосередньо неоднорiднi ланцюги Маркова застосовуються в теорiї опти-
мiзацiї статистичних алгоритмiв, зокрема алгоритмiв машинного навчання. Так
однорiднi ланцюги Маркова широко використовуються у методах Монте-Карло
(методи Монте-Карло в цiлому грунтовно викладенi в монографiях [136] та [137],
щодо використання однорiдних ланцюгiв Маркова у методах Монте-Карло див.
[44], [85] та [156], а для неоднорiдних див. [109] та [33]). Неоднорiднi ланцюги
Маркова дуже активно використовуються у наш час у методах оптимiзацiї,
нацiлених на пошук глобального максимуму (див. [24], [4] та [5]).

Щодо iнших застосувань, то неоднорiднi ланцюги Маркова застосовую-
ться також у теорiї надiйностi (див. [132], [131], [130]) та iнших галузях (див.
наприклад [33]).

Сучасна теорiя ланцюгiв Маркова з ухилом у застосування, зокрема у теорiї
черг або методах Монте-Карло, викладена в монографiях [14] та [43].



Роздiл 2

Попереднi вiдомостi

2.1 Ланцюги Маркова, основнi властивостi

Означення 2.1. Послiдовнiсть випадкових величин (-=, = ≥ 0) зi значеннями у
вимiрному просторi (�,E), задана на просторi з фiльтрацiєю (Ω,F, (F=)=≥0,ℙ),
називається ланцюгом Маркова, якщо для кожного = ≥ 0 та кожної множини
� ∈ E ℙ-м.н. виконується рiвнiсть

ℙ {-=+1 ∈ �|F=} = ℙ {-=+1 ∈ �|-=} .

В подальшому вважатимемо, що фiльтрацiя (F=)=≥0 – це природня фiльтрацiя,
тобто F= = f [- 9 , 0 ≤ 9 ≤ =].

Теорема 2.1 (див. [111], Теорема 1.1.2). Послiдовнiсть (-=, = ≥ 0) буде ланцюгом
Маркова тодi i лише тодi, коли виконане будь-яке з наступних двох тверджень.

1. Для довiльного = ≥ 0 та довiльної обмеженої f [- 9 , 9 ≥ =]-вимiрної випадкової
величини . ℙ-м.н. виконано

�[. |F=] = �[. |-=] .

2. Для довiльного = ≥ 0, довiльної обмеженої f [- 9 , 9 ≥ =]-вимiрної випадкової
величини . та будь-якої обмеженої F=-вимiрної випадкової величини / ℙ-м.н.

виконана рiвнiсть

�[.- |-=] = �[. |-:]�[/ |-=] .

Означення 2.2. Функцiя % : �×E→ [0, 1] називається Марковським перехiдним
ядром (або перехiдною ймовiрнiстю за один крок) якщо:
1. Для довiльного фiксованого G ∈ � вiдображення % (G, ·) є ймовiрнiсною мiрою

30
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на E.
2. Для довiльної множини � ∈ E вiдображення % (·, �) є вимiрною функцiєю (по
вiдношенню до борелiвської f-алгебри на [0, 1]).

Ядро % називають субмарковським, якщо замiсть умови 1 в попередньому
означеннi % (G, ·) є невiд’ємною мiрою та % (G, �) ≤ 1.

Перехiдне ядро є оператором на просторi невiд’ємних мiр або вимiрних
невiд’ємних функцiй на (�,E), яке дiє наступним чином: 1. Для довiльної мiри `

`% (�) =
∫
�

` (3G)% (G,�).

2. Для довiльної невiд’ємної вимiрної функцiї 5 : � → ℝ

% 5 (G) =
∫
�

% (G, 3~) 5 (~).

Добуток перехiдних ядер % та & також є перехiдним ядром i визначається як

%& (G,�) =
∫
�

% (G, 3~)& (~,�) .

Очевидно, що для довiльного = ≥ 0 функцiя

%= (G,�) = ℙ {-=+1 ∈ �|-= = G} ,

є перехiдним ядром. Вона називається перехiдною ймовiрнiстю на =-тому кроцi.

Означення 2.3. Ланцюг Маркова (-=, = ≥ 0) називається однорiдним, якщо його
перехiдна ймовiрнiсть на =-тому кроцi не залежить вiд =, тобто для довiльних
= ≥ 0 та � ∈ E

ℙ {-=+1 ∈ �|-=} = % (-=, �),

де % - деяке перехiдне ядро.

Якщо (-=, = ≥ 0) - однорiдний ланцюг Маркова iз перехiдним ядром % , то
його перехiдною ймовiрнiстю за = крокiв буде =-тий степiнь ядра % :

ℙ {-:+= ∈ �|-: = G} = %= (G,�).
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Означення 2.4. Ненульова f-скiнченна мiра c називається iнварiантною для
марковської перехiдної ймовiрностi % , якщо

c% = c.

Означення 2.5. Множина � ∈ E називається поглинаючою, якщо % (G, �) = 1
для всiх G ∈ �.

Вiдомо, що однорiдний ланцюг Маркова повнiстю визначається своїм пере-
хiдним ядром та початковою мiрою (див. [111], Теорема 3.1.2), а неоднорiдний –
набором перехiдних ядер на кожному кроцi та початковою мiрою (див. [120],
Глава V, Теорема Iонеску-Тулчi). Тому умовний розподiл однорiдного ланцюга
за фiксованого початкового стану часто позначають ℙG (- ) = ℙ{-1 ∈ �|-0 = G}
(а вiдповiдне математичне сподiвання позначають через �G ). Зауважимо, що
ймовiрнiсна мiра ℙG визначена на (�,E). Якщо задана перехiдна ймовiрнiсть, то
можливо побудувати канонiчний ймовiрнiсний простiр, на якому буде задано
ланцюг Маркова з даною перехiдною ймовiрнiстю, при цьому простiр елемен-
тарних подiй матиме вигляд Ω = �∞ i для l = (l0, l1, . . .): -= (l) = l=. Надалi
в цiй частинi дисертацiйної роботи розглядатимемо лише однорiднi ланцюги
Маркова, заданi на канонiчному ймовiрнiсному просторi.

Означення 2.6. Випадкова величина g : Ω → {0, 1, 2, . . . ,∞} називається момен-
том зупинки, якщо для всiх = ≥ 0 {g = =} ∈ F=. З кожним моментом зупинки
g асоцiйована певна f-алгебра Fg , що складається з таких множин � ∈ F, що
{g = =} ∩� ∈ F= для всiх =.

Наступна теорема вiдiграє важливу роль в теорiї ланцюгiв Маркова i може
бути застосована навiть до неоднорiдних ланцюгiв Маркова.

Теорема 2.2. Нехай {+=, = ≥ 0}, {.=, = ≥ 0} та {/=, = ≥ 0} – це три {F=, = ≥ 0}-
узгодженi невiд’ємнi процеси такi, що для всiх = ≥ 0

�[+=+1 |F=] + /= ≤ += + .=, ℙ − м.н.

Тодi для довiльного {F=, = ≥ 0}-моменту зупинки g ,

�
[
+g1{g < ∞}

]
+ �

[
g−1∑
:=0

/:

]
≤ �[+0] + �

[
g−1∑
:=0

.:

]
.
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Для довiльної � ∈ E визначають момент (час) першого вiдвiдування (g�) та
повернення (f�) через

g� = inf{= ≥ 0 : -= ∈ �},

f� = inf{= ≥ 1 : -= ∈ �},

де ми вважаємо, що inf ∅ = +∞. Також визначають моменти послiдовних
повернень f (:)

�
, при : ≥ 0

f
(0)
�

= 0, f (:+1)
�

= inf
{
= > f

(:)
�

: -= ∈ �
}
.

Величини g�, f�, f (:)�
є моментами заупинки.

Означення 2.7. Нехай % – це марковське перехiдне ядро. Множина � ∈ E

називається досяжною, якщо ℙG {f� < ∞} > 0. Множину всiх досяжних множин
iз E позначають через E+

%
.

На просторi Ω = �∞ введемо оператор зсуву \ : Ω → Ω такий, що для
l = (l0, l1, . . .), \ (l) = (l1, l2, . . .). Тодi кожен ланцюг Маркова задовiльняє
наступну властивiсть, яка називається строго марковською властивiстю:
для довiльної F-вимiрної випадкової величини . , довiльного початкового
розподiлу a та довiльного моменту зупинки g виконана наступна рiвнiсть

�a
[
. ◦ \g1{g < ∞}|Fg

]
= �-g [. ]1{g < ∞},

ℙa-м.н.

Означення 2.8. Нехай % - марковське перехiдне ядро, � ∈ E деяка множина.
Тодi кiлькiсть вiдвiдувань множини � визначається як

#� =

∞∑
:=0

1�(-:).

Потенцiалом ядра % називається ядро (необов’язково марковське)

* (G,�) = �G [#�] =
∞∑
:=0

%: (G,�).

Означення 2.9. Нехай % - марковське перехiдне ядро,< ≥ 1 деяке цiле число, `
- деяка мiра. Множина � ∈ E називається (<, `)-малою, якщо для всiх G ∈ � та
� ∈ E

%< (G,�) ≥ ` (�).

(<, `)-мала множина � називається
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• сильно неперiодичною, якщо< = 1 та ` (�) > 0;
• позитивною, якщо �G [f�] < ∞ для всiх G ∈ � .

Марковське ядро % називається незвiдним, якщо для нього iснує досяжна мала
множина. Нетривiальнаf-скiнченна мiра ` називається незвiдною мiрою, якщо з
` (�) > 0 випливає � ∈ E+

%
. Незвiдна мiра називається максимальною незвiдною

мiрою, якщо з � ∈ E+
%

випливає ` (�) > 0. Якщо для деякого ймовiрнiсного
розподiлу {0=, = ≥ 0} та ненульової мiри ` виконується нерiвнiсть∑

=≥0
0=%

= (G,�) ≥ ` (�),

для всiх G ∈ � та � ∈ E, то множину � будемо називати ?-множиною (petite set).

Вiдомо, що iнварiантна ймовiрнiсна мiра є максимальною незвiдною мiрою,
а також, що незвiдний ланцюг допускає не бiльше однiєї iнварiантної мiри.

Означення 2.10. Перiодом досяжної малої множини � називається додатнє
цiле число 3 (�), визначене наступним чином

3 (�) = н.с.д.
{
= ≥ 1 : inf

G∈�
%= (G,�) > 0

}
.

Нехай % – це незвiдне перехiдне ядро.
• Перiодом % називається спiльний перiод всiх досяжних множин.
• Якщо перiод рiвний одиницi, то ядро називається неперiодичним.
• Якщо iснує досяжна (1, `)-мала множина� iз ` (�) > 0, то ядро називається

строго (сильно) неперiодичним.

Наступна теорема демонструє, що будь-який перiодичний ланцюг Маркова
має певну циклiчну структуру. Ця теорема вiдiграє надзвичайно важливу роль
в теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова, оскiльки дозволяє зосередитись на
дослiдженнi неперiодичних ланцюгiв i переносити отриманi результати на
перiодичний випадок.

Теорема 2.3. (див. [111], Теорема 9.3.6) Нехай % незвiдне, марковське ядро iз перiодом

3 . Тодi iснує послiдовнiсть�0, . . . ,�3−1 взаємно несумiсних досяжнихмножин,таких,

що для 8 = 0, . . . , 3 − 2 та G ∈ �8, % (G,�8+1) = 1 та для всiх G ∈ �3−1, % (G,�0) = 1.
Вiдповiдно ∪3−1

8=0�8 є поглинаючою множиною.

Теорема 2.4. (див. [111], Теорема 9.4.10) Якщо ядро % незвiдне та неперiодичне, то

кожна ?-множина є малою.
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2.2 Рекурентнi властивостi ланцюгiв Маркова,
стацiонарнiсть

Означення 2.11. Множина � ∈ E називається:
• рекурентною, якщо* (G,�) = ∞ для всiх G ∈ �;
• Гарiс-рекурентною, якщо для всiх G ∈ �, %G (#� = ∞) = 1;
• геометрично рекурентною, якщо iснує X > 1 таке, що

sup
G∈�

�G [Xf�] < ∞

• рiвномiрно транзiєнтною, якщо supG∈�* (G,�) < ∞
• транзiєнтною, якщо � = ∪∞==1�=, де �= – рiвномiрно транзiєнтнi;
• максимальною поглинаючою, якщо � = {G ∈ � : ℙG {f� < ∞} = 1}.

Означення 2.12. Перехiдне ядро % називається:
• рекурентним, якщо воно незвiдне, та кожна досяжна множина рекурентна;
• Гарiс-рекурентним, якщо всi досяжнi множини є Гарiс-рекурентними;
• транзiєнтним, якщо �-транзiєнтна.

Мають мiсце наступнi властивостi (див. [111], роздiл 10).

Теорема 2.5. Нехай % марковське ядро.

• % рекурентне тодi i лише тодi, коли воно допускає рекурентну, досяжну

?-множину.

• Якщо % допускає iнварiантну ймовiрнiсну мiру, то %-рекурентне.

• Якщо %-незвiдне, то воно або рекурентне, або транзiєнтне. Якщо � - деяка

досяжна (0, `) ?-множина iз ` (�) > 0, то ядро буде рекурентним тодi i лише

тодi, коли `* (�) = ∞.
• Якщо % незвiдне Гарiс-рекурентне ядро, то для довiльної � ∈ E+

%
,ℙG {#� =

∞} = 1 для всiх G ∈ �. Якщо ж � ∉ E+
%
, то ℙG {#� = ∞} = 0 для всiх G ∈ �.

Наступна теорема стверджує, що будь-який незвiдний рекурентний одно-
рiдний ланцюг Маркова можна розкласти на транзiєнтну та Гарiс-рекурентну
частини.
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Теорема 2.6. Нехай % - рекурентне незвiдне марковське ядро. Тодi iснує єдине

розбиття � = � ∪ # таке, що

(i) � - максимальна поглинаюча,

(ii) # - транзiєнтна.

(iii) Звуження % на � є Гарiс-рекурентним.

Для довiльної досяжної ?-множини � маємо

� = {G ∈ � : ℙG {#� = ∞} = 1}.

Якщо % не є Гарiс-рекурентним, то множина # непорожня та ℙG {f� = ∞} > 0
для всiх G ∈ # . Бiльше того, для всiх ?-множин � ⊂ # та G ∈ # %G {#� = ∞} = 0.

Далi розглянемо питання, що стосуються iснування iнварiантних мiр, а
також збiжностi перехiдних ймовiрностей (див. [111], Роздiл 11).

Теорема 2.7. Нехай % незвiдне та рекурентне марковське ядро. Тодi для % iснує

ненульова iнварiантна мiра _ єдина з точнiстю до додатнього множника та така,

що _(�) < ∞ для всiх ?-множин � . Бiльше того, для довiльної досяжної множини �

та невiд’ємної вимiрної функцiї ℎ

_(ℎ) =
∫
�

_(3G)�G

[
f�−1∑
:=0

ℎ(-:)
]
=

∫
�

_(3G)�G

[
f�∑
:=1

ℎ(-:)
]
.

Означення 2.13. Незвiдне марковське перехiдне ядро % , що допускає iнварi-
антну ймовiрнiсну мiру, називається позитивним, в iншому разi називається
нульовим.

Теорема 2.8. Нехай % незвiдне та рекурентне марковське ядро, _ його ненульова

iнварiантна мiра. Якщо iснує досяжна ?-множина � така, що∫
�

_(3G)�G [f�] < ∞,

то %-позитивне.

У наступнiй теоремi представлено один iз головних результатiв теорiї лан-
цюгiв Маркова, а саме збiжнiсть перехiдних ймовiрностей за = крокiв до стацiо-
нарного розподiлу.
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Теорема 2.9. Нехай % неперiодичне позитивне Марковське ядро з єдиною iнва-

рiантною ймовiрнiсною мiрою c , та � - максимальна абсорбуюча множина з

Теореми 2.6. Тодi для довiльної ймовiрнiсної мiри ` такої, що ` (� \� ) = 0, має мiсце
збiжнiсть у нормi повної варiацiї на просторi знакозмiнних мiр.

| |`%= − c | | → 0, = →∞.

Якщо ланцюг є геометрично рекурентним (тобто допускає геометрично
рекурентну малу множину), то швидкiсть збiжностi в попереднiй теоремi теж є
геометричною.

Теорема 2.10. Нехай % – марковська перехiдна ймовiрнiсть. Припустимо, що

iснують досяжна (<, `)-мала множина � та V > 1 такi, що ` (�) > 0 та

sup
G∈�

�G [Vf� ] < ∞.

Тодi для % iснує єдина iнварiантна ймовiрнiсна мiра c та iснують такi сталi

X > 1 та" < ∞, що для довiльної ймовiрнiсної мiри _ має мiсце нерiвнiсть
∞∑
:=1

X: | |_%: − c | | ≤ "�_ [Vf� ] .

Зауважимо, що ланцюги Маркова, для яких виконано твердження попере-
дньої теореми, називають геометрично ергодичними.

Одним iз найбiльш вживаних методiв для перевiрки геометричної ергоди-
чностi на практицi є геометрична умова зсуву.

Теорема 2.11. Нехай % – марковське перехiдне ядро, � ∈ E деяка множина. Тодi

(i) якщо 1 = supG∈� �G [Vf� ] < ∞ для деякого V > 1, то функцiя + (B) = �G [Vg� ]
задовiльняє геометричну умову зсуву

%+ ≤ V−1+ + 11� .

(ii) Якщо iснує така функцiя + : � → [1,∞] та сталi _ ∈ [0, 1), 1 < ∞, що

%+ ≤ _+ + 11�,

то для всiх G ∈ �
�G [_−f� ] ≤ + (G) + 1_−1.

В данiй дисертацiйнiй роботi наведений вище результат узагальнюється на
випадок неоднорiдних ланцюгiв Маркова.
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2.3 Методи склеювання та розщеплення

Означення2.14. Склеюванням випадкових елементiв (Ω,F,ℙ, - ) та (Ω′,F′,ℙ′, - ′)
на (�,E) називається випадковий елемент (Ω̂, F̂, %̂, (-̂ , -̂ ′)) на (�2,E2) такий, що

- ' -̂ , - ′ ' -̂ ′,

де символ ' означає рiвнiсть розподiлiв.

Припустимо, що випадковий елемент (Ω,F, %̂, (/, / ′)) є склеюванням. Тодi

| |ℙ − ℙ′| | = 2 sup
�∈E

(
%̂{/ ∈ �} − %̂{/ ′ ∈ �}

)
.

У той же час

%̂{/ ∈ �} − %̂{/ ′ ∈ �} = %̂{/ ∈ �,/ = / ′} + %̂{/ ∈ �,/ ≠ / ′} − %̂{/ ′ ∈ �,/ = / ′}

−%̂{/ ′ ∈ �,/ ≠ / ′} = %̂{/ ∈ �,/ ≠ / ′} − %̂{/ ′ ∈ �,/ ≠ / ′} ≤ %̂{/ ≠ / ′}.

Таким чином отримали нерiвнiсть

| |ℙ − ℙ′| | ≤ 2%̂{/ ≠ / ′}.

Ця нерiвнiсть називається базовою нерiвнiстю склеювання.
В теорiї ланцюгiв Маркова в якостi випадкових елементiв, що склеюються,

типово виступають двi незалежнi копiї деякого ланцюга Маркова. Отже, нехай
(-̂ , -̂ ′) це склеювання двох копiй одного однорiдного ланцюга Маркова, якi
мають рiзнi початковi розподiли, тобто - = (-=)=≥0, - ′ = (- ′=)=≥0.

Означення 2.15. В моделi склеювання двох ланцюгiв Маркова, описанiй вище,
часом склеювання називається мiнiмальна випадкова величина ) така, що
-̂= = -̂

′
= для всiх = ≥ ) .

Тодi матимемо нерiвнiсть

| |ℙ{-= ∈ ·} − ℙ{- ′= ∈ ·}| | ≤ 2%̂{) > =}.

Зауважимо, що шляхом подальших уточнень у данiй нерiвностi можна позба-
витись двiйки у правiй частинi.
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За допомогою методу склеювання можна оцiнювати швидкiсть збiжностi
ланцюгiв до стацiонарного розподiлу, або норму повної варiацiї для рiзниць
перехiдних ймовiрностей за = крокiв для ланцюгiв, що стартують з рiзними
початковими розподiлами. Детальнiше про метод склеювання див. [106] та
[152].

Розглянемо теперметод розщеплення. Основна iдея методу полягає у тому,
щоб довести певне твердження для атомарних ланцюгiв Маркова (часто кори-
стуючись рекурентними властивостями та результатами з теорiї вiдновлення),
а потiм поширити доведене твердження на ланцюги iз довiльним простором
станiв шляхом конструювання спецiального, допомiжного двокомпонентного
ланцюга, який матиме атом, але маргинальний розподiл першої компоненти
якого спiвпадатиме з початковим ланцюгом. Нижче буде наведено основнi
етапи конструювання розщеплення, за подробицями див. [111], Роздiл 11.

Нехай % – це незвiдне марковське ядро, що допускає (1, `)-малу множину, з
` (�) = 1. Не втрачаючи загальностi, можемо вважати� (1, 2Ya)-малою з Y ∈ (0, 1)
та a (�) = 1. Визначимо залишкове ядро

'(G,�) = % (G,�) − Ya (�)
1 − Y 1� (G) + % (G,�)1�\� (G).

Тодi можна переписати % як

% (G,�) = (1 − Y1� (G)) '(G,�) + Y1� (G)a (�).

Визначимо “процес розщеплення” наступним чином. Нехай �̂ = �×{0, 1} – новий
простiр станiв, а Ê вiдповiдна f-алгебра. Розглянемо процес (-̂ = (-=, �=)=≥0),
розподiл якого задано рекурентно. Якщо -= ∉ � , то -=+1 має розподiл % (-=, ·).
Якщо -= ∈ � та �= = 0, то -=+1 має розподiл '(-=, ·), а якщо -= ∈ � та �= =

1, то -=+1 має розподiл a (i не залежить вiд -=). У свою чергу {�=, = ≥ 0}
це послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлом Бернулi з
ймовiрнiстю успiху рiвною Y. Очевидно, що -̂ є ланцюгом Маркова. Наступна
теорема мiстить основнi властивостi таким чином побудованого процесу (строгу
побудову цього процесу див. у [111], Роздiл 11.1).

Теорема 2.12. Нехай % – незвiдне марковське ядро, � (1, 2Ya)-мала множина, з

a (�) = 1, i %̂ перехiдна ймовiрнiсть вiдповiдного процесу розщеплення. Тодi:

(i) Множина Û = � × {1} є аперiодичним атомом для %̂ .
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(ii) Множина � × {0, 1} є малою для ядра %̂ .

(iii) Якщо � досяжна, то Û досяжний атом для %̂ та %̂ незвiдне.

(iv) Для всiх : ≥ 1, %̂: (Û, Û) = Ya%:−1(�).
(v) Якщо � рекурентна, то Û теж рекурентна для %̂ .

(vi) Якщо �-гарiсова множина для % , то для довiльної ймовiрнiсної мiри _, що

задовiльняє ℙ_{f� < ∞} = 1, маємо ℙ_×X3 {fÛ = 1} для всiх 3 ∈ {0, 1}. Бiльше того,

якщо % Гарiс-рекурентне, то таким є i %̂ .

(v) Якщо � досяжна та % допускає iнварiантну ймовiрнiсну мiру c , то Û є

позитивною для %̂ .



Роздiл 3

Геометрична рекурентнiсть та стiйкiсть
неоднорiдних ланцюгiв Маркова

3.1 Вступ

Ця частина дисертацiйної роботи присвячена дослiдженню геометричної (або
експоненцiйної) рекурентностi неоднорiдних ланцюгiв Маркова та отриманню
оцiнок стiйкостi для перехiдних ймовiрностей за = крокiв для геометрично
рекурентних неоднорiдних ланцюгiв Маркова. Пiд геометричною рекурентнiстю
ми розумiємо скiнченнiсть геометричного моменту для f� – часу першого
повернення (return time) до певної множини � , або

�G [Vf� ] < ∞,

для деякої сталої V > 1 (див. також роботи [123] та [124]). Ця частина органiзо-
вана наступним чином. У першому роздiлi розглядається модифiкована для
неоднорiдного випадку умова зсуву, яка забезпечує геометричну рекурентнiсть.
Другий роздiл присвячено оцiнкам стiйкостi для неоднорiдних ланцюгiв, що
допускають iснування атому. Для цього використовується адаптована до нео-
днорiдного випадку теорiя вiдновлення, де ключову роль вiдiграє iснування
мажоруючої послiдовностi. У третьому роздiлi отриманi результати узагаль-
нюються на випадок довiльного фазового простору. Основним iнструментом
дослiдження виступає вiдомий метод розщеплення (splitting method) Нуммелiна.
Нарештi, у четвертому роздiлi розглядається неоднорiдна авторегресiйна модель
i наведено умови, якi забезпечують геометричну рекурентнiсть такої моделi, а
також стiйкiсть перехiдних ймовiрностей за = крокiв.

41
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3.1.1 Позначення

Розглянемо вимiрний простiр (�,E) та позначимо через �1(E), �+(E), �1 (E)
простори усiх ймовiрнiсних мiр, невiд’ємних та обмежених вимiрних функцiй
на (�,E) вiдповiдно.

Позначимо через ℕ0 множину всiх невiд’ємних цiлих чисел ℕ0 := {0, 1, 2, . . .}.
В цьому роздiлi ми вивчатимемо неоднорiднi ланцюги Маркова зi значення-

ми у фазовому просторi (�,E). Ми ототожнюватимемо неоднорiдний ланцюг
Маркова iз послiдовнiстю марковських ядер %C : � × E→ [0, 1], де C ∈ ℕ0. Мар-
ковське ядро %C (G,�) визначає ймовiрнiсть того, що ланцюг, який у момент часу
C знаходиться у станi G ∈ �, потрапить у множину � ∈ E в момент часу C + 1.

Введемо спецiальнi позначення для добуткiв перехiдних ймовiрностей:

% C,= (G,�) =
(
=−1∏
:=0

%C+:

)
(G,�) =

∫
�

. . .

∫
�

%C (G, 3G1) . . . %C+=−1(G=−1, �), = ≥ 1

% C,0(G,�) = 1�(G).

Загальновiдомо, що послiдовнiсть марковських ядер (%C ) разом iз деякою
початковою мiрою _ ∈ �1(E) однозначно визначають деякий неоднорiдний
ланцюг Маркова (див [120], Теорема 5.1). Основна мета цього роздiлу це вве-
сти позначення, якi б не були занадтно обтяженi iндексами та дозволили б
застосовувати iнтуїцiю з теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова.

Нехай Ω = �∞ – це множина всiх нескiнченних послiдовностей l =

(l0, l1, . . .), l 9 ∈ � та F = E∞ – це f-алгебра цилiндричних множин. Для
довiльного фiксованого C ∈ ℕ0 та _ ∈ �1(E) iснує єдина ймовiрнiсна мiра ℙC

_

(див. [120], Роздiл 5 за деталями вiдповiдної конструкцiї), така що для довiльної
цилiндричної множини �0 ×�1 . . . �C+= × �∞ ∈ F:

ℙC
_
{�0 × . . . ×�C+=} =

∫
�C

∫
�C+1

. . .

∫
�C+=

_(3G0)%C (G0, 3G1) . . . %C+=−1(G=−1, 3G=).

Визначимо послiдовнiсть випадкових величини -C,= (l) = lC+=, = ≥ 0, таких, що
для всiх �0, . . . , �= ∈ E:

ℙC
_

{
-C,0 ∈ �0, . . . , -C,= ∈ �=

}
= ℙC

_
{�C ×�0 × . . . ×�=}.

Позначимо через
FC,= = f

[
-C,:, 0 ≤ : ≤ =

]
,
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натуральну фiльтрацiю, асоцiйовану з послiдовнiстю випадкових величин
(-C,=, = ≥ 0), та введемо позначення �C

[
5 (-C,=+<) |FC,=

]
для умовного математи-

чного сподiвання, асоцiйованого з -C,=, = ≥ 0 (тут 5 ∈ �+(E), =,< ≥ 0).
Тодi має мiсце Марковська властивiсть

�C
[
5 (-C,=+<) |FC,=

]
= �C

[
5 (-C,=+<) |-C,=

]
.

Станом на зараз ми визначили ймовiрнiсний простiр (Ω,F) та послiдовнiсть
ℙC
_

ймовiрнiсних мiр на цьому просторi, а також послiдовнiсть випадкових
величин -C,= : Ω → �, iндексовану двома iндексами C, = ≥ 0. Природньо, ми
асоцiюємо -C,= iз ймовiрнiсним простором (Ω,F,ℙC

_
). Тепер ми з’ясуємо, як ℙC

_

та -C,= пов’язанi при рiзних C .
Введемо оператор зсуву \= : Ω → Ω, = ≥ 1, де ∀l = (l0, l1, . . .) ∈ Ω:

\ (l) = \1(l) = (l1, l2, . . .),

\= (l) = (\=−1 ◦ \ ) (l) = (l=, l=+1, . . .), = > 1.

Зрозумiло, що для довiльних C, B, = ∈ ℕ0,

-C+B,= = -C,=+B = -C,= ◦ \B,

однак для � ∈ E маємо

ℙC+B
_

{
-C+B,= ∈ �

}
≠ ℙC

_

{
-C,=+B ∈ �

}
.

Для множини � ∈ E визначимо час першого вiдвiдування (hitting time) та
повернення (return time) у множину � як

gC,� = inf{= ≥ 0 : -C+= ∈ �},

fC,� = inf{= ≥ 1 : -C+= ∈ �}.

Для того щоб спростити подальшi перетворення та узгодити викладки iз прийня-
тими в однорiднiй теорiї, ми узгодимо наступне твердження.
Ми завжди будемо використовувати випадковий елемент -C,= в контекстi ймовiр-

ностi ℙC
_
та нiколи в контекстi ℙB

_
, B ≠ C . Тому ми опускатимемо нижнiй iндекс C

для -C,=, FC,=, gC,� та fC,� в контекстi ℙC
_
.
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Наприклад, ми можемо написати

ℙC
_
{f� > =} = ℙC

_

{
fC,� > =

}
= ℙC

_
{-1 ∉ �, . . . -= ∉ �} =

ℙC
_

{
-C,1 ∉ �, . . . -C,= ∉ �

}
= ℙC

_
{l ∈ Ω : lC+1 ∉ �, . . . , lC+= ∉ �} .

Аналогiчно, для 5 ∈ �+(E), скориставшись Марковською властивiстю отримаємо

�C [5 (-=+<) |F=] = �C
[
5 (-C,=+<) |FC,=

]
= �C [5 (-=+<) |-=] = % C+=,< 5 (-C,=) =∫

�

∫
�

. . .

∫
�

%C+= (lC+=, 3G1)%C+=+1(G1, 3G2) . . . %C+=+<−1(G<−1, 3G<) 5 (G<).

Зауважимо, що у попереднiй формулi iндекс C не може бути опущеним у
% C+=,< 5 (-C,=).

З iншого боку, очевидно, що для G ∈ �

�C [5 (-=+<) |-= = G] = �C+=G [5 (-<)] ,

що є типовим виразом в теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова.
Завершимо цей роздiл означенням атома.

Означення 3.1. Будемо казати, що множина U ∈ E є атомом послiдовностi
марковських перехiдних ймовiрностей (%C , C ∈ ℕ0), якщо iснує послiдовнiсть
ймовiрнiсних мiр `C ∈ �1(E) така, що для довiльних C ∈ ℕ0, � ∈ E та G ∈ U :

%C (G,�) = `C (�).

Будемо казати, що атом U є аперiодичним, якщо iснує< ≥ 1 таке, що

inf
C
{% C,< (U, U), % C,<+1(U, U)} > 0. (3.1)

Зауваження 3.1. Для однорiдного ланцюга Маркова з перехiдним ядром %

аперiодичний атом задовiльняє нерiвнiсть

%= (U, U) > 0,

для всiх = ≥ <, де< деяке додатнє цiле число. Зауважимо, що умова (3.1) означає
iснування< ≥ 1 такого, що для всiх = ≥ 0

% C,<+= (U, U) > 0.
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На вiдмiну вiд однорiдного випадку, у неоднорiдному можлива збiжнiсть

% C,<+= (U, U) → 0, C →∞.

Саме тому ми вимагаємо в (3.1), щоб

inf
C
{% C,< (U, U), % C,<+1(U, U)} > 0.

Оскiльки найбiльший спiльний дiльник< та< + 1 рiвний 1, остання умова може
бути переписана в наступному виглядi.

∃< ≥ 1, ∀= ≥ 0, ∃W= > 0 : inf
C,0≤:≤=

{% C,<+: (U, U) ≥ W= > 0}. (3.2)

Саме в такому виглядi ми будемо використовувати дану умову.

3.2 Геометрична умова зсуву

3.2.1 Умова зсуву для неоднорiдних ланцюгiв Маркова

У цьому роздiлi побудуємо неоднорiдний аналог добре вiдомого результату
з теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова, що стосується геометричної умови
зсуву (drift condition) та iснування експоненцiйного моменту для часу першого
повернення у множину. Варто зазначити, що умова зсуву для однорiдних
ланцюгiв Маркова (яка забезпечує геометричну рекурентнiсть) має вигляд

%+ (G) ≤ _+ (G) + 11� (G)

та не є корисною, якщо ланцюг є неоднорiдним (в роботi [36] розглядається
модифiкована умова зсуву, що забезпечує субгеометричну ергодичнiсть). Це
пов’язано з тим фактом, що властивостi неоднорiдного ланцюга не обов’язково
визначаються поведiнкою окремо взятої перехiдної ймовiрностi %C . Iншими
словами, ланцюг може мати скiнченний експоненцiйний момент, у той час як
однорiднi ланцюги, згенерованi окремими %C , такого моменту не матимуть. В
неоднорiдному випадку константа _ та пробна функцiя+ мусять залежати вiд C .

Умова (D).
Будемо казати, що послiдовнiсть марковських перехiдних ймовiрностей (%C , C ∈
ℕ0) задовiльняє Умову (D) з множиною � ∈ E, якщо:
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1. iснує послiдовнiсть вимiрних функцiй +: : � → [1,∞] та двi послiдовностi
додатнiх чисел {_:, : ≥ 0}, та {1:, : ≥ 0} такi, що для всiх G ∈ �

%:+:+1(G) ≤ _:+1+: (G) + 1:1� (G); (3.3)

2. послiдовнiсть {_:, : ≥ 0}, визначена в п. 1., задовiльняє умову

∞∑
:=0

(
:∏
9=0
(_ 9 ∨ 1)

)−1

(1 − _:)+ = ∞.

Тут 0 ∨ 1 = max{0, 1}, та 0+ = max{0, 0}.

Зауваження 3.2. Помiтимо, що _0 не фiгурує в рiвняннi (3.3), тому в подальшому
будемо вважати, що _0 = 1.

Теорема 3.1. Нехай (%C )C≥0 – послiдовнiсть марковських перехiдних ймовiрностей,

� ∈ E деяка множина, та виконана Умова (D).
Тодi мають мiсце наступнi твердження.

1. Для довiльних C ∈ ℕ0 та G ∈ � таких, що +C (G) < ∞:

ℙCG {g� < ∞} = ℙCG {f� < ∞} = 1.

2. Для довiльних G ∈ �, C ∈ ℕ0:

�CG

[
f�∏
9=1

_−1
C+ 9

]
≤ +C (G) + _−1

C+11C1� (G).

Доведення. В доведеннi ми дотримуватимемось позначень iз роздiлу 3.1.1. Основ-
ним iнструментом доведення буде Теорема Порiвняння (див. 2.2). Нехай C ∈ ℕ0

фiксоване. Всi подальшi величини будемо розумiти в контекстi ℙC , як описано у
Роздiлi 3.1.1, тобто пiд _= слiд розумiти _C+=, пiд F= – FC+= i т.д.

Покажемо спочатку, що за Умови 1 виконанi рiвностi

ℙCG {g� < ∞} = ℙCG {f� < ∞} = 1. (3.4)

Визначимо

�= =

(
=∏
9=0
(_ 9 ∨ 1)

)−1

,

V= = �=+= (-=),
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Z= = �=+1(1 − _=+1)++= (-=),

Y= = 1=�=+11� (-=).

Тодi запишемо

�C [V=+1 |F=] + Z= = �=+1
(
�C [+=+1(-=+1) |F=] + (1 − _=+1)++= (-=)

)
= �=+1

(
%=+=+1(-=) + (1 − _=+1)++= (-=)

)
≤ �=+1

(
_=+1+= (-=) + (1 − _=+1)++= (-=) + 1=1� (-=)

)
.

Розглянемо два випадки. Якщо _=+1 ≤ 1, то �=+1 = �= та

_=+1+= (-=) + (1 − _=+1)++= (-=) = += (-=),

звiдки виводимо, що для _=+1 ≤ 1:

�C [V=+1 |F=] + Z= ≤ �=+= (-=) +�=+11=1� (-=) = V= + Y= . (3.5)

Нехай тепер _=+1 > 1. У цьому випадку �=+1_=+1 = �= та (1 − _=+1)+ = 0. Таким
чином, для _=+1 > 1

�C [V=+1 |F=] + Z= ≤ �=+= (-=) +�=+11=1� (-=) = V= + Y= . (3.6)

Скомбiнувавши (3.5) та (3.6), приходимо до висновку, що кожна з цих нерiвностей
виконана для всiх _=+1 > 0.

Тодi з Теореми Порiвняння маємо

�CG
[
Vf�1f�<∞

]
+ �CG

[
f�−1∑
:=0

Z:

]
≤ �CG [V0] + �CG

[
f�−1∑
:=0

Y:

]
.

Скориставшись останньою нерiвнiстю та тим фактом, що +: ≥ 1 для всiх : ≥ 0,
встановимо скiнченнiсть ряду∑

=≥0
�= (1 − _=)+ℙCG {f� > =} = �CG

[
f�−1∑
==0

�= (1 − _=)+
]

≤ �CG

[
f�−1∑
==0

�= (1 − _=)++= (-=)
]
= �CG

[
f�−1∑
==0

Z=

]
≤ �CG [V0] + �CG

[
f�−1∑
:=0

Y:

]
= �0+0(G) +�1101� (G) < ∞.
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Отже, маємо спiввiдношення∑
=≥0

�= (1 − _=)+ℙCG {f� > =} < ∞.

Iз Умови (D) випливає, що
∑
=≥0

�= (1 − _=)+ = ∞, звiдки маємо ℙCG {f� > =} → 0,

що доводить (3.4).
Решта доведення слiдує мiркуванням з [111], Proposition 4.3.3 (ii). Застосуємо

Теорему Порiвняння ще раз. Покладемо

Λ0 = 1, Λ= =
=∏
:=1

_−1
:
, = ≥ 1,

V= = Λ=+= (-=), = ≥ 0,

Z= = 0,Y= = Λ=+11=1� (-=), = ≥ 0.

Тодi для всiх = ≥ 0

�C [V=+1 |F=] + Z= = Λ=+1%=+=+1(-=)
≤ Λ=+1_=+1+= (-=) + Λ=+11=1� (-=)
= Λ=+= (-=) + Y= = V= + Y= .

Припустимо, що для G ∈ � виконана нерiвнiсть +0(G) < ∞. Врахувавши (3.4) та
застосувавши Теорему Порiвняння, отримаємо:

�CG
[
Λf�

]
≤ �CG

[
Vf�

]
≤ �CG [V0] + �CG

[
f�−1∑
:=0

Y:

]
= +0(G) + _−1

1 101� (G),
що i завершує доведення. �

Наслiдок 3.1. З Теореми 3.1 випливає, що для iснування експоненцiйного моменту

для f� при заданих C ∈ ℕ0 та G ∈ � достатнiми є наступнi умови

1. Умова (D).
2. Iснують V > 1 та �V > 0 такi, що ∀: ≥ 0:

V: ≤ �V
:∏
9=1

_−1
C+ 9 .

3. G ∈ � таке що +C (G) < ∞.
Тодi має мiсце наступна нерiвнiсть

�−1
V
�CG [Vf� ] ≤ +C (G) + _−1

C+11C1� (G).
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Наступне твердження є аналогом вiдомого результату з теорiї однорiдних
ланцюгiв Маркова (див. [111], Proposition 4.3.3 (i)).

Твердження 3.1. Нехай {_C , C ∈ ℕ0} це така послiдовнiсть додатнiх чисел, що

1 := sup
C∈ℕ0,G∈�

�CG

[
f�∏
:=0

_−1
C+:

]
< ∞.

Тодi умова зсуву

%C+C+1(G) ≤ _C+C (G) + 11� (G)

виконана для функцiї +C (G) = �CG

[
g�∏
:=0

_−1
C+:

]
.

Доведення. З марковської властивостi маємо:

%C+C+1(G) = �CG [+C+1(-1)] = �CG

[
�C+1-1

[
g�∏
:=0

_−1
C+1+:

] ]
= �CG

[
g�◦\∏
:=0

_−1
C+1+:

]
=

∑
9≥1

�CG

[
g�◦\∏
:=0

_−1
C+1+:1f�= 9

]
=

∑
9≥1

�CG

[
9−1∏
:=0

_−1
C+1+:1f�= 9

]
=

∑
9≥1

�CG

[
9∏

:=1
_−1
C+:1f�= 9

]
=

∑
9≥1

_C�
C
G

[
9∏

:=0
_−1
C+:1f�= 9

]
= _C�

C
G

[
f�∏
:=0

_−1
C+:

]
.

Для G ∉ � маємо ℙCG {f� = g�} = 1, звiдки %C+C+1(G) = _C+C (G). Окрiм того, для
довiльних G ∈ �:

%C+C+1(G) = _C�CG

[
f�∏
:=0

_−1
C+:

]
≤ _C sup

G∈�
�CG

[
f�∏
:=0

_−1
C+:

]
≤ _C_−1

C 1.

Скомбiнувавши вирази для G ∈ � та G ∉ � , отримаємо:

%C+C+1(G) ≤ _C+C (G)1�2 (G) + 11� (G) ≤ _C+C (G) + 11� (G).

Отже 3.1 доведено. �
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3.2.2 Конструкцiя стохастичної мажоранти для часу
повернення

Iснування стохастичної мажоранти, тобто послiдовностi додатнiх дiйсних
чисел {�̂=, = ≥ 0} таких, що:

�̂= (G) ≥ ℙCG {f� > =} ,

вiдiграватиме важливу роль в цiлому рядi результатiв, представлених у данiй
дисертацiйнiй роботi.

Однак на практицi таку послiдовнiсть часто буває складно вiдшукати. По-
кажемо, що стохастичну мажоранту легко отримати iз геометричної умови
зсуву.

Лема 3.1. Розглянемо неоднорiдний ланцюг Маркова, визначений послiдовнiстю

перехiдних ймовiрностей (%C , C ∈ ℕ0). Припустимо, що виконанi умови Наслiдку

3.1. Тодi

ℙCG {f� > =} ≤ �V
+C (G) + _−1

C+11C1� (G)
4 (=+1) ln V

. (3.7)

Доведення. Шукане твердження є тривiальним наслiдком застосування нерiвно-
стi Чернова

ℙCG {f� > =} = ℙCG {f� ≥ = + 1} ≤
�CG

[
4f� ln V ]

4 (=+1) ln V
.

Формула (3.7) випливає з Наслiдку 3.1. �

Скориставшись Лемою 3.1, ми зможемо побудувати мажоруючу послiдов-
нiсть припустивши, що права частина (3.7) є обмеженою функцiєю C . Гарною
властивiстю такої мажоруючої послiдовностi є те, що вона матиме скiнченний
експоненцiйний момент.

3.3 Геометрична рекурентнiсть пари ланцюгiв

У цьому роздiлi ми розглянемо двi послiдовностi марковських перехiдних
ймовiрностей (%0,C , C ∈ ℕ0) та (%1,C , C ∈ ℕ0), визначених на � × E. Нехай E ⊗ E це
f-алгебра, згенерована добутками � × �, �, � ∈ E та ∀_, _′ ∈ �1(E), де _ ⊗ _′ це
мiра добутку, визначена на E ⊗ E.
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Ми можемо побудувати послiдовнiсть марковських перехiдних ймовiрностей
%̄C : �2 × E ⊗ E→ [0, 1], таких, що C ∈ ℕ0, G,~ ∈ �,� ∈ E ⊗ E:

%̄C ((G,~), �) =
∫

(I0,I1)∈�

%0,C (G, 3I0)%1,C (G, 3I1).

Також можемо побудувати канонiчний ймовiрнiсний простiр (Ω̄, F̄) та послiдов-
нiсть ймовiрнiсних мiр ℙ̄C

_0⊗_1
(_0, _1 ∈ �1(E)), використаши такий же пiдхiд, що i

в Роздiлi 3.1.1. Зрозумiло, що кожне l̄ ∈ Ω̄ може бути записано як l̄ = (l̄0, l̄1, . . .),
де l̄ 9 =

(
l
(0)
9 , l

(1)
9

)
, l
(8)
9 ∈ �, 8 ∈ {0, 1}, 9 ≥ 0. Тодi для довiльного C ∈ ℕ0 матиме-

мо пару неоднорiдних за часом ланцюгiв Маркова (- (0)C,= , -
(1)
C,= , = ≥ 0), таких, що

-
(0)
C,= (l̄) = l

(0)
C+= та аналогiчно - (1)C,= (l̄) = l

(1)
C+=.

З цiєї конструкцiї випливає, що ∀� ∈ E, 8 ∈ {0, 1}:

ℙ̄C
_0⊗_1

{
-
(8)
= ∈ �

}
=

∫
�

_8 (3G)% C,=8 (G,�),

де для 8 ∈ {0, 1}:

%
C,=
8 (G,�) =

(
=−1∏
:=0

%8,C+:

)
(G,�).

Для заданої множини � ∈ E визначимо час потрапляння та повернення до
множини � ×�:

ḡC,�×� = inf{= ≥ 0 :
(
-
(0)
C,= , -

(1)
C,=

)
∈ � ×�},

f̄C,�×� = inf{= ≥ 1 :
(
-
(0)
C,= , -

(1)
C,=

)
∈ � ×�},

та оператор зсуву на Ω̄: \̄ ((l̄0, l̄1, . . .)) = (l̄1, l̄2, . . .).
Також нам знадобляться ймовiрностi та математичнi сподiвання ℙC

8,_
, �C

8,_
,

8 ∈ {0, 1}, _ ∈ �1(E). Їх слiд розумiти як канонiчнi ймовiрностi та математичнi
сподiвання, згенерованi послiдовностями (%0,C , C ∈ ℕ0), або (%1,C , C ∈ ℕ0).

В подальшому опускатимемо нижнiй iндекс C в контекстi ℙ̄C
_0⊗_1

, як описано
в Роздiлi 3.1.1.

Введемо наступнi умови.
Умова A: Iснує множина U ∈ E, яка є аперiодичним атомом для обох

послiдовностей (%0,C ), та (%1,C ).
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Умова D1: Припустимо, що Умова (D) виконана для обох послiдовностей
(%8,C , C ∈ ℕ0, 8 ∈ {0, 1}) iз + (8)C , _

(8)
C та V (8)C . Припустимо також, що iснує V > 1 та

сталi � (8)
V

> 0 такi, що для 8 ∈ {0, 1}, C, = ≥ 0, та _(8)C

V= ≤ � (8)
V

(
=∏
:=1

_
(8)
C+:

)−1

. (3.8)

Тепер введемо спецiальнi позначення, якi знадобляться при доведеннi
основного результату.

Нехай виконана Умова (A), та U вiдповiдний аперiодичний атом для обох
ланцюгiв. Тодi без втрати загальностi можемо припустити iснування таких
< > 0 та W0 > 0, що

W0 = inf
C∈ℕ0,8∈{0,1}

{% C,<8 (U, U), %
C,<+1
8 (U, U), . . . , % C,2<−1

8 (U, U)} > 0. (3.9)

Визначимо послiдовнiсть “спроб склеювання” aC,: :

aC,−1 = min{f̄C,U×�, f̄C,�×U},
aC,0 = max{f̄C,U×�, f̄C,�×U},

aC,=+1 =


∞, якщо a= = ∞,
min{: ≥ aC,= +<, - (1)C,: ∈ U}, якщо - (0)C,aC,= ∈ U,
min{: ≥ aC,= +<, - (0)C,: ∈ U}, якщо - (1)C,aC,= ∈ U,

(3.10)

де = ≥ 0 та< взятi з (3.9). Також визначимо

*C,= = aC,= − aC,=−1, = ≥ 0,
gC = min{: ≥ 0 : aC,:−1 = aC,:}.

(3.11)

*C,= слiд розумiти як час наступного пiсля< потрапляння в U ланцюгом - (1−8) ,
якщо - (8)C,aC,= ∈ U , а gC це номер першої успiшної “спроби склеювання”, та aC,gC це
такий iндекс, що

(
-
(0)
C,aC,gC

, -
(1)
C,aC,gC

)
∈ U × U вперше. Основна причина, з якої ми

додали затримку в< крокiв, полягає у тому, щоб забезпечити вiддiленiсть вiд
0 послiдовностi вiдновлення, що є основним елементом доведення. Нарештi
визначимо сiм’ю f-алгебр:

BC,= = f
[
F̄aC,=−1,*C,=

]
, = ≥ 0. (3.12)
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Теорема 3.2. Нехай (%0,C , C ∈ ℕ0)та (%1,C , C ≥ 1) – це двi послiдовностi марковських

перехiдних ймовiрностей. Припустимо, що Умова (A) виконана та iснують стала

V > 1 та множини �̃0, �̃1 ∈ E, такi, що U ⊂ �̃0 ∩ �̃1 та для всiх G,~ ∈ �̃0 × �̃1:

sup
C

(
�C0,G [VfU ] + �C1,~ [VfU ]

)
< ∞.

Тодi iснує стала" > 0, для якої виконана нерiвнiсть

�̄CG,~
[
X f̄U×U

]
≤ "

(
�C0,G [VfU ] + �C1,~ [VfU ]

)
. (3.13)

Стала" може бути зображена як

" = 1 + 1
1 −

√
(1 − W) (1 + Y)

, (3.14)

де W, Y > 0 деякi сталi такi, що (1 − W) (1 + Y) < 1.

Доведення. Оскiльки для довiльного l̄ ∈ Ω̄ має мiсце нерiвнiсть f̄C,U×U (l̄) ≤
aC,gC (l̄), то для всiх G,~ ∈ �̃0 × �̃1 виконано

�̄CG,~
[
Vf̄U×U

]
≤ �̄CG,~ [Vag ] =

∞∑
:=0

�̄CG,~ [1g=:Va: ]

≤ �̄CG,~ [Va0] +
∞∑
:=1

�̄CG,~ [1g>:−1V
a: ]

≤ �̄CG,~ [Va0] +
∞∑
:=0

(
ℙ̄CG,~ {g > :} �̄CG,~

[
V2a:+1

] ) 1
2
.

(3.15)

Остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi Кошi-Шварца. За Лемою 3.6 з A (:) = 1
iснує W ∈ (0, 1) таке, що

ℙ̄C
{
g > 9 |F̄a 9−1

}
≤ (1 − W)1gC> 9−1,

звiдки
ℙ̄CG,~ {g > :} < (1 − W): . (3.16)

Зауважимо, що aC,:+1 = aC,: +*C,:+1 та aC,: є BC,:-вимiрними.
Оберемо таке Y, що (1+Y) (1−W) < 1. Оскiльки supC,8 �C8,U [VfU ] < ∞, ми можемо

застосувати Лему 3.4 та знайти таке X ∈ (1, V), що

�̄CG,~
[
X2a:+1

]
= �̄CG,~

[
X2a: �̄C

[
X2*:+1 |B:

] ]
≤ (1 + Y)�̄CG,~

[
X2a:

]
. (3.17)
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Застосувавши (3.17) рекурсивно, отримаємо оцiнку:

�̄CG,~
[
X2a:+1

]
≤ (1 + Y):+1�̄CG,~ [Xa0] . (3.18)

Пiдставивши (3.18) та (3.16) у (3.15), та взявши до уваги, що (3.15) залишається
вiрним, якщо замiнити V на X , отримаємо:

�̄CG,~
[
X f̄U×U

]
≤ �̄CG,~ [Xa0]

(
1 +

∞∑
:=0
((1 − W) (1 + Y)) :2

)
≤ �̄CG,~ [Xa0]

(
1 + 1

1 −
√
(1 − W) (1 + Y)

)
≤

(
�C0,G [XfU ] + �C1,~ [XfU ]

) (
1 + 1

1 −
√
(1 − W) (1 + Y)

)
.

(3.19)

Оскiльки X ≤ V , то з (3.19) випливає:

�̄CG,~
[
X f̄U×U

]
≤

(
�C0,G [VfU ] + �C1,~ [VfU ]

) (
1 + 1

1−
√
(1−W) (1+Y)

)
, (3.20)

що i доводить Теорему з " = 1 + 1
1−
√
(1−W) (1+Y)

. �

Теорема 3.2 доводить iснування експоненцiйного моменту, однак перевiрка
умов Теореми в практичних застосуваннях може викликати певнi труднощi.
Зокрема, теорема не дає прямих формул для обчислення констант X, Y, W , якi
є необхiдними для обчислення " за формулою (3.14). Наступний результат
покликаний вирiшити цю проблему.

Теорема 3.3. Нехай (%8,C , 8 ∈ {0, 1}, C ∈ ℕ0) двi послiдовностi марковських пере-

хiдних ядер. Припустимо, що виконанi Умова (A) та Умова (D1). Додатково

припустимо наступне:

1. iснують сталi �̂ > 0, V̂ > V такi що

ℙC8,U {fU > =} ≤ �̂= := �̂V̂−=,

отже

<̂ :=
∑
=≥0

�̂V̂−= =
�̂V̂

V̂ − 1
< ∞;

2. iснують< > 0 та W0 > 0 такi, що 8 ∈ {0, 1}

inf
C∈ℕ0
{% C,<8 (U, U), . . . %

C,2<−1
8 (U, U)} ≥ W0;
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3. iснують множини A8 ∈ E, A8 ≠ ∅, 8 ∈ {0, 1} такi, що для всiх G ∈ A8

sup
C

+
(8)
C (G) < ∞.

Тодi для G ∈ A0 ∪ U , ~ ∈ A1 ∪ U виконана наступна нерiвнiсть

�̄CG,~
[
X f̄U×U

]
≤ "

(
�
(0)
V
,
(0)
C (G) +�

(1)
V
,
(1)
C (~)

)
, (3.21)

де
,
(8)
C (G) = +

(8)
C (G) +

(
_
(8)
C+1

)−1
1
(8)
C 1U

(
-
(8
C

)
, 8 ∈ {0, 1},

" = 1 + 1
1−
√
(1−W) (1+Y)

,

W = W0(1 − �̂<)
<̂−�̂<
�̂< ,

X = (1 + Y/2)
1

<+=0 ,

=0 =
⌊
ln

(
Y (V̂−V)
2�̂V<+1

)
/ln

(
V

V̂

)⌋
+ 2.

(3.22)

Тут Y є довiльною сталою, що задовiльняє нерiвностi Y < W

1−W , та b0c позначає цiлу
частину дiйсного числа 0.

Доведення. Оскiльки Умова (D1) виконана, ми можемо застосувати Наслiдок
3.1 та отримати для всiх G ∈ A8 \ U , 8 ∈ {0, 1}:

sup
C

�C8,G [VfU ] < ∞,

З умови 1 отримаємо
sup
C

�C8,U [VfU ] < ∞.

Отже, умови Теореми 3.2 виконуються iз �̃8 = A8 ∪ U .
Формули для, (0)C (G) та, (1)C (~) випливають iз Теореми 3.1, формула для

сталої" доведена в Теоремi 3.2, формули для X та =0 доведенi в Лемi 3.4. Формула
для W випливає з лем 3.2 та 3.3. �

Зауваження 3.3. Умова 1 в Теоремi 3.3 на перший погляд є сильнiшою, нiж Умова
(D1), однак її можна вивести iз Умови (D1), як показано в Лемi 3.1. Звичайно,
для деяких ланцюгiв можливо знайти краще �̂=, нiж отримане з Леми 3.1.

Далi покажемо, як оцiнки експоненцiйного моменту можуть бути застосованi
для дослiдження ергодичностi неоднорiдних ланцюгiв Маркова. Умови, якi
гарантують сильну та слабку ергодичнiсть неоднорiдних ланцюгiв, добре вiдомi.
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Сильна ергодичнiсть дослiджується у роботах [28, 29, 142], а критерiй слабкої
ергодичностi встановлено в [108, 129].

Зауважимо, що з Умови (D) не випливає навiть слабкої ергодичностi в
сенсi, визначеному в [108, 129] (якщо лише не виконується supG,C +C (G) < ∞,
чого не можна очiкувати для бiльшостi ланцюгiв, якi становлять практичний
iнтерес), однак ця умова достатня для збiжностi у рiвномiрнiй нормi перехiдної
ймовiрностi за = крокiв. Швидкiсть такої збiжностi вивчалася в роботах [3] та
[35]. В роботi [3] геометрична умова зсуву використовувалась для встановлення
швидкостi збiжностi . Однак Умова (D) даної роботи є слабшою, нiж вiдповiднi
умови з [3], оскiльки в нашому випадку деякi _C можуть бути бiльшими за 1.

Основна вiдмiннiсть результату, який буде доведено нижче, вiд результатiв
роботи [3] полягає у тому, що ми встановили оцiнки для сум

∞∑
:=0

X: | |% C,: (G, ·) −

% C,: (~, ·) | |, тодi як [3] присвячено оцiнюванню | |% C,: (G, ·) − % C,: (~, ·) | |. Для того
щоб довести оцiнку для суми, визначеної вище, в наступнiй теоремi застосуємо
метод склеювання до двох копiй одного неоднорiдного ланцюга Маркова, якi
стартують iз рiзними початковими розподiлами. Це дозволить нам показати,
що сума обмежена експоненцiйним моментом часу одночасного потрапляння
у множину � . Пiсля цього ми можемо скористатися Теоремою 3.2 або 3.3, щоб
обчислити вiдповiднi оцiнки у термiнах експоненцiйних моментiв кожного з
ланцюгiв, або за допомогою пробної функцiї з Умови (D).

Наступна теорема є аналогом добре вiдомого результату з теорiї однорiдних
ланцюгiв Маркова. Її доведення повторює доведення вiдповiдної теореми для
однорiдних ланцюгiв (див. [111] Роздiл 8, 13). В роботах [3], [92], [155] наведенi
аналогiчнi результати для однорiдних ланцюгiв за рiзних умов, а робота [35]
присвячена неоднорiдному випадку. Ми наводимо тут цю теорему, щоб про-
демонструвати можливi застосування Теорем 3.2 та 3.3, а також пiдкреслити
важливiть iснування експоненцiйного моменту.

Теорема 3.4. Нехай (%C , C ∈ ℕ0) є послiдовнiстю марковських перехiдних ймовiр-

ностей, для якої iснує аперiодичний атом U ∈ E, та _, _′ ∈ �1(E) двi ймовiрнiснi
мiри такi, що для всiх C ∈ ℕ0,

ℙC
_
{fU < ∞} = ℙC

_′{fU < ∞} = 1.
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Припустимо, що iснує V > 1 таке, що

�CU [VfU ] < ∞.

Тодi iснує X ∈ (1, V), що задовiльняє нерiвностi∑
:≥0

X: | |_% C,: − _′% C,: | | ≤ 1
X − 1

(
�̄C
_⊗_′

[
X f̄U×U

]
− 1

)
.

Доведення. Проведемо доведення, використовуючи адаптований до неоднорi-
дних ланцюгiв метод склеювання.

Нехай 5 : � → ℝ це обмежена вимiрна функцiя. Розглянемо ланцюги - (0)C,=
та - (1)C,= , що представляють собою двi незалежнi копiї одного ланцюга, заданого
послiдовнiстю (%C , C ∈ ℕ0). Тодi

�C0,_

[
5

(
-
(0)
=

)]
= �̄C

_⊗_′
[
5

(
-
(0)
=

)]
=

=∑
:=0

�̄C
_⊗_′

[
5

(
-
(0)
=

)
1f̄U×U=:

]
+ �̄C

_⊗_′
[
5

(
-
(0)
=

)
1f̄U×U>=

]
=

=∑
:=0

�̄C
_⊗_′

[
�̄C+:U×U

[
5

(
-
(0)
=−:

)]
1f̄U×U=:

]
+ �̄C

_⊗_′
[
5

(
-
(0)
=

)
1f̄U×U>=

]
=

=∑
:=0

ℙ̄C
_⊗_′ {f̄U×U = :} % C+:,=−: 5 (U) + �̄C

_⊗_′
[
5

(
-
(0)
=

)
1f̄U×U>=

]
.

Аналогiчна нерiвнiсть виконана для �C1,_′

[
5

(
-
(1)
=

)]
. Таким чином, можемо

записати����C0,_ [
5

(
-
(0)
=

)]
− �C1,_′

[
5

(
-
(1)
=

)] ��� ≤ �̄C
_⊗_′

[���5 (
-
(1)
=

)
− 5

(
-
(2)
=

)���1f̄U×U>=]
≤ sup
G,~∈�
|5 (G) − 5 (~) |ℙ̄C

_⊗_′ {f̄U×U > =} .

Тодi

| |_% C,= − _′% C,= | | = sup
�∈E

����C0,_ [
1�

(
-
(1)
=

)]
− �C1,_′

[
1�

(
-
(2)
=

)] ��� ≤ ℙ̄C
_⊗_′ {f̄U×U > =} .

Нарештi отримаємо, що∑
=≥0

X= | |_% C,= − _′% C,= | | ≤
∑
=≥0

X=ℙ̄C
_⊗_′ {f̄U×U > =} = 1

X − 1
(
�̄C
_⊗_′

[
X f̄U×U

]
− 1

)
.

Теорему доведено. �
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3.3.1 Допомiжнi леми

Лема 3.2. Нехай U є аперiодичним атомом для послiдовностi марковських перехi-

дних ймовiрностей (%C , C ∈ ℕ0), та

W0 = inf
C
{% C,< (U, U), % C,<+1(U, U), . . . , % C,2<−1(U, U)} > 0.

Тодi для всiх C, = ≥ 0:

% C,2<+= (U, U) ≥ W0

=∏
:=0

ℙC+:U {fU ≤ < + = − :}

= W0

=∏
:=0

ℙC+=−:U {fU ≤ < + :} > 0.
(3.23)

Доведення. Доведемо лему за iндукцiєю. Почнемо з = = 0 в (3.23)

% C,2< (U, U) =
2<∑
:=1

ℙCU {fU = :} % C+:,2<−: (U, U) ≥
<∑
:=1

ℙCU {fU = :} % C+:,2<−: (U, U)

≥ W0

<∑
:=1

ℙCU {fU = :} = W0ℙ
C
U {fU ≤ <} .

Припустимо, що нерiвнiсть (3.23) виконана для всiх C ∈ ℕ0, : ≤ =. Перевiримо її
для = + 1. Скориставшись розкладом за першим входом (див. [113], Роздiл 8, ст.
174), запишемо

% C,2<+=+1(U, U) =
2<+=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}% C+:,2<+=+1−: (U, U)

≥
<+=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}% C+:,2<+=+1−: (U, U)

=

=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}% C+:,2<+=+1−: (U, U) +
<+=+1∑
:==+2

ℙCU{fU = :}% C+:,2<+=+1−: (U, U)

≥ W0

=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}
=+1−:∏
9=0

ℙ
C+:+=+1−:− 9
U {fU ≤ < + 9} + W0ℙ

C
U{= + 2 ≤ fU ≤ < + = + 1}

= W0

=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}
=+1−:∏
9=0

ℙ
C+=+1− 9
U {fU ≤ < + 9} + W0ℙ

C
U{= + 2 ≤ fU ≤ < + = + 1}
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≥ W0

=+1∑
:=1

ℙCU{fU = :}
=∏
9=0

ℙ
C+=+1− 9
U {fU ≤ < + 9} + W0ℙ

C
U{= + 2 ≤ fU ≤ < + = + 1}

≥
(
W0

=∏
9=0

ℙ
C+=+1− 9
U {fU ≤ < + 9}

)
ℙCU{fU ≤ < + = + 1} = W0

=+1∏
9=0

ℙ
C+=− 9
U {fU ≤ < + 9 + 1}.

Оскiльки для довiльного C ∈ ℕ0,ℙCU{fU ≤ <} ≥ % C,< (U, U) > 0, та послiдовность
ℙCU{fU ≤ =} зростає по =, отримаємо строгу додатнiсть кожного множника в
(3.23). Тодi % C,2<+= (U, U) > 0 для всiх = ≥ 0. �

Лема 3.3. Нехай виконанi умови Леми 3.2, та припустимо iснування спадної

числової послiдовностi з невiд’ємними елементами {�̂=, = ≥ 0}, такої, що

�̂= ≥ sup
C

ℙCU{fU > =}, та
∑
=≥0

�̂= = " < ∞.

Припустимо також, що �̂< < 1. Тодi для W = W0(1−�̂<)
"−�̂<
�̂< > 0 та для всiх C, = ≥ 0

маємо нижню оцiнку

% C,2<+= (U, U) ≥ W > 0. (3.24)

Доведення. З Леми 3.2 отримаємо

% C,2<+= ≥ W0

=∏
:=0
(1 − �̂<+:). (3.25)

Той факт, що з (3.25) випливає (3.24), буде доведено в наступному роздiлi, в
Теоремi 4.3. �

Помiтимо, що умова �̂< < 1 не є занадто обмежуючою. Оскiльки
∞∑
==0

�= < ∞

та {�=, = ≥ 0} незростаюча, то з необхiднiстю iснуватиме =0 таке, що �̂: < 1 для
всiх : > =0. У випадку< ≤ =0, скориставшись Лемою 3.2 отримаємо iснування
iншого, бiльшого< за рахунок меншого W0.

Наступнi три леми це модифiкованi з теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова
результати (див. [111], Роздiл 13). Основна вiдмiннiсть полягає у тому, що ми
вивчаємо два рiзних ланцюги, а не двi копiї одного i того ж ланцюга (як в
однорiднiй теорiї). У наступнiй лемi, наприклад, матимемо умови та оцiнки, якi
вiдрiзняються вiд аналогiчних результатiв теорiї однорiдних ланцюгiв.
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Лема 3.4. (i) Розглянемо послiдовнiсть марковських перехiдних ймовiрностей

(%C , C ∈ ℕ0), та припустимо, що для неї iснує аперiодичний атом U та

стала V > 1 такi, що

sup
C

�CU [VfU ] < ∞. (3.26)

Тодi для довiльних< ≥ 0 та Y > 0 iснує X = X (<, Y) ∈ (1, V) таке, що

sup
C,=

�CU [X<+gU◦\=] ≤ 1 + Y. (3.27)

(ii) Якщо додатково iснує мажоруюча послiдовнiсть �̂= та сталi �̂ > 0, V̂ > V ,

такi, що для всiх C, : ≥ 0

ℙCU {fU > :} ≤ �̂: ≤ �̂V̂−:, (3.28)

то
X = (1 + Y/2)

1
<+=0 ,

=0 =
⌊
ln

(
Y (V̂−V)
2�̂V<+1

)
/ln

(
V

V̂

)⌋
+ 2,

(3.29)

де b0c – це цiла частина дiйсного числа 0.

Доведення. Спершу встановимо наступну нерiвнiсть

ℙCU{gU ◦ \= = :} ≤
=∑
9=1

ℙC+=−1
U {fU = : + 9}. (3.30)

Для цього помiтимо, що

ℙCU{gU ◦ \= = :} =
∞∑
9=0

ℙC {f ( 9)U < = ≤ f ( 9+1)U , gU ◦ \= = :}

=

∞∑
9=0

=−1∑
8=0

ℙCU{f
( 9)
U = 8, fU ◦ \f ( 9)U = : + = − 8}

≤
=−1∑
8=0

∞∑
9=0

ℙCU{f
( 9)
U = 8}ℙC+8U {fU = : + = − 8}

=

=−1∑
8=0

ℙC+8U {fU = : + = − 8}ℙCU{-8 ∈ U} ≤
=−1∑
8=0

ℙC+8U {fU = : + = − 8}

=

=∑
9=1

ℙ
C+=− 9
U {fU = : + 9}.
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Тепер отримаємо, що для довiльного ; ≥ 0
∞∑
:=;

V:ℙCU{gU ◦ \= = :} ≤
∞∑
:=;

=∑
9=1

V:ℙ
C+=− 9
U {fU = : + 9}

=

=∑
9=1

V− 9
∑
:≥;+ 9

V:ℙ
C+=− 9
U {fU = :}.

(3.31)

(i) Припустимо, що виконано (3.26). Позначимо

V1 =
√
V > 0, та

bC = V
fC,U
1 ,

З умови (3.26) отримаємо

sup
C

�CU
[
|bC |2

]
= sup

C

�CU [VfU ] < ∞,

що означає, що сiм’я розподiлв bC рiвномiрно iнтегровна. Введемо спецi-
альне позначення для хвостiв

0
(C)
= =

∑
:≥=

V:1ℙ
C
U {fU = :} .

Отже, маємо supC 0
(C)
= → 0, = →∞. З нерiвностi (3.31) отримаємо

sup
=

∞∑
:=;

V:1ℙ
C
U {gU ◦ \= = :} ≤

∞∑
9=1

V− 9 sup
C

0
(C)
;+ 9 → 0, ; → 0.

Останнiй вираз означає, що ми можемо знайти номер =0 > 0 такий, що
∞∑

:>=0

V:1ℙ
C
U{gU ◦ \= = :} ≤

Y

2V<1
. (3.32)

Оберемо таке X ∈ (1, V1), що X<+=0 ≤ 1 + Y/2. Тодi матимемо

�CU
[
X<+gU◦\=

]
= �CU

[
X<+gU◦\=1gU◦\=≤=0

]
+ �CU

[
X<+gU◦\=1gU◦\=>=0

]
≤ X<+=0 + V<1

∑
:>=0

�CU
[
V:11gU◦\==:

]
= X<+=0 + V<1

∑
:>=0

V:1ℙ
C
U{gU ◦ \= = :}

≤ 1 + Y/2 +
YV<1
2V<1

= 1 + Y.

(3.33)
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(ii) Припустимо, що виконана умова (3.28). Скориставшись рiвнiстю

V: = (V − 1)
:−1∑
8=0

V8 + 1,

отримаємо для всiх ; ≥ 1
∞∑

:= 9+;
V:ℙ

C+=− 9
U {fU = :} ≤ (V − 1)

∞∑
:=;+ 9

:−1∑
8=0

V8ℙ
C+=− 9
U {fU = :} + �̂;+ 9−1

≤ (V − 1)

(
9+;−1∑
8=0

V8

)
�̂ 9+;−1 +

∑
8≥ 9+;

V8ℙ
C+=− 9
U {fU > 8}

 + �̂;+ 9−1

≤ (V − 1)

V;+ 9 − 1
V − 1 �̂ 9+;−1 +

∑
8≥ 9+;

V8�̂8

 + �̂;+ 9−1

= V 9+;�̂ 9+; + (V − 1)
∑
8≥ 9+;

V8�̂8

≤ �̂
(
V

V̂

) 9+;
+ �̂ (V − 1)

∑
8≥ 9+;

(
V

V̂

)8
=

(
V

V̂

) 9+;
V (V̂ − 1)
V̂ − V

�̂.

Пiдставивши цю нерiвнiсть в (3.31), отримаємо

sup
=

∞∑
:=;

ℙCU {gU ◦ \= = :} ≤ �̂
V (V̂ − 1)
V̂ − V

∞∑
9=1

V− 9

(
V

V̂

) 9+;
= �̂

V (V̂ − 1)
V̂ − V

(
V

V̂

); ∞∑
9=1

V̂− 9 = �̂
V

V̂ − V

(
V

V̂

);
.

(3.34)

Тепер можемо знайти такий номер =0 ≥ 1, що∑
:>=0

ℙCU {gU ◦ \= = :} ≤ �̂
V

V̂ − V

(
V

V̂

)=0−1

≤ Y

2V< . (3.35)

З (3.35) отримаємо вираз для =0

=0 =

⌊
ln

(
Y (V̂ − V)
2�̂V<+1

)
/ln

(
V

V̂

)⌋
+ 2,

який доводить формулу для =0 в (3.29). Для завершення доведення по-
кладемо X = (1 + Y/2)

1
<+=0 та застосуємо перетворення (3.33) з V замiсть

V1.
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�

У наступних двох лемах ми використовуватимемо позначення з Роздiлу 3.3
та припустимо виконання умов Теореми 3.2.

Лема 3.5. Нехай ℎ : � → ℝ+ вимiрна функцiя. Тодi ∀C ∈ ℕ0:

1U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
ℎ

(
-
(8)
a 9

)
|B 9

]
= 1U

(
-
(8)
a 9−1

)
%
C,* 9
8 ℎ(U) (3.36)

Доведення. Доведемо формулу (3.36), скориставшись означенням умовного
математичного сподiвання. Випадкова величина % C,* 98 ℎ(U) є B 9-вимiрною за
конструкцiєю B 9 . Тому досить довести, що для довiльної множини � ∈ Fa 9−1:

�CG,~

[
1�1* 9=:1U (-

(8)
a 9−1)ℎ(-

(8)
a 9 )

]
= �CG,~

[
1�1* 9=:1U (-

(8)
a 9−1)%

C,* 9
8 ℎ(U)

]
. (3.37)

Скориставшись означенням a 9 , отримаємо

�CG,~

[
1�1* 9=:1U (-

(8)
a 9−1)ℎ(-

(8)
a 9 )

]
= �CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)�

C
[
1* 9=:ℎ(-

(8)
a 9 ) |Fa 9−1

] ]
= �CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)�

C
[
1* 9=:ℎ(-

(8)
a 9−1+:) |Fa 9−1

] ]
= �CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)�

C
[
1a 9−1+<+g (1−8)◦\a9−1+<=:

ℎ(- (8)
a 9−1+:) |Fa 9−1

] ]
= �CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)�

C

-
(8)
a9−1,-

(1−8)
a9−1

[
1g (1−8)◦\<=:−<ℎ(-

(8)
:
)
] ]

= �CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)�

C
8,U

[
ℎ(- (8)

:
)
]
ℙ
-
(1−8)
a9−1
{g (1−8) ◦ \< = : −<}

]
= �C8,U

[
ℎ(- (8)

:
)
]
�CG,~

[
1�1U (- (8)a 9−1)ℙ

C {* 9 = : |Fa 9−1}
]

= %
C,:
8 ℎ(U)�

C
G,~

[
1�1* 9=:1U (-

(8)
a 9−1)

]
= �CG,~

[
1�1* 9=:1U (-

(8)
a 9−1)%

C,* 9
8 ℎ(U)

]
.

Таким сином, формула (3.37), а отже i (3.36) доведена. �

Лема 3.6. Нехай A (=), = ≥ 0 - невiд’ємна числова послiдовнiсть. Тодi iснує W < 1
таке, що

�C
[
1g> 9A (a 9 ) |Fa 9−1

]
≤ (1 − W)1g> 9−1�

C
[
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
. (3.38)

Доведення. У цьому доведеннi усi випадковi величини поза �C слiд розумiти як
такi, що мають нижнiй iндекс C , тобто 1U

(
-
(8)
a 9−1

)
= 1U

(
-
(8)
C,aC, 9−1

)
. Маємо

1U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
1g> 9A (a 9 ) |Fa 9−1

]
= 1U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
1g> 9−11U2

(
-
(8)
a 9

)
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
= 1g> 9−11U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
�C

[
1U2

(
-
(8)
a 9

)
|B 9

]
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
.
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З Леми 3.5 отримаємо

1g> 9−11U
(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
�C

[
1U2

(
-
(8)
a 9

)
|B 9

]
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
= 1g> 9−11U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
%
C,* 9
8 (U, U

2)A (a 9 ) |Fa 9−1

]
= 1g> 9−11U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
(1 − % C,* 98 (U, U))A (a 9 ) |Fa 9−1

]
.

За лемою 3.3 % C,2<+=8 (U, U) ≥ W , ∀= ≥ 0, та, оскiльки* 9 ≥ 2<:

1g> 9−11U
(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
(1 − % C,* 98 (U, U))A (a 9 ) |Fa 9−1

]
≤ (1 − W)1g> 9−11U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
.

Це означає, що нами встановлено наступне спiввiдношення

1U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
1g> 9A (a 9 ) |Fa 9−1

]
≤ (1 − W)1g> 9−11U

(
-
(8)
a 9−1

)
�C

[
A (a 9 ) |Fa 9−1

]
. (3.39)

Помiтимо, що за означенням a 9−1:[
1U

(
-
(0)
a 9−1

)
+ 1U

(
-
(1)
a 9−1

)]
1g> 9−1 = 1. (3.40)

Тепер просумуємо нерiвностi (3.39) для 8 ∈ {0, 1}, та, скориставшись (3.40),
отримаємо (3.38). �

3.4 Геометрична рекурентнiсть для пари
неоднорiдних ланцюгiв Маркова зi
значеннями у загальному фазовому просторi

У цьому роздiлi ми розглянемо пару неоднорiдних за часом ланцюгiв
Маркова - (1)C та - (2)C , C ∈ ℕ0 = {0, 1, 2, . . .} зi значеннями у загальному фазовому
просторi (�,E). Будемо дотримуватися позначень, введених у попередньому
роздiлi.

Ключову роль для подальших результатiв вiдiграватиме умова мiноризацiї.
Умова (A). Будемо казати, що послiдовнiсть марковських перехiдних ядер

(%C , C ∈ ℕ0) задовольняє Умову (A), якщо iснує множина � ∈ E, послiдовнiсть
ймовiрнiсних мiр aC ∈ �1(E) та послiдовнiсть сталих UC ∈ (0, 1) таких, що
∀G ∈ �, � ∈ E та для всiх C ∈ ℕ0

%C (G,�) ≥ UCaC (�), та
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U := inf
C
UC > 0.

Множина � з Умови (A) називається малою множиною (small set).
Умова мiноризацiї є дуже важливим iнструментом, який використовується в

теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова. В нашому означеннi ми ввели додаткову
вимогу infC UC > 0. Ця додаткова вимога гарантує те, що умова мiноризацiї
виконана рiвномiрно по часу та не зникає при C →∞. Така додаткова вимога є
специфiчною саме для неоднорiдних ланцюгiв.

Далi отримаємо оцiнки для часу f�×� першого вiдвiдування множини � ×�
парою ланцюгiв

(
- (1), - (2)

)
, що визначенi парою послiдовностей марковських

перехiдних ядер (%C,1, %C,2), C ∈ ℕ0. Припустимо, що обидва ланцюги - (1) та - (2)

задовольняють Умову (A) з тим же набором UC , aC , C ∈ ℕ0.

3.4.1 Конструкцiя розщеплення

Припустимо, що умова мiноризацiї (A) виконана одночасно для обох ланцю-
гiв зi спiльними UC , aC . Тодi ми можемо визначити “розщепленi” ланцюги -̌ (8)C та
-̌
(8)
C,= такi, що -̌ (8)C та -̌ (8)C+= є атомарними.

Покладемо �̌ = � × {0, 1} та Ě = f [� × {0}, � × {1} | � ∈ E]. Для довiльної
множини � ∈ E визначимо �̌0 = � × {0}, �̌1 = � × {1}, �̌ = � × {0, 1}.

Нехай YC > 0 – це послiдовнiсть додатних чисел. Для довiльного%C,8 визначимо
%̌C,8 : � × {0, 1} → Ě.

Якщо G ∈ � \� , � ∈ E та 3 ∈ {0, 1}, то покладемо

%̌C,8 ((G, 3), � × {0}) = (1 − UC )%C,8 (G,�),
%̌C,8 ((G, 3), � × {1}) = UC%C,8 (G,�).

(3.41)

Якщо G ∈ � , то визначимо

%̌C,8 ((G, 0), � × {0}) = (1 − UC ) %C,8 (G,�)−UCaC (�)1−UC ,

%̌C,8 ((G, 0), � × {1}) = UC %C,8 (G,�)−UCaC (�)1−UC ,

%̌C,8 ((G, 1), � × {0}) = (1 − UC )aC (�),
%̌C,8 ((G, 1), � × {1}) = UCaC (�).

(3.42)

Iз означень (3.41) та (3.42) бачимо, що

%̌C,8 ((G, 3), � × {0, 1}) = %C,8 (G,�), (3.43)
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для всiх G ∈ � \�, � ∈ E, та

(1 − UC )%̌C,8 ((G, 0), � × {0, 1}) + UC %̌C,8 ((G, 1), � × {0, 1}) = %C,8 (G,�), (3.44)

для всiх G ∈ �, � ∈ E.
Iншою важливою рiвнiстю, що випливає з означення (3.42), є наступна

%̌C,8 ((G, 3), � × {0}) = (1 − UC )%̌C,8 ((G, 3), � × {0, 1}), (3.45)

для всiх G ∈ �, 3 ∈ {0, 1}.
Нехай `1, `2 це двi ймовiрнiснi мiри з �1, 31, 32 ∈ {0, 1}, та X 9 – це мiра Дiрака,

9 ∈ {0, 1}. За допомогою перехiдних ймовiрностей %̌C,8 побудуємо канонiчний
ймовiрнiсний простiр у спосiб, повнiстю аналогiчний тому, що описано вище.
Припустимо, що випадковi величини -̌ (8)C з -̌ (8)0 ∼ `8×X38 ,38 ∈ {0, 1} та ймовiрностi
ℙ̌C
`1×X31,`2×X32

коректно визначенi на вищевказаному ймовiрнiсному просторi. Щоб
спростити позначення, введемо

` × {3} := ` × X3, ` ∈ �1, 3 ∈ {0, 1}. (3.46)

Отримали ланцюги Маркова -̌ (8)C , якi мають атом � × {1}. Позначимо

f
(8)
�

= f
(1,8)
�

= inf{C > 0 : - (8)C ∈ �},
f
(=,8)
�

= f
(8)
�
◦ \

f
(=−1,8)
�

.
(3.47)

f̌
(8)
�̌

= f̌
(1,8)
�̌

= inf{C > 0 : -̌ (8)C ∈ �̌ = � × {0, 1}},
f̌
(=,8)
�̌

= f̌
(8)
�
◦ \

f̌
(=−1,8)
�̌

, = ≥ 2. (3.48)

Для фiксованих : ∈ {0, 1} покладемо

f̌
(8)
�:

= f̌
(1,8)
�:

= inf{C > 0 : -̌ (8)C ∈ � × {:}},
f̌
(=,8)
�:

= f̌
(8)
�:
◦ \

f̌
(=−1,8)
�:

, = ≥ 2. (3.49)

Нехай ` це ймовiрнiсна мiра з �1(E), та подiя� залежить лише вiд одного iз
ланцюгiв -̌ (1) або -̌ (2) таким чином, що iндекс 8 ∈ {1, 2} зрозумiлий iз контексту.
Ми використовуватимемо символ ℙ̌C` {�}, який означає наступне

ℙ̌C` {�} = (1 − UC )ℙ̌C`×{0} {�} + UC ℙ̌
C
`×{1} {�} ,

де ` × {3} визначено в (3.46). Будемо використовувати аналогiчнi позначення
для математичних сподiвань �̌C`

[
/ (- (8))

]
. Нарештi помiтимо, що �1 є атомом

для кожного iз ланцюгiв {- (8)= , = ≥ 0} так, що для всiх G ∈ � ймовiрнiсть ℙ̌C
G×{1}

не залежить G . Позначимо її через ℙ̌C
�1

, а вiдповiдне математичне сподiвання
через �C

�1
.
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3.4.2 Основний результат

В якостi першого результату встановимо, що iснування експоненцiйного
моменту для кожного з- (8) є достатнiм для iснування експоненцiйного моменту
для випадкової величини f̌ (8)

�1
. У наступнiй теоремi доведемо скiнченнiсть, однак

не отримаємо оцiнок, якi можна було б використати на практицi, оскiльки
отриманi з теореми оцiнки залежатимуть вiд сталихW таX , якi важко обчислювати
у практичних застосуваннях. Тому ми доведемо окрему теорему, а саме Теорему
3.9, яка допоможе у вирiшеннi цiєї проблеми.

Теорема 3.5. Нехай 8 ∈ {1, 2} фiксоване, ланцюги - (8) та -̌ (8) визначенi вище

(тобто ланцюги - (8) задовiльняють Умову (A)), випадковi величини f (8)
�

та f̌ (8)
�1

визначенi в (3.47) та (3.49) вiдповiдно, та ` ∈ �1(E). Припустимо, що iснує таке

V > 1, що

�C`

[
Vf
(8)
�

]
< ∞,

та

sup
C∈ℕ0,G∈�

{
1

1 − UC

(
�CG

[
Vf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Vf
(8)
�

] )}
< ∞.

Тодi iснують такi сталi X > 1 та W > 0, що

�̌C`

[
X
f̌
(8)
�1

]
≤ 1 + W

1 − W"0�
C
`

[
Xf
(8)
�

]
, (3.50)

�̌C�1

[
X
f̌
(8)
�1

]
≤ 1 + W

1 − W"0�
C
aC

[
Xf
(8)
�

]
, (3.51)

та

�̌C`


f̌
(8)
�1
−1∑

9=0
X 9

 ≤
"1

1 − W�
C
`

[
Xf
(8)
�

]
(3.52)

де
"0 = sup

C∈ℕ0,G∈�

{
1

1−UC

(
�CG

[
Xf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Xf
(8)
�

] )}
,

"1 = sup
C∈ℕ0,G∈�

 1
1−UC

©­«�CG

f
(8)
�
−1∑

;=0
X;

 − UC�CaC

f
(8)
�
−1∑

;=0
X;

ª®¬


(3.53)
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У рiвностях (3.50)-(3.53) стала X може бути довiльним числом бiльшим за

одиницю, яке задовiльняє

sup
C∈ℕ0,G∈�

�̌C
G×{0}

[
X

2f̌ (8)
�̌

]
= sup
C∈ℕ0,G∈�

©­­«
�CG

[
X2f (8)

�

]
− UC�CaC

[
X2f (8)

�

]
1 − UC

ª®®¬ <
1

1 − U , (3.54)

де U визначено в Умовi (A), та

W =

(
(1 − U) sup

C∈ℕ0,G∈�

(
�̌C
G×{0}

[
X2f (8)

�

] ))1/2

. (3.55)

Доведення. Iз Наслiдку 3.3 ми знаємо, що для довiльного X > 1

�̌C`

[
X
f̌
(8)
�̌

]
= �C`

[
Xf
(8)
�

]
. (3.56)

Нехай 3 ∈ {0, 1} та позначимо ` × {3} через `3 , де ` ∈ �1. Розглянемо довiльне
X > 1 та скористаємось елементарною рiвнiстю

�̌C`3

[
X
f̌
(8)
�1

]
= 1 + (X − 1)�̌C`3


f̌
(8)
�1
−1∑

9=0
X 9

 .
Розкладемо f̌ (8)

�1
наступним чином

�̌C`3


f̌
(8)
�1
−1∑

9=0
X 9

 =

∞∑
:=1

�̌C`3

1f̌ (8)�1
=f̌
(:,8)
�̌

f̌
(:,8)
�̌
−1∑

9=0
X 9

 . (3.57)

Щоб спростити наступнi викладки, покладемо

f̄ = f̌
(8)
�1
,

f̄ 9 = f̌
( 9,8)
�̌

,

� 9 =

f̌
( 9+1,8)
�̌

−1∑
:=f̌

( 9,8)
�̌

X: =

f̄ 9+1∑
:=f̄ 9

X: .
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Припустимо, що f̌ (0,8)
�̌

= 0, тодi рiвняння (3.57) може бути записане як

�̌C`3

[
f̄−1∑
9=0

X 9

]
=

∞∑
:=1

�̌C`3

[
1f̄=f̄:

:−1∑
9=0

� 9

]
=

∞∑
9=0

∑
:> 9

�̌C`3

[
1f̄=f̄:� 9

]
=

∞∑
9=0

�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9� 9

]
=

∞∑
9=0

�̌C`3

1f̄>f̄ 9
f̄ 9+1−1∑
;=f̄ 9

X;


=

∞∑
9=0

�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9 �̌

C+f̄ 9
-̌
(8)
f̄ 9

[
f̄1−1∑
:=0

X:

]
X f̄ 9

]
≤ sup
G∈�,C∈ℕ0

�̌C
G×{0}

[
f̄1−1∑
;=0

X;

] ∞∑
9=0

�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9X

f̄ 9
]
.

(3.58)

Далi розглянемо кожен множник у добутку в правiй частинi нерiвностi (3.58).
Для довiльних G ∈ � з Наслiдку 3.3 до Леми 3.8, а саме з нерiвностi (3.79) маємо

�̌C
G×{0}

[
f̄1−1∑
;=0

X;

]
=

1
1 − UC

©­­«�CG

f
(8)
�
−1∑

;=0
X;

 − UC�
C
a


f
(8)
�
−1∑

;=0
X;


ª®®¬ . (3.59)

Тепер розглянемо другий множник у (3.58).

�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9X

f̄ 9
]
= �̌C`3

[
1f̄>f̄ 9−1+f̄1◦\f̄ 9−1

X
f̄ 9−1+f̄1◦\f̄ 9−1

]
= �̌C`3

[
�̌C

[
1f̄>f̄ 9−1+f̄1◦\f̄ 9−1

X
f̄ 9−1+f̄1◦\f̄ 9−1 |Ff̄ 9−1

] ]
= �̌C`3

[
1f̄>f̄ 9−1X

f̄ 9−1�̌
C+f̄ 9−1

-̌
(8)
f̄ 9−1

[
1f̄>f̄1X

f̄1
] ]

Застосуємо нерiвнiсть Кошi-Шварца до внутрiшнього математичного сподiван-
ня та рiвнiсть (3.45), щоб отримати

�̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1

[
1f̄>f̄1X

f̄1
]
≤

(
ℙ̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1
{f̄ > f̄1}

)1/2 (
�̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1

[
X2f̄1

] )1/2

=

(
ℙ̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1

{
-
(8)
f̄1∈�0

})1/2 (
�̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1

[
X2f̄1

] )1/2

≤ (1 − UC )1/2
(
�̌C
-̌
(8)
f̄ 9−1

[
X2f̄1

] )1/2

≤ (1 − U)1/2
{

sup
C,G∈�

(
�̌C
G×{0}

[
X2f̄1

] )}1/2
.

(3.60)
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Остання нерiвнiсть є вiрною для таких l , що -̌ (8)f̄ 9−1
∈ � × {0}, та U = infC UC > 0

визначенi в Умовi (A).
З умови Теореми та (3.79) ми знаємо, що

sup
C∈ℕ0,G∈�

�̌C
G×{0}

[
Vf̌�̌

]
< ∞,

отже, для всiх = > 0

sup
C∈ℕ0,G∈�

�̌C
G×{0}

[
V
f̌
�̌
=

]
≤

(
sup

C∈ℕ0,G∈�
�̌C
G×{0}

[
Vf̌�̌

] )1/=

→ 1, = →∞,

що означає
sup

C∈ℕ0,G∈�
�̌C
G×{0}

[
X f̌�̌

]
→ 1, X → 1.

Отже, ми повиннi обрати таке X , що

W2 := (1 − U) sup
C∈ℕ0,G∈�

(
�̌C
G×{0}

[
X2f̄1

] )
< 1. (3.61)

Пiдставивши X та W в (3.60), отримаємо

�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9X

f̄ 9
]
≤ W�̌C`3

[
1f̄>f̄ 9−1V

f̄ 9−1
]
≤ W 9�̌C`3

[
X f̄1

]
. (3.62)

Пiдставивши (3.62) та (3.59) в (3.58), отримаємо

�̌C`3


f̌
(8)
�1
−1∑

9=0
X 9

 ≤ sup
G∈�

�̌C
G×{0}


f̌
(8)
�̌
−1∑

;=0
X;


∞∑
9=0
W 9�̌C`3

[
X f̄1

]
≤

�̌C`3

[
X f̄1

]
(1 − W) sup

C∈ℕ0,G∈�


1

1 − UC
©­­«�CG


f
(8)
�
−1∑

;=0
X;

 − UC�
C
aC


f
(8)
�
−1∑

;=0
X;


ª®®¬
 .

Помiтимо, що попередня нерiвнiсть справедлива для ` × {0} та ` × {1}, що
означає, що ми можемо замiнити `3 на ` (звiдки (1 − UC )` × {0} + UC` × {1}). Iз
(3.56) ми знаємо, що �̌C`

[
X f̄1

]
= �C`

[
Xf
(8)
�

]
, що доводить (3.52).

Нарештi

�̌C`3

[
X
f̌
(8)
�1

]
= 1 + (X − 1)�̌C`3


f̌
(8)
�̌∑
;=0

X;


≤ 1 + W

1 − W �̌
C
`3

[
X
f̌
(8)
�̌

]
sup

C∈ℕ0,G∈�

{
1

1 − UC

(
�CG

[
Xf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Xf
(8)
�

] )}
=

1 + W
1 − W"0�̌

C
`3

[
X
f̌
(8)
�̌

]
,
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де"0 визначено в (3.53). Поклавши `3 = XG×{1}, G ∈ � , отримаємо (3.51), оскiльки
з означень (3.41) та (3.42) випливає ℙ̌C

XG×{1}

{
f̌
(8)
�̌

> =

}
= ℙCaC

{
f
(8)
�

> =

}
. Поклавши

`3 = ` × {0}, а потiм `3 = ` × {1}, отримаємо

�̌C`

[
X
f̌
(8)
�1

]
≤ 1 + W

1 − W"0�̌
C
`

[
X
f̌
(8)
�̌

]
=

1 + W
1 − W"0�

C
`

[
Xf
(8)
�

]
,

де остання рiвнiсть випливає з (3.56). Отже ми довели (3.50). Твердження (3.54)
випливає з вибору X в (3.61). �

Доведена теорема встановлює зв’язок мiж �C`

[
Vf
(8)
�

]
та �̌C`

[
X
f̌
(8)
�1

]
, де �1 є

атомом розщепленого ланцюга -̌ (8) . Однак, нашою кiнцевою метою є доведення
iснування експоненцiйного моменту для часу одночасного потрапляння у
множину � пари ланцюгiв - (1) та - (2) . Це i є предметом наступної теореми.

Теорема 3.6. Нехай - (1) та - (2) два ланцюги Маркова, визначенi вище (тобто

задовiльняютьУмову (A)) та -̌ (1) , -̌ (2) вiдповiдний розщеплений ланцюг, випадковi

величини f (1)
�

, f (2)
�

визначенi в (3.47) та `1, `2 ∈ �1(E). Покладемо ˇ̀8 = (1 − UC )`8 ×
{0} + UC`8 × {1}. Припустимо, що iснує V > 1 таке, що для всiх 8 ∈ {1, 2}

�C`8

[
Vf
(8)
�

]
< ∞,

та

(8 (V) = sup
C,G∈�

{
1

1 − UC

(
�CG

[
Vf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Vf
(8)
�

] )}
< ∞.

Тодi iснують сталi X0, X1 > 1, Y > 0 та W0, W1 > 0 такi, що

�C`1,`2

[
X
f�×�
1

]
≤ "

(
�C`1

[
X
f
(1)
�

0

]
(1(X0) + �C`2

[
X
f
(2)
�

0

]
(2(X0)

)
< ∞, (3.63)

де

" =

(
1 + 1

1 −
√
(1 + Y) (1 − W1)

) (
1 + W0
1 − W0

)
.

Доведення. З Теореми 3.8 отримаємо iснування X0 > 1 та W0 > 0 таких, що для
8 ∈ {1, 2}

�̌C`8

[
X
f̌
(8)
�1

0

]
≤ 1 + W0

1 − W0
�C`8

[
X
f
(8)
�

0

]
(8 (X0) < ∞. (3.64)
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Тодi множина �1 є атомом для кожного з -̌ (1)C та -̌ (2)C . Отже, з Теореми 3.2
випливає iснування X1 > 1, Y > 0 та W1 > 0 таких, що

�̌Cˇ̀1, ˇ̀2

[
X
f̌�1×�1
1

]
≤

(
1 + 1

1 −
√
(1 + Y) (1 − W1)

) (
�̌Cˇ̀1

[
X
f̌
(1)
�1

0

]
+ �̌Cˇ̀2

[
X
f̌
(2)
�1

0

] )
. (3.65)

Скомбiнувавши (3.64) та (3.65), отримаємо

�̌Cˇ̀1, ˇ̀2

[
X
f̌�1×�1
1

]
≤ "

(
�C`1

[
X
f
(1)
�

0

]
(1(X0) + �C`2

[
X
f
(2)
�

0

]
(2(X0)

)
< ∞, (3.66)

де " визначено в (3.63).
Введемо додатнє цiле число< та :1 < :2 < . . . < :<

�̌:1,...,:< =

{
f̌
(1,1)
�̌

= :1, f̌
(1,2)
�̌

= :2, . . . , f̌
(1,<)
�̌

= :<,

}
,

�̌:1,...,:< =

{
-̌
(2)
:1

∉ �̌, -̌
(2)
:2

∉ �̌, . . . , -̌
(2)
:<

∉ �̌

}
,

�:1,...,:< =

{
f
(1,1)
�

= :1, f
(1,2)
�

= :2, . . . , f
(1,<)
�

= :<,

}
,

�:1,...,:< =

{
-
(2)
:1

∉ �,-
(2)
:2

∉ �, . . . , -
(2)
:<

∉ �

}
.

Маємо
ℙ̌Cˇ̀1, ˇ̀2

{
f̌�̌×�̌ > =

}
=

=∑
9=1

∑
:1<...<: 9≤=

ℙ̌Cˇ̀1, ˇ̀2

{
�̌:1,...,: 9 , �̌:1,...,: 9

}
=

=∑
9=1

∑
:1<...<: 9≤=

ℙ̌Cˇ̀1

{
�̌:1,...,: 9

}
ℙ̌Cˇ̀2

{
�̌:1,...,: 9

}
=

=∑
9=1

∑
:1<...<: 9≤=

ℙC`1

{
�:1,...,: 9

}
ℙC`2

{
�:1,...,: 9

}
= ℙC`1,`2 {f�×� > =} ,

(3.67)

тут друга рiвнiсть випливає з незалежностi -̌ (1) та -̌ (2) , а третя з означень (3.41),
(3.42), використовуючи той факт, що обидвi подiї �̌:1,...,:< та �̌:1,...,:< не залежать
вiд другої координати 3 процесу -̌ (8)= = (G (8)= , 3).

Нарештi, з (3.67) та включення �1 ⊂ �̌ отримаємо

�C`1,`2

[
X
f�×�
1

]
= �̌Cˇ̀1, ˇ̀2

[
X
f̌�̌×�̌
1

]
≤ �̌Cˇ̀1, ˇ̀2

[
X
f̌�1×�1
1

]
,

що завершує доведення теореми. �
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Далi оцiнимо параметриX0, X1, Y, W0 таW1 з Теореми 3.6. Головним iнструментом,
який дозволить нам побудувати такi оцiнки, буде стохастична мажоранта.

Будемо казати, що послiдовнiсть невiд’ємних чисел {�=, = ≥ 0} є стохасти-
чною мажорантою для f (8)

�
, якщо

sup
C∈ℕ0,G∈�

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
≤ �:, ∀: ≥ 0. (3.68)

Будемо казати, що стохастична мажоранта {�=, = ≥ 0} є експоненцiйною
мажорантою зi сталими � > 0 та V > 1, якщо

�: ≤ �V−:, ∀: ≥ 0. (3.69)

Помiтимо, що з умови
sup
C∈ℕ0

�C`

[
Vf
(8)
�

]
< ∞

випливає iснування експоненцiйно мажоруючої послiдовностi зi сталими � =

supC∈ℕ0 �
C
`

[
Vf
(8)
�

]
та довiльним X ∈ (1, V] завдяки нерiвностi Чернова

ℙC`

{
f
(8)
�

> :

}
≤ 4−D:�C` [4Df� ] ,∀D > 0.

Зокрема, ми можемо покласти D = ln V та отримати

ℙC`

{
f
(8)
�

> :

}
≤ V−:�C` [Vf� ] ≤ V−: sup

C∈ℕ0

�C` [Vf� ] .

Однак знайти точне значення �C`
[
Vf
(8)
�

]
може бути складно, тодi як отримати

його оцiнку часто можливо. Саме тому припущення про iснування експо-
ненцiйної стохастичної мажоранти є природнiм та не обмежує використання
отриманих результатiв у практичних застосуваннях.

У наступнiй теореми покажемо, як оцiнити параметри в Теоремi 3.6.

Теорема 3.7. Нехай - (8) , 8 ∈ {1, 2}, – ланцюги Маркова, якi задовiльняють Умову
(A)), та -̌ (8) вiдповiднi розщепленi ланцюги. Розглянемо f (8)

�
, f̌
(8)
�̌

та f̌ (8)
�1
, визначенi

в (3.47) та (3.48).

1. Припустимо iснування експоненцiйної стохастичної мажоранти, сталих � > 0,
V0 > 1 та вимiрної функцiї + (8)C : � → ℝ+ таких, що

sup
C∈ℕ0,G∈�

ℙCG

{
f
(8)
�

> =

}
≤ �= = �V−=0 ,
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та для всiх G ∈ � \�

ℙCG

{
f
(8)
�

> =

}
≤ �= (G) = + (8)C (G)V−=0 .

2. Для кожного C ∈ ℕ0, G ∈ �, 8 ∈ {0, 1} визначимо ймовiрнiсну мiру @ (8)C,G (·) ∈ �1

таку, що

@
(8)
C,G (�) =

%C,8 (G,�) − UCaC (�)
1 − UC

.

Припустимо, що

&̂ = sup
C∈ℕ0,G∈�,8∈{1,2}

@
(8)
C,G (+

(8)
C ) = sup

C∈ℕ0,G∈�, 8∈{1,2}

∫
�

@
(8)
C,G (3~)+

(8)
C (~) < ∞.

3. Припустимо

inf
C∈ℕ0

aC (�) > 0.

Якщо умови 1-3 виконанi, то сталi X0 > 1, X1 > 1, W0 > 0, W1 > 0 та Y > 0 можуть

бути вибранi наступним чином

X0 <

√
1 + U (V0 − 1)
(1 − U)V0&̂ + U

,

W0 =

{
(1 − U)

(
1 +
(X2

0 − 1)V0

V0 − X2
0
&̂

)} 1
2

,

Y - довiльна мала стала,

W1 =
(
U inf

C
aC (�)

)<
exp

(
ln

(
1 − �̌X−<

) (
X<+10
X0 − 1 − 1

))
,

X1 = (1 + Y/2)
1

<+=0 ,

де

�̌ = �
1 + W0
1 − W0

(
1 + (X0 − 1)V0

V0 − X0
&̂

) (
1 + X0(V0 − 1)

V0 − X0

)
,

< = min
{
= ≥ 1|�̌X−=0 < 1

}
,

=0 =

⌊
ln

(
Y (X0 − V0)
2�̌V<+10

)
/ln

(
V0
X0

)⌋
+ 3,

та U з Умови (A).
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Доведення. Покажемо спочатку, що виконанi умови Теореми 3.8.
Зрозумiло, що для кожного G ∈ � та V ∈ (1, V0)

�CG

[
Vf
(8)
�

]
− 1 ≤ � (V − 1)

∑
:≥0
(V/V0): = �

(V − 1)V0
V0 − V

< ∞.

Аналогiчно для ` ∈ �1, такого, що ` (+ ) < ∞

�C`

[
Vf
(8)
�

]
− 1 ≤ ` (+ ) (V − 1)V0

V0 − V
< ∞.

Зауважимо, що виконана наступна рiвнiсть

1
1 − UC

(
�CG

[
Vf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Vf
(8)
�

] )
= �C

@
(8)
C,G

[
Vf
(8)
�

]
.

Отже, умова

sup
C∈ℕ0,G∈�

{
1

1 − UC

(
�CG

[
Vf
(8)
�

]
− UC�CaC

[
Vf
(8)
�

] )}
< ∞

еквiвалентна
sup

C∈ℕ0,G∈�
�C
@
(8)
C,G

[
Vf
(8)
]
< ∞,

оскiльки з умов 1 та 2

sup
C∈ℕ0,G∈�

�C
@
(8)
C,G

[
Vf
(8)
�

]
≤ 1 + (V − 1)V0

V0 − V
&̂ < ∞. (3.70)

Тепер, вiдповiдно до Теореми 3.8 ми оберемо X0 таке, що

sup
C∈ℕ0,G∈�

�C
@
(8)
C,G

[
X

2f (8)
�

0

]
<

1
1 − U ,

де U визначено в Умовi (A). З нерiвностi (3.70) зробимо висновок, що достатньо
обрати X0 таке, що

1 +
(X2

0 − 1)V0

V0 − X2
0
&̂ <

1
1 − U ,

звiдки

X0 <

√
1 + U (V0 − 1)
(1 − U)V0&̂ + U

.

З Теореми 3.8 випливає, що W0 може бути визначено як

W0 =

{
(1 − U)

(
1 +
(X2

0 − 1)V0

V0 − X2
0
&̂

)} 1
2

.
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Щоб обчислити вирази для iнших сталих, ми використаємо результати Роздiлу
3.3. Помiтимо, що з умови 3

ℙ̌C�1

{
-̌
(8)
1 ∈ �1

}
≥ U inf

C∈ℕ0
aC (�) > 0,

що означає, виконання умов Лем 3.2 - 3.4 для кожного < ≥ 1. Скористав-
шись нерiвнiстю Чернова, формулами (3.51) та (3.70), побудуємо експоненцiйну
стохастичну мажоранту

ℙ̌C�1

{
f̌
(8)
�1

> =

}
≤ �̌C�1

[
X
f̌
(8)
�1

0

]
X−=0 ≤

1 + W0
1 − W0

"0�
C
aC

[
X
f�
0

]
X−=0

= �1�
C
aC

[
X
f�
0

]
X−=0 ≤ �1�

(
1 + X0(V0 − 1)

V0 − X0

)
X−=0 ,

де "0 визначено в (3.53) та

�1 =
1 + W0
1 − W0

(
1 + (X0 − 1)V0

V0 − X0
&̂

)
.

Отже, можемо визначити експоненцiйну стохастичну мажоранту для ℙ̌C
�1

{
f̌
(8)
�1

> =

}
через

�̌= = �̌X
−=
0 ,

де
�̌ = �

1 + W0
1 − W0

(
1 + (X0 − 1)V0

V0 − X0
&̂

) (
1 + X0(V0 − 1)

V0 − X0

)
.

Тепер оберемо
< = min

{
= ≥ 1|�̌= < 1

}
.

Вираз для W1 та X1 отримаємо з Лем 3.2 - 3.4.

W1 =
(
U inf

C
aC (�)

)<
exp

(
ln

(
1 − �̌X−<

) (
X<+10
X0 − 1 − 1

))
,

X1 = (1 + Y/2)
1

<+=0 ,

де Y є довiльною додатньою сталою, а

=0 =

⌊
ln

(
Y (X0 − V0)
2�̌V<+10

)
/ln

(
V0
X0

)⌋
+ 3.

�



77

Завершимо цей роздiл прикладом, який iлюструє данi результати, зокрема
Теорему 3.9 застосовано до неоднорiдного ланцюга Маркова. Ми побачимо, що
незважаючи на громiздкi формули, ми можемо використовувати стандартнi
пiдходи з теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова.

Неоднорiдна ARCH(1) модель. Розглянемо спочатку ланцюг Маркова

-: =

√
0: + 1:- 2

:−1/:, 0: ∈ (0<8=, 0<0G ), 1: ∈ (1<8=, 1<0G ),

де 0<8=, 0<0G , 1<8=, 1<0G > 0 - дiйснi числа, {/:, : ≥ 1} послiдовнiсть незалежних
випадкових величин таких, що
1. кожна /: має щiльнiсть 6: вiдносно мiри Лебега `,
2. iснує стала 2 > 0 та iнтервал [−20, 20] ∈ ℝ такий що, для всiх : ≥ 1

6: (G) ≥ 21[−20,20] (G), G ∈ ℝ,

3. iснує B ∈ (0, 1] таке, що

_0 := sup
:

{
1B
:
�[/ 2B

:
]
}
= sup

:

1B:
+∞∫
−∞

I2B6: (I)3I
 < 1.

Позначимо �[/ 2B
:
] через<: . З теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова добре вiдомо,

що функцiя + (G) = 1 + G2B є пробною функцiєю, тобто

%:+ (G) ≤ 1 + 0B
:
<: + 1B:<:G

2B ≤ _:+ (G) + (1 − _: + 0B:<:),

де _: = 1B
:
<: ≤ _0 < 1. Також добре вiдомо, що кожен замкнений iнтервал

[−21, 21] ∈ ℝ, 21 > 0 є “малою множиною” в сенсi

%: (G,�) ≥ U:a: (�), G ∈ [−21, 21],

де
U: = 2202

√
0: (0: + 1: (1 − _: + 0B:<:)2)−1/2,

a: (�) =
1

220
√
0:
` (� ∩ [−20

√
0:, 20

√
0:]) .

Зрозумiло, що inf: U: > 0, оскiльки 0: та 1: вiддiленi i вiд 0, i вiд∞. Оберемо

_ = (1 + _0)/2 ∈ (_0, 1),
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та покладемо � = [−22, 22] так щоб G ∈ ℝ при |G | > 22 та : > 0

(_: − _) (1 + G2B) + (1 − _: + 0B:<:) < 0,

зрозумiло, що такий вибiр завжди можливий за виконання умов 1-3. Отже,
отримаємо для всiх : ≥ 1

%:+ (G) ≤ _+ (G) + 1̃1� (G), (3.71)

де 1̃ = supG∈�
{
(_: − _) (1 + G2B) + (1 − _: + 0B:<:)

}
. Скориставшись Теоремою 3.1,

отримаємо

�:G [_−f� ] ≤ + (G) +
1̃

_
1� (G), (3.72)

що є аналогом добре вiдомого класичного результату з теорiї однорiдних
ланцюгiв Маркова. Тепер перевiримо умови Теореми 3.7 для ланцюга (-=, = ≥ 0).
Умова 1 Теореми 3.7 виконана з V0 = _ та � = (1+22B

2 ) + 1̃/_. Умови 2 та 3 Теореми
3.7 очевиднi.
Тепер можемо роглянути два незалежних ланцюги у формi

-
(8)
:

=

√
0
(8)
:
+ 1 (8)

:

(
-
(8)
:−1

)2
/
(8)
:
, 0
(8)
:
∈ (0<8=, 0<0G ), 1 (8): ∈ (1<8=, 1<0G ),

де 8 ∈ {1, 2}. Припустивши виконання умов 1-3 для кожного з ланцюгiв (можливо
з рiзними наборами сталих), отримаємо, що+ (G) = 1+ 2G2B є пробною функцiєю
для обох ланцюгiв з рiзними _(8) < 1 та iснування множини � , що задовiльняє
Умову (A) для обох ланцюгiв, а також нерiвнiсть (3.72), можливо з рiзними _(8)

та 1̃8 , 8 ∈ {1, 2}. Таким чином, скориставшись Теоремами 3.6 та 3.7, отримаємо
безпосереднi формули для оцiнки експоненцiйного моменту часу одночасного
потрапляння у множину � парою ланцюгiв f�×� .

3.4.3 Допомiжнi леми

Лема 3.7. Нехай 8 ∈ {1, 2} фiксоване, � ∈ E деяка множина, та випадковi величини

f̌
(8)
�̌
, f (8)

�
визначенi в (3.47) та (3.48). Припустимо виконання наступних умов.

1. Для довiльного G ∈ � \� , 3 ∈ {0, 1}

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙ̌C

G×{3}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
, (3.73)

2. Для довiльного G ∈ �

ℙ̌C
G×{0}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
=

1
1 − UC

(
ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
− UCℙCaC

{
f
(8)
�

> :

})
. (3.74)
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Доведення. Нехай G фiксований елемент з �, тодi

ℙCG {f
(8)
�

> :} = ℙCG {-
(8)
;

∉ �, 1 ≤ ; ≤ :}

=

∫
�2

. . .

∫
�2

%C,8 (G, 3G1) . . . %C+:−1,8 (GC+:−1, 3GC+:). (3.75)

З (3.41) отримаємо для G ∈ � \�

%C+ 9,8 (G, 3~) = %̌C+ 9,8 ((G, 3), 3~ × {0, 1}) = ℙ̌C
G×{3}{-̌

(8)
1 = 3~ × {0, 1}}. (3.76)

Скомбiнувавши (3.75) та (3.76), отримаємо для G ∈ � \�

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙ̌C

G×{3}

{
-̌
(8)
;

∉ �̌, 1 ≤ ; ≤ :
}
= ℙ̌C

G×{3}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
,

що доводить твердження 1.
Тепер застосуємо рiвнiсть (3.75) до правої частини формули (3.74).

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
− UCℙCaC

{
f
(8)
�

> :

}
1 − UC

=

∫
�2

(
%C,8 (G, 3G1) − UCa (3G1)

1 − UC

)
×

× ℙC+1G1

{
f
(8)
�

> : − 1
}
.

Оскiльки G1 ∉ � , скористаємось доведеною формулою (3.73) та означенням (3.42),
щоб отримати

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
− UCℙCaC

{
f
(8)
�

> :

}
1 − UC

=

∫
�2

%̌ ((G, 0), (3G1 × {0, 1})×

× ℙ̌CG1

{
f̌
(8)
�̌

> : − 1
}

= ℙ̌C
G×{0}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
.

що i завершує доведення твердження 2.
�

Наслiдок 3.2. Припустимо, що ` ∈ �1(E) – деяка ймовiрнiсна мiра. Тодi

ℙC`

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙ̌C`

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
.
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Доведення. Спершу покажемо, що для всiх G ∈ �

ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙ̌CG

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
. (3.77)

Твердження 1 з Леми 3.8 дозволяє записати для G ∈ � \�

ℙ̌CG

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
= (1 − UC )ℙ̌CG×{0}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
+ UC ℙ̌CG×{1}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
= (1 − UC )ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
+ UCℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
.

У випадку G ∈ � матимемо

ℙ̌C
G×{1}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
= ℙCaC

{
f
(8)
�

> :

}
за побудовою (див. (3.41) та (3.42)). Комбiнуючи це з твердженням 2 з Леми 3.8,
для G ∈ � отримаємо

ℙ̌CG

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
= (1 − UC )ℙ̌CG×{0}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
+ UC ℙ̌CG×{1}

{
f̌
(8)
�̌

> :

}
= (1 − UC )

1
1 − UC

(
ℙCG

{
f
(8)
�

> :

}
− UCℙCaC

{
f
(8)
�

> :

})
+ UCℙCaC

{
f
(8)
�

> :

}
= ℙ̌CG

{
f
(8)
�

> :

}
.

Тепер проiнтегруємо (3.77) по вiдношенню до ` та отримаємо твердження
Наслiдку.

�

Наслiдок 3.3. Нехай V > 1 деяка стала. Тодi

�̌C`
[
Vf̌�̌

]
= �C` [Vf� ] , (3.78)

та

�̌C
G×{0}

[
Vf̌�̌

]
=

1
1 − UC

(
�CG [Vf� ] − UC�CaC [V

f� ]
)
. (3.79)

Доведення. Взявши до уваги Наслiдок 3.2, запишемо

(V − 1)−1
(
�C` [Vf� ] − 1

)
= �C`

[
f�−1∑
:=0

V:

]
=

∞∑
:=0

�C`
[
V:1f�>:

]
=

∞∑
:=0

�̌C`
[
V:1f̌�̌>:

]
= �̌C`

[
f̌2−1∑
:=0

V:

]
= (V − 1)−1

(
�̌C`

[
Vf̌�̌

]
− 1

)
.

Отже, формула (3.78) доведена. Доведення рiвностi (3.79) повторює аналогiчнi
мiркування iз застосуванням формули (3.74) замiсть Наслiдку 3.2. �
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3.5 Геометрична рекурентнiсть та стiйкiсть для
неоднорiдних авторегресiйних ланцюгiв
Маркова

У цьому роздiлi ми розглядатимемо неоднорiднi за часом ланцюги Маркова
у формi:

-=+1 = U=+1-= +,=+1, = ≥ 0,

де U= - це деякi константи, а,= - деякi незалежнi випадковi величини. Якщо
всi U= сталi i, скажiмо, меншi за одиницю, а,= - мають однаковий нормальний
розподiл, то ми матимемо справу зi стандартною гаусiвською авторегресiйною
моделлю. Вiдповiдний однорiдний ланцюг Маркова є добре вивченим i, зокрема,
вiдомо, що вiн буде геометрично рекурентним.

Якщо ж величини U= не є сталими i не є вiддiленими вiд одиницi, а,= нео-
бов’язково однаково розподiленi, то ми отримаємо неоднорiдну авторегресiйну
модель. Вивченню її властивостей i присвячено даний роздiл.

3.5.1 Геометрична рекурентнiсть неоднорiдного
автрегресiйного ланцюга Маркова

У цьому роздiлi ми розглядатимемо неоднорiдний за часом ланцюг Маркова
(-=)=≥1 зi значеннями в (ℝ,B), де B є Борелiвською f-алгеброю.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.8. Розглянемо неоднорiдний за часом ланцюг Маркова (-=)=≥0 зi значен-

нями в (ℝ,B), що стартує з фiксованого G0 ∈ ℝта має вигляд

-=+1 = U=+1-= +,=+1, = ≥ 0,

де U= ≥ 0,,=, = ≥ 1 це незалежнi центрованi випадковi величини, визначенi на

спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,ℙ). Позначимо їхнi функцiї розподiлу

та розподiл хвостiв через Γ= (G) та Γ̄= (G) = 1 − Γ= (G) =
∫∞
G
Γ= (3~) вiдповiдно.

Припустимо виконання наступних умов.

1. Iснує таке X > 0, що

∞∑
:=1

(
:∏
9=1

max{U 9 + X, 1}
)−1

(1 − U: − X)+ = ∞,
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2. � := sup=≥1 �,
+
= < ∞.

Тодi для всiх G ∈ ℝта для всiх = ∈ ℕ:

�=G

[
f�∏
9=1

1
U 9 + X

]
≤ 1 + |G | + (2� + 1 − X) 1[−2,2] (G). (3.80)

Тут

2 := max
{

2� + 1
X
− 1, 1

}
, (3.81)

f� = inf {= ≥ 1|-= ∈ �} – це перший час повернення до множини � = [−2, 2]
(вважатимемо, що inf ∅ = ∞).

Доведення. Основним iнструментом доведення є умова зсуву. В якостi пробної
функцiї оберемо

+ (G) = 1 + |G |.

Будемо використовувати цю функцiю для всiх = ≥ 1. Тодi матимемо

%=+ (G) =
∫
ℝ

(1 + |U=G + ~ |)Γ= (3~)

= 1 −
∫

(−∞,−U=G]

(U=G + ~)Γ= (3~) +
∫

(−U=G,∞)

(U=G + ~)Γ= (3~).

Для G ≥ 0 отримаємо

%=+ (G) = 1 − 2
∫

(−∞,−U=G]

(U=G + ~)Γ= (3~) +
∫
ℝ

(U=G + ~)Γ= (3~)

= 1 + U=G − 2U=GΓ= (−U=G) + 2
∫

(−∞,−U=G]

(−~)Γ= (3~)

≤ U= (1 + |G |) + (1 − U=) + 2�, −= = U=+ (G) + (1 − U=) + 2�,

де ми скористалися рiвнiстю �, += − �, −= = �,= = 0 та Умовою 2.
Покладемо

_= = U= + X,

та запишемо

%=+ (G) ≤ _=+ (G) + (1 − U=) + 2� − (_= − U=)+ (G)
= _=+ (G) + (1 − U=) + 2� − X (1 + |G |) . (3.82)
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Тепер оберемо сталу 2 так, щоб

(1 − U=) + 2� − X (1 + 2) ≤ 0,

наприклад

2 = max
{

2� + 1
X
− 1, 1

}
.

Таким чином, ми прийшли до наступної нерiвностi для всiх G ≥ 0:

%=+ (G) ≤ _=+ (G) + (2� + 1 − X)1[−2,2] (G), (3.83)

З аналогiчних мiркувань, застосованих до G ≤ 0, отримаємо виконання нерiвно-
стi (3.83) для всiх G ∈ ℝ.

Умова 1 разом iз нерiвнiстю (3.83) гарантують виконання умов Теореми 3.1 iз
множиною � = [−2, 2]. Шуканий результат тепер випливає з Теореми 3.1. �

Зауваження 3.4. Умова 1 в Теоремi 3.8 є ослабленою умовою вiддiлення вiд
одиницi

sup
=

U= < 1.

Очевидно, що в цьому випадку ми можемо обрати X = (1 − sup= U=)/2 так, щоб
U= + X < 1 для всiх =, та Умова 1 еквiвалентна∑

=≥1
(1 − U= − X) = ∞,

що очевидно виконано, оскiльки 1 − U= − X ≥ (1 − sup= U=)/2 > 0. Новизна
отриманого результату полягає у тому, що U= можуть бути бiльшими нiж 1 час
вiд часу.

Зауваження 3.5. Оскiльки випадковi величини,= центрованi, Умова 2 еквiва-
лентна

sup
=

�|,= | < ∞.

Наступний Наслiдок може бути корисним у практичних застосуваннях.

Наслiдок 3.4. Припустимо виконання умов Теореми 3.8 та iснування двох сталих

k > 1 та �0 > 0 таких, що

=∏
:=1
(U: + X) ≤ �0k

−= .
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Тодi для всiх G ∈ ℝ

�=G [kf� ] ≤ �0
(
1 + |G | + (2� + 1 − X) 1[−2,2] (G)

)
.

Зауваження 3.6. В теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова з геометричної реку-
рентностi випливає позитивнiсть та геометрична ергодичнiсть вiдповiдного
ланцюга. Однак у неоднорiдному випадку такий висновок є взагалi кажучи
невiрним, оскiльки суттєво неоднорiднi ланцюги (у яких неоднорiднiсть не
вироджується з часом) як правило не мають стацiонарного розподiлу.

3.5.2 Стiйкiсть у загальнiй авторегресiйнiй моделi

У цьому роздiлi розглянемо послiдовнiсть незалежних випадкових величин
,
(8)
= : Ω → ℝ з розподiлами Γ (8)= (�) = ℙ{, (8)= ∈ �} та пару ланцюгiв Маркова

-
(8)
= = U

(8)
= -

(8)
=−1 +,

(8)
= , (3.84)

= ≥ 1, 8 ∈ {1, 2}, G (8)0 ∈ ℝ.
Нашою метою є демонстрацiя

sup
=




ℙ {
-
(1)
= ∈ ·

}
− ℙ

{
-
(2)
= ∈ ·

}



)+
→ 0, Y → 0,

де Y визначає наскiльки “близькими” є сiм’ї
{
Γ (1)= , = ≥ 0

}
та

{
Γ (2)= , = ≥ 1

}
.

Визначимо Y наступним чином

Y := 1
2 sup
G∈ℝ,=≥1,�∈B

���Γ (1)=

(
� − U (1)= G

)
− Γ (2)=

(
� − U (2)= G

)��� . (3.85)

Важливо пiдкреслити, що перехiднi ймовiрностi за один крок для обох
ланцюгiв не зближуються бiльше нiж на Y навiть при = → ∞. Строго кажучи,
Y це внутрiшня характеристика пари процесiв, та “замiна” Y означає перехiд
до iншої пари процесiв. Це може бути проiлюстровано на прикладi, який ми
будемо використовувати в подальшому для того, щоб пiдкреслити залежнiсть
вiд Y:

Γ (1)= = (1 − Ỹ)Γ= + Ỹ' (1)= ,

Γ (2)= = (1 − Ỹ)Γ= + Ỹ' (2)= ,
(3.86)

де Ỹ мала стала. Тут ми можемо вважати Γ= “спiльною частиною” Γ (1)= та Γ (2)= , а ' (8)=
вiдповiдають за “рiзницеву частину”. Цей приклад можна також розглядати як
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двокрокову модель, де на першому кроцi ми пiдкидаємо монету iз ймовiрнiстю
“успiху” 1− Ỹ, та у випадку “успiшного” пiдкидання ми генеруємо наступне, (8)=
зi спiльного розподiлу Γ=, iнакше з розподiлу ' (8)= . В цiй моделi Ỹ безпосередньо
пов’язано з Y iз (3.85)

Y =
1
2 sup
G∈',=≥1,�∈B

���Ỹ' (1)= (� − U (1)= G) − Ỹ' (2)= (� − U (2)= )G)
��� ≤ Ỹ .

Будемо шукати умови, якi забезпечать близькiсть перехiдних ймовiрностей
за = крокiв при всiх =, якщо вiдомо, що лише однокроковi перехiднi ймовiрностi
близькi. Додатково, ми прагнемо показати, що така близькiсть є порядку Y, та
отриманi оцiнки можуть бути порахованi у практичних застосуваннях.

Для цього побудуємо склеювання для ланцюгiв - (1) та - (2) . Спершу при-
пустимо, що умови Теореми 3.10 виконанi та � = [−2, 2] вiдповiдна множина.
Розглянемо наступну умову.

Умова M (Умова мiноризацiї). Припустимо, що iснує послiдовнiсть дiйсних
чисел {0=, = ≥ 1}, 0= ∈ (0, 1) та послiдовнiсть ймовiрнiсних мiр a= на (ℝ,B) такi,
що

inf
G∈�

Γ= (� − U (8)= G) ≥ 0=a= (�), 8 ∈ {1, 2},

inf
=
a= (�) > 0,

0 < 0∗ := inf
=
0= ≤ 0= ≤ 0∗ := sup

=

0= < 1,

для всiх � ∈ B та = ≥ 1.

Зауваження 3.7. В подальшому ми вимагатимемо виконання Умови М для обох{
Γ (1)= , = ≥ 1

}
та

{
Γ (2)= , = ≥ 1

}
з однаковими {0=, = ≥ 1} та a=. У той же час, у моделi

(3.86) досить вимагати виконання Умови М лише для “спiльної частини” Γ=.
Таким чином, ми бачимо, що параметри {0=, = ≥ 1} та мiри a= не залежать вiд Y.

Далi введемо субстохастичнi ядра

&= (G, ·) = min8
{
Γ (8)=

(
· − U (8)= G

)}
, (3.87)

де min слiд розумiти як мiнiмум двох мiр (див. [111], Proposition D.2.8 для
формального визначення мiнiмуму двох мiр).

Зауважимо, що за означенням Y та елементарною рiвнiстю 0 ∧ 1 =
0+1−|0−1 |

2

&= (G,ℝ) ≥ 1 − Y.
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Позначимо рiзницевi ядра як

'
(8)
= (G,�) = Γ (8)=

(
� − U (8)= G

)
−&= (G,�),

так, що
'
(8)
= (G,ℝ) ≤ Y.

Тут, &= це узагальнений аналог “спiльної частини” з моделi (3.86).
Щоб довести головний результат нам знадобляться деякi додатковi умови

регулярностi на &=.
Умова T (Умова на хвости (Tails)). Покладемо �< = {~ ∈ ℝ : |~ | ∈ [<,< + 1)}.

Припустимо iснування послiдовностей {(̂=, = ≥ 1}, {Â=, = ≥ 1}, таких, що

&C,: (G,�<) ≤ &C,: (G,ℝ)(̂<, G ∈ �,

aC&
C,: (�<) ≤ aC&C,: (G,ℝ)(̂<,

<̂ =
∑
<≥1

(̂< < ∞,

sup
8,:,G∈�<

∫
ℝ

'
(8)
:
(G, 3~) |~ | ≤ Â<,

Δ =
∑
<≥1

Â<(̂< < ∞,

Така умова продиктована наступними мiркуваннями. Ми можемо уявити
&̃C,: (G, ·) = &C,: (G,·)

&C,: (G,ℝ) як коректну перехiдну ймовiрнiсть за : крокiв, що, зокрема, є
вiрним в моделi (3.86). В загальному випадку це не так i нам потрiбнi додатковi
умови, щоб переконатися, що функцiя G ↦→ &C (G,ℝ) не “осцилює дуже сильно”
(в моделi (3.86)&C (G,ℝ) = 1− Ỹ взагалi не залежить вiд G ). Однак нам не потрiбно,
щоб &̃C = &̃C,1 була правильною перехiдною ймовiрнiстю у доведеннi основних
результатiв, тому ми не накладатимемо додаткових умов. Однак iнтуїцiя, за
якої &̃C є марковським перехiдним ядром та &̃C,: є перехiдною ймовiрнiстю за :
крокiв, буде дуже корисною, щоб зрозумiти мотивацiю для введення Умови
T. Отже, уявiмо, що &̃C (G, ·) є перехiдною ймовiрнiстю деякого однорiдного
ланцюга Маркова, що вiдповiдає за “склеєний ланцюг”, так, що &̃C (G, ·) = &̃ (G, ·).
Припустимо, що це ядро є незвiдним та геометрично рекурентним (а отже
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позитивним), так, що iснує iнварiантна ймовiрнiсна мiра, скажiмо c . Покладемо
c̄< = c (�<). Тодi запишемо∑

<≥0
&̃: (G,�<) =

∑
<≥0

&̃: (G,�<) − c̄< + c̄< ≤
∑
<≥0
|&̃: (G, ·) − c | (�<) + c̄<

≤ 1 + |&̃: (G, ·) − c | (ℝ) = 1 + ||&̃: (G, ·) − c | |)+
≤ 1 +

∑
:≥1
| |&̃: (G, ·) − c | |)+ < ∞.

Припустивши, що � є геометрично рекурентною множиною, ми прийдемо до
висновку

sup
G∈�,:≥1

∑
<≥0

&̃: (G,�<) ≤ 1 + sup
G∈�

∑
:≥1
| |&̃: (G, ·) − c | |)+ < ∞.

Це демонструє, що умова &C,: (G,�<)
&C,: (G,ℝ) ≤ (̂<, G ∈ � є природньою.

Далi обговоримо умову на ' (8)
:
(G, 3~). Ця умова вимагає, щоб “зсунутий”

залишковий процес не вiдхилявся дуже сильно вiд свого початкового значення.
Наприклад, якщо '

(8)
:

також центрованi та мають авторегресiйний вигляд
'
(8)
:
(G, 3~) = � (8)

:
(3~ − G), викладки з Роздiлу 3.5.1 демонструють, що ми можемо

очiкувати, що Â= = $ (=). У цьому випадку, умова Δ < ∞ зводиться до

sup
G∈�

∑
=≥1

= | |&= (G, ·) − c (·) | |)+ < ∞,

та ∫
ℝ

|~ |c (3~) < ∞,

що також є розумними умовами, якi виконанi, зокрема, для геометрично
ергодичних авторегресiйних ланцюгiв. Бiльше того, з однорiдної теорiї ми
знаємо, що iснування малої множини � в сенсi Умови М зi скiнченим другим
моментом часу першого повернення є достатнiм для виконання означеної
умови.

Легко бачити, що аналогiчна мотивацiя залишається вiрною i для неоднорi-
дних авторегресiйних моделей. Припустимо, що &̃= (G, ·) = Γ̃= (· − U=G), так, що
ми можемо побудувати ланцюг (.=)=≥0 у виглядi .=+1 = U=+1.= +*=+1, = ≥ 0, де
*= ∼ Γ̃= незалежнi та центрованi випадковi величини. Перехiднi ймовiрностi
ланцюга (.=) це &̃=. Тодi з нерiвностi Чебишева ми отримаємо

&̃C,: (G,�<) ≤ ℙCG {|.: | ≥ <} ≤
�CG [|.: |2]
<2 .
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Далi, запишемо

.= =

=∑
:=0

©­«
=∏

9=:+1
U 9

ª®¬*:,
тут *0 ∈ [−2, 2] є фiксованим невипадковим початковим станом та

∏=
=+1 = 1.

Припустимо, що *=, = ≥ 1 мають рiвномiрно обмежений другий момент, що
оцiнюється зверху величиною `2. Тодi покладемо

(̂< =
max{`2, 2

2}
<2 sup

=

=∑
:=0

=∏
9=:+1

U2
9 .

Отже, можемо зробити висновок, що iснування рiвномiрно обмеженого другого
момента (або моментiв вищого порядку) для розподiлiв Γ̃= та виконання умови

sup
=

=∑
:=0

=∏
9=:+1

U2
9 < ∞ (3.88)

є достатнiми умовами для побудови послiдовностi {(̂=, = ≥ 1}. Зауважимо, що
Умова 1 Теореми 3.8 вимагає, щоб множина {= ≥ 1 : U= > 1 − X} (для деяких
X < 1) була дуже розрiдженою, так що природньо очiкувати

sup
=

=∑
:=0

=∏
9=:+1

U2
9 ≤

"

1 − XW ,

для деяких сталих " та W > 0. Звичайно, для того, щоб переконатися, що∑
<
Â<(̂< < ∞, ми маємо накласти бiльш сильну умову на*=, наприклад, iснування

рiвномiрно обмеженого четвертого або експоненцiйного моментiв.
Взагалi кажучи, Умова T вимагає, щоб “залишкове середнє” повiльнiше

нiж &̃=-ланцюг “просувалось у просторi”, тобто, ймовiрнiсть потрапляння у
вiддаленi регiони фазового простору досить мала, щоб компенсувати зростання
“залишкового середнього” при вiддаленнi початкової точкиG вiд нуля. Очевидно,
що для найбiльш типової авторегресiї - Гаусiвської, ця умова виконана, якщо
всi дисперсiї рiвномiрно обмеженi.

Зауваження 3.8. У попередньому обговореннi ми показали, що можна очiкувати
Â= = $ (=), що своєю чергою означає, що <̂ < �Δ, де � - деяка стала. Однак, ми
формально не довели, що Â= ≥ 1, отже ми зберiгаємо обидвi умови <̂ < ∞ та
Δ < ∞, не дивлячись на те, що за звичайних обставин перша умова є наслiдком
другої.



89

Нарештi, ми б хотiли зауважити, що Δ по факту є Δ(Y) (ми показали, що
'
(8)
:
(G,ℝ) ≤ Y), що означає, що Δ має бути малим при Y → 0. В моделi (3.86) ми

явно маємо Δ = $ (Y).
Припустивши, що Умова M виконана, визначимо наступний оператор

“несклеювання”

)
(8)
C (G,�) =

Γ (8)C (� − 0CG) − 0CaC (�)
1 − 0C

,

)
(C)
G~ (�, �) = ) (1)C (G,�))

(2)
C (~, �).

Визначимо тепер ланцюг Маркова /̄= =

(
/
(1)
= , /

(2)
= , 3=

)
зi значеннями в

(ℝ,ℝ, {0, 1, 2}), визначивши його перехiднi ймовiрностi як

%̄= (G,~, 1;� × � × {2}) = 1G=~&= (G,� ∩ �),

%̄= (G,~, 1;� × � × {0}) = 1G=~
'
(1)
= (G,�)' (2)= (~, �)

1 −&= (G,ℝ)
.

Вважатимемо, що остання ймовiрнiсть рiвна нулю, якщо &= (G,ℝ) = 1.

%̄= (G,~, 0;� × � × {0}) = (1 − 0=)1�×� (G,~)) (1)= (G,�)) (2)= (~, �)
+ (1 − 1�×� (G,~))Γ (1)= (� − U (1)= G)Γ (2)= (� − U (2)= ~)

%̄= (G,~, 0;� × � × {1}) = 1�×� (G,~)0=a= (� ∩ �).

%̄= (G,~, 2; ·) = %̄= (G,~, 1; ·).

Всi iншi ймовiрностi покладемо рiвними нулю.
Очевидно, що маргiнальнi розподiли процесу /̄= спiвпадають з розподiлами

-
(8)
= .

Ми використовуватимемо канонiчнi ймовiрностi %̄ C
G,~,3

та математичнi сподi-
вання �̄C

G,~,3
, G,~ ∈ ℝ, 3 ∈ {0, 1, 2} у той же спосiб, що i ранiше.

Позначимо через

f̄�×� = f̄�×� (1) = inf
{
= ≥ 1 :

(
/
(1)
= , /

(2)
=

)
∈ � ×�

}
,

f̄�×� (<) = inf
{
= ≥ f̄�×� (< − 1) :

(
/
(1)
= , /

(2)
=

)
∈ � ×�

}
,< ≥ 2,

перший та<-час повернення в � ×� парою ланцюгiв
(
/
(1)
= , /

(2)
=

)
.
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Нам також знадобиться спецiальне позначення для множин

�= = {31 = 32 = . . . = 3= = 0},
�=: = {31 = 32 = . . . = 3= = 0, f̄�×� (:) = =},
�=: = {3: ∈ {1, 2}, 3:+1 = 0, . . . 3= = 0} ,

(3.89)

та для величин
d=: = sup

G,~∈�,C
%̄ CG,~,0 (�=:) . (3.90)

Теорема 3.9. Нехай - (8) – це два ланцюги Маркова, що визначенi в (3.84), якi

одночасно задовiльняють Умову M, Умову T та умови Наслiдку 3.4 зk > 1, та

� = [−2, 2] вiдповiдна множина.
Тодi iснують сталi"1, "2 ∈ ℝ, такi, що для всiх G ∈ �������ℙCG {

-
(1)
= ∈ ·

}
− ℙCG

{
-
(2)
= ∈ ·

}������ ≤ Y<̂"1 + Δ"2, (3.91)

де <̂ та Δ визначенi в Умовi T.
Для довiльного G ∉ � виконана наступна нерiвнiсть������ℙCG {

-
(1)
= ∈ ·

}
− ℙCG

{
-
(2)
= ∈ ·

}������ ≤ Y (2<̂"1 + ˆ̀(G)) + 2Δ"2, (3.92)

де

ˆ̀(G) = sup
C

∑
:≥1

(
:−1∏
9=0

&C+ 91ℝ\�

)
(G,ℝ \�).

Зауваження 3.9. Пiд &C1� ми розумiтимемо ядро, що рiвне &C (G, ·), якщо G ∈ �
та нулю iнакше. Отже, маємо (

=−1∏
9=0

&C+ 91�

)
(G, �)

= 1�(G)
∫
�

. . .

∫
�

&C (G, 3~1)&C+1(~1, 3~2) . . . &C+=−1(~=−1, �).

Зауваження 3.10. Нагадаємо, що процес /̄ = (/ (1)= , /
(2)
= , 3=)=≥0 визначено вище.

Ми можемо iнтерпретувати ˆ̀(G) як

ˆ̀(G) = sup
C

∑
=≥1

%̄ CG,G,1{31 = . . . = 3= = 2, / (1)9 = /
(2)
9 ∉ �, 9 ≤ =}.
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Ми можемо уявити ˆ̀(G) як “сподiвання” першого часу, коли “склеєний лан-
цюг” потрапляє у � . Складнощi з обчисленням ˆ̀ у практичному застосуваннi
визначаються конкретною моделлю. Однак, як правило, можна очiкувати, що
“спiльна частина” наслiдує поведiнку оригiнальних процесiв, що в контекстi
даного роздiлу означає геометричну рекурентнiсть.

Покажемо, як провести такi обчислення для оцiнки ˆ̀(G) в моделi (3.86). У
цьому випадку ми можемо роздiлити спроби розклеювання та просування
процесу у просторi. Нехай (.=)=≥0 це канонiчний авторегресiйний процес,
утворений сiм’єю {Γ=, = ≥ 1}, та %̃ CG вiдповiдна ймовiрнiсть. Без втрати загальностi
припустимо, що Ỹ = Y.

Нехай
f̃ = inf{C ≥ 1 : .C ∈ �}

та припустимо, що iснує такеk > 1, що

6(G) = sup
C

�̃CG
[
k f̃

]
< ∞.

Тодi запишемо

ˆ̀(G) = sup
C

∑
=≥1

%̄ CG,G,1{31 = . . . = 3= = 2, / (1)9 = /
(2)
9 ∉ �, 9 ≤ =}

= sup
C

∑
=≥1
(1 − Y)=%̃ CG (f̃ ≥ =) ≤ sup

C

∑
=≥1
(1 − Y)=k−=6(G)

= 6(G) (1 − Y)k
−1

1 − (1 − Y)k−1 →
6(G)
k − 1, Y → 0.

Нарештi, 6(G), як правило, можна оцiнити, побудувавши функцiю Фостера-
Ляпунова, що задовiльняє умову зсуву для (.=)=≥0.

Зауваження 3.11. Зауважимо, що всi сталi, включенi у (3.91), можуть бути безпо-
середньо обчисленi в термiнах величин �, X, 0∗, 0∗, inf= a= (�),k , що визначенi в
Теоремi 3.8, Наслiдку 3.4 та Умовi M (див. приклад 3.1).

Доведення. Скориставшись стандартними для методу склеювання перетворен-
нями, отримаємо���ℙCG {

-
(1)
= ∈ �

}
− ℙCG

{
-
(2)
= ∈ �

}���
=

��%̄ CG,G,1 {
/̄= ∈ (�,ℝ, {0, 1, 2})

}
− %̄ CG,G,1

{
/̄= ∈ (ℝ, �, {0, 1, 2})

}��
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=
��%̄ CG,G,1 {

/̄= ∈ (�,ℝ, {0})
}
− %̄ CG,G,1

{
/̄= ∈ (ℝ, �, {0})

}��
≤ max

{
%̄ CG,G,1

{
/̄= ∈ (�,ℝ, {0})

}
, %̄ CG,G,1

{
/̄= ∈ (ℝ, �, {0})

}}
≤ %̄ CG,G,1 {3= = 0} .

Введемо ядро

ΛC
:
(G,�) = %̄ CG,G,1

{
3: ∈ {1, 2}, / (1): = /

(2)
:
∈ �

}
,

та множини
�< = {~ ∈ ℝ : |~ | ∈ [<,< + 1)}.

Помiтимо, що оскiльки %̄= (G,~, 1; ·) = %̄= (G,~, 2; ·), то

%̄ CG,G,1(�=:) =
∫
ℝ

%̄ CG,G,1

{
3: = 1, / (1)

:
= / (2) = 3~

}
%̄ C+:~,~,1(�=−:)

+
∫
ℝ

%̄ CG,G,1

{
3: = 2, / (1)

:
= /

(2)
:

= 3~

}
%̄ C+:~,~,2(�=−:)

= ΛC
:
(G, 3~)%̄ C+:~,~,1(�=−:).

Застосуємо цю рiвнiсть до часу останнього розклеювання

%̄ CG,G,1{3= = 0} =
=−1∑
:=1

%̄ CG,G,1(�=:) =
=−1∑
:=1

∫
ℝ

ΛC
:
(G, 3~)%̄ C+:~,~,1(�=−:)

=

=−1∑
:=1

∑
<≥0

∫
�<

ΛC
:
(G, 3~)%̄ C+:~,~,1(�=−:)

≤
=−1∑
:=1

∑
<≥0

ΛC
:
(G,�<) sup

~∈�<
%̄ C+:~,~,1(�=−:). (3.93)

Далi ми плануємо замiнити ΛC
:
(G,�<) на (̂< та застосувати Лему 3.15. Однак

це можна зробити лише для G ∈ � . Справдi:

ΛC
:
(G,�<) =

:−1∑
9=0

%̄ CG,G,1{3 9 = 1}%̄ C+ 9
a 9 ,1{3; = 2, ; ∈ 1, : − 9, / (1)

:− 9 = /
(2)
:− 9 ∈ �<}

=

:−1∑
9=0

%̄ CG,G,1{3 9 = 1}a 9&C+ 9,:− 9 (�<) ≤
:−1∑
9=0

%̄ CG,G,1{3 9 = 1}a 9&C+ 9,:− 9 (ℝ)(̂<
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= (̂<

:−1∑
9=0

%̄ CG,G,1{3 9 = 1, 3 9+1 = . . . 3: = 2} = (̂<ℙCG,G,1{3: = 2} ≤ (̂< .

Тут нам допомiг той факт, що a 9 (3D,3E) = 13D=3E (1{ 9=0}XG + 1{ 9>0}a (3D)), включа-
ючи 9 = 0 (тобто у випадку, коли ланцюги жодного разу не розклеїлись з самого
початку). Застосувавши цю оцiнку та Лему 3.15 до (3.93), отримаємо для G ∈ �:

%̄ CG,G,1{3= = 0} ≤
∑
<≥0

(̂< (Y"1 + Â<"2) = Y<̂"1 + Δ"2. (3.94)

Тепер перейдемо до випадку G ∉ � . Покладемо

f̄ = inf{C > 0 : / (1)C = /
(2)
C ∈ �,31 = . . . = 3C = 2} ≤ ∞.

Для G ∉ � маємо

ΛC
:
(G,�<) =

:−1∑
9=1

%̄ CG,G,1{3 9 = 1}%̄ C+ 9
a,1 {3; = 2, ; ∈ 1, : − 9, / (1)

:− 9 = /
(2)
:− 9 ∈ �<}

+%̄ CG,G,1{32 = . . . = 3:−1 = 2, / (1)
:−1 = /

(2)
:−1 ∈ �<} ≤ (̂<

+
:−1∑
9=1

%̄ CG,G,1{32 = . . . = 3:−1 = 2, f̄ = 9, /
(1)
:−1 = /

(2)
:−1 ∈ �<}

+%̄ CG,G,1{32 = . . . = 3:−1 = 2, f̄ ≥ :, / (1)
:−1 = /

(2)
:−1 ∈ �<}

≤ (̂< + (̂<%̄ CG,G,1(31 = . . . = 3:−1 = 2, f̄ < :) + @:,< (G) ≤ 2(̂< + @:,< (G),

де
@:,< (G) = %̄ CG,G,1{32 = . . . = 3:−1 = 2, f̄ ≥ :, / (1)

:−1 = /
(2)
:−1 ∈ �<}.

Позначимо
@: (G) =

∑
<≥0

@:,< (G).

Застосувавши цей результат та очевидну нерiвнiсть %̄ C+:~,~,1(�=−:) ≤ Y до (3.93),
отримаємо для G ∉ �

%̄ CG,G,1{3= = 0} ≤ 2Y<̂"1 + 2Δ"2 + Y
∑
:≥0

@: (G) ≤ Y (2<̂"1 + ˆ̀(G)) + 2Δ"2.

Тут ми скористались тим фактом, що∑
:≥0

@: (G) = ˆ̀(G).

�
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Приклад 3.1. У цьому прикладi ми продемонструємо, як обчислити сталi вели-
чини, якi фiгурують в оцiнцi з Теореми 3.9.

Спершу помiтимо, що оцiнка в Теоремi 3.9 залежить вiд сталих "1 та "2, якi
визначенi в Лемi 3.15. Цi сталi своєю чергою залежать вiд Ξ0,Ξ1, що визначенi в
Теоремi 3.10, та ( , що визначена в Лемi 3.10. Стала Ξ1 вiдома, якщо ми знаємо Ξ0

(див. (3.97)). Отже, ми маємо обчислити Ξ0 та ( .
Почнемо з Ξ0. З (3.96)

Ξ0 =
"�2

0 (2 + 2� + 2 − X)
1 − 0∗ ,

ми бачимо, що єдиною невiдомою сталою є " . Вона визначена в Теоремi 3.6 як

" =

(
1 + 1

1 −
√
(1 + Y) (1 − W1)

) (
1 + W0
1 − W0

)
,

де Y довiльна стала така, що (1+Y) (1−W1) < 1. Отже, нам достатньо порахувати W0

та W1. Це може бути зроблено за допомогою Теореми 3.7. Основна умова Теореми
3.7 зводиться до експоненцiйної малостi хвостiв f (8)

�
:

ℙCG

{
f
(8)
�

> =

}
≤ (+ (G)1ℝ\� (G) + �1� (G))k−=,

для деякихk > 0 та + (G). За умов Теореми 3.9 (а отже i Наслiдка 3.4) це вiрно з
+ (G) = �0(1 + |G |) та � = �0(2 + 2 + 2� − X).

Почнемо з обчислення

�0 sup
C,G∈�,8

∫
ℝ

%C,8 (G, 3~) − 0CaC (3~)
1 − 0C

(1 + |~ |) ≤ �0

(
1 + 1 + 2� + 2 − X

1 − 0∗

)
.

Визначимо &̂ як

&̂ = �0

(
1 + 1 + 2� + 2 − X

1 − 0∗

)
.

З Теореми 3.7 отримаємо

X0 =

√
1 + \ 0∗(k − 1)

(1 − 0∗)k&̂ + 0∗
,

де \ є довiльним числом з (0, 1).

W0 =

(
\0∗

k + 0∗(1 − \ ) (k&̂ (1 − 0∗))−1

) 1
2
,
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�̂ = �
1 + W0
1 − W0

(
1 + X0 − 1

k − X0
k&̂

) (
1 + X0(k − 1)

k − X0

)
,

< = min{= ≥ 1| �̂X−1
0 < 1},

W1 = (0∗ inf
C
aC (�))< exp

(
ln

(
1 − �̂X−<0

) (
X<+10
X0 − 1 − 1

))
.

Отже, ми обчислили W0 та W1, що дозволяє нам отримати вираз для " , Ξ0 та Ξ1 в
термiнах вiдомих величин.

Нарештi обчислимо ( iз Леми 3.10.

( = (1 − 0∗) sup
G,~,∈�,C

∫
ℝ2\�×�

)
(C)
G~ (3D,3E)ℎ(D, E)

≤ (1 − 0∗) sup
C

∫
ℝ

(
)
(1)
C (G, 3D)Ξ0 |D | +) (2)C (~,3E)Ξ0 |E | + Ξ1

)
≤ 1 − 0∗

1 − 0∗ (2Ξ0(1 + 2� + 2 − X) + Ξ1(1 − 0∗)) .

3.5.3 Допомiжнi результати

У цьому роздiлi ми припустимо, що виконана Умова C, а також умови
Теореми 3.8, та будемо використовувати вiдповiднi позначення.

Почнемо з того, що доведемо важливий результат, який дозволить нам
виразити математичне сподiвання експоненцiйного моменту f�×� через окремi
моменти f (8)

�
.

Теорема 3.10. Нехай
-
(1)
=+1 = U

(1)
= -

(1)
= +, (1)=

та

-
(2)
=+1 = U

(2)
= -

(2)
= +, (2)=

є двома ланцюгами Маркова. Нехай Γ (8)= – це розподiл, (8)= та всi, (8)= незалежнi.

Припустимо, що обидва ланцюга задовiльняють умови Наслiдку 3.4 та Умови M
для множини � = [−2, 2], де 2 визначене в (3.81).

Тодi iснують сталik1 > 1 та Ξ0,Ξ1 ∈ ℝ, такi що для всiх G,~ ∈ ℝта = ≥ 0

�=G,~
[
k
f�×�
1

]
≤ Ξ0( |G | + |~ |) + Ξ1.
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Зауваження 3.12. Сталi Ξ0,Ξ1 можуть бути обчисленi за допомогою результатiв
з Роздiлу 3.4.

Доведення. З Теореми 3.6 отримаємо

�=G,~
[
k
f�×�
1

]
≤ "

(
�=G

[
k
f
(1)
�

0

]
(1(k0) + �=~

[
k
f
(2)
�

0

]
(2(k0)

)
,

деk0,k1 ∈ (1,k ) та " ∈ ℝ деякi сталi,

(8 (D) = sup
=,G∈�

{
1

1 − 0=

(
�=G

[
Df
(8)
�

]
− 0=�=a=

[
Df
(8)
�

] )}
.

Оскiлькиk0 < k , то з Наслiдку 3.4 отримаємо

(8 (k0) ≤
1

1 − 0∗ sup
=,G∈�

�=G

[
kf

(8)
�

]
≤ �0(2 + 2� + 2 − X)

1 − 0∗ .

Далi застосуємо Наслiдок 3.4 до �=G

[
k
f
(8)
�

0

]
та отримаємо

�=G,~
[
k
f�×�
1

]
≤ Ξ0( |G | + |~ |) + Ξ1, (3.95)

Ξ0 =
"�2

0 (2 + 2� + 2 − X)
1 − 0∗ , (3.96)

Ξ1 = Ξ0(2 + (1 + 2� − X) (1� (G) + 1� (~))). (3.97)

�

Далi позначимо
ℎ(G,~) = sup

=

�=G,~
[
k
f�×�
1

]
(3.98)

та

�C (G) =
∫

ℝ2\�×�

'
(1)
C (G, 3~)'

(2)
C (G, 3I)

1 −&C (G,ℝ)
ℎ(~, I). (3.99)

В подальшому будемо використовувати позначення з Теореми 3.8, Наслiдку
3.4, Теореми 3.10 та Умови M. Далi представимо ряд результатiв, якi вiдiграють
важливу роль у доведеннi основного результату.

Лема 3.8. Для всiх (G,~) ∉ � ×�

%̄ CG,~,0 {f�×� ≥ =} ≤ k−=1 ℎ(G,~).



97

Доведення. Для всiх (G,~) ∉ � ×�

%̄ CG,~,0 {f�×� ≥ =} = ℙ

{
f
(C)
�×� ≥ =

���- (1)C = G,-
(2)
C = ~

}
≤ X−=1 �CG,~

[
X
−f�×�
1

]
= k−=1 ℎ(G,~). (3.100)

Перша рiвнiсть випливає з означення %̄ CG,~,0, пiсля чого ми скористалися нерiвнi-
стю Чернова та означенням (3.98). �

Зауваження 3.13. Зауважимо, що для подальших викладок важливо, що (G,~) ∉
� × � . У цьому випадку розподiл пари

(
/ (1), / (2)

)
спiвпадає iз розподiлом(

- (1), - (2)
)

на промiжку часу [0, f̄�×� − 1]? завдяки чому перша рiвнiсть є
вiрною, що дозволяє нам перейти вiд ймовiрнiсної мiри %̄ до ℙ, та скористатись
геометричною рекурентнiстю пари ланцюгiв.

Лема 3.9.
%̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� ≥ =} ≤ k=−1

1 �C (G),

де �C (G) визначено в (3.99) та G ∈ ℝ.

Доведення. Скористаємось 3.8 та означенням ймовiрностi %̄ щоб отримати

%̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� ≥ =}

=

∫
ℝ2\�×�

'
(1)
C (G, 3~)'

(2)
C (G, 3I)

1 −&C (G,ℝ)
%̄ C~,I,0 {f̄�×� ≥ = − 1}

≤ k=−1
1

∫
ℝ2\�×�

'
(1)
C (G, 3~)'

(2)
C (G, 3I)

1 −&C (G,ℝ)
ℎ(~, I)

= k=−1
1 �C (G).

�

Тепер розглянемо ситуацiю? коли пара
(
/
(1)
:
, /
(2)
:

)
потрапляє в � × � в

точностi один раз.

Лема 3.10.

%̄ CG,G,1
{
3 9 = 0, 9 = 1, =, f̄�×� ≤ = < f̄�×� (2)

}
≤ ( ((= − 1)�C (G) + Y)

k=−1
1

, (3.101)
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де

( = (1 − 0∗) sup
G,~∈�,C≥0,

∫
ℝ2\�×�

)
(C)
G,~ (3D,3E)ℎ(D, E) .

Доведення. Для довiльного G ∈ ℝ

%̄ CG,G,1
{
3 9 = 0, 9 = 1, =, f̄�×� ≤ = < f̄�×� (2)

}
=

=∑
:=1

%̄ CG,G,1
{
3 9 = 0, 9 = 1, =, f̄�×� = :, f̄�×� (2) > =

}
=

=∑
:=1

∫
�×�

%̄ CG,G,1

{
31 = 0, f̄�×� = :,

(
/
(1)
:
, /
(2)
:
, 3:

)
= (3D,3E, 0)

}
×

× %̄ C+:D,E,0 {f̄�×� > = − :} ≤
=∑
:=1

%̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� = :,3: = 0} ×

× sup
G,~∈�

%̄ C+:G,~,0 {31 = 0, f̄�×� > = − :} .

Помiтимо, що ми не можемо застосувати Лему 3.8 до останнього доданку,
оскiльки початкове значення (G,~) ∈ � × � , а отже розподiл першого кроку
для ланцюга /̄ за мiри %̄ вiдрiзняється вiд розподiлу пари (- (1), - (2)) за мiри ℙ.
Таким чином, маємо для всiх (G0, ~0) ∈ � ×�

%̄ C+:G0,~0,0 {31 = 0, f̄�×� > = − :}

= (1 − 0C+:)
∫

ℝ2\�×�

)
(1)
C+: (G0, 3G)) (2)C+: (~0, 3~)%̄ C+:+1G,~,0 {f̄�×� ≥ = − :} .

Тепер застосуємо Лему 3.8 до %̄ C+:+1G,~,0 {f̄�×� ≥ = − :} та отримаємо нерiвнiсть

sup
G0,~0∈�

%̄ C+:G0,~0,0 {31 = 0, f̄�×� ≥ = − :}

≤ 1 − 0∗
k
(=−:)
1

sup
G0,~0∈�

∫
ℝ2\�×�

)
(C+:)
G0,~0 (3G, 3~)ℎ(G,~)

= (k
−(=−:)
1 .

(3.102)

Скориставшись Лемою 3.9 для : ≥ 2, отримаємо

%̄ CG,G,1 {31 = 0, 3: = 0, f̄�×� = :} ≤ %̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� ≥ :}
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≤ k−(:−1)
1 �C (G). (3.103)

Зрозумiло, що : = 1

%̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� = 1} =
'
(1)
C (G,�)'

(2)
C (G,�)

1 −&C (G,ℝ)
≤ Y. (3.104)

Скомбiнувавши(3.102)-(3.104), отримаємо, що

%̄ CG,G,1
{
3 9 = 0, 9 = 1, =, f̄�×� ≤ = < f̄�×� (2)

}
≤ (

=∑
:=1

%̄ CG,G,1 {31 = 0, f̄�×� = :,3: = 0}k−(=−:)1

≤ (
(
=∑
:=2

�C (G)k−(:−1)
1 k

−(=−:)
1 + Yk−(=−1)

1

)
= (

(
k
−(=−1)
1 (= − 1)�C (G) + Yk−(=−1)

1

)
= (k

−(=−1)
1 ((= − 1)�C (G) + Y) .

�

Нарештi розглянемо ситуацiю, за якої пара
(
/
(1)
:
, /
(2)
:

)
вiдвiдує�×� в точностi

: ≥ 2 разiв.

Лема 3.11. Для всiх G ∈ ℝ

%̄ CG,G,1 {�=, f̄�×� (:) ≤ = < f̄�×� (: + 1)}

≤ (�C (G)
=−:+1∑
8=2

X
−(8−1)
1

=−8∑
9=:−1

d 9,:−1X
−(=−8− 9)
1

+ Y(
=−1∑
9=:−1

d 9,:−1X
−(=− 9−1)
1 ,

де d=: визначено в (3.90), та ( з Леми 3.10.

Доведення. Скориставшись розкладом за першим входом-останнiм виходом та
Марковською властивiстю, отримаємо наступне представлення для шуканої
ймовiрностi

%̄ CG,G,1 {�=, f̄�×� (:) ≤ = < f̄�×� (: + 1)}
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=

=−:+1∑
8=1

=∑
9=8+:−1

∫
�×�

%̄ CG,G,1

{
�81,

(
/
(1)
8 , /

(2)
8

)
= (3~1, 3~2)

}
×

×
∫

�×�

%̄ C+8G,~,0

{
� 9−8,:−1,

(
/
(1)
9−8, /

(2)
9−8

)
= (3I1, 3I2)

}
× %̄ C+ 9

I1,I2,0 {31 = 0, f̄�×� > = − 9} .

Тут iндекс 8 позначає перше вiдвiдування. Оскiльки протягом перших = крокiв
вiдбулось рiвно: вiдвiдувань, то перше вiдвiдування не могло трапитись пiзнiше
за = − : , iнакше часу, що залишилось, не вистачить для решти : − 1 вiдвiдувань.
Аналогiчнi мiркування застосовуються до 9 , що є часом останнього вiдвiдування.
Оскiльки вiдбулось рiвно : − 1 вiдвiдувань на iнтервалi часу (8, 9], то 9 не може
бути ближче нiж : − 1 до 8 , iнакше : − 1 вiдвiдувань не вмiстяться у iнтервал.
Тепер взявши супремум по G,~ ∈ � та C ≥ 0 у другому та третьому доданках ми
прийдемо до нерiвностi

%̄ CG,G,1 {�=, f̄�×� (:) ≤ = < f̄�×� (: + 1)} ≤
=−:+1∑
8=1

=∑
9=8+:−1

%̄ CG,G,1 {�81} ×

× supG,~∈�,C %̄ CG,~,0
{
� 9−8,:−1

}
supG,~∈�,C %̄ CG,~,0 {31 = 0, f̄�×� > = − 9}

(3.105)

Помiтимо, що другий множник це точно d 9−8,:−1.
Застосувавши мiркування, аналогiчнi до доведення Леми 3.10 (див. нерiвнiсть

(3.102)), отримаємо оцiнку для третього множника

sup
G,~∈�,C

%̄ CG,~,0 {31 = 0, f̄�×� > = − 9} ≤ (k−(=− 9)1 .

Скориставшись Лемою 3.9, отримаємо оцiнку для першого множника при 8 ≥ 2

ℙCG,G,1 {31 = 38 = 0, f̄�×� = 8} ≤ sup
G∈ℝ

ℙCG,G,1 {31 = 0, f̄�×� ≥ 8}

≤ k−(8−1)
1 �C (G).

Для 8 = 1 матимемо

ℙCG,G,1 {31 = 0, f̄�×� = 1} =
'
(1)
C (G,�)'

(2)
C (G,�)

1 −&C (G,ℝ)
≤ Y. (3.106)

Пiдставивши оцiнки для першого та третього множинкiв у (3.105), отримаємо

%̄ CG,G,1 {�=, f̄�×� (:) ≤ = < f̄�×� (: + 1)}
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≤
=−:+1∑
8=2

=∑
9=8+:−1

�C (G)k−(8−1)
1 d 9−8,:−1(k

−(=− 9)
1

+
=∑
9=:

Yd 9−1,:−1(k
−(=− 9)
1

= (�C (G)
=−:+1∑
8=2

k
−(8−1)
1

=∑
9=8+:−1

d 9−8,:−1k
−(=− 9)
1

+ Y(
=∑
9=:

d 9−1,:−1k
−(=− 9)
1

= (�C (G)
=−:+1∑
8=2

X
−(8−1)
1

=−8∑
9=:−1

d 9,:−1X
−(=−8− 9)
1

+ Y(
=−1∑
9=:−1

d 9,:−1X
−(=− 9−1)
1 .

(3.107)

�

Нам буде важливо, щоб ймовiрностi з Леми 3.11 були сумованi за парою
iндексiв =, : . Помiтимо, що оскiльки d 9: = 0 при 9 < : (оскiльки f̄�×� (:) = 9 < : є
неможливою рiвнiстю), подвiйна сума в правiй частинi нерiвностi з Леми 3.11 є
згорткою геометричної послiдовностi (k−=1 ) з d 9: (як функцiї 9 при фiксованому
:), що обчислена в момент = − : + 1. Таким чином для того, щоб встановити
скiнченнiсть шуканої суми, необхiдно показати, що подвiйна послiдовнiсть
{d=:, = ≥ 1, : = 1, =} сумована. З цiєю метою ми доведемо наступнi три леми.

Лема 3.12.
d=: = sup

G,~∈�,C
%̄ CG,~,0 {�=:} ≤ (1 − 0∗): . (3.108)

Доведення. Проведемо доведення за iндукцiєю. Нехай = = 1 та : = 1. Тодi

ℙCG,~,0 {�11} = ℙCG,~,0
{
/̄1 ∈ (� ×� × 0)

}
= (1 − 0C )) (1)C (G,�))

(2)
C (~,�) ≤ (1 − 0∗),

оскiльки ) (8)C (G,�) ≤ )
(8)
C (G,ℝ) = 1.
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Розглянемо тепер = ≥ 2, : = 1:

%̄ CG0,~0,0 {�=1} = (1 − 0C )
∫

ℝ2\�×�

)
(1)
C (G0, 3G)) (2)C (~0, 3~)%̄ C+1G,~,0 {f̄1 = =}

≤ (1 − 0C )
∫

ℝ2\�×�

)
(1)
C (G0, 3G)) (2)C (~0, 3~) ≤ (1 − 0∗) .

Отже, ми показали, що для всiх натуральних = та : = 1 нерiвнiсть (3.108) є
справедливою.

У подальшому ми скористаємось спрощеними позначеннями

f̄8 = f̄�×� (8).

Припустимо, що твердження виконанується для всiх додатнiх = та : ; перевiримо
його для : + 1.

Очевидно, при = < : +1 вiдповiдна ймовiрнiсть рiвна нулю, отже твердження
вiрне. Нехай = ≥ : + 1. Запишемо

%̄ CG0,~0,0
{
�=,:+1

}
=

=−:∑
B=1

%̄ CG0,~0,0
{
f̄1 = B, �=,:+1

}
.

Тепер вiзьмемо умовне математичне сподiвання при FB , скористаємось марков-
ською властивiстю та тим фактом, що{

f̄1 = B, �=,:+1
}
= {�B1, 3B+1 = . . . = 3= = 0, f̄:+1 = =}

= �B1 ∩ \B ({31 = . . . = 3=−B = 0, f̄: = = − B}) = �B1 ∩ \B�=−B,:,

де \B це оператор зсуву. За допомогою очевидного включення �B ∈ FB та
припущення кроку iндукцiї отримаємо

=−:∑
B=1

%̄ CG0,~0,0
{
f̄1 = B, �=,:+1

}
=

=−:∑
B=1

�̄CG0,~0,0

{
�B1, %̄

C+B
/̄B

{
�=−B,:

}}
≤

=−:∑
B=1

sup
G,~∈�,C

%̄ CG,~
{
�=−B,:

}
%̄ CG0,~0,0(�B1)

≤ (1 − 0∗):
=−:∑
B=1

%̄ CG0,~0,0(�B1) = (1 − 0∗)
:

=−:∑
B=1

%̄ CG0,~0,0(31 = 0, f̄1 = B)

= (1 − 0∗):%̄ CG0,~0,0(31 = 0, f̄1 ≤ = − :)
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= (1 − 0∗): (1 − 0C )
∫

ℝ2\�×�

)
(1)
C (G0, 3G)) (2)C (~0, 3~)×

× %̄ C+1G,~,0 {f̄1 ≤ = − : − 1} + (1 − 0∗): (1 − 0C )) (1)C (G0,�)) (2)C (~0,�)

≤ (1 − 0∗):+1
∫
ℝ2

)
(1)
C (G0, 3G)) (2)C (~0, 3~) = (1 − U):+1.

(3.109)

Отже (3.108) доведено для всiх =, : . �

Лема 3.13. Нехай< ≥ 2 цiле, : довiльне натуральне число та 9 ∈ {0, . . . , : − 1}.
Тодi

d<:+ 9,: ≤ (1 − 0∗):−1(k−(<−1)
1 ,

де ( визначено в Лемi 3.10.

Доведення. В цiй лемi використовуватимемо наступнi позначення

= =<: + 9,

f̄0 = 0,

f̄8 = f̄�×� (8), 8 ≥ 0,

Δ̄8 = f̄8 − f̄8−1, 8 ≥ 1,

Z̄: = max
1≤8≤:
{Δ̄8},

ḡ= = min{; ≥ 0 : Δ̄; = Z̄:} ≤ :,

� = �<:+ 9,: .

Легко бачити, що
� ⊂ {Z̄: ≥ <}. (3.110)

Справдi, нехай � ∩ {Z̄: < <} ≠ ∅ та нехай l ∈ � ∩ {Z̄: < <}. Тодi

f̄: (l) =
:∑
9=1

Δ̄ 9 (l) ≤ :Z̄: (l) < <:.

Це суперечить означенню � = �<:+ 9,: , що i доводить (3.110).
Припустимо спершу, що ḡ= = 1. Це означає, що перiод перед першим

вiдвiдуванням є найдовшим, або iншими словами, всi подальшi iнтервали мiж
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вiдвiдуванням � × � меншi або рiвнi за найперший. Помiтимо, що оскiльки
< ≥ 2 та Z̄: (l) ≥ <, l ∈ � , ми можемо зробити висновок, що вiдвiдування не
вiдбулось на першому кроцi. Це спостереження дозволяє нам записати наступне
представлення для G0, ~0 ∈ �

%̄ CG0,~0,0 {�=:, ḡ= = 1}

= (1 − 0C )
∫

ℝ2\�×�

)
(C)
G0~0 (3G, 3~)%̄

C+1
G,~,0

{
f̄1 ≥ < − 1, �=−1,:

}
, (3.111)

де ми скористались позначенням )
(C)
G~ (�, �) = )

(1)
C (G,�))

(2)
C (~, �), введеним у

попередньому роздiлi.
Тепер, скориставшись аналогiчними до доведення Леми 3.12 мiркуваннями,

ми помiтимо, що для B ≥ <

%̄ C+1G,~,0
{
f̄1 = B, �=−1,:

}
= �̄C+1G,~,0

[
f̄1 = B, �B, %̄

C+B
/̄B

{
�=−B,:−1

}]
≤ d=−B,:−1%̄

C+1
G,~,0 {f̄1 = B, �B} ≤ (1 − 0∗):−1%̄ C+1G,~,0 {f̄1 = B, �B} ,

де ми використали Лему 3.12.
Пiдставивши цю оцiнку в (3.111), отримаємо

%̄ CG0,~0,0 {�=:, ḡ= = 1} ≤ (1 − 0∗):
∑
B≥<−1

∫
ℝ2\�×�

)
(C)
G0~0 (3G, 3~)%̄

C+1
G,~,0 [f̄1 = B, �B]

= (1 − 0∗):
∫

ℝ2\�×�

)G0~0 (3G, 3~)%̄ C+1G,~,0 {f̄1 ≥ < − 1}

≤ (1 − 0∗)
:

k<−1
1

∫
ℝ2\�×�

)G0~0 (3G, 3~)ℎ(G,~)

=
(1 − 0∗):−1(

k<−1
1

.

Нарештi маємо оцiнку

%̄ CG0,~0,0 {�=:, ḡ= = 1} ≤ (1(1 − 0∗):

k<−1
1

. (3.112)

Тут ми ввели позначення (1 = (/(1 − 0∗), щоб не втрачати множник (1 − 0∗): .
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Тепер ми використаємо (3.110) та (3.112), щоб записати розклад за ḡ=:

%̄ CG,~,0 {�=:} = %̄ CG,~,0
{
�=:, Z̄: ≥ <

}
=

:∑
9=1

%̄ CG,~,0
{
�=:, Z̄: ≥ <, ḡ= = 9

}
=

:∑
9=1

∑
B

�̄CG,~,0

[
%̄
C+ 9
/
(1)
9
,/
(2)
9
,0

{
ḡ=−B = 1, �=−B,:− 9+1

}
;�B, 9−1, ḡ= = 9, f̄ 9−1 = B

]
≤ (1

k<−1
1

:∑
9=1

∑
B

(1 − 0∗):− 9+1%̄ CG,~,0
[
�B, 9−1, ḡ= = 9, f̄ 9−1 = B

]
=

(1

k<−1
1

:∑
9=1

∑
B

(1 − 0∗):− 9+1%̄ CG,~,0
[
�B, 9−1, ḡ= = 9, f̄ 9−1 = B

]
≤ (1

k<−1
1

:∑
9=1

∑
B

(1 − 0∗):− 9+1%̄ CG,~,0
[
ḡ= = 9, f̄ 9−1 = B

]
sup
D,E∈�,C

%̄ CD,E,0{�B, 9−1}

=
(1

k<−1
1

:∑
9=1

∑
B

(1 − 0∗):− 9+1%̄ CG,~,0
[
ḡ= = 9, f̄ 9−1 = B

]
dB, 9−1

≤ (1

k<−1
1

:∑
9=1
(1 − 0∗):− 9+1(1 − 0∗) 9−1%̄ CG,~,0 [ḡ= = 9] = (1(1 − 0∗):

k<−1
1

.

Зауважимо, що ми скористались Лемою 3.12 в останнiй нерiвностi. �
Нарештi ми покажемо, що послiдовнiсть {d=:} сумована.

Лема 3.14.

d :=
∞∑
==1

=∑
:=1

d=: ≤
1 − 0∗
(0∗)2

(
1 + (

(1 − 0∗) (k1 − 1)

)
< ∞.

Доведення. Як i в попереднiй лемi, покладемо (1 = (/(1 − 0∗) так, щоб множник
(1 − 0∗): залишався незмiнним. Тодi отримаємо наступну оцiнку

∞∑
==1

=∑
:=1

d=: =

∞∑
:=1

∞∑
==:

d=: =

∞∑
:=1

∞∑
<=1

(
:−1∑
9=0

d<:+ 9,:

)

=

∞∑
:=1

(
:−1∑
9=0

d:+ 9,:

)
+
∞∑
:=1

∞∑
<=2

(
:−1∑
9=0

d<:+ 9,:

)
≤
∞∑
:=1

(
:−1∑
9=0

d:+ 9,:

)
+
∞∑
:=1

∞∑
<=2

: (1 − 0∗):k−(<−1)
1 (1
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≤
∞∑
:=1
(1 − 0∗):: +

∞∑
:=1

∞∑
<=1

: (1 − 0∗):k−<1 (1

=
1 − 0∗
(0∗)2

+ (1

∞∑
:=1

: (1 − 0∗):
∞∑
<=1

k−<1

=
1 − 0∗
(0∗)2

+ (1
1 − 0∗

(k1 − 1) (0∗)2
=

1 − 0∗
(0∗)2

(
1 + (1

1
k1 − 1

)
.

Зауважимо, що ми скористались Лемою 3.13 у першiй нерiвностi. �

Лема 3.15. ∑
=≥1

sup
G∈[<,<+1),C

ℙCG,G,1 {�=} ≤ Y"1 + Â<"2

де d визначено в Лемi 3.14 та

"1 = Ξ0

(
k1( (1 + dk1)
(k1 − 1)2 + k1(1 + ()

k1 − 1

)
,

"2 = 2Ξ0

(
(
k1(1 + d + Ξ1(1 + ())

k1 − 1 + Ξ1
k1( (1 + dk1)
(k1 − 1)2

)
,

Ξ0,Ξ1 з Теореми 3.10.

Доведення. Покладемо

�
(<)
C (G) = sup

|G |∈[<,<+1)
�C (G).

Скориставшись Лемами 3.9, 3.10, 3.11 та 3.13, отримаємо∑
=≥1

sup
|G |∈[<,<+1)

ℙCG,G,1 {�=} ≤
∑
=≥1

(
�
(<)
C (G)
k=−1

1
+
( ((= − 1)� (<)C (G) + Y)

k=−1
1

)
+

∑
=≥1

∑
:≥2

(�
(<)
C (G)

=−:+1∑
8=2

k
−(8−1)
1

=−8∑
9=:−1

d 9,:−1k
−(=−8− 9)
1

+
∑
=≥1

∑
:≥2

Y(

=−1∑
9=:−1

d 9,:−1k
−(=− 9−1)
1 = �1 +�2 + Y(�3.

Роз почнемо з �1:

�1 =
∑
=≥1

(
�
(<)
C (G)
k=−1

1
+
( ((= − 1)� (<)C (G) + Y)

k=−1
1

)
=
k1(� (<)C (G) + Y()

k1 − 1
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+
k1(�

(<)
C (G)

(k1 − 1)2 .

Перед тим як перейти до �2, спочатку поглянемо на суму

∞∑
==1

∑
:≥2

=−:+1∑
8=1

k
−(8−1)
1

=−8∑
9=:−1

d 9,:−1k
−(=−8− 9)
1 =

∞∑
==1

∑
:≥1

=−:∑
8=1
k
−(8−1)
1

=−8∑
9=:

d 9:k
−(=−8− 9)
1 .

Зрозумiло, що : не може перевищувати =, та d 9: = 0, якщо 9 < : . Покладемо
?= = k

−(=−1)
1 , = ≥ 1, ?0 = 0 та @ 9 (:) = d 9+:,: для фiксованих : , 9 ≥ 0. Тодi ми

можемо переставити мiсцями = та : та переписати попередню суму наступним
чином

∞∑
:=1

∑
=≥:

=−:∑
8=1
k
−(8−1)
1

=−8∑
9=:

d 9:k
−(=−8− 9)
1

=

∞∑
:=1

∑
=≥:

=−:∑
8=1
k
−(8−1)
1

=−:−8∑
9=0

@ 9 (:)k−(=−:−8− 9)1

=

∞∑
:=1

∑
=≥:
(? ★@(:) ★ ?)=−: =

∞∑
:=1

( ∞∑
==1

?=

)2 (∑
9≥0

@ 9 (:)
)

=

( ∞∑
==1

k
−(=−1)
1

)2 ∞∑
:=1

∞∑
9=1

d 9: =

(
k1

k1 − 1

)2
d.

Тепер обчислимо �2.

�2 =
∑
=≥1

∑
:≥2

(�
(<)
C (G)

=−:+1∑
8=2

k
−(8−1)
1

=−8∑
9=:−1

d 9,:−1k
−(=−8− 9)
1

= (�
(<)
C (G)d

(
k1

k1 − 1

)2
− (� (<)C (G)�3.

Для �3 маємо

�3 =
∑
=≥1

∑
:≥2

=−1∑
9=:−1

d 9,:−1k
−(=− 9−1)
1 =

∑
=≥1

∑
:≥1

=−1∑
9=:

d 9,:k
−(=− 9−1)
1

=

(∑
=≥0

k−=1

) ©­«
∑
9,:

d 9,:
ª®¬ =

dk1
k1 − 1 .
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Тепер маємо∑
=≥1

sup
|G |∈[<,<+1)

ℙCG,G,1 {�=} ≤
k1(� (<)C (G) + Y()

k1 − 1

+
k1(�

(<)
C (G)

(k1 − 1)2 + (�
(<)
C (G)d

(
k1

k1 − 1

)2

+ (Y( − (� (<)C (G))
dk1
k1 − 1 =

k1(�
(<)
C (G) (1 + dk1)
(k1 − 1)2

+
k1(� (<)C (G) + Y( + (�

(<)
C (G) + dY( − d(�

(<)
C (G))

k1 − 1

≤ Y(k1(1 + d)
k1 − 1 + � (<)C (G)

(
k1( (1 + dk1)
(k1 − 1)2 + k1(1 + ()

k1 − 1

)
.

Ми можемо скористатись Теоремою 3.10 та Умовою T, щоб отримати

�
(<)
C (G) ≤ sup

|G |∈[<,<+1)

∫
ℝ2

'
(1)
C (G, 3~)'

(2)
C (G, 3I)

1 −&C (G,ℝ)
(Ξ0( |~ | + |I |) + Ξ1)

≤ Ξ0
©­« sup
|G |∈[<,<+1)

∫
ℝ

'
(1)
C (G, 3~) |~ | + sup

|G |∈[<,<+1)

∫
ℝ

'
(2)
C (G, 3~) |~ |

ª®¬ + YΞ1

≤ 2Ξ0Â< + YΞ1

Нарештi запишемо∑
=≥1

sup
|G |∈[<,<+1)

ℙCG,G,1 {�=} ≤ 2Â<Ξ0

(
k1( (1 + dk1)
(k1 − 1)2 + k1(1 + ()

k1 − 1

)
+ Y

(
(
k1(1 + d + Ξ1(1 + ())

k1 − 1 + Ξ1
k1( (1 + dk1)
(k1 − 1)2

)
.

�

3.6 Оцiнки стiйкостi для випадкового блукання
на пiвпрямiй

Будемо використовувати позначення ℝ+ для множини невiд’ємних дiйсних
чисел, та B(ℝ+) позначатиме борельову f-алгебру на цiй множинi.
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Розглядаємо два незалежнi ланцюги Маркова {- (1)= , = ≥ 0} та {- (2)= , = ≥ 0}, зi
значеннями в (ℝ+,B(ℝ+)), заданi на спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,F, P)
наступним чином:

-
(1)
= =

(
-
(1)
=−1 +,=

)+
, = ≥ 1

-
(2)
= =

(
-
(2)
=−1 + /=

)+
, = ≥ 1,

де величини ,=, /=, = ≥ 0 є незалежними в сукупностi, заданi на тому ж
ймовiрнiсному просторi (Ω,F, %) та мають розподiли:

�= (G) = P{-= ∈ 3G},

�= (G) = P{/= ∈ 3G}.

Таким чином, обидва ланцюги є неоднорiдними за часом.
Нехай

%8,= : ℝ+ ×B(ℝ+) → [0, 1],

це перехiднi ймовiрностi на =-тому кроцi для 8-того ланцюга, 8 ∈ {1, 2}. Тодi

%8,= (G,�) = P
{
-
(8)
=+1 ∈ �|-

(8)
= = G

}
.

Будемо позначати через P8,G , 8 ∈ {1, 2}, G ∈ ℝ+ мiру, асоцiйовану з ланцюгом
- (8) , що стартує з точки G ∈ ℝ+. Iншими словами:

P8,G {�} = P
{
- (1) ∈ �|- (1)0 = G

}
,

де � ∈ (B(ℝ+))∞ - множина з цилiндричної f-алгебри на множинi (ℝ+)∞.
Вiдповiдне математичне сподiвання позначатимемо через �8,G . Будемо також
використовувати позначення PG,~ та �G,~ , G,~ ∈ ℝ+ для позначення аналогi-
чної ймовiрностi та математичного сподiвання, породжених парою ланцюгiв(
- (1), - (2)

)
.

Нехай 2 > 0 - константа, визначимо

f
(8)
2 = min

{
C ≥ 1 : - (8)C ∈ [0, 2]

}
,

f2 = min
{
C ≥ 1 :

(
-
(1)
C , -

(2)
C

)
∈ [0, 2] × [0, 2]

}
,

(3.113)

як час першого повернення у множину [0, 2] та час першого спiльного потра-
пляння у цю множину для обох ланцюгiв вiдповiдно.
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Задача полягає у тому, щоб з’ясувати за яких умов iснують такi 2 > 0 та
V > 1, що

�8,G

[
Vf
(8)
2

]
< ∞,

та
�G,~ [Vf2 ] < ∞,

для всiх 8 ∈ {1, 2}, G,~ ∈ ℝ+, а також отримати оцiнки для вищеозначених
математичних сподiвань. Зауважимо, що f (8)2 та f2 можна вважати як випадко-
вими величинами заданими на просторi (Ω,F, P), так i величинами на просторi
((ℝ+)∞,B(ℝ+)∞) з мiрами P8,G та PG,~ . Тому в подальшому ми будемо вiльно
використовувати як символ P, так i P8,G для роботи з цими величинами та
будь-якими iншими, що є функцiями вiд - (8) . Зауважимо також, що V може
бути рiзним у першiй та другiй нерiвностях вище. Як ми побачимо далi, саме
так i буде.

3.6.1 Умова зсуву для ланцюгiв - (1) та - (2)

Розглянемо наступнi умови, якi, як ми побачимо далi, запезпечують скiнче-
нiсть експоненцiйних моментiв та дозволяють отримати їх оцiнки.

Умова (A) Нехай iснує таке Y > 0, що
∞∫
−∞

G�= (3G) < −Y,

та ∞∫
−∞

G�= (3G) < −Y,

для всiх = ≥ 0.
Iншими словами,

sup
=≥1
{� [/=] ,� [,=]} < −Y < 0.

Умова (B) Нехай iснують такi d0 > 0, та " > 0, що

sup
=≥0
{� [exp (d0,=)] ,� [exp (d0/=)]} < ".
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Iншими словами, iснують скiнченi експоненцiйнi моменти для величин,= та
/=.

Основним iснтрументом дослiдження буде умова зсуву у формi:

%8,=+ (G) ≤ _+ (G) + 11[0,2] (G),

де+ : ℝ+ → [1,∞]- деяка пробна функцiя, _ ∈ (0, 1), 1 < ∞ - деякi константи. Ми
покажемо, що за умов (A) та (B) виконується умова зсуву для обох ланцюгiв - (1)

та - (2) , та обчислимо величини _ та 1.

Теорема 3.11. Нехай для ланцюгiв - (1) та - (2) , визначених вище, виконанi умови

(A) та (B). Тодi

1. iснує таке число 2 > 0, що для всiх = ≥ 0
∞∫
−2

G�= (3G) < −Y/2,

та ∞∫
−2

G�= (3G) < −Y/2.

2. Iснує таке d > 0, що

∞∫
−∞

|4d~ − d~ − 1| �= (3~) ≤ dY/4,

та ∞∫
−∞

|4d~ − d~ − 1|�= (3~) ≤ dY/4,

для всiх = > 0.
3. Для функцiї + (G) = 4dG , = ≥ 0, 8 ∈ {1, 2} та довiльного G ≥ 0 має мiсце наступна

нерiвнiсть

�

[
+

(
-
(8)
=+1

)
|- (8)= = G

]
≤ _+ (G) + 11[0,2] (G),

де

_ = 1 − dY/4 < 1,

1 = sup
8∈{1,2},0≤G≤2,=≥0

�

[
+

(
-
(8)
=+1

)
|- (8)= = G

]
< ∞.
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Доведення. Очевидно, умова (А) гарантує iснування 2 > 0, що задовiльняє
твердження 1 теореми. Помiтимо тепер, що

|4d~ − d~ − 1| = d
(
4d~ − 1
d
− d~

)
→ 0, d → 0.

Окрiм того,
|4d~ − d~ − 1| ≤ 4d~ + d |~ | + 1 ∈ !1(�=),

в силу умови (B). Отже iснує таке d < d0, що
∞∫
−∞

|4d~ − d~ − 1| �= (3~) ≤ dY/4.

З умови (B) також випливає рiвномiрна iнтегровнiсть сiмейств величин {,=, = ≥
0} та {/=, = ≥ 0}. Таким чином константу d можна вибрати не залежною вiд = i
такою, що задовiльняє твердження 2 теореми для �= та �=.

Розглянемо пробну функцiю + (G) у формi

+ (G) = 4dG , d < d0,

де d взято iз 2. Розглянемо умову зсуву для - (1) . Для довiльних = ≥ 0 та G > 2

маємо

%1,=+ (G)/+ (G) = 4−dG
∞∫
−∞

4d (G+~)
+
�= (3~)

= 4−dG
©­«�= (−∞,−G] +

∞∫
−G+0

4d (G+~)�= (3~)
ª®¬

= �= (−∞,−G]4−dG +
∞∫

−G+0

4d~�= (3~)

= �= (−∞,−G]4−dG +
∞∫

−G+0

(4d~ − d~ − 1) �= (3~)

+
∞∫

−G+0

(d~ + 1)�= (3~)

≤ �= (−∞,−G]4−dG +
∞∫

−G+0

(4d~ − d~ − 1) �= (3~)
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+d
∞∫
−2

~�= (3~) + � (−G,∞)

≤ 1 − dY/2 − �= (−∞,−G] (1 − 4−dG )

+
∞∫

−G+0

(4d~ − d~ − 1) �= (3~)

≤ 1 − dY/2 − �= (−∞,−G] (1 − 4−dG )

+
∞∫
−∞

|4d~ − d~ − 1| �= (3~) ≤

≤ 1 − dY/2 − �= (−∞,−G] (1 − 4−dG) + dY/4

≤ 1 − dY/4 = _ < 1.

Очевидно, що аналогiчнi мiркування справедливi також для �=. Оскiльки
ланцюги - (1) та - (2) феллєровi, та d < d0, то функцiя q (G) = �[+ (- (8)

=+1) |-
(8)
= = G]

є скiнченною для кожного G та неперервною. А отже, є обмеженою на компактi
[0, 2]. �

3.6.2 Експоненцiйний момент для часу спiльного
попадання у множину [0, 2]

Тепер скористаємось результатими Роздiлiв 3.2-3.4, щоб встановити скiнче-
нiсть експоненцiйних моментiв для f (8)2 та f2 .

Теорема 3.12. Для ланцюгiв - (1) та - (2) , визначених вище, та для констант

d, 2, _, 1 з Теореми 3.11 має мiсце нерiвнiсть

�G

[
_−f

(8)
2

]
≤ 4dG + 11[0,2] (G),

для всiх G ≥ 0, 8 ∈ {1, 2}.

Доведення. Дане твердження є прямим наслiдком Теореми 3.1. �

Для встановлення оцiнки для експоненцiйного момента дляf2 скористаємось
Теоремою 3.3.
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Спочатку покажемо, що множина� = [0, 2] є малою множиною для ланцюгiв
- (1) та - (2) . Цей результат гарантується теоремою, наведеною нижче.

Але перед цим нам потрiбно ввести поняття мiнiмуму двох мiр. Нехай `, a –
двi мiри, заданi на деякому ймовiрнiсному просторi. Нехай

5 =
`

` + a , 5
′ =

a

` + a ,

тодi мiнiмумом двох мiр ` та a (або мiнiмальною мiрою) називається ймовiрнiсна
мiра:

` ∧ a = (5 ∧ 5 ′) · (` + a),

де знак · слiд розумiти як:

` ∧ a (�) =
∫
�

(5 ∧ 5 ′) (G) (` + a) (3G),

для довiльної вимiрної �.
Аналогiчним чином можна визначити мiнiмальну мiру для злiченої сiм’ї

мiр {`=, = ≥ 0}.

Лема 3.16. Нехай - (1) та - (2) ланцюги, якi визначенi вище. Припустимо, що для

них виконанi умови (А) та (B). Нехай ã - мiнiмальна мiра для сiм’ї ймовiрнiсних

мiр {%8,= (G, ·), 8 ∈ {1, 2}, G ∈ [0, 2]}. Тодi

U := ã (ℝ+) > 0,

та для 8 ∈ {1, 2}, G ∈ [0, 2] та � ∈ B(ℝ+) має мiсце нерiвнiсть:

%8,= (G,�) ≥ Ua (�),

де a (�) = ã (�)/U - ймовiрнiсна мiра, причому a ( [0, 2]) > 0.

Доведення. В силу умови (B):

inf
=≥0
{�= (−∞, 0],�= (−∞, 0]} > 0.

тодi для G ∈ [0, 2]
inf
=≥0

%1,= (G, [0, 2]) = inf
=≥0

�= (−∞, 2 − G]

≥ inf
=≥0

�= (−∞, 0] > 0,
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та аналогiчна нерiвнiсть виконана для %2,= (G, [0, 2]). Таким чином, мiра ã нену-
льова та ã ( [0, 2]) > 0. Тодi, очевидно, a коректно визначена ймовiрнiсна мiра,
для якої a ( [0, 2]) > 0. �

Тепер ми готовi почати перевiрку умов Теореми 3.3. Не втрачаючи загальностi,
вважатимемо, що U < d визначене вище в Теоремi 3.11.

В якостi функцiй +C (G) з умови 1 Теореми 3.3 будемо використовувати
функцiї + (G) = 4UG . Зауважимо, що вони не залежать вiд C i є однаковими для
всiх моментiв часу. Скориставшись нерiвнiстю Чернова, отримаємо

PG {f (8)2 > =} ≤ 4UG_=,

для G > 2 , та
PG {f (8)2 > =} ≤ (_4U2 + 1)_=,

для G ∈ [0, 2]. Отже умова 1 Теореми 3.3 виконана, з константами

V0 = _
−1,

� = _4U2 + 1,

де константи 2 та 1 визначенi в Теоремi 3.11. Перевiримо умову 2. Для цього
треба розглянути

@
(8)
=,G (�) =

%8,= (G,�) − UCaC (�)
1 − UC

.

Оскiльки в нашому випадку U та a не залежать вiд =, маємо:

@
(8)
=,G (�) =

%8,= (G,�) − Ua (�)
1 − U .

Для 8 = 1 маємо

@
(8)
=,G (�) =

∫
�∩[0,∞) �= (3~ − G) − Ua (�)

1 − U

+1�(0)�= (−∞,−G]1 − U .

Тодi

@
(1)
=,G (+ ) =

∫∞
0+ (�= (3~ − G) − Ua (3~)) 4

U~

1 − U

+�= (−∞,−G]1 − U .
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Очевидно, що аналогiчна рiвнiсть має мiсце i для @ (2)=,G (+ ), якщо замiнити, �= на
�=. Тодi, скориставшись умовою (B), отримаємо:

(1 − U)&̂ = (1 − U) sup
=≥0,0≤G≤2,8∈{0,1}

@
(8)
=,G (+ )

≤
(
" − U

∫∞
0 4U~a (3~)

)
+

sup= {�= (−∞, 0],�= (−∞, 0]} < ∞

(3.114)

Зокрема, маємо таку грубу оцiнку для &̂

&̂ ≤ " + 1
1 − U ,

де " визначено в умовi (B).
Умова 3 Теореми 3.3 гарантується Теоремою 3.12.
Таким чином всi умови Теореми 3.3 виконанi, i ми можемо сформулювати

основний результат даної роботи.

Теорема 3.13. Нехай - (1) та - (2) два ланцюги Маркова, визначенi вище, що

задовiльняють умови (А) та (В). Нехай _, Y, d, 2 - константи з Теореми 3.12 а U, a -

константа на мiноризацiйна мiра з Леми 3.16. Тодi для довiльних G,~ ∈ ℝ+

�G,~ [Xf21 ] ≤ "0
(
�G

[
X
f
(1)
2

0

]
(1 + �~

[
X
f
(2)
2

0

]
(2

)
,

де

X0 =
1
2

(
1 +

√
1 + U (_−1 − 1)
(1 − U)&̂_−1 + U

)
,

W0 =

{
(1 − U)

(
1 +
(X2

0 − 1)_−1

_−1 − X2
0
&̂

)} 1
2

,

Ŷ - довiльна мала константа

W1 = (Ua [0, 2])< ×,

U , a визначено у Теоремi 3.12,

× exp
(
ln

(
1 − �̌X−<

) (
X<+10
X0 − 1 − 1

))
,

X1 = (1 + Ŷ/2)
1

<+=0 ,
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�̌ = �
1 + W0
1 − W0

(
1 + (X0 − 1)_−1

_−1 − X0
&̂

)
×,

� = _4U2 + 1,

U, 2 та 1 з Теореми 3.11,

×
(
1 + X0(_−1 − 1)

_−1 − X0

)
,

< = min
{
= ≥ 1|�̌X−=0 < 1

}
,

=0 =

⌊
ln

(
Ŷ (X0 − _−1)
2�̌_−<−1

)
/ln

(
_−1

X0

)⌋
+ 3,

"0 =

(
1 + 1

1 −
√
(1 + Ŷ) (1 − W1

) (
1 + W0
1 − W0

)
,

(1 та (2 визначено в Теоремi 3.2, та вони задовiльняють нерiвнiсть

max {(1, (2} ≤ � (1 − U)−1,

&̂ визначено у (3.114).

Доведення. Зауважимо, що попередньо ми перевiрили всi умови Теореми 3.3, та
знайшли вираз для &̂ . Оскiльки отриманi X0 та X1 меншi за V0 = _

−1, то очевидно
також виконанi умови Теореми 3.2.

Тодi нерiвнiсть

�G,~ [Xf21 ] ≤ "0
(
�G

[
X
f
(1)
2

0

]
(1 + �~

[
X
f
(2)
2

0

]
(2

)
,

та вираз для "0 випливають з Теореми 3.2, а формули для констант з Теореми
3.3 та попереднiх мiркувань. �



Роздiл 4

Оцiнки середнього часу склеювання за
умови стохастичного мажорування

4.1 Вступ

Дана частина дисертацiйної роботи присвячена аналiзу середнього часу
вiдновлення – пiд яким ми розумiємо перший момент часу, в який пара
ланцюгiв одночасно потрапляє у деяку множину � . Зауважимо, що основний
iнструмент для дослiдження подiбних задач в однорiдному випадку – теорiя
вiдновлення (див. наприклад [8] та [112]) – не може бути застосований для
аналiзу неоднорiдних ланцюгiв Маркова, оскiльки основнi результати теорiї
вiдновлення не можуть бути перенесенi на неоднорiдний випадок. Для того,
щоб обiйти цю проблему, ми будемо накладати ряд умов, якi дозволять частково
скористатися теорiєю вiдновлення у неоднорiдному випадку (див. також [149]).

Перша така умова – це вiддiлення вiд нуля послiдовностi вiдновлення. В
однорiдному випадку, якщо виконується Основна Теорема Вiдновлення, ця
умова виконана автоматично.

Друга умова – це iснування стохастичної мажоранти зi скiнченими першим
або другим моментом. Таке припущення дозволить нам отримати практичнi
оцiнки для середнього часу вiдновлення. Ми покажемо, яким чином стохастична
мажоранта може бути побудована на практицi.

У наступному роздiлi ми отримаємо результат, який гарантуватиме скiнчен-
нiсть середнього часу вiдновлення, узагальнивши вiдому теорему Лiндвалла
(див. [106]). Однак ми побачимо, що отриманий результат гарантує лише скiн-
ченнiсть шуканого моменту склеювання, що викликає труднощi у практичних
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застосуваннях, якi часто вимагають оцiнки такого моменту.
Тому в подальших роздiлах ми скористаємось стохастичною мажорантою

для побудови оцiнок такого математичного сподiвання. Ми побачимо, що
рiзнi види стохастичної мажоранти дозволять нам отримати рiзнi оцiнки для
середнього часу вiдновлення.

Щодо застовування склеювання у теорiї вiдновлення див. також [121]).

4.2 Iнтегровнiсть середнього часу вiдновлення
для неоднорiдних ланцюгiв Маркова

4.2.1 Послiдовнiсть вiдновлення, асоцiйована з
неоднорiдним ланцюгом Маркова

Якщо � – це атом фазового простору для деякого ланцюга Маркова, то послi-
довнiсть часових iнтервалiв мiж вiдвiдуваннями заданим ланцюгом множини
� утворює послiдовнiсть вiдновлення. Однак мiж такими послiдовностями,
згенерованими однорiдними та неоднорiдними ланцюгами, є одна принципова
вiдмiннiсть. Вона полягає у тому, що елементи послiдовностi вiдновлення для
неоднорiдного ланцюга Маркова виявляються залежними, а розподiл : + 1-го
моменту вiдновлення залежить виключно вiд значення :-того вiдновлення
(див. також роботу [17], яка присвячена дослiдженню процесiв вiдновлення,
що породженi залежними змiнними, та роботу [48], де вивчаються згортки,
пов’язанi з неоднорiдними послiдовностями).

Розглянемо задачу, що призводить до поняття послiдовностi вiдновлення,
що породжена неоднорiдним ланцюгом Маркова.

Розглянемо деякий неоднорiдний дискретний ланцюг Маркова (-C , C ≥ 0) зi
значеннями в {0, 1, 2, . . .}. Перехiднi ймовiрностi задаються так:

%{-C+1 = 9 |-C = 8} = %C (8, 9) = ? (C)8 9 , C ≥ 0, (4.1)

Нехай в нульовий момент часу ланцюг знаходиться в нулi. Введемо позна-
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чення:
\1 = inf{C > 0 : -C = 0}
\2 = inf{C > \1 : -C = 0}

...

\< = inf{C > \<−1 : -C = 0}, < > 1.

(4.2)

Тут \1 - час до першого повернення в нуль, \2 - час вiд першого до другого
повернення, i т.д. Тодi

g: =

:∑
9=1
\: (4.3)

- момент :-того повернення.
Послiдовнiсть {\<, < ≥ 1} i є послiдовнiстю вiдновлення, що породжена

неоднорiдним ланцюгом Маркова -C . В загальному випадку, якщо ланцюг
стартує не з нуля, можемо ще розглядати \0 - час, що потрiбен до першого
попадання в нульовий стан.

Розглянемо тепер питання залежностi величин \<. В однорiдному випадку
цi величини є незалежними. Якщо ж ланцюг Маркова є неоднорiдним, то мiж
величинами \< буде деяка залежнiсть, як буде показано нижче.

Величина \1 має наступний розподiл:

%{\1 = :} = %{-: = 0, -:−1 ≠ 0, . . . , -1 ≠ 0, -0 = 0} (4.4)

=
∑

80=0,81≠0,82≠0,...,8:−1≠0,8:=0

:−1∏
9=0

?
( 9)
8 98 9+1

,

Таким чином, розподiл \1 потенцiйно залежить вiд усiх -C , C ≤ : .
Розподiл величини \2:

%{\2 = :} =
:−1∑
9=1
%{\2 = :, \1 = 9}

=
∑
9

%{-: = 0, -:−1 ≠ 0, - 9+1 ≠ 0, - 9 = 0, - 9−1 ≠ 0, . . . , -1 ≠ 0, -0 = 0}
(4.5)

Зауважимо, що для кожного доданку з попередньої суми має мiсце рiвнiсть:∑
%{-: = 0, -:−1 ≠ 0, - 9+1 ≠ 0|- 9 = 0}%{\1 = 9}

=
∑

%{-: = 0, -:−1 ≠ 0, - 9+1 ≠ 0|- 9 = 0}%{g1 = 9}.

Отже, розподiл величини \2 залежить вiд g1 та всiх -C , C > g1. Покажемо, що
ця тенденцiя зберiгається i надалi.
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Розглянемо:

%{\< = :} =
∑

%{-: = 0, -:−1 ≠ 0, . . . , - 9+1 ≠ 0|- 9 = 0}%{g<−1 = 9}. (4.6)

Таким чином, розподiл\< визначається величинами? (C)8 9 для номерiв C ≥ g<−1,
або, iншими словами, для того щоб записати розподiл \<, потрiбно мати значе-
ння g<−1, у той час як окремi значення величин \1, . . . , \<−1 (при фiксованому
g<−1) на шуканий розподiл не впливають.

Далi маємо:
%{\< = 8, \<−1 = 9 |g<−1 = C}

= %{\< = 8, \<−1 = 9 |-C = 0, -; = 0, рiвно m-2 рази, l<t}

= %{-8 = 0, -8−1 ≠ 0, . . . , -C+1 ≠ 0, -C = 0, -C−1 ≠ 0, . . . , -C− 9 = 0, -C− 9−1 ≠ 0, �}/% (�)

= %{-8 = 0, -8−1 ≠ 0, . . . , -C+1 ≠ 0|-C = 0, -C−1 ≠ 0, . . . , -C− 9 = 0, -C− 9−1 ≠ 0, �}

×%{-C = 0, -C−1 ≠ 0, . . . , -C− 9 = 0, -C− 9−1 ≠ 0|�}

= %{-8 = 0, -8−1 ≠ 0, . . . , -C+1 ≠ 0|-C = 0}%{\<−1 = 9 |g<−1 = C}

= %{-8 = 0, -8−1 ≠ 0, . . . , -C+1 ≠ 0|-C = 0, вiдбулось рiвно m-1 попадання в 0 за час t-1}

×%{\<−1 = 9 |g<−1 = C}

= %{\< = 8 |g<−1 = C}%{\<−1 = 9 |g<−1 = C},

де множина � = {-C = 0, -; = 0, рiвно m-2 рази, l<t} = {g<−1 = C}
Отже, доведено, що :

%{\< = 8, \<−1 = 9 |g<−1 = C} = %{\< = 8 |g<−1 = C}%{\<−1 = 9 |g<−1 = C}, (4.7)

що означає, що величини \< та \<−1 умовно незалежнi при g<−1.
Зауважимо також, що з формули (4.6) випливає, що розподiл величини \<

параметризується лише одним параметром 9 - значенням g<−1, i не залежить
вiд iндексу<. Таким чином можна записати:

6
9
= = %{\< = = |g<−1 = 9}.

Дане спостереження наштовхує нас на думку щодо необхiдностi введення
випадковї величини \ (C), що має розподiл (6C=)=≥0. Цю величину можна iнтер-
претувати як момент першого пiсля C повернення в нуль, якщо вiдомо, що в
момент C ланцюг знаходиться в нулi.
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Розглянемо тепер два неоднорiдних ланцюги Маркова (- 1
C , C ≥ 0) та (- 2

C , C ≥
0) зi значеннями в просторi � = {0, 1, . . .}. Ланцюги задаються своїми перехi-
дними ймовiрностями на B-тому кроцi %B (G,�, 1), %B (G,�, 2) - вiдповiдно для
ланцюгiв - 1

C , -
2
C . Визначимо ймовiрностi переходу за = > 0 крокiв:

% C,= (G,�, ;) =
(
=−1∏
:=0

%C+:

)
(G,�, ;). (4.8)

Маючи даний набiр перехiдних ймовiрностей, а також початковi розподiли
`; (·), можна побудувати ймовiрнiсний простiр (Ω,F,ℙ), на якому визначено
обидва ланцюги (- ;C ), ; ∈ {0, 1}, i крiм того:

ℙ{- ;B ∈ �} =
∫
�

`; (3G)%0,B (G,�, ;), ℙ{- ;B+1 ∈ �|- ;B = G} = %B (G,�, ;).

Визначимо послiдовностi iнтервалiв вiдновлення (\ ;
:
), ; ∈ {0, 1}:

\ ;0 = inf{C ≥ 0 : -C = 0}, \ ;< = inf{C > \<−1 : -C = 0}, < > 1, (4.9)

заданих на спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,ℙ). Класи величин {\ 1
:
}:≥0

та {\ 2
:
}:≥0 незалежнi, \ ;

:
для кожного ; = 1, 2 та : > 0 приймають цiлi додатнi

значення, та цiлi невiд’ємнi для \ ;0. Визначимо послiдовностi вiдновлення
наступним чином:

g;= =

=∑
:=0

\ ;
:
, ; = 1, 2. (4.10)

Вище ми показали, що сусiднi величини всерединi кожного класу є умовно
незалежними при фiксованому g , тобто для всiх:, C, ; виконана наступна рiвнiсть:

� [5 (\ ;
:
)6(\ ;

:+1) |g
;
:
] = � [5 (\ ;

:
) |g;

:
]� [6(\ ;

:+1) |g
;
:
], (4.11)

для довiльних обмежених борельових функцiй 5 та 6.
Введемо позначення для умовного розподiлу величин \ ;

:
(даний розподiл

не залежить вiд :):

6C,;= = %{\ ;
:
= = |g:−1 = C}, ; = 1, 2, = ≥ 0, (4.12)

будемо вважати, що 6C,;0 = %{\ ;
:
= 0|g:−1 = C} = 0. Величини \ ;

:
, : ≥ 1 будемо

iнтерпретувати як крок вiдновлення, а \ ;0 - як затримку.
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Будемо казати, що ) > 0 це момент склеювання, якщо:

) = min{C > 0 : ∃<,= : C = g1
< = g2

=}. (4.13)

Наша мета – знайти умови, за яких ) < ∞ майже напевно, або � [) ] < ∞.
Через D (C,;)= позначимо послiдовнiсть вiдновлення, для процесу g; . Iншими

словами, D (C,;)= - це ймовiрнiсть того, що в момент часу C + = вiдбулось вiднов-
лення за умови, що вiдновлення вiдбулось в момент часу C . Формально D (C,;)=

визначається наступним чином:

D
(C,;)
0 = 1, D (C,;)= =

=∑
:=0

D
(C,;)
:
6
C+:,;
=−: (4.14)

Як ми бачили ранiше, розподiл : + 1-го iнтервалу вiдновлення повнiстю ви-
значається значенням величини g: , тобто моментом, коли вiдбулось попереднє
вiдновлення, i не залежить вiд iндексу : . Тому ми i ввели позначення 6C,;= , та D (C,;)= .
Наша мета визначити випадковi величини \ ; (C) та похiднi вiд них так, щоб 6C,;=
був розподiлом \ ; (C).

Для побудови такої конструкцiї тимчасово опустимо iндекс ; . Припустимо,
що (-C ) деякий неоднорiдний ланцюг Маркова, з перехiдними ймовiрностями
на C-тому кроцi %C (G,�). Як i ранiше визначимо:

% C,= (G,�) =
(
=−1∏
:=0

%C+:

)
(G,�),

перехiдну ймовiрнiсть за час вiд C до C + =.
Для кожного C визначимо ймовiрнiсний простiр (ΩC ,FC ,ℙC ) як канонiчний

простiр для ланцюга Маркова (-C+=)=≥0, що стартує з нуля (тобто початкова мiра
зосереджена в нулi). Тодi, позначимо:

\ (C) = min{ 9 > 0 : -C+ 9 = 0} (4.15)

Позначимо 6C= = ℙC {\ (C) = =} - розподiл величини \ (C). Тодi:

6C= =

∫
(�\{0})=−1

%C (0, 3G0)%C+1(G0, 3G1) . . . %C+=−1(G=−1, {0}) (4.16)

Визначимо\ ; (C) як момент першого повернення в нуль для ланцюга (- ;
C+:, : ≥ 0),

що стартує з нуля, тодi величина \ ; (C) має розподiл (6C,;= )=≥0.
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Визначимо недострибок:

�= (C) = min{ 9 ≥ 0 : -C+=+ 9 = 0}. (4.17)

Величину �= (C) слiд розумiти як час, що залишився до попадання в {0} пiсля
моменту C + =, якщо вiдомо, що -C = 0. Зауважимо, що �= (C), \ (C) визначенi на
спiльному просторi (ΩC ,FC ,ℙC ).

Для доведення основної теореми ключове значення вiдiграватиме наступне
твердження (яке буде доведене пiзнiше).

Лема 4.1. Якщо сiм’я розподiлiв 6C= (або випадкових величин \ (C)) є рiвномiрно

iнтегровною, то для кожного d ∈ (0, 1) знайдеться стала � = � (d) ≥ 0, така, що

для кожного C виконується наступна нерiвнiсть:

�C [�= (C)] ≤ d= +�.

Основним результатом даного роздiлу є наступна Теорема.

Теорема 4.1. Нехай в означеннях, введених вище,

1) набiр випадкових величин \ ; (C) є рiвномiрно iнтегровним (або, iншими

словами, сiм’я ймовiрнiсних мiр {6C,;= , = ≥ 0} є рiвномiрно iнтегровною),

2) iснує така стала W > 0 та натуральне число =0 > 0, що для всiх C, ; та

= ≥ =0: D
(C,;)
= ≥ W .

Тодi момент склеювання є iнтегровним:

� [) ] < ∞.

4.2.2 Доведення теореми 4.1

Слiдуючи за Лiндвалом (див. [106], ст. 27), введемо наступну конструкцiю.

=0

�0 g1
a0

=0

�1

g2
a1

=0

�2 g1
a2

=0

�3

g2
a3

a0 := min{ 9 ≥ 1 : g1
9 > =0},
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�0 := g1
a0,

a1 := min{ 9 ≥ a0 : g2
9 − g1

a0 > =0, або g2
9 − g1

a0 = 0},

�1 := g2
a1 − g

1
a0,

i так далi:

a2< := min{ 9 ≥ a2<−1 : g1
9 − g2

a2<−1 > =0, , або g1
9 − g2

a2<−1 = 0},

�2< := g1
a2< − g

2
a2<−1,

a2<+1 := min{ 9 ≥ a2< : g2
9 − g1

a2< > =0 , або g2
9 − g1

a2<=0,

�2<+1 := g2
a2<+1 − g

1
a2< .

a: - будемо називати спробами склеювання (coupling trials). Позначимо, через
g = min{= ≥ 1 : �= = 0}.

Визначимо послiдовнiсть сигма-алгебр B=, = ≥ 0 наступним чином:

B= = f [�:, a:, g;9 , : ≤ =, 9 ≤ a=] .

Визначимо випадковi величини:

�:,;= = min{ 9 : ∃<, g;< = g;
:
+ = + 9}.

Спочатку припустимо, що \ 2
0 = 0.

Має мiсце наступна нерiвнiсть:

) ≤ \ 1
0 +

g∑
==0

�= = \
1
0 +

∑
=≥0

�=1g≥= . (4.18)

Згiдно з лемою 4.5 для кожних = ≥ 0, d ∈ (0, 1) має мiсце нерiвнiсть:

� [�= |B=−1] ≤ d�=−1 +�, (4.19)

звiдки маємо наступне:

� [�:1g≥: |B:−1] = � [�:
:−1∏
==0

1�:≠0 |B:−1] = 1g≥=� [�= |B=−1]

≤ 1g≥= (d�=−1 +�) = d�=−11g≥= +�1g≥=

≤ d�=−11g≥=−1 +�1g≥=,
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де остання рiвнiсть випливає з того, що {g ≥ =} ⊂ {g ≥ =−1} а отже 1g≥= ≤ 1g≥=−1.
Отже доведена наступна нерiвнiсть:

� [�=1g≥=] ≤ d� [�=−11g≥=−1] +�%{g ≥ =}. (4.20)

За Лемою 4.6:
%{g ≥ =} ≤ (1 − W)= .

Позначимо через 0= = � [�=1g≥=]. Тодi з (4.20):

0= ≤ d0=−1 +� (1 − W)= ≤ �
=∑
:=0

d: (1 − W)=−: ≤ �=max(d, (1 − W))= .

Зауважимо, що оскiльки d вибирається довiльним чином, можемо вибрати його
рiвним (1 − W). Тодi:

0= ≤ �=(1 − W)= .

А отже:
� [) ] ≤ � [\ 1

0] +
∑
=≥0

0= ≤ � [\ 1
0] +

�

W2 < ∞. (4.21)

Нагадаємо, що ми припустили на початку, що \ 2
0 = 0. Вiдмовимось вiд цього

припущення зараз. Позначимо через ) ′ момент склеювання для процесу з
наступними затримками:

\ ′10 = max(\ 1
0, \

2
0) −min(\ 1

0, \
2
0),

\ ′20 = 0.

Зауважимо, що ) = ) ′ +min(\ 1
0, \

2
0). А отже

� [) ] ≤ � [min(\ 1
0, \

2
0)] + � [) ′] < ∞.

Зауважимо, що
� [) ′] ≤ � [\ ′10 ] +

�

W2 ,

або
� [) ] ≤ � [max(\ 1

0, \
2
0)] +

�

W2 .

�
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4.2.3 Допомiжнi леми

Лема 4.2. Нехай G (C)= , ~ (C)= – деякi неоднорiднi послiдовнiстi, D (C)= – неоднорiдна

послiдовнiсть вiдновлення, визначена формулами (4.14), 6(C)0 = 0, для всiх C . Нехай
також виконанi умови:

G
(C)
= =

=∑
:=0

6
(C)
:
G
(C+:)
=−: + ~

(C)
= , (4.22)

G0
= ≥

=∑
:=0

6
(C)
:
G0
=−: + ~

(C)
= . (4.23)

Тодi для довiльних C, =:

G
(C)
= ≤ G0

= .

Доведення.
Покажемо, що

G
(C)
= =

=∑
:=0

D
(C)
:
~
(C+:)
=−: . (4.24)

Зробимо це за iндукцiєю.
Для = = 0: G (C)0 = 6

(C)
0 G
(C)
0 + ~

(C)
0 = ~

(C)
0 = D

(C)
0 ~
(C)
0 .

Нехай твердження виконане для всiх : ≤ =, покажемо для = + 1.

G
(C)
=+1 =

=+1∑
:=0

6
(C)
:
G
(C+:)
=+1−: + ~

(C)
=+1

=

=+1∑
:=1

6
(C)
:

=+1−:∑
9=0

D
(C+:)
9 ~

(C+:+ 9)
=+1−:− 9 + 6

(C)
0 G
(C)
=+1 + ~

(C)
=+1 =

=+1∑
:=1

D
(C)
:
~
(C+:)
=−: + ~

(C)
=

=

=+1∑
:=0

D
(C)
:
~
(C+:)
=−:

Тодi для довiльних C, =:

~
(C)
= ≤ G (0)= −

=∑
:=0

6
(C)
:
G0
=−:,

G
(C)
= ≤

=∑
:=0

D
(C)
:
G
(0)
=−: −

=∑
:=0

D
(C)
:

=−:∑
9=0
6
(C+:)
9 G

(0)
=−:− 9 . (4.25)
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Розпишемо другий доданок:

=∑
:=0

D
(C)
:

=−:∑
9=0
6
(C+:)
9 G

(0)
=−:− 9 = G

0
0

=∑
:=0

D
(C)
:
6
(C+:)
=−: + G

0
1

=−1∑
:=0

D
(C)
:
6
(C+:)
=−1−: + . . . + G

0
=D
(C)
0 6
(C)
0

=

=−1∑
:=0

G0
:
D
(C)
=−: =

=∑
:=1

D
(C)
:
G0
=−: .

Пiдставивши в (4.25), отримаємо:

G
(C)
= ≤

=∑
:=0

D
(C)
:
G
(0)
=−: −

=∑
:=1

D
(C)
:
G0
=−: = D

(C)
0 G0

= = G
0
= .

�

Лема 4.3. Нехай � деяка подiя, що визначається величинами g;a: , a: , : < =. Тодi:

� [�<,;
:+=0
|�=+1 = :, g;a= = C, a= =<,�] = �C [�;:+=0

(C)] .

Доведення.
Позначимо C + : + =0 = @. Тодi:

%{�<,;
:+=0

= A, �=+1 = :, g
;
a=

= C, a= =<,�}

= ℙ{- ;@+A = 0, - ;@+B ≠ 0, B = 0, A − 1, - ;C = 0, g;a= = C, a= =<, �=+1 = :,�}

=
©­­«

∫
(�\0)A

% C,:+=0 (0, 3G0, ;)%@ (G0, 3G1, ;) . . . %@+A−1(GA−1, 3GA , ;)%@+A (GA , 0, ;)
ª®®¬

×ℙ{-C = 0, g;a= = C, a= =<, �=+1 = :,�}

= ℙC {�;:+=0
(C) = A }ℙ{g;a= = C, a= =<, �=+1 = :,�}.

�

Лема 4.4.
� [�2= |B2=−1] =

∑
C,:

�C [�1
:+=0
(C)]1g1

a2=−2=C
1�2=−1=:,

� [�2=+1 |B2=] =
∑
C,:

�C [�2
:+=0
(C)]1g2

a2=−1=C
1�2==: .
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Доведення.
Спочатку зауважимо, що сигма-алгебра B< утворена скiнченною кiлькiстю

випадкових величин, кожна з яких приймає не бiльш нiж злiчену кiлькiсть
значень. Отже, для кожного<, B< породжена злiченою кiлькiстю подiй.

Нехай {�= (8), 8 ∈ ℑ=} набiр множин виду: �= (8) = {g;a: = C;:, a: = =:, : ≤ =},
причому ℑ= - злiчена множина. Введемо також позначення:

�= (B, C,<, :) = {g2
:
= C, g1

< = B, a2=−1 = :, a2=−2 =<,�2=−3(8)}

Помiтимо далi, що з означення �2= випливає наступне зображення:

�2= = �
a2=−2,1
�2=−1+=0

+ =0, (4.26)

звiдки маємо:
� [�2= − =0 |B2=−1]

=
∑

B<C,<,:,8∈ℑ2=−3

� [�<,1C−B+=0
|�= (B, C,<, :), �2=−3(8)]1�= (B,C,<,:)1�2=−3(8) .

Скориставшись лемою 4.3, отримаємо, що останнiй вираз рiвний:∑
B<C,<,:,8∈ℑ2=−3

�B [�1
C−B+=0 (B)]1�= (B,C,<,:)1�2=−3(8)

=
∑

B<C,<,:

�B [�1
C−B+=0 (B)]1�= (B,C,<,:) =

∑
B<C

�B [�1
C−B+=0 (B)]1g2

a2=−1=C
1g1

a2=−2=B

=
∑
B,:

�B [�1
:+=0
]1g1

a2=−2=B
1�2=−1=:,

де в останнiй рiвностi ми скористалися тим, що �2=−1 = g
2
a2=−1 − g

1
a2=−2 .

Твердження для � [�2=+1 |B2=] виводиться аналогiчно.
�

Лема 4.5. В умовах теореми 4.1 для кожного d ∈ (0, 1) iснує така стала� ∈ (0,∞),
що для кожного = ≥ 0 виконано:

� [�= |B=−1] ≤ d�=−1 +�.

Доведення.
З лем 4.4 та 4.1 маємо

� [�2= |B2=−1] =
∑
C,:

�C [�1
:+=0
(C)]1g1

a2=−2=C
1�2=−1=:
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≤
∑
C,:

(d (: + =0) +�)1g1
a2=−2=C

1�2=−1=: = d�2=−1 +�′.

Аналогiчне твердження має мiсце для � [�2=+1 |B2=].
�

Лема 4.6. Має мiсце таке спiввiдношення:

%{g > =} ≤ (1 − W)= .

Доведення.
Нагадаємо, що g = min(= : �= = 0).
Подiя {g > =} = {∏=

:=0 �: ≠ 0}.

� [1∏=
:=0 �:≠0] = � [1∏=−1

:=0 �:≠0� [1�=≠0 |B=−1]] = � [1∏=−1
:=0 �:≠0]%{\ ;[ > �= + �=−1}

≤ � [1∏=−1
:=0 �:≠0]%{\ ;[ > =0} ≤ � [1∏=−1

:=0 �:≠0] (1 − W) ≤ (1 − W)=,

де [ – це номер наступного пiсля �=−1 вiдновлення в ;-тiй серiї.
�

Доведення леми 4.1.
Розглянемо випадкову величину �= (C)1\ (C)= 9 , 9 ≤ =. Безпосередньою перевiркою
легко переконатися в наступнiй рiвностi:

ℙC {�= (C) = :, \ (C) = 9} = ℙC {\ (C) = 9}ℙC+ 9 {�=− 9 (C + 9) = :}. (4.27)

Також очевидною є наступна рiвнiсть:

�= (C)1\ (C)>= = (\ (C) − =)1\ (C)>= . (4.28)

Тодi з урахуванням нерiвностей (4.27) та (4.28) маємо:

�C [�= (C)] =
=∑
9=1

�C [�= (C)1\ (C)= 9 ] + �C [�= (C)1\ (C)>=]

=

=∑
9=1

( ∞∑
:=0

:ℙC {�= (C) = :, \ (C) = 9}
)
+ �C [(\ (C) − =)1\ (C)>=]

=

=∑
9=1

ℙC {\ (C) = 9}
( ∞∑
:=0

:ℙC+ 9 {�=− 9 (C + 9) = :}
)
+ �C [(\ (C) − =)1\ (C)>=]
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=

=∑
9=1
6C9�C+ 9 [�=− 9 (C + 9)] + �C [(\ (C) − =)1\ (C)>=] .

Отже, отримали наступну рiвнiсть:

�C [�= (C)] =
=∑
9=1
6C9�C+ 9 [�=− 9 (C + 9)] + �C [(\ (C) − =)1\ (C)>=] . (4.29)

Далi скористаємось лемою 4.2. Покладемо:

G
(C)
= = �C [�= (C)],

~
(C)
= = �C [1\ (C)>= (\ (C) − =)],

тодi з виразу (4.29) отримаємо умову (4.22).
Покладемо

G0
= = d= +�.

Доведемо, що виконується умова (4.23) леми 4.2. Для цього слiд показати, що
для для довiльного d ∈ (0, 1) iснує таке � = � (d), що:

d= +� ≥
=∑
9=0
6C9 (d (= − 9) +�) +

∑
9>=

( 9 − =)6C9 , (4.30)

Перетворимо вираз (4.30):

(4.30)⇔ d= +� ≥ =d
=∑
9=0
6C9 +�

=∑
9=0
6C9 − d

=∑
9=0

96C9 +
∑
9>=

96C9 − =�C= ⇔

=d�C= +��C= ≥ �C [\ (C)1\ (C)>=] − d�C [\ (C)1\ (C)≤=] − =�C= ⇔

=(d + 1)�C= +��C= + d�C [\ (C)1\ (C)≤=] ≥ �C [\ (C)1\ (C)>=] ⇔

=(d + 1)�C= +��C= + d�C [\ (C)] ≥ (1 + d)�C [\ (C)1\ (C)>=] (4.31)

Отже, нерiвнiсть (4.30) еквiвалентна (4.31). Зауважимо, що у випадку �C= = 0
рiвнiсть (4.31) виконана автоматично. Тому припустимо надалi, що �C= > 0.

Але �C [\ (C)] ≥ 1, а в силу рiвномiрної iнтегровностi знайдеться такий номер
=0, що для всiх C > 0, = ≥ =0: �C [\ (C)1\ (C)>=] ≤ d/(1 + d). Тодi сталу � пiдберемо
так, щоб рiвнiсть (4.31) виконувалась для = ≤ =0.

Покажемо тепер, що � можна вибрати незалежною вiд C . Для цього для
Y = d/(1 + d) знайдемо таке X > 0, що для кожної множини � такої, що ℙ(�) < X
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маємо �C [\ (C)1�] < Y. Це можна зробити в силу рiвномiрної iнтегровностi
величин \ (C). Тодi покладемо

� := (1 + d)BD?C�C [\ (C)] − d
X

.

Зрозумiло, що при �C= < X нерiвнiсть (4.31) виконана автоматично. Якщо ж,
�C= ≥ X , то:

=(d + 1)�C= +��C= + d�C [\ (C)] > (1 + d) sup
C

�C [\ (C)] ≥ (1 + d)�C [\ (C)]

≥ (1 + d)�C [\ (C)1\ (C)>=] .

�

4.3 Нерiвностi для моменту склеювання двох
неоднорiдних ланцюгiв Маркова

В даному роздiлi розглядається питання практичного застосування Теореми
4.1. Представлено декiлька наслiдкiв до цiєї теореми, якi дозволяють отримувати
практичнi умови, що гарантують iснування скiнченного математичного сподi-
вання з Теореми 4.1. За допомогою цих умов отриманi оцiнки для середнього
часу першого вiдновлення для кiлькох конкретних ланцюгiв Маркова.

Для однорiдних ланцюгiв Маркова в даному роздiлi представлено сильнiший
результат, а саме Теорема 4.5. Ця теорема дещо ослабляє типову для однорiдних
ланцюгiв умову сильної неперiодичностi 61

1+62
1 > 0, що використовується, зокре-

ма в роботi [98]. Теорема, доведена в данiй роботi, показує, що для однорiдних
процесiв вiдновлення за умови iснування других моментiв та дещо слабшої
умови неперiодичностi (порiвняно з умовою 61

1 + 62
1 > 0) стала, що фiгурує в

оцiнцi моменту склеювання, може бути легко обчислена.
Розпочнемо з наслiдку до Теореми 4.1.

Наслiдок 4.1. Нехай- 1
C , -

2
C – два однорiдних неперiодичних ланцюги Маркова такi,

що: max{� [\ 1
0], � [\ 2

0], � [\ 1
1], � [\ 2

1]} < ∞. Тодi

� [) ] < ∞.
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Доведення.
Оскiльки розподiли всiх \ 1

:
, : ≥ 1 однаковi, як i розподiли \ 2

:
, : ≥ 1, то серед

розподiлiв {6C,;= , = ≥ 1} не бiльше чотирьох рiзних, а тому дана сiм’я рiвномiрно
iнтегровна.

Оскiльки ланцюги неперiодичнi та мають скiнченi моменти повернення, то
за теоремою вiдновлення D (C,1)= → 1/� [\ 1

1] > 0, D (C,2)= → 1/� [\ 2
1] > 0, = →∞. Отже

обидвi послiдовностi вiддiленi вiд нуля, починаючи з деякого номера.
Таким чином, виконанi умови теореми 4.1. �

Зауваження 4.1. Перевiряти умови теореми 4.1 на практицi може бути технi-
чно досить складно. Тому доцiльно розглянути деякi спецiальнi випадки, якi
простiше перевiряти i якi гарантуватимуть виконання умов теореми 4.1.

Наступнi декiлька теорем дають умови, за яких виконана умова (2) теореми
4.1. Варто зауважити, що фрагмент доведення наступних двох теорем повторює
iдею доведення вiдповiдного твердження з монографiї [93].

Теорема 4.2. Нехай \= - послiдовнiсть вiдновлення, що породжена неоднорiдним

ланцюгом Маркова, i (6(C)= ) – сiм’я її умовних розподiлiв. Нехай також виконанi

наступнi умови.

1. Iснує такий набiр з< номерiв ;1, . . . , ;<, з НСД=1, що

inf
C,8
6
(C)
;8

> 0.

2. Послiдовнiсть \= стохастично мажорована, � (C)= ≤ �̂= → 0, = → ∞, причому
6̂;1 > 0 та iснує скiнченний момент ˆ̀ =

∑
=≥0

�̂=.

Тодi iснують такий номер =0 та стала W > 0, що для всiх = ≥ =0, C > 0 маємо

D
(C)
= > W .

Теорема 4.3. Нехай в позначеннях теореми 4.1

a) Iснує таке =0, що для довiльних C, ; та = ≥ =0: 6
(C,;)
= > 0 .

b) Iснують такi W8 > 0, 8 = 0, =0 − 1, що для кожних C, ; - 6(C,;)=0+8 ≥ W8 , для кожного
8 = 0, =0 − 1.

Тодi виконана умова (2) теореми 4.1
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Наслiдок 4.2. Нехай (6̂=) - стохастична мажоранта для сiм’ї розподiлiв (6C,;= ),
тобто �C,;= ≤ �̂=. Якщо 6̂1 > 0, то виконана умова (2) теореми 4.1, з =0 = 1.

Теорема 4.4. Якщо серед розподiлiв {6C,;= , = ≥ 0} лише скiнченна кiлькiсть рiзних,

причому кожен розподiл неперiодичний, тодi виконана умова (2) теореми 4.1, з

деяким =0.

Щодо умови рiвномiрної iнтегровностi iснує декiлька загальновiдомих умов,
якi забезпечують рiвномiрну iнтегровнiсть сiм’ї випадкових величин. Зокрема:

1) сiм’я \= рiвномiрно iнтегровна тодi i лише тодi \= стохастично мажорованi
деякою величиною Z зi скiнченим математичним сподiванням;

2) якщо sup= � [\
?
= ] < ∞, для деякого ? > 1, то сiм’я \= рiвномiрно iнтегровна.

Для перевiрки скiнченностi моментiв на практицi можна використовувати метод
пробних функцiй.

Наступна теорема мiстить значно сильнiшi умови, нiж були до цього, але
натомiсть дає оцiнку математичного сподiвання моменту склеювання.

Теорема 4.5. Розглянемо два однорiднi незалежнi неперiодичнi процеси вiдновлення

\ (;), ; ∈ {1, 2}. Припустимо виконання наступних умов.

1) Iснують скiнченi другi моменти ` (;)2 ,

2) Iснують такi W > 0, та =0, що для всiх ; та = > =0: D
(;)
= ≥ W .

Тодi:

� [) ] ≤ �
[
max(\ 1

0, \
2
0)

]
+ W−1 max

{
`
(1)
2
` (1)

,
`
(2)
2
` (2)

}
.

Зауваження 4.2. Зауважимо, що з умов теореми 4.5 випливають умови 4.1,
однак доведення теореми 4.5 суттєво вiдрiзняється вiд доведення теореми 4.1,
використовуючи нерiвнiсть Дейлi (див. [25]), що має мiсце для однорiдних
ланцюгiв (тому теорема сформульована лише для однорiдного випадку).

4.3.1 Приклади застосувань для однорiдних ланцюгiв
Маркова

Обернений ланцюг вiдновлення.
Розглянемо спочатку два однорiдних ланцюги Маркова, що задаються насту-
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пними перехiдними матрицями:

% =

©­­­­­­­­«

10 1 − 10 0 0 . . .

11 0 1 − 11 0 . . .

12 0 0 1 − 12 . . .

13 0 0 0 1 − 13

. . .

ª®®®®®®®®¬
& =

©­­­­­­­­«

20 1 − 20 0 0 . . .

21 0 1 − 21 0 . . .

22 0 0 1 − 22 . . .

23 0 0 0 1 − 23

. . .

ª®®®®®®®®¬
Обчислимо послiдовностi �;=, 6;=:

�1
= =

=−1∏
:=0
(1 − 1:), �2

= =

=−1∏
:=0
(1 − 2:), = ≥ 1,

61
1 = 10, 6

1
= =

=−2∏
:=0
(1 − 1:)1=−1, = ≥ 2,

62
1 = 20, 6

2
= =

=−2∏
:=0
(1 − 2:)2=−1, = ≥ 2.

Обчислимо<;
9 – математичне сподiвання часу досягнення стану 0 з точки 9 .

<1
9 = 1 +

∑
:≥1

:−1∏
8=0
(1 − 1 9+8), <2

9 = 1 +
∑
:≥1

:−1∏
8=0
(1 − 2 9+8).

Обчислимо другi моменти повернення в нуль:

<1,2 = 10 +
∑
=≥2

=2
=−2∏
:=0
(1 − 1:)1=−1,

<2,2 = 20 +
∑
=≥2

=2
=−2∏
:=0
(1 − 2:)2=−1.

Тепер ми готовi сформулювати рiзнi умови, за яких будуть скiнченими
математичнi сподiвання моменту склеювання.
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Теорема 4.6. Нехай незалежнi ланцюги - 1
= , -

2
= з перехiдними ймовiрностями %,&

знаходяться в початкових станах 8, 9 вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi умови:

1) 1= > 0, 2= > 0, = ≥ 1.
2)<0G{<1

8 ,<
2
9 ,<

;
0} < ∞.

Тодi iснує iнтегровний момент спiльного потрапляння в нуль: � [) ] < ∞.

Доведення.
Умова (1) гарантує неперiодичнiсть ланцюгiв - 1 та - 2, а умова (2) – скiнче-

нiсть моментiв \ ;9 , 9 ≥ 0. Таким чином, за наслiдком до теореми 4.1, отримаємо
скiнченiсть математичного сподiвання моменту склеювання.
�

Зауваження 4.3. Зазначимо, що теорема 4.6 не вимагає 10 > 0, або 6;1 > 0.

Якщо посилити умови даної теореми до iснування других моментiв, то
можна отримати оцiнку математичного сподiвання моменту склеювання.

Теорема 4.7. Нехай однорiднi незалежнi неперiодичнi ланцюги (- 1
= ) та (- 2

= ) з
перехiдними ймовiрностями % та & вiдповiдно знаходяться в початкових станах

8, 9 вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi умови:

1) 1= > 0, 2= > 0, = ≥ 1.
2)<0G{<1

8 ,<
2
9 ,<

;,2} < ∞.
Тодi має мiсце наступна нерiвнiсть для моменту склеювання:

� [) ] < <1
8 +<2

9 + W−1 max
{
<1,2

<1
0
,
<2,2

<2
0

}
,

де

W = W0(1 − �̂1)
max{<1

0,<
2
0 }−�̂1

�̂1 ,

�̂1 = max{�1
1,�

2
1},

W0 = min{(1 − 10)11, (1 − 10) (1 − 11)12, (1 − 20)21, (1 − 20) (1 − 21)22}.

Доведення.
Скористаємось теоремою 4.5.
Спочатку помiтимо, що:

�
[
<0G{\ 1

0, \
2
0}

]
≤ � [\ 1

0] + � [\ 2
0] =<1

8 +<2
9 .
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Для завершення слiд перевiрити умову (2) теореми 4.5.
Для цього скористаємось теоремою 4.3. Для цього покажемо, що min{6;2, 6;3} > 0,
дiйсно:

61
2 = (1 − 10)11, 6

1
3 = (1 − 10) (1 − 11)12,

62
2 = (1 − 20)21, 6

3
3 = (1 − 20) (1 − 21)22.

Тодi з умови (1) даної теореми випливає W0 = min
{
6;2, 6

;
3
}
> 0. Вираз для W

випливає з теореми 4.3.
�

Зауваження 4.4. Зауважимо, що оцiнки для моментiв стають особливо простими,
якщо iснує деяке W > 0 таке, що 1= > W, 2= > W . Однак ця умова є аналогом
рiвномiрної ергодичностi для неоднорiдних ланцюгiв Маркова, а в такому
випадку має мiсце сильнiший результат (див. [50]).

Зауваження 4.5. В роботi [98] доведена теорема, аналогiчна до теореми 4.5, за
умови 61

1 + 62
1 > 0. Теорема 4.5 дещо послаблює умови теореми зi статтi [98],

припускаючи, що обидвi величини 61
1, 6

2
1 можуть бути рiвними нулю, приклад

чого ми побачили в теоремi 4.7. Варто зазначити, що оцiнки моменту склеювання
в роботi [98] та теоремi 4.5 дуже схожi.

Випадкове блукання.
Розглянемо два однорiдних ланцюги Маркова, що задаються наступними
перехiдними матрицями:

% =

©­­­­­­­­«

? 1 − ? 0 0 . . .

? 0 1 − ? 0 . . .

0 ? 0 1 − ? . . .

0 0 ? 0 1 − ?
. . .

ª®®®®®®®®¬
& =

©­­­­­­­­«

@ 1 − @ 0 0 . . .

@ 0 1 − @ 0 . . .

0 @ 0 1 − @ . . .

0 0 @ 0 1 − @
. . .

ª®®®®®®®®¬
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Обчислимо ймовiрностi першого повернення в нуль. Для цього скористає-
мось теоремою 2, ст. 86 з [41].

61
1 = ?, 6

1
2= =

1
=

(
2= − 2
= − 1

)
?= (1 − ?)=, = ≥ 1,

62
1 = 1, 61

2= =
1
=

(
2= − 2
= − 1

)
@= (1 − @)=, = ≥ 1.

Обчислимо моменти повернення в нуль:

<1
0 = ? + 2? (1 − ?)

∑
=≥0

(
2=
=

)
?= (1 − ?)=,

<2
0 = 1 + 2@(1 − @)

∑
=≥0

(
2=
=

)
@= (1 − @)= .

Обчислимо тепер момент попадання в нуль з деякого стану 9 > 0. Для цього
порахуємо кiлькiсть шляхiв, що не проходять через 0, зi стану 9 в 0 за час =.
Зауважимо, що кiлькiсть таких шляхiв рiвна кiлькостi шляхiв, що не проходять
через 0, з 0 в 9 за час =, а за теоремою 1, ст 85 з [41] вона рiвна: 9

=

( =
(=+ 9)/2

)
Тодi:

<1
9 = 9

∑
:≥ 9

(
:

(: + 9)/2

)
? (:+ 9)/2(1 − ?) (:− 9)/2,

<2
9 = 9

∑
:≥ 9

(
:

(: + 9)/2

)
@ (:+ 9)/2(1 − @) (:− 9)/2.

I нарештi запишемо вирази для других моментiв повернення в нуль:

<
1,2
0 = ? + 2? (1 − ?)

∑
=≥0
(= + 1)

(
2=
=

)
?= (1 − ?)=,

<
2,2
0 = 1 + 2@(1 − @)

∑
=≥0
(= + 1)

(
2=
=

)
@= (1 − @)= .

Теорема 4.8. Нехай (- 1
= ) та (- 2

= ) – два ланцюги Маркова з перехiдними ймовiр-

ностями % та & , для яких ? > 1/2 та @ > 1/2. Тодi iснує iнтегровний момент

склеювання для цих ланцюгiв, що стартують зi станiв 8 та 9 вiдповiдно, причому

має мiсце наступна оцiнка:

� [) ] ≤ <1
8 +<1

9 + W−1 max
{
<1,2

<1
0
,
<2,2

<2
0

}
,

де в якостi W можна вибрати min
{

1
<1

0
, 1
<2

0

}
− X , для довiльного X > 0 (достатньо

малого, щоб виконувалось W > 0).
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Доведення.
Покажемо, що за умови ? > 1/2 iснують першi та другi моменти. Для цього

скористаємось еквiвалентнiстю: (
2=
=

)
∼ 4=
√
c=
,

тодi 4? (1 − ?) < 1, а отже ряд<1
0 еквiвалентний геометричному, а тому збiжний.

Аналогiчно можна показати скiнченiсть других моментiв.
Отже, всi математичнi сподiвання для обох ланцюгiв iснують. Неперiоди-

чнiсть випливає з того факту, що 6;1 > 0.
В якостi W можна вибрати min

{
1
<1

0
, 1
<2

0

}
− X , для довiльного X > 0. Тодi з

теореми вiдновлення випливатиме, що всi D;= будуть бiльшими за W , починаючи
з деякого номера.
�

4.3.2 Приклади застосувань для неоднорiдних ланцюгiв
Маркова

В цьому роздiлi розглянемо неоднорiднi аналоги прикладiв з попереднiх
роздiлiв.

Обернений ланцюг вiдновлення.
Розглянемо два неоднорiдних ланцюга Маркова, що задаються наборами ма-
триць перехiдних ймовiрностей на C-тому кроцi:

%C =

©­­­­­­­­«

1
(C)
0 1 − 1 (C)0 0 0 . . .

1
(C)
1 0 1 − 1 (C)1 0 . . .

1
(C)
2 0 0 1 − 1 (C)2 . . .

1
(C)
3 0 0 0 1 − 1 (C)3
. . .

ª®®®®®®®®¬
&C =

©­­­­­­­­«

2
(C)
0 1 − 2 (C)0 0 0 . . .

2
(C)
1 0 1 − 2 (C)1 0 . . .

2
(C)
2 0 0 1 − 2 (C)2 . . .

2
(C)
3 0 0 0 1 − 2 (C)3
. . .

ª®®®®®®®®¬
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Обчислимо послiдовностi �C,;= , 6C,;= . Як i в однорiдному випадку, їх можна
обчислити явно:

�C,1= =

=−1∏
:=0
(1 − 1 (C+:)

:
), �C,2= =

=−1∏
:=0
(1 − 2 (C+:)

:
), = ≥ 1,

6
C,1
1 = 1

(C)
0 , 6C,1= =

=−2∏
:=0
(1 − 1 (C+:)

:
)1C+=−1
=−1 , = ≥ 2,

6
C,1
1 = 2

(C)
0 , 6C,2= =

=−2∏
:=0
(1 − 2 (C+:)

:
)2 (C+=−1)
=−1 , = ≥ 2.

Обчислимо<;
9 - математичне сподiвання часу досягнення стану 0 з точки 9 .

<
C,1
9 = 1 +

∑
:≥1

:−1∏
8=0
(1 − 1 (C+8)9+8 ), <

C,2
9 = 1 +

∑
:≥1

:−1∏
8=0
(1 − 2 (C+8)9+8 ).

Зауважимо, що в неоднорiдному випадку теорема про оцiнку математи-
чного сподiвання моменту склеювання не доведена, i окрiм того для того, щоб
гарантувати скiнченiсть цього математичного сподiвання, треба перевiряти
бiльш складнi умови теореми 4.1. В нашому випадку для перевiрки рiвномiрної
iнтегровностi скористаємось тим фактом, що послiдовнiсть рiвномiрно iнтегров-
на, якщо другi моменти рiвномiрно обмеженi. Тому, як i ранiше, обчислимо
другi моменти.

Другi момент повернення в нуль:

<1,2,C = 1 (C)0 +
∑
=≥2

=2
=−2∏
:=0
(1 − 1 (C+:)

:
)1 (C+=−1)
=−1 ,

<2,2,C = 2 (C)0 +
∑
=≥2

=2
=−2∏
:=0
(1 − 2 (C+:)

:
)2 (C+=−1)
=−1 .

Тепер ми готовi сформулювати теорему про скiнченiсть математичного
сподiвання момента склеювання.

Теорема 4.9. Нехай незалежнi та неоднорiднi за часом ланцюги Маркова (- 1
= ), (- 2

= )
з перехiдними ймовiрностями на C-тому кроцi %C , &C знаходяться в початкових

станах 8, 9 вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi умови:

1) infC,={1 (C)= , 2 (C)= } > 0, = ≥ 1.
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2) supC,; {<
C,1
8 ,<

C,2
9 ,<

C,;
0 ,<

C,;
2 } < ∞.

Тодi iснує скiнчене математичне сподiвання моменту спiльного потрапляння в

нуль: � [) ] < ∞.

Доведення.
Умова (1) гарантує вiддiленiсть вiд нуля величин 6

C,;
= , = ≥ 2, а отже за

теоремою 4.2 виконана умова (2) теореми 4.1. Умова (2) даної теореми, гарантує
рiвномiрну iнтегровнiсть розподiлiв 6C,;= .
Таким чином, за теоремою 4.1 математичне сподiвання моменту першого
попадання в нуль скiнчене.
�

Зауваження 4.6. Зазначимо, що як i ранiше, ми не вимагаємо 1 (C)0 > 0, або 6C,;1 > 0.

Випадкове блукання.
Розглянемо два неоднорiдних ланцюги Маркова, що задаються наступними
матрицями перехiдних ймовiрностей на C-тому кроцi:

%C =

©­­­­­­­­«

? (C) 1 − ? (C) 0 0 . . .

? (C) 0 1 − ? (C) 0 . . .

0 ? (C) 0 1 − ? (C) . . .

0 0 ? (C) 0 1 − ? (C)

. . .

ª®®®®®®®®¬
&C =

©­­­­­­­­«

@ (C) 1 − @ (C) 0 0 . . .

@ (C) 0 1 − @ (C) 0 . . .

0 @ (C) 0 1 − @ (C) . . .

0 0 @ (C) 0 1 − @ (C)

. . .

ª®®®®®®®®¬
Зауважимо, що в даному випадку ймовiрнiсний розподiл послiдовностi

вiдновлення явно обчислити не можна. Але за певних умов його, а також
математичнi сподiвання моментiв повернення в нуль, можна оцiнити, що i
зроблено в наступнiй теоремi.

Теорема 4.10. Нехай (- 1
= ) та (- 2

= ) - два неоднорiдних за часом ланцюги Маркова з

перехiдними ймовiрностями на C-тому кроцi %C та &C , для яких iснують ? > 1/2,
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@ > 1/2 такi, що ? (C) ≥ ? та @ (C) ≥ @. Тодi iснує скiнченний момент склеювання

для цих ланцюгiв, що стартують зi станiв 8 , та 9 вiдповiдно:

� [) ] < ∞.

Доведення.
Зауважимо, що якщо ? (C) ≥ ? > 1/2, то ? (C) (1 − ? (C)) < ? (1 − ?), тому мають

мiсце наступнi оцiнки:

6
C,1
1 = ? (C), 6C,12= ≤

1
=

(
2= − 2
= − 1

)
?= (1 − ?)=, = ≥ 1,

6
C,2
1 = 1, 6C,12= ≤

1
=

(
2= − 2
= − 1

)
@= (1 − @)=, = ≥ 1.

Оцiнимо моменти повернення в нуль:

<
C,1
0 ≤ ? + 2? (1 − ?)

∑
=≥0

(
2=
=

)
?= (1 − ?)=,

<
C,2
0 ≤ 1 + 2@(1 − @)

∑
=≥0

(
2=
=

)
@= (1 − @)= .

Обчислимо тепер момент попадання в нуль з деякого стану 9 > 0. Для цього
порахуємо кiлькiсть шляхiв, що не проходять через 0, зi стану 9 в 0 за час =.
Зауважимо, що кiлькiсть таких шляхiв рiвна кiлькостi шляхiв, що не проходять
через 0, з 0 в 9 за час =, а за теоремою 1, ст 85 з [41] вона рiвна: 9

=

( =
(=+ 9)/2

)
Тодi:

<
C,1
9 ≤ 9

∑
:≥ 9

(
:

(: + 9)/2

)
? (:+ 9)/2(1 − ?) (:− 9)/2,

<
C,2
9 ≤ 9

∑
:≥ 9

(
:

(: + 9)/2

)
@ (:+ 9)/2(1 − @) (:− 9)/2.

I нарештi запишемо оцiнки для других моментiв повернення в нуль:

<
1,2,C
0 = ? + 2? (1 − ?)

∑
=≥0
(= + 1)

(
2=
=

)
?= (1 − ?)=,

<
2,2,C
0 = 1 + 2@(1 − @)

∑
=≥0
(= + 1)

(
2=
=

)
@= (1 − @)= .
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Скориставшись еквiвалентнiстю:(
2=
=

)
∼ 4=
√
c=
,

а також тим, що 4? (1 − ?) < 1, отримаємо рiвномiрну обмеженiсть других
моментiв, а отже i рiвномiрну iнтегровнiсть.

З умови ? (C) ≥ ? > 1/2 випливає, що 6C,11 > 1/2, а з умови @ (C) ≥ @ > 1, що
6
C,2
1 > 1/2. Отже, за наслiдком до теореми 4.3 отримаємо виконання умови (2)

теореми 4.1.
Враховуючи доведену вище рiвномiрну iнтегровнiсть, отримаємо скiнченiсть

математичного сподiвання моменту спiльного попадання в нуль.
�

4.3.3 Доведення iнших теорем

Доведення теореми 4.2
Має мiсце наступне твердження з теорiї чисел: якщо ;1, . . . , ;< - взаємно

простi, то iснує такий номер =1, що довiльне = ≥ =1 зображується у виглядi суми
= =

<∑
:=1

0:;: , де 0: деякi натуральнi числа. А це означає, що для кожного = ≥ =1:

D
(C)
= ≥

∏<
:=1(6

(C)
;:
)0: > 0.

Також з умови випливає, що iснує такий номер ; , що infC 6(C); > 0, не
втрачаючи загальностi вважаємо ; < =1.

Позначимо, через W0 := infC<8={D (C)= , =1 < = ≤ =1 + ;} > 0.
Тодi маємо:

D
(C)
=1+;+1 =

=1+;+1∑
==0

6
(C)
= D
(C+=)
=1+;+1−= ≥

;∑
==0

6
(C)
= D
(C+=)
=1+;+1−= ≥ W0(1 −� (C); ) ≥ W0(1 − �̂; ).

Отже, для кожного C > 0 та = > =1 + ; , маємо:

D
(C)
= ≥ W0

∏
=≥;
(1 − �̂=).

Розглянемо функцiонал � (�) = ∏
=≥;
(1 −�; ), що заданий на послiдовностях

�=, = ≥ ; , що задовiльняють умовам:
1) �= спадає до нуля,
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2) 0 ≤ �= ≤ �̂; ,
3)

∑
=≥;
�; = ˆ̀ − �̂;−1.

Цей функцiонал є угнутим, а множина допустимих � – опукла, тому фун-
кцiонал досягає iнфiмуму на крайових точках, отже

inf
�
� (�) = (1 − �̂; )

ˆ̀−�̂;
�̂; .

Тодi W = W0(1 − �̂; )
ˆ̀−�̂;
�̂; - i є шуканим W .

�

Доведення теореми 4.3
Доведення проведемо за iндукцiєю, починаючи з 2=0.

D
(:)
2=0
≥ (6(:)=0 )

2 > W2
0 .

Нехай тепер твердження виконане для всiх : та для всiх 9 = 2=0, =. Покажемо,
що воно має мiсце i для = + 1, де = + 1 ≥ 3=0.

D
(:)
=+1 =

=+1∑
9=0
6
(:)
9 D

:+ 9
=+1− 9 ≥

=+1∑
9==0

6
(:)
9 D

:+ 9
=+1− 9

≥
=+1−2=0∑
9==0

6
(:)
9 D

:+ 9
=+1− 9 ≥ W

(=)
(
�
(:)
=0 −�

(:)
=+1−2=0

)
≥ W (=)

(
�
(:)
=0 − �̂=+1−2=0

)
≥ W (=)

(
0 − �̂=+1−2=0

)
,

де

0 := 8=5: (� (:)=0 ) ≥
=0−1∑
8=0

W8 > 0.

А отже маємо зв’язок: W (=+1) = W (=)
(
0 − �̂=+1−2=0

)
.

Покажемо, що ∏
8≥=0

(
0 − �̂8

)
> 0.

Для цього розглянемо функцiонал:

� (�) =
∏
8≥1
(0 −�8),
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визначений на множинi таких послiдовностей �8 , що

0 ≤ �8 ≤ 0 − W0,
∑
8

�8 ≤ <̂.

Цей функцiонал є опуклим, а отже досягає свого мiнiмуму на межi, тобто на
такiй послiдовностi, що: ∑

8

�8 = <̂,�8 ∈ {0, 0 − W0},

В цьому випадку, <̂/(0−W0) елементiв будуть рiвними 0−W0, а всi iншi рiвними 0.
Тодi:

� (�) ≥ W<̂/(0−W0)
0 = exp

(
<̂ ;=W0
0 − W0

)
(4.32)

= exp
©­­­­«
<̂ ;=W0
=0−1∑
8=1

W8

ª®®®®¬
�

Доведення наслiдку до теореми 4.3 Якщо послiдовнiсть мажорована i
6̂1 > 0, то для кожного : : 6(:)1 ≥ 6̂1 > 0, а отже теорема 4.3 виконана з =0 = 1,
W0 = 6̂1.
�

Доведення теореми 4.4
Ясно, що скiнченний набiр рiзних розподiлiв мажорований. Оскiльки кожен

з розподiлiв неперiодичний, то iснує таке =0, що всi 6(:)=0 > 0. Оскiльки серед 6(:)=
не бiльше нiж : рiзних, то виберемо W8 = min: 6(:)=0+8 , 8 = 0, =0 − 1.
�

Доведення теореми 4.5 Як i ранiше припустимо спочатку, що \ 2
0 = 0.

Зауважимо, що в цьому випадку для довiльного однорiдного процесу вiд-
новлення мають мiсце такi нерiвностi (див. Lindvall, [106], ст. 26, та Daley, [25]):

� [�=] ≤ `� [*=] − =, (4.33)
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� [*=] ≤ =/` + `2/(`)2, (4.34)

де *= – кiлькiсть вiдновлень за час =, ` – середнiй час вiдновлення. Скомбiну-
вавши нерiвностi (4.33) та (4.34), отримаємо наступну оцiнку:

� [�= |B=−1] ≤ � := max
{
`
(1)
2
` (1)

,
`
(2)
2
` (2)

}
. (4.35)

А отже:
) ≤ \ 1

0 +
g∑
==0

�= = \
1
0 +�

∑
=≥0

1g≥=, (4.36)

� [) ] = � [\ 1
0] +�� [g] ≤ � [\ 1

0] +�/W0� [\ 1
0] + W−1 max{

`
(1)
2
` (1)

,
`
(2)
2
` (2)
}.

Вiдмовившись вiд припущення: \ 2
0 = 0, отримаємо оцiнку:

� [) ] ≤ max{� [\ 1
0], � [\ 2

0]} + W−1 max{
`
(1)
2
` (1)

,
`
(2)
2
` (2)
}.

�

4.4 Властивостi стохастичної мажоранти

4.4.1 Стохастичне мажорування неоднорiдних
послiдовностей

У цьому роздiлi ми займемось вивченням властивостей стохастичної ма-
жоранти для неоднорiдних послiдовностей, що передбачає деяке розширення
класичного означення. Класичне означення стохастичного мажорування вигля-
дає таким чином. Кажуть, що випадкова величина b стохастично домiнує над
випадковою величиною [, якщо %{b > G} ≥ %{[ > G} для всiх G . Або iншими
словами, якщо функцiя розподiлу b поточково менша за функцiю розподiлу [.

Для невiд’ємних дискретних випадкових величин, якi є основним об’єктом
розгляду роботи, це означення можна переформулювати таким чином: нехай
b має розподiл ?8 , а [ має розподiл 68 . Тодi b буде стохастично мажорувати [,
якщо

∑
:≥=

?: ≥
∑
:≥=

6: .
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Iсторично стохастична мажорованiсть зустрiчається у рiзних застосуван-
нях, зокрема, у фiнансовiй математицi та математичнiй економiцi як спосiб
порiвняння лотерей.

Однак, стохастична мажоранта також вiдiграє велику роль при аналiзi не-
однорiдних ланцюгiв Маркова та послiдовностей вiдновлення, що породженi
цими ланцюгами. Якщо розглядати послiдовность \: - час до наступного попа-
дання ланцюга Маркова в деяку множину, то для неоднорiдних ланцюгiв така
послiдовнiсть звичайно не є однорiдною, крiм того розподiл кожної наступної

\: залежить вiд значення суми
:−1∑
9=0
\ 9 . У попередньому роздiлi ми побудували

послiдовнiсть вiдновлення, яка мала саме таку властивiсть. У тому ж роздiлi
ми використовували термiн “склеювання” для першого часу спiльного вiдвiду-
вання двома ланцюгами деякої множини (або атому) фазового простору. Це
було зручно для викладок, однак з точки зору формальної теорiї склеювання
ланцюгiв Маркова має дещо складнiшу структуру. Склеюванню однорiдних
ланцюгiв присвячено роботу [106], а конструкцiю для склеювання неоднорiдних
ланцюгiв буде представлено у наступних роздiлах. Варто зазначити, що час
першого спiльного потрапляння у множину залишається ключовою величиною
в конструкцiї такого формального склеювання, i найскладнiшим етапом побу-
дови оцiнок для часу склеювання є саме оцiнки для часу першого вiдвiдування
множини парою ланцюгiв. Для побудови останнiх у неоднорiдному випадку
важливу роль вiдiграє стохастичне мажорування. Цей роздiл можна розглядати
як пiдготовчий до наступних роздiлiв, де будуть викладенi основнi результати
та побудованi практичнi оцiнки середнього часу склеювання. Цi оцiнки у свою
чергу дозволять отримати оцiнки стiйкостi.

Особливiстю стохастичного мажорування, яке ми будемо використовувати у
цiй дисертацiйнiй роботi, є те, що повна маса мажоруючої послiдовностi може
бути бiльше 1. У такому випадку, звичайно, не можна говорити про те, що одна
випадкова величина мажорує iншу, натомiсть йтиметься про послiдовнiсть, яка
мажорує розподiл випадкової величини.

Однак виявилось, що властивостi стохастичної мажоранти, якi добре вiдо-
мi для стандартного випадку (коли мажоруюча послiдовнiсть є розподiлом),
потребують окремого доведення у випадку, коли повна сума мажоруючої
послiдовностi може бути бiльше 1.
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Окрiм того, як ми побачимо у наступних роздiлах, при дослiдженнi стiйко-
стi збуреного ланцюга Маркова виникає необхiднiсть побудови стохастичної
мажоранти для сум випадкової кiлькостi залежних випадкових величин, де
структура залежностi така, як описано в попередньому роздiлi.

Вивченню вказаних питань i присвячений цей роздiл.
Будемо казати, що послiдовнiсть {B=, = ≥ 0} стохастично мажорує розподiл

{6=, = ≥ 0}, якщо
∑
:>=

B: ≥
∑
:>=

6: .

“Хвости” розподiлiв позначимо великими буквами: (= =
∑
:>=

B: , �= =
∑
:>=

6: ,

тут = ≥ −1, i (−1 або �−1 – це повна сума елементiв iз вiдповiдної послiдовностi.
Для мажоруючої послiдовностi {B=, = ≥ 0} будемо вимагати, щоб 1 ≤

∞∑
==0

B= < ∞.
Для двох сумованих послiдовностей {6=, = ≥ 0} та {?=, = ≥ 0} визначимо

згортку:

(6 ★ ?)= =
=∑
:=0

6:?=−: .

Визначимо також згортку послiдовностi iз самою собою:

6★2
= =

=∑
:=0

6:6=−: .

Iтеративно можна визначити згортку<-го порядку:

6★<= = (6★<−1 ★6)= .

Символом �★2
= будемо позначати “хвiст” розподiлу згортки:

�★2
= =

∑
:>=

6★2
:
.

Зауважимо, що =-й елемент згортки послiдовностi з одиницею рiвний сумi
послiдовностi до =:

(6 ★ 1)= =
=∑
:=0

6: .

4.4.2 Стохастична мажоранта для сум випадкових
величин

Доведемо, що згортка мажорант є мажорантою для суми. Ми сформулюємо
результат для послiдовностей, припустивши, що всi послiдовностi можуть мати
суму бiльшу за 1.
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Окремо розглянемо випадки невiд’ємних та знакозмiнних випадкових
величин, оскiльки доведення трiшки вiдрiзняються, а в подальшому нас цiкави-
тимуть властивостi невiд’ємних випадкових величин. Деякi формули, отриманi
при доведеннi, можуть бути корисними для подальших посилань.

Теорема 4.11. Розглянемо чотири невiд’ємнi послiдовностi:

{B=, = ≥ 0}, {A=, = ≥ 0},

{6=, = ≥ 0}, {?=, = ≥ 0}

такi, що:

1 ≤
∞∑
:=0

B= = (, 1 ≤
∞∑
:=0

A= = ' < ∞,

1 ≤
∞∑
:=0

6= = � < ∞, 1 ≤
∞∑
:=0

?= = % < ∞.

Причому для кожного = ≥ −1:

(= =
∑
:>=

B= ≥ �= =
∑
:>=

6=,

'= =
∑
:>=

A= ≥ %= =
∑
:>=

?= .

Тодi згортка {(B ★ A )=, = ≥ 0} є мажорантою для згортки {(6 ★ ?)=, = ≥ 0}, а
саме, для довiльного = ≥ −1: ∑

:>=

(B ★ A ): ≥
∑
:>=

(6 ★ ?): .

Доведення.
Запишемо рiзницю

∑
:>=

:∑
9=0
(B ★ A ) 9 −

∑
:>=

:∑
9=0
(6 ★ ?) 9 i скористаємось лемою 4.7.

∑
:>=

(B ★ A ): −
∑
:>=

(6 ★ ?): =
=∑
:=0

B:'=−: −
=∑
:=0

6:%=−: + (=' −�=%, (4.37)

врахуємо, що згiдно з умовою '=−: ≥ %=−: , тодi
=∑
:=0

B:'=−: −
=∑
:=0

6:%=−: + (=' −�=% ≥
=∑
:=0
(B: − 6:)%=−: + (=' −�=% =
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=∑
:=0
((:−1 − (: − (�:−1 −�:)) %=−: + (=' −�=% =

=∑
:=0
((:−1 −�:−1)%=−: −

=∑
:=0
((: −�:)%=−: + (=' −�=% =

((−1 −�−1)%= +
=−1∑
:=1
((: −�:) (%=−: − %=−:+1) − ((= −�=)%0 + (=' −�=% .

Зауважимо, що згiдно з умовою: (−1 = ( ≥ � = �−1, а також ' > % . Тодi

((−1 −�−1)%= +
=−1∑
:=1
((: −�:) (%=−: − %=−:+1) − ((= −�=)%0 + (=' −�=% ≥

(( −�)%= +
=−1∑
:=1
((: −�:)?=−: − ((= −�=)%0 + (=% −�=% =

(( −�)%= +
=−1∑
:=1
((: −�:)?=−: + ((= −�=) (% − %0) =

(( −�)%= + ((= −�=)?0 +
=−1∑
:=1
((: −�:)?=−: ≥ 0,

оскiльки для кожного = ≥ 0: (= ≥ �=, отже другий i третiй доданки невiд’ємнi,
а невiд’ємнiсть першого доданка випливає з того, що ( ≥ � . Пiдставивши
отриману нерiвнiсть у формулу (4.37), отримаємо шуканий результат.
�

Доведемо тепер аналогiчну теорему для двостороннiх послiдовностей.

Теорема 4.12. Розглянемо чотири невiд’ємнi, двостороннi послiдовностi:

{B=,−∞ < = < ∞}, {A=,−∞ < = < ∞},

{6=,−∞ < = < ∞}, {?=,−∞ < = < ∞}

такi, що:

1 ≤
∞∑

:=−∞
B= = ( < ∞, 1 ≤

∞∑
:=−∞

A= = ' < ∞,

1 ≤
∞∑

:=−∞
6= = � < ∞, 1 ≤

∞∑
:=−∞

?= = % < ∞.
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Причому для кожного = ≥ −∞:

(= =
∑
:>=

B= ≥ �= =
∑
:>=

6=,

'= =
∑
:>=

A= ≥ %= =
∑
:>=

?= .

Тодi згортка {(B ★ A )=, = ≥ 0} є мажорантою для згортки {(6 ★ ?)=, = ≥ 0}, а
саме, для довiльного = ≥ −∞:∑

:>=

(B ★ A ): ≥
∑
:>=

(6 ★ ?): .

Доведення.
Запишемо вираз для згортки:∑

:>=

(B ★ A ): =
∑
:>=

∞∑
9=−∞

B 9A=− 9 =
∞∑

9=−∞
B 9'=− 9 . (4.38)

Тодi запишемо рiзницю:∑
:>=

(B ★ A ): −
∑
:>=

(6 ★ ?): =
∞∑

9=−∞
B 9'=− 9 −

∞∑
9=−∞

6 9%=− 9 =

lim
#→∞

(
#∑

9=−#
(B 9'=− 9 − 6 9%=− 9 )

)
,

оскiльки '=− 9 ≥ %=− 9 , то останнiй вираз не перевищує

lim
#→∞

(
#∑

9=−#
(B 9 − 6 9 )%=− 9

)
=

lim
#→∞

(
#∑

9=−#
(( 9−1 − ( 9 − (� 9−1 −� 9 ))%=− 9

)
=

lim
#→∞

(
#∑

9=−#
(( 9−1 −� 9−1)%=− 9 −

#∑
9=−#
(( 9 −� 9 )%=− 9

)
=

lim
#→∞

(
#−1∑

9=−#+1
(( 9 −� 9 ) (%=− 9 − %=− 9+1)

)
+

lim
#→∞

(
((−#−1 −�−#−1)%−#− 9 − ((# −�# )%#− 9

)
=
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∞∑
9=−∞
(( 9 −� 9 )?=− 9 + ((−∞ −�−∞)%−∞ − ((∞ −�∞)%∞ =

∞∑
9=−∞
(( 9 −� 9 )?=− 9 + (( −�)% − 0 ≥ 0.

Останнiй вираз невiд’ємний, оскiльки всi доданки невiд’ємнi.
�

Наслiдок 4.3. Якщо двi дискретнi незалежнi випадковi величини b та [ мажо-

руються вiдповiдно послiдовностями {B=} та {A=}, то їх сума b + [ мажорована

згорткою (B ★ A )=.

Наслiдок4.4. Нехаймаємо послiдовнiсть незалежних випадкових величин b=, = ≥ 0.
Нехай b8 мажорована послiдовнiстю {B (8)= }, тодi сума

=∑
9=0
b 9 мажорована згорткою

(B (0) ★ B (1) ★ . . .★ B (=)).

Лема 4.7. Нехай {0=, = ≥ 0} та {1=, = ≥ 0} – двi сумованi невiд’ємнi послiдовностi.

�= =
∑
:>=

0: , �= =
∑
:>=

1: . Нехай також � = �−1 =
∞∑
:=0

0=, � = �−1 =
∞∑
:=0

1=.

Тодi мiсце зображення:∑
:>=

(0 ★1): =
=∑
:=0

0:�=−: +�=� =

=+1∑
:=0

0:�=−: +�=+1�. (4.39)

Доведення.∑
:>=

(0 ★1): =
∞∑

:==+1

:∑
9=0

0 91:− 9 =
=+1∑
:=0

0:

∞∑
9==+1−:

1 9 +
∞∑

:==+2
0:

∞∑
9=0
1 9 =

=+1∑
:=0

0:�=−: +
∑
:>=+1

0:� =

=+1∑
:=0

0:�=−: +�=+1�.

Таким чином доведено другу рiвнiсть у (4.39). Для доведення першої рiвностi

помiтимо, що останнiй доданок у сумi
=+1∑
:=0

0:�=−: має вигляд: 0=+1�=−(=+1) =
0=+1�−1 = 0=+1�.

Пiдставиши його у вже доведену формулу, отримаємо∑
:>=

(0 ★1): =
=+1∑
:=0

0:�=−: +�=+1� =

=∑
:=0

0:�=−: + 0=+1� +�=+1� =
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:>=

0:�=−: + (0=+1 +�=+1)� =
∑
:>=

0:�=−:�=�.

Отже, перша рiвнiсть у (4.39) теж доведена.
�

4.4.3 Стохастична мажоранта для випадкових сум.

Побудуємо мажоранту для випадкових сум, причому величини, що входять
у випадкову суму, необов’язково будуть незалежними. Нижче буде побудована
конструкцiя такої випадкової суми. Зауважимо, що подiбнi випадаковi суми ви-
никають при аналiзi послiдовностей вiдновлення, породжених неоднорiдними
ланцюгами Маркова.

Нехай (U,�) – деякий параметричний вимiрний простiр, i b (D), D ∈ U –
деяка сiм’я незалежних випадкових величин, iндексована значеннями iз U.
Нехай {a=, = ≥ 0} - послiдовнiсть випадкових величин зi значеннями у просторi
(U,�), причому b (D) не залежить вiд a= для всiх = та D.

Введемо позначення:
b= = b (a=).

Зауважимо, що ми не припускаємо незалежнiсть нi сiм’ї величин {b8, 8 ≥ 0}, нi
елементiв послiдовностi {a=, = ≥ 0} як усерединi груп, так i мiж собою.

Нехай Z – деяка випадкова величина, що не залежить нi вiд b8 , нi вiд a=, i
?< = ℙ{Z =<}. Наша мета побудувати мажоранту для суми

Z∑
:=0

b: . (4.40)

Вважатимемо, що всi випадковi величини задано на спiльному ймовiрнiсно-
му просторi (Ω,�,ℙ). Будемо позначати символом � математичне сподiвання
за мiрою ℙ.

Теорема 4.13. Нехай {B= (D), = ≥ 0} – послiдовнiсть, що мажорує випадкову вели-

чину b (D), D ∈ U, причому виконана умова

sup
D∈U

∑
9≥0

B 9 (D) < ∞. (4.41)
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Тодi послiдовнiсть

B̂= = �[(B (a0) ★ B (a1) ★ . . .★ B (aZ ))=], (4.42)

є стохастичною мажорантою для випадкової суми (4.40).

Доведення.
Розглянемо суму

( =

Z∑
:=0

b: =

Z∑
:=0

b (a:).

Нехай 8̂ (<) = (8̂0, 8̂1, . . . , 8̂<) - деякий цiлочисельний вектор розмiрностi < + 1.
Введемо множину

�(8̂ (<)) = {a0 = 8̂0, a1 = 8̂1, . . . , a< = 8̂<}.

Тодi

( =

∞∑
<=0

©­«
∑̂
8 (<)

(1�(8̂ (<))
ª®¬?< =

∞∑
<=0

©­«
∑̂
8 (<)

(
<∑
:=0

b (8̂:)
)
1�(8̂ (<))

ª®¬?< .
Розглянемо ймовiрнiсть:

ℙ{( > =} =
∑
<

∑̂
8 (<)

ℙ{( > = |Z =<,�(8̂ (<))}ℙ{�(8̂ (<)), Z =<}. (4.43)

Зауважимо, що Z та величини a8 – незалежнi, тож

ℙ{Z =<,�(8̂ (<))} = ℙ{Z =<}ℙ{�(8̂ (<)} = ℙ{�(8̂ (<))}?< . (4.44)

Окрiм того, випадковi величини b (D) при кожному D не залежать вiд Z та вiд
усiх a=, а отже i вiд �(8̂ (<)). Тому

ℙ{( > = |Z =<,�(8̂ (<))} = ℙ

{
<∑
:=0

b (8̂: (<)) > = |Z =<,�(8̂ (<))
}
=

ℙ

{
<∑
:=0

b (8̂: (<)) > =
}
.

(4.45)

Пiдставивши (4.44) та (4.45) у (4.43), отримаємо

ℙ{( > =} =
∞∑
<=0

∑̂
8 (<)

ℙ

{
<∑
:=0

b (8̂: (<)) > =
}
ℙ{�(8̂ (<))}?< . (4.46)
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Але b (8̂:) – незалежнi випадковi величини, а отже за наслiдком до теореми
про мажорування суми незалежних величин вони мажоруються згорткою:

ℙ

{
<∑
:=0

b (8̂: (<)) > =
}
≤

∑
9>=

(B (8̂0) ★ . . .★ B (8̂<)) 9 . (4.47)

Пiдставивши (4.47) у (4.46), отримаємо

ℙ{( > =} ≤
∑
<≥0


∑̂
8 (<)

(∑
9>=

(B (8̂0) ★ . . .★ B (8̂<)) 9

)
ℙ{�(8̂ (<))}

 ?< =

∑
<≥0


∑
9>=

©­«
∑̂
8 (<)

(B (8̂0) ★ . . .★ B (8̂<)) 9ℙ{�(8̂ (<))}
ª®¬
 ?< =

∑
9>=


∑
<≥0

©­«
∑̂
8 (<)

(B (8̂0) ★ . . .★ B (8̂<)) 9ℙ{�(8̂ (<))}
ª®¬?<

 =

∑
9>=

(∑
<≥0

�
[
B (a0) ★ . . .★ B (a<)) 9 |Z =<

]
?<

)
=

∑
9>=

�
[
B (a0) ★ . . .★ B (a<)) 9

]
.

Що i доводить шукане твердження.
Зауважимо, що змiна порядку iнтегрування можлива в силу умови (4.41).
�

Очевидним наслiдком щойно доведеної теореми є така.

Теорема 4.14. Нехай b=, = ≥ 0 послiдовнiсть дискретних незалежних випадкових

величин. Нехай також Z iнша невiд’ємна дискретна випадкова величина, що не

залежить вiд усiх (b=, = ≥ 0). Розподiл Z позначимо ?= = %{Z = =}, = ≥ 0. Нехай b8

мажорована послiдовнiстю {B (8)= }. Тодi
Z∑
9=0
b 9 мажорована послiдовнiстю

B= =

∞∑
:=0

?: (B (0) ★ . . .★ B (:))= .

Доведення.
Шукане твердження випливає з теореми 4.13, якщо покласти

U = {0, 1, 2, . . .},

а a= = =.
�
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4.4.4 Мажорування послiдовностi вiдновлення,
породженої неоднорiдним ланцюгом Маркова

Конструкцiя, описана в попередньому роздiлi, є актуальною для побудо-
ви склеювання для двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв Маркова. При цьому
виникає необхiднiсть аналiзу послiдовностi вiдновлення, що породжена неодно-
рiдним ланцюгом Маркова, а також мажорування випадкової кiлькостi таких
вiдновлень.

У цьому роздiлi ми побудуємо таку послiдовнiсть вiдновлення та покажемо,
яким чином теорема 4.13 дозволяє отримати мажоранту для випадкової кiлькостi
вiдновлень.

Нехай задано деякий iмовiрнiсний простiр (Ω,F,ℙ). Усi подальшi випадковi
величини вважаємо визначеними на цьому ймовiрнiсному просторi.

Розглянемо деякий неодноднорiдний за часом ланцюг Маркова (-=) зi
значеннями у вимiрному просторi (�,E). Нехай %C (G,�) - це його перехiдна
ймовiрнiсть на C-му кроцi. Вважатимемо, що ланцюг стартує з початковим
розподiлом `0.

Нехай також задано набiр iмовiрнiсних мiр `C,G (·), G ∈ �, C > 0.
Нехай � ∈ E - деяка множина. Тодi побудуємо послiдовнiсть вiдновлення,

породжену неоднорiдним ланцюгом -=, таким чином:

\0 = inf
C
{C > 0 : -C ∈ �}.

Спочатку визначимо величину \1. Розглянемо ланцюг Маркова - (1)C = -\0+C , C ≥
0, iз початковим розподiлом `\0,-\0

(·).
Тодi:

\1 = inf
C
{C > 0 : - (1)C ∈ �}.

Покладемо

g: =

:∑
9=0
\:, : ≥ 0.

Аналогiчним чином визначимо ланцюги - (:)= = -
(:−1)
g:−1+C , : ≥ 1, iз початковим

розподiлом `
g:−1,-

(:−1)
\:−1

.
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Нехай B (C)= (G) - стохастична мажоранта для ланцюга, що стартує в момент C
зi стану G . Позначимо

B
(C)
= (`, G) =

∫
�

B (C) (~)`C,G (3~).

Нехай також
(
(C)
= (G) =

∑
:>=

B
(C)
:
(G), ( (C)= (`, G) =

∑
:>=

B
(C)
:
(`, G).

Для кожного : ≥ 0 визначимо iтеративно послiдовнiсть: B̂ (:)= (G), = ≥ 0.
Нехай B̂ (1)= (G) = B (0)= (G) i дано послiдовнiсть B̂ (:)= (G), тодi визначимо послiдов-

нiсть B̂ (:+1)= (G) таким чином:

B̂
(:+1)
= (G) = �[B̂ (:) (G) ★ B (g: )

`,-
(:+1)
0
] . (4.48)

Тодi для введених вище позначень справедлива наступна теорема.

Теорема 4.15. Послiдовнiсть {B̂ (:)= (G), = ≥ 0} є стохастичною мажорантою для

суми
:∑
9=0
\ 9 за умови, що ланцюг стартує з точки G ∈ �.

Доведення.
Для доведення скористаємось теоремою 4.13.
Як множину U виберемо множину всiх можливих пар (C, G), C ≥ 0, G ∈ �.

Випадкова величина a= = (C, G), якщо =-те попадання у множину � трапилось у
момент C , i ланцюг потрапив у точку G ∈ � .

Тодi твердження теореми випливає безпосередньо iз теореми 4.13.
�

4.5 Оцiнка математичного сподiвання ексцесу
послiдовностi вiдновлення, породженої
неоднорiдним ланцюгом Маркова

Основною метою цього роздiлу є доведення неоднорiдного аналога нерiв-
ностi Дейлi, яка використовувалась при доведеннi Теореми 4.5. Цей результат
дозволить отримати неоднорiдний аналог Теореми 4.5 i таким чином побудувати
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придатну до практичного використання оцiнку для середнього часу одночасно-
го вiдвiдування множини парою ланцюгiв, за умови iснування другого моменту
для часу повернення у множину для кожного ланцюга окремо.

В цьому роздiлi ми будемо слiдувати позначенням, введеним в роздiлi 4.2.
Там же була визначена послiдовнiсть вiдновлення породжена неоднорiдним
ланцюгом Маркова, а також визначенi деякi її властивостi. Коротко нагадаємо
основнi позначення тут, а за бiльш детальним описом вiдсилаємо читача до
роздiлу 4.2.

Нехай (-C )C≥0 – деякий неоднорiдний за часом ланцюг Маркова у дискре-
тному часi зi значеннями у фазовому просторi (�,E). Позначимо перехiднi
ймовiрностi на C-тому кроцi такого ланцюга через %C (G,�).

Будемо позначати буквами ℙ, � – ймовiрнiсть та математичне сподiвання,
породженнi цим ланцюгом.

Нехай � – деяка множина, � ∈ E. Основним об’єктом для вивчення в данiй
роботi є послiдовнiсть моментiв повернень у множину� . Припустимо, що-0 ∈ � .
В даному роздiлi, на вiдмiну вiд роздiлу 4.2, ми не робимо припущень щодо того,
що � складається з одного елемента. Одноелементнiсть � не є принциповою
умовою i, як буде видно нижче, лише трохи спрощує загальну конструкцiю.

Ми будемо використовувати величини \8 , введенi в (4.2). Нагадаємо, що
\: – це час, який пройшов мiж : − 1 та :-тим поверненням в � . Нам також
знадобляться позначення для самих моментiв повернення:

g: =

:∑
9=1
\ 9 , : > 0 (4.49)

- момент :-того повернення, g0 = 0.
Зауважимо, що в данiй роботi ми розглядаємо процес “без затримки”, тобто

\0 = g0 = 0, або iншими словами -0 ∈ � . Дане припущення не є принциповим.
Розглянемо потiк сигма-алгебр, що породженi послiдовностями \= та g= та

значеннями процесу в моменти вiдновлення:

F= = f [\:, -g: , 1 ≤ : ≤ =] = f [g:, -g: , 1 ≤ : ≤ =] . (4.50)

Також нагадаємо, що величини \: є залежними у неоднорiдному випадку,
як було показано в Роздiлi 4.2. Тим не менше, розподiл величини \: повнiстю
визначається моментом попереднього вiдновлення (та значенням ланцюга



159

в момент вiдновлення, якщо � складається з бiльш нiж одного елемента).
Математично це можна записати таким чином:

� [\=+1 |F=] = � [\=+1 |g=, -g=] . (4.51)

Цiкаво, що розподiл величин \=+1 не залежить вiд iндексу =, а лише вiд
значення g= - моменту попереднього вiдновлення, а також вiд значення про-
цесу в момент вiдновлення. Останнє є наслiдком того, що � не обов’язково
одноелементна.

Iншими словами, не важливо скiльки було вiдновлень до моменту, який
нас цiкавить, важливий лише сам момент останнього вiдновлення i значення
процесу в цей момент.

Ми будемо розглядати двопараметричне сiмейство розподiлiв

6
(B,G)
:

= %{\=+1 = : |g= = B, -B = G}. (4.52)

Зауважимо, що в Роздiлi 4.2 аналогiчнi розподiли були однопараметричнi,
оскiльки там припускалось, що множина � – одноелементна.

Надалi нам знадобиться наступна:
(A) Умова стохастичної мажорованостi.
Припустимо, що для кожних B, G розподiл {6(B,G)= , = ≥ 1} (а отже i умовний
розподiл \=) мажорований деякою послiдовнiстю невiд’ємних величин 6̂ =

(6̂:):≥1, тобто, для довiльного : > 0:∑
8≥:

6
(B,G)
8 ≤

∑
8≥:

6̂8,

причому
∑
:≥1

6̂: < ∞.

Введемо позначення:
�̂= =

∑
:≥=

6̂: . (4.53)

Послiдовнiсть {6̂:, : ≥ 1}, як правило, називається стохастичною мажорантою,
i є ймовiрнiсним розподiлом. Але для даної роботи ця властивiсть не є суттєвою.

Для доведення основного результату цього роздiлу знадобиться бiльш сильна
умова нiж просто iснування мажоранти, а саме - скiнченiсть другого моменту
мажоруючого розподiлу:
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(A2) Нехай для послiдовностi \= виконана умова стохастичної мажорованостi (A).
Припустимо, що для послiдовностi {6̂=, = ≥ 1} iснує скiнченний другий момент:

ˆ̀2 =
∑
:≥1

:26̂: < ∞.

Очевидно, що в цьому разi перший момент також буде скiнченим, позначимо
його

ˆ̀ =
∑
:≥1

:6: .

Далi введемо величину 'C = inf{g: > C} − C - це час який залишається з
моменту C до наступного повернення в множину � , а також визначимо номер
наступного вiдновлення для кожного C ≥ 0:

# (C) = inf{: ≥ 1 : g: > C},

довизначимо також # (−1) = 0.

Зауваження 4.7. Умови (A) та (A2) виконанi для широкого класу ланцюгiв
Маркова. По своїй сутi це умова того, що послiдовнiсть вiдновлення квадратично
iнтегровна. Ця умова виконана, наприклад, для скiнченного неперiодичного
ланцюга.

Таким чином, має мiсце формула:

'C + C = g# (C) .

Введемо також подiї �: - що полягають у тому, що вiдновлення вiдбулось в
момент : :

�: = {-: ∈ �} = {∃< : g< = :}, (4.54)

а також подiї �: , �:,=, якi полягають у тому, що вiдновлення не вiдбулось в
момент : та мiж моментами : та = вiдповiдно:

�: = {-: ∉ �} = �:, (4.55)

�:,= = {-: ∉ �, . . . , -= ∉ �} = �: ∩�:+1 ∩ . . . �=, (4.56)

будемо вважати, що 1�:,= = 1, якщо : > =.
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Розглянемо умову:
(B) iснують такi W > 0 та =0 ≥ 0, що для всiх = ≥ : , таких що = − : ≥ =0 виконана
рiвнiсть:

%{�:,=} ≤ (1 − W) (=−:−=0)+ .

Тут G+ = max{G, 0}.

Зауваження 4.8. Умова (B) насправдi є умовою вiддiленостi вiд нуля для послi-
довностi вiдновлення. Тобто, якщо позначити через D= – ймовiрнiсть того, що
вiдновлення вiдбулось в момент =, то умова (B) випливатиме з того, що iснує
таке W > 0 та =0 ≥ 0, що inf=≥=0 D= > W .

Зауваження 4.9. Вiддiленiсть вiд нуля для послiдовностi вiдновлення є певним
далеким аналогом теореми вiдновлення в однорiдному випадку, яка гарантує,
що D= → 1/< > 0, а отже послiдовнiсть D= вiддiлена вiд нуля, починаючи з
деякого номера. На практицi навiть для неоднорiдних ланцюгiв Маркова ця
умова виконується досить часто, як ми бачили у попереднiх роздiлах.

4.5.1 Оцiнки для математичного сподiвання ексцесу

Теорема 4.16. Нехай виконанi умови (A), (A1) та (B). Тодi математичне сподiвання

для 'C задовiльняє нерiвнiсть

�['C ] ≤ ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0) . (4.57)

Доведення. Для доведення нам знадобиться декiлька допомiжних лем, якi дове-
денi нижче.

Скориставшись лемою 4.10, запишемо формулу (4.61):

'C+1 ≤
C+1∑
:=0

\# (:−1)+11�:+1,C+1 .

Далi розглянемо вираз \# (:)+11�:+2,C , при деякому C ≥ : + 2. Розпишемо його
наступним чином:

\# (:)+11�:+2,C = \# (:)+1(1�:+1 + 1�:+1)1�:+2,C

= \# (:)+11�:+11�:+2,C + \# (:)+11�:+1,C .
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Тепер розглянемо подiю:
�:+1 ∩ �:+2,C .

Вона означає, що в момент:+1 вiдбулось вiдновлення, а наступного вiдновлення
не вiдбулось аж до моменту C . Але номер наступного вiдновлення при цьому
# (:) + 1, оскiльки g# (:) = : + 1. Отже

\# (:)+11�:+1∩�:+2,C ≤ \# (:)+11\# (:)+1>C−:−2 . (4.58)

Тодi вiзьмемо математичне сподiвання вiд обох частин у формулi (4.61), та,
пiдставивши вирази з (4.63) та (4.58), отримаємо:

�['C+1] ≤
C+1∑
:=0

�[\# (:−1)+11�:+1,C+1]

≤
C+1∑
:=0

�[\# (:−1)+11�:1�:+1,C+1] +
C+1∑
:=0

�[\# (:−1)+11�:,C+1]

≤
C+1∑
:=0

�[\# (:−1)+11\# (:−1)+1>C−:−2] +
C+1∑
:=0

�[\# (:−1)+11�:,C+1]

≤ ˆ̀2 +
C+1∑
:=0

ˆ̀(1 − W) (C−:+1−=0)+ ≤ ˆ̀2 + ˆ̀
∞∑

:=−=0

(1 − W):+ =

= ˆ̀2 + ˆ̀(=0 +
∞∑
:=0
(1 − W):) = ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0).

�

Наслiдок 4.5. Позначимо `− = inf=,B,G �[\= |g=−1 = B, -g=−1 = G] ≥ 1. Тодi в умовах
попередньої теореми, для середньої кiлькостi вiдновлень за час C справедлива

нерiвнiсть:

�[# (C)] ≤ ˆ̀2/`− + ˆ̀(1/W + =0)/`− + C + 1 ≤ ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0) + C + 1.

Доведення. Зауважимо, що в однорiдному випадку виконане рiвняння Вальда:
�[(# (C)] = �\1�# (C). Але в неоднорiдному випадку ця рiвнiсть не є вiрною.
Натомiсть мають мiсце наступнi нерiвностi:

�'C + C = �[g# (C)] =
∑
:≥1

�[g:1# (C)=:] =
∑
:≥1

�[g:−11# (C)=:�[\: |g:−1, -g:−1]] ≥
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:≥1

`−�[g:−11# (C)=:]] ≥
∑
:≥1

`−�[(: − 1)1# (C)=:] = `−(�[# (C)] − 1).

Звiдки маємо:

�[# (C)] ≤ (�'C + C)/`− + 1 ≤ ( ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0) + C)/`− + 1 ≤ ˆ̀2 + ˆ̀(1/W + =0) + C + 1.

� �

Лема 4.8. Для випадкової величини 'C справедлива наступна рiвнiсть:

'C+1 = 1�C+1\# (C)+1 + 1�C+1 ('C − 1). (4.59)

Доведення.
Очевидно, що якщо вiдновлення вiдбулось в момент C + 1, то його номер

# (C) i до наступного вiдновлення чекати рiвно \# (C)+1 одиниць часу. Якщо ж
вiдновлення не було в момент C + 1, то чекати його на 1 менше, нiж вiдновлення
пiсля моменту C . Формально це можна записати так:

'C+1 = 1�C+1'C+1 + 1�C+1'C+1 = 1�C+1\# (C)+1 + 1�C+1 ('C − 1).

�

Лема 4.9. Має мiсце наступна нерiвнiсть:

'C+1 ≤ 1�C+1'C + \# (C)+1. (4.60)

Доведення.
Скориставшись лемою 4.8, отримаємо рiвнiсть:

'C+1 = 1�C+1\# (C)+1 + 1�C+1 ('C − 1) = 1�C+1\# (C)+1 + 1�C+1'C − 1�C+1 .

Далi вiдкинемо вiд’ємний доданок −1�C+1 та скористаємось тим, що 1�C+1 ≤ 1:

'C+1 = 1�C+1\# (C)+1 + 1�C+1'C − 1�C+1 ≤ \# (C)+1 + 1�C+1'C .

�

Лема 4.10. Для всiх C ≥ 0 має мiсце наступна нерiвнiсть:

'C+1 ≤
C+1∑
:=0

\# (:−1)+11�:+1,C+1, (4.61)

де # (−1) = 0 а 1�C+2,C+1 = 1, як було визначено вище.
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Доведення.
Доведення проведемо методом математичної iндукцiї.
Розглянемо C = 0.

Зауважимо, по-перше, що: # (0) = 1, а g# (0) = g1 = \1. Окрiм того, завжди
виконана рiвнiсть '0 = \1. Тодi можливо два випадки. Або вiдновлення сталося
в момент C = 1 або нi.
Якщо вiдновлення в момент C = 1 трапилось, то \1 = 1, а '1 = \2.
Якщо вiдновлення не було, то \1 > 1 а '1 = \1 − 1. Окрiм того, якщо вiдновлення
в момент C = 1 не було, то додатково маємо: # (0) = # (1) = 1.

Врахувавши все вищесказане, можна записати:

'1 = 1�1'1 + 1�1'1 = 1�1\2 + 1�1 (\1 − 1)

= 1�1\# (0)+1 + 1�1 (\1 − 1) ≤ \# (0)+1 + 1�1\1

= \# (0)+1 + 1�1\# (−1)+1,

де # (−1) = 0.
Нехай тепер рiвнiсть виконана для C + 1; перевiримо її для C + 2. За формулою

(4.60) маємо:
'C+2 ≤ 1�C+2'C+1 + \# (C+1)+1,

скориставшись припущенням iндукцiї, отримаємо:

'C+2 ≤ 1�C+2

C+1∑
:=0

\# (:−1)+11�:+1,C+1 + \# (C+1)+1

= 'C+2 ≤
C+1∑
:=0

\# (:−1)+11�:+1,C+1∩�C+2 + \# (C+1)+1

=

C+2∑
:=0

\# (:−1)+11�:+1,C+2 .

�

Лема 4.11. Нехай виконанi умови (A), (A1) та (B). Тодi має мiсце наступна

нерiвнiсть:

�[\# (:)+11�:+1,C ] ≤ ˆ̀(1 − W) (C−:−1−=0)+ (4.62)
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Доведення.

Наведемо спочатку якiснi пояснення щодо цiєї нерiвностi.
Розглянемо випадкову величину \# (:)+11�:+1,C для деякого C ≥ : + 1. Подiя

�:+1,C означає, що вiдновлення не вiдбулося за перiод вiд моменту : + 1 до C , а
це означає, що наступне пiсля : вiдновлення вiдбулося пiсля моменту C , або iн-
шими словами g# (:) > C . Але це означає, що подiя �:+1,C належить сигма-алгебрi
FC , а подiя g# (:) > C належить сигма-алгебрi F# (:) . Але \# (:)+1 залежить вiд
сигма-алгебри F# (:) лише через значення g# (:) , причому умовне математичне
сподiвання \# (:)+1 за будь-якого значення g# (:) мажорується ˆ̀.

В той же час ймовiрнiсть того, що вiдновлення не було на вiдрiзку вiд : + 1
до C , не перевищує (1 − W) (C−:−1−=0)+ , як це випливає з умови (B).

Тепер запишемо це формально:

�[\# (:)+11�:+1,C ] =
∑
B>C

�[\# (:)+11�:+1,C1g# (:)=B]

=
∑
9≥0

∑
B>C

�[\ 9+11�:+1,C1g 9=B1# (:)= 9 ] .

Зауважимо, що # (:) – це момент зупинки, а отже подiя {# (:) = 9} ∈ F 9 ,
тодi маємо:

�[\# (:)+11�:+1,C ] =
∑
9≥0

∑
B>C

�[�[\ 9+11�:+1,C1g 9=B1# (:)= 9 |F 9 ]]

=
∑
9≥0

∑
B>C

�[�[\ 9+1 |F 9 ]1�:+1,C1g 9=B1# (:)= 9 ]

=
∑
9≥0

∑
B>C

�[�[\ 9+1 |g 9 , -g 9 ]1�:+1,C1g 9=B1# (:)= 9 ]

=
∑
9≥0

∑
B>C

�[�[\ 9+1 |g 9 = B, -B]1�:+1,C1# (:)= 91g 9=B]

≤ ˆ̀
∑
9≥0

∑
B>C

�[1�:+1,C1# (:)= 91g 9=B] = ˆ̀ℙ{�:+1,C } ≤ ˆ̀(1 − W) (C−:−1−=0)+ .

Тут ми використали рiвнiсть (4.51), а також умову стохастичної мажоровано-
стi.
�
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Лема 4.12. Має мiсце наступна нерiвнiсть:

C+1∑
:=0

�[\# (:)+11\# (:)+1>C−:−2] ≤ ˆ̀2. (4.63)

Доведення.

Запишемо для початку:

�[\# (:)+11\# (:)+1>C−:−2] =
∑
9,B

�[\ 9+11\ 9+1>C−:−21g 9=B1# (:)= 9 ]

=
∑
9,B

�[�[\ 9+11\ 9+1>C−:−2 |g 9 = B, -B]1g 9=B1# (:)= 9 ] .

Далi:

�[\ 9+11\B+1>C−:−2 |g 9 = B, -B] =
∑

8>C−:−2
86
(B,-B )
8 =

∑
8>C−:−2

�
(B,-B )
8 ≤

∑
8>C−:−2

�̂8 .

Пiдставивши це в попередню рiвнiсть:

�[\# (:)+11\# (:)+1>C−:−2] =
∑
9,B

�[�[\ 9+11\ 9+1>C−:−2 |g 9 = B, -B]1g 9=B1# (:)= 9 ]

≤
∑

8>C−:−2
�̂8 .

Розглянемо тепер суму:
C+1∑
:=0

�[\# (:)+11\# (:)+1>C−:−2] ≤
C+1∑
:=0

∑
8>C−:−2

�̂8 =

C−2∑
:=0

∞∑
9=:

�̂ 9

≤
∞∑
:=0

∞∑
9=:

�̂ 9 =

∞∑
:=0
(: + 1)�̂: = ˆ̀2.

�.

4.6 Оцiнка математичного сподiвання для
одночасного вiдновлення пари
неоднорiдних за часом ланцюгiв Маркова

У цьому роздiлi ми скористаємось результатами попереднього роздiлу,
щоб узагальнити Теорему 4.5 на неоднорiдний випадок та отримати оцiнку
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середнього часу вiдновлення для пари ланцюгiв за умови iснування других
моментiв для кожного з ланцюгiв окремо.

Будемо розглядати пару незалежних неоднорiдних за часом ланцюгiв Мар-
кова у дискретному часу зi значеннями у загальному просторi станiв (�,E).
Ми припустимо, що обидва ланцюги визначенi на спiльному ймовiрнiсному
просторi (Ω,F,ℙ). Позначимо ланцюги через

(
-
(1)
=

)
,

(
-
(2)
=

)
, = ≥ 0. Позначимо

їхнi перехiднi ймовiрностi за один крок через

%;C (G,�) = ℙ{- (;)
C+1 ∈ �|-

(;)
C = G}, (4.64)

де G ∈ � довiльне, ; ∈ {1, 2}, та � ∈ F довiльна множина.
Ми будемо використовувати позначення iз Роздiлу 4.2 з поправкою на те,

що зараз ми маємо справу з двома ланцюгами.
Розглянемо деяку множну � ∈ E та поставимо за мету обчислити оцiнку

зверху для математичного сподiвання часу першого вiдвiдування множини
� обома ланцюгами одночасно. Всi подальшi позначення будуть зробленi iз
припущення, що� є атомом (тобто, ми не будемо вiдслiдковувати окремi стани
G ∈ � , як це було в роздiлi 4.5). Однак, як ми бачили в роздiлi 4.5, припущення
щодо того, що � є атомом не є принциповим i може бути замiнене умовою
мiноризацiї, яку ми будемо використовувати в подальшому.

Для зручностi нагадаємо позначення iз роздiлу 4.2. Визначимо iнтервали
вiдновлення для кожного ланцюга

\
(;)
0 = inf{C ≥ 0, - (;)C ∈ �},

\
(;)
= = inf{C ≥ \ (;)

=−1, -
(;)
C ∈ �},

(4.65)

де ; ∈ {1, 2}, = ≥ 1, та моменти вiдновлення

g
(;)
= =

=∑
:=0

\
(;)
:
, ; ∈ {1, 2}, = ≥ 1. (4.66)

Далi визначимо ймовiрностi вiдновлення для кожного ланцюга, аналогiчно
до (4.12)

6
(C,;)
= = ℙ{\ (;)

:
= = |g (;)

:−1 = C}, ; ∈ {1, 2}, = ≥ 1. (4.67)

Варто зазначити, що якщо � не є атомом, то 6(C,;)= також залежать вiд значення
G ланцюга - (;)C , коли вiн потрапляє в � (тобто 6(C,;)= це насправдi 6(C,G,;)= , якщо
слiдувати позначенням попереднього роздiлу). Як було зазначено вище, ми
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вважатимемо, що � є атомом, але отриманi результати залишаються вiрними i
якщо � атомом не є.

Визначимо послiдовнiсть вiдновлення рекурентно

D
(C,;)
0 = 1,

D
(C,;)
= =

=−1∑
:=0

D
(C,;)
:
6
(C+:,;)
=−: .

(4.68)

Час першого вiдвiдування множини � парою ланцюгiв позначимо як

) = inf{C > 0 : ∃<,=, C = g (1)< = g
(2)
= }. (4.69)

Введемо поняття ексцесу

'
(;)
= = inf{C > = : - (;)C ∈ �}, ; ∈ {1, 2}. (4.70)

Ексцес можна розумiти як найближчий момент часу пiсля =, коли - (;) вiдвiдує
� .

Спочатку ми накладемо умову, яка гарантуватиме вiддiлення D (C,;)= вiд 0. В
однорiдному випадку така умова не потрiбна, оскiльки вiддiленiсть вiд нуля
випливає з Теореми Вiдновлення. Але для неоднорiдних ланцюгiв Теорема
Вiдновлення взагалi кажучи не виконується, тому нам необхiдна додаткова
умова.

Умова A

Iснують сталi W > 0 та число =0 ≥ 0, такi що для всiх C, ; та = ≥ =0

D
(C,;)
= ≥ W . (4.71)

Важливо зазначити, що така умова також гарантує неперiодичнiсть вiдповiдного
ланцюга Маркова.

Також нам знадобиться умова стохастичного мажорування для того, щоб
застосувати Теорему 4.16 з роздiлу 4.5.

Умова B

Розподiли (6(C,;)= ) стохастично мажоруються деякою послiдовнiстю (6̂=), 6̂= ≥ 0,
тобто

�
(C,;)
= =

∑
:>=

6
(C,;)
:
≤ �̂= =

∑
:>=

6̂: . (4.72)
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Окрiм того, стохастична мажоранта (6̂=) має скiнченний другий (а отже i перший)
момент

ˆ̀1 =
∑
:≥1

:6̂: =
∑
:≥0

�̂: < ∞,

ˆ̀2 =
∑
:≥1

:26̂: < ∞
(4.73)

Послiдовнiсть �̂= є незростаючою, оскiльки 6̂= ≥ 0.
Зауважимо, що ми не вимагаємо, щоб послiдовнiсть (6̂=) була ймовiрнiсним

розподiлом, або, iншими словами,
∑
:≥1

6̂: необов’язково має бути рiвною 1.

Теорема 4.17. Припустимо, що для ланцюгiв (- (;)= ), ; ∈ {1, 2}, визначених вище,

виконанi умови (А) та (B). Тодi математичне сподiвання часу першого одночасного

вiдвiдування множини � задовiльняє нерiвностi

�[) ] ≤ �[\ (1)0 ] + �[\
(2)
0 ] +

"

W
, (4.74)

де

" = ˆ̀2 + ˆ̀1(W−1 + =0). (4.75)

Доведення. Згадаємо позначення iз доведення Теореми 4.1 (пiдроздiл 4.2.2).

a0 := min{ 9 ≥ 1 : g1
9 > =0},

�0 := g1
a0,

a1 := min{ 9 ≥ a0 : g2
9 − g1

a0 > =0, or g2
9 − g1

a0 = 0},

�1 := g2
a1 − g

1
a0,

та
a2< := min{ 9 ≥ a2<−1 : g1

9 − g2
a2<−1 > =0, , or g1

9 − g2
a2<−1 = 0},

�2< := g1
a2< − g

2
a2<−1,

a2<+1 := min{ 9 ≥ a2< : g2
9 − g1

a2< > =0 , or g2
9 − g1

a2<=0,

�2<+1 := g2
a2<+1 − g

1
a2< .

Моменти a: називаються спробами склеювання. Визначимо g = min{= ≥ 1 :
�= = 0} та послiдовнiсть f-алгебр B=, = ≥ 0 наступним чином

B= = f [�:, a:, g;9 , : ≤ =, 9 ≤ a=] .
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Будемо використовувати пiдхiд аналогiчний до доведення Теореми 4.1, але
з використанням оцiнок для ексцесу, отриманих у попередньому роздiлi.

Спершу припустимо, що \ (2)0 = 0, що означає, що другий ланцюг стартує з
множини � .

Далi, представимо ) як

) ≤ \ (1)0 +
g∑
==0

�= = \
(1)
0 +

∑
=≥0

�=1g>= . (4.76)

Скориставшись Лемою 4.13 та тим фактом, що {g > = − 1} ∈ B=−1, отримаємо
наступну нерiвнiсть

� [�=1g>= |B=−1] = � [�=1g≥= |B=−1] + � [01g== |B=−1] =
1g≥=� [�= |B=−1] ≤ 1g≥=".

(4.77)

З Леми 4.6 отримаємо

ℙ{g > =} ≤ (1 − W)=, (4.78)

Взявши безумовне математичне сподiвання вiд обох частин у (4.77), матиме-
мо

�[�=1g>=] ≤ "ℙ{g > =} ≤ " (1 − W)= . (4.79)

Застосуємо цю нерiвнiсть до (4.100)

�[) ] ≤ �[\0] + �[
∑g
==0 �=] = �[\0] +

∑
=≥0 �[�=1g>=] ≤

�[\0] +
∑
=≥0

" (1 − W)= = �[\0] + "
W
.

(4.80)

Тепер там потрiбно позбавитись припущення \ (2)0 = 0. Використавши такi ж
мiркування, як i в доведеннi Теореми 4.1, отримаємо

�[) ] ≤ �

[
max

{
\
(1)
0 , \

(2)
0

}]
+ "
W
≤ �

[
\
(1)
0

]
+ �

[
\
(2)
0 )

]
+ "
W
.

�

4.6.1 Застосування до процесу народження та загибелi

Розглянемо два неоднорiднi процеси - (1) та - (2) з наступними перехiдними
ймовiрностями на C-тому кроцi
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%C =

©­­­­­«
UC0 1 − UC0 0 0 0 . . .

0 UC1 0 1 − UC1 0 . . .

0 0 UC2 0 1 − UC2 . . .

. . .

ª®®®®®¬
(4.81)

та

&C =

©­­­­­«
VC0 1 − VC0 0 0 0 . . .

0 VC1 0 1 − VC1 0 . . .

0 0 VC2 0 1 − VC2 . . .

. . .

ª®®®®®¬
(4.82)

Ми хочемо оцiнити математичне сподiвання, застосовуючи Теорему 4.17. Для
цього нам потрiбно перевiрити умову регулярностi (А) та умову мажорування
(B).

Нам потрiбно побудувати квадратично-iнтегровну мажоруючу послiдовнiсть.
Зробити це одразу для ланцюгiв - (1) та - (2) складно, тому ми побудуємо таку
послiдовiнсть для деякого добре вивченого однорiдного ланцюга i покажемо, що
вона також буде мажорантою для потрiбних нам ланцюгiв. Для цього оберемо
випадкове блукання на пiвпрямiй.

Така мажоруюча послiдовнiсть побудована в Лемi 4.14. А з Леми 4.15 ми
отримаємо її другий момент, який ми використаємо в Теоремi 4.17.

Далi ми перевiримо умову регулярностi (А). Спершу припустимо, що для
всiх C > 0, 6(;)1 = UC0 > 0

W0 = inf
C
{UC0, VC0} > 0. (4.83)

Ми скористаємось Наслiдком 4.2 для того, щоб перевiрити умову (A). З
Наслiдку випливає, що для виконання умови (А) достатньо 6(C)1 > 0 та iснування
мажоруючої послiдовностi. Бiльше того, доведення Теореми 4.3 (див. нерiвнiсть
(4.32)) мiстить оцiнку для W :

W = exp ( ˆ̀;=(W0)/W0) . (4.84)

Нарештi можемо сформулювати теорему.

Теорема 4.18. Припустимо, що для ланцюгiв iз перехiдними ймовiрностями %C ,&C ,

визначеними вище, виконана умова (4.83), та iснує таке ? , що задовiльняє умову
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(4.91) для обох ланцюгiв- (1) та- (2) . Якщо обидва ланцюги стартують iз нульового

стану, математичне сподiвання часу наступного одночасного вiдвiдування нуля

задовiльняє нерiвностi

�[) ] ≤ ˆ̀2/W + ˆ̀1/W2, (4.85)

де ˆ̀1, ˆ̀2 визначенi в Лемi 4.15, та W визначено в (4.109).

Доведення. Твердження теореми випливає з Теореми 4.17, застосованої до лан-
цюгiв - (1) та - (2) з послiдовностями вiдновлення, побудованими в Лемi 4.14, та
сталою W , визначеною вище. Величини ˆ̀1 та ˆ̀2 обчисленi в Лемi 4.15. �

4.6.2 Допомiжнi результати

Лема 4.13. Має мiсце наступна нерiвнiсть

�[�= |B=−1] ≤ ", (4.86)

де = ≥ 1, та" визначенi в (4.75).

Доведення. З Леми 4.5 отримаємо

�[�2=+1 |B2=] =
∑
C
�[' (2)C+=0

]1
g
(1)
a2==C

,

�[�2= |B2=−1] =
∑
C
�[' (1)C+=0

]1
g
(2)
a2=−1=C

(4.87)

В той же час, з Теореми 4.16 маємо наступну нерiвнiсть

�[' (;)< ] ≤ ", ∀< ≥ 0, ; ∈ {0, 1}, (4.88)

де ми взяли до уваги умову мажорування (В).
Пiдставивши (4.88) у формули (4.87), отримаємо шуканий результат (4.86). �

Лема 4.14. Розглянемо наступний неоднорiдний за часом ланцюг народження та

загибелi /C з перехiдними ймовiрностями на C-му кроцi

%C =

©­­­­­«
UC0 1 − UC0 0 0 0 . . .

0 UC1 0 1 − UC1 0 . . .

0 0 UC2 0 1 − UC2 . . .

. . . ,

ª®®®®®¬
(4.89)
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та неоднорiдне випадкове блукання /̂C з матрицею перехiдних ймовiрностей

%̂ =

©­­­­­«
0 1 0 0 0 . . .

? 0 1 − ? 0 0 . . .

0 ? 0 1 − ? 0 . . .

. . . ,

ª®®®®®¬
(4.90)

Покладемо

� = {0},

та нехай 6(C)= – це розподiл першого пiсля C часу повернення в 0 для ланцюга / , що

стартує з нуля в момент часу C .

Припустимо, що iснує деяке ? таке, що для всiх C, 8, B, 9 виконанi наступнi

нерiвностi
? > 1/2,

? (1 − ?) ≥ (1 − UC8)UB 9 ,∀C, B, 8, 9 .
(4.91)

Позначимо через 5= послiдовнiсть вiдновлення для ланцюга /̂C (5= - це ймовiрнiсть

першого повернення до нуля для ланцюга /̂ , що стартує в нулi):

5= = %̂{/̂0 = 0, /̂1 ≠ 0, . . . , /̂=−1 ≠ 0, /̂= = 0}, (4.92)

та 6̂= = 5=/? , = > 1 та 6̂1 = 1.
Тодi послiдовнiсть (6̂=)=≥1 стохастично мажорує 6(C)= , або, iншими словами

�
(C)
:
≤ �̂:, (4.93)

де � (C)= =
∑
:>=

6
(C)
:
, �̂= =

∑
:>=

6̂: , та ℙ, � та %̂ , �̂ це ймовiрностi та математичнi

сподiвання на канонiчному ймовiрнiсному просторi, породженому ланцюгами / та

/̂ вiдповiдно.

Доведення. Спершу помiтимо, що (6̂=) не є ймовiрнiсним розподiлом. Але це не
є великою проблемою, оскiльки у нашiй побудовi мажоруюча послiдовнiсть не
обов’язково повинна бути ймовiрнiсним розподiлом.

Покажемо, що
6̂= ≥ 6(C)= , (4.94)

для всiх C, =.
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Почнемо з = = 1
6
(C)
1 = UC0 < 1 = 6̂1.

Розглянемо = > 1. Розглянемо подiю

�(2=)C = {/C = 0, /C+1 ≠ 0, . . . , /C+2=−1 ≠ 0, /C+2= = 0}.

Її може бути iнтерпретовано як множину траєкторiйl = (l1, . . . , l2=), l8 ∈ {+1,−1},
де l8 = +1, якщо /C+8 рухається вгору, та l8 = −1 iнакше. Зрозумiло, що для
повернення в нуль в момент часу 2= має вiдбутися в точностi = крокiв вгору
(перший крок має бути кроком вгору) та рiвно = крокiв вниз. Варто зазначити,
що множина �(2=)C не обов’язково включає будь-яку траєкторiю довжини 2=
з = кроками вгору та = кроками вниз, оскiльки така траєкторiя може вперше
досягати нуля ранiше, що недопустимо для подiї �(2=)C . Точна кiлькiсть траєкто-
рiй в �(2=)C невiдома, i для даного доведення не є важливою. Що є важливим,
так це той факт, що будь-яка l ∈ �(2=)C вiдповiдає аналогiчнiй траєкторiї лан-
цюга /̂ . Це означає, що сума по всiм %̂{l} для l ∈ �(2=)C дасть ймовiрнiсть 52=.
Строго кажучи, ланцюги / та /̂ визначенi на рiзних ймовiрнiсних просторах,
але iснує очевидна вiдповiднiсть мiж траєкторiями, тодi як власне ймовiрностi
вiдрiзняються. Отже, ми можемо використовувати символ l для обох ланцюгiв.

Оскiльки l має рiвно = крокiв вгору та = крокiв вниз, її ймовiрнiсть рiвна
добутку = рiзних (1 − UC8=8 ) та = рiзних UC 9 ,=8+1, для 8, 9 = 1, =. Помiтимо, що деякi
=8 можуть спiвпадати.

Це означає, що пiсля змiни порядку ймовiрнiсть такої l можна представити
як

ℙ{l} =
∏ (
(1 − UC8=8 )UC 9=8+1

)
, (4.95)

для деяких C8, =8, C 9 . Ми знову пiдкреслюємо, що множники у добутку можуть
повторюватися, але це не вiдiграє суттєвої ролi в доведеннi.

В той же час з умови (4.91), випливає, що для будь-яких iндексiв UC= (1−UB<) <
? (1 − ?) та

ℙ{l} ≤ (? (1 − ?))=−1 = %̂{l}/?. (4.96)

Якщо ми пiдсумуємо ймовiрностi всiх такихl , то отримаємо (4.94) для = > 1. �
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Лема 4.15. Послiдовнiсть (6̂=), визначена в Лемi 4.14, має скiнченi перший та

другий моменти

ˆ̀1 = 2/(2? − 1) + 1,
ˆ̀2 = (2? − 1)−1

(
2 + 8(1−?)

1−4?

)
+ 2/(2? − 1) + 1.

(4.97)

Доведення. Спершу помiтимо, що оскiльки 6̂= = 5=/? , = > 1 та 6̂1 = 1 = 1 + 51, то
ˆ̀1 = `1/? + 1 та ˆ̀2 = `2/? + 1, де `1 та `2 є математичним сподiванням та другим
моментом ймовiрнiсного розподiлу 5=, = ≥ 1.

Генератриса � (I) розподiлу 5= рiвна (див. наприклад [41], роздiл XIII)

� (I) =
1 −

√
1 − 4? (1 − ?)B2

2(1 − ?) . (4.98)

Отже, `1 = �
′(1), `2 = �

′′(1) + `1. �

4.7 Оцiнка математичного сподiвання
середнього часу вiдновлення для
неоднорiдних ланцюгiв Маркова за умови
стохастичного мажорування

У даному роздiлi ми отримаємо оцiнки середнього часу вiдновлення для
пари ланцюгiв без припущення про скiнченiсть других моментiв для вiдновле-
ння окремих ланцюгiв та мажоруючої послiдовностi. Зауважимо, що у випадку
iснування других моментiв оцiнки, отриманi в попередньому роздiлi, є зручнi-
шими для практичного використання. Ми будемо дотримуватись позначень з
попереднього роздiлу.

Модифiкуємо умову мажорування iз попереднього роздiлу.
Умова M

Iснує неспадна послiдовнiсть �=, = ≥ 0, така, що

�
(C,;)
= ≤ �=,∑

=≥0
�= =< < ∞.
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Для спрощення подальших викладок ми дозволимо iндексу = в �= бути
вiд’ємним. У цьому разi покладемо �= = �0, = < 0.

Ми також будемо використовувати умову A з роздiлу 4.6 та позначення
a:, �:, g

1
:
, g2
:
, введенi при доведеннi Теореми 4.1 (див. пiдроздiл 4.2.2).

Введемо наступнi величини

(= =

=∑
:=0

�: .

Зауважимо, що (2= = g
1
a2=, (2=+1 = g2

a2=+1 , однак використання (= значно покращує
читабельнiсть викладок.

Теорема 4.19. Припустимо, що ланцюги
(
-
(;)
=

)
, ; ∈ {1, 2} мають початковi

розподiли _1 та _2, та що математичне сподiвання першого часу потрапляння у

множину� для кожного з ланцюгiв скiнченне. Позначимо їх через<1(_1) and<2(_2)
вiдповiдно. Припустимо також, що виконано умови (A) (з роздiлу 4.6) та (M). Тодi

iснує мажоруюча послiдовнiсть (̂=, та математичне сподiвання ) задовiльняє

нерiвностi

ℙ() > =) ≤ (̂=,

та

�[) ] ≤
∑
=≥0

(̂= ≤ <1(_1) +<2(_2) + (=0�0 +<) (1 + W)/W . (4.99)

Доведення. Спершу припустимо, що \ (2)0 = 0, що означає що другий ланцюг
стартує з множини � .

Наступна оцiнка зверху для ) була введена при доведеннi Теореми 4.1 (i
вона є очевидним наслiдком означення)

) ≤ \ (1)0 +
g∑
==0

�= = \
(1)
0 +

∑
=≥0

�=1g>= . (4.100)

Розглянемо змiнну

) ′ =
g∑
==0

�= .

\
(1)
0 +) ′ є поточково бiльшою за ) , а тому вона стохастично домiнує ) .

Отже, ми зосередимось на побудовi стохастичної мажоранти для) ′ та оцiнки
її моментiв.
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Розглянемо

ℙ{) ′ > =} =
=∑
:=0

ℙ{(: ≤ = < (:+1} =
=∑
:=0

=∑
9=:

ℙ{(: = 9, �:+1 > = − 9}.

Зауважимо, що деякi доданки рiвнi нулю, оскiльки кожна спроба вiдновлення
потребує не менше нiж =0 крокiв, але цей факт не вплине на подальшi викладки.

З Леми 4.16 отримаємо нерiвнiсть

ℙ{(: = 9, �:+1 > = − 9} ≤ ℙ{(: = 9, g ≥ :}�=− 9−=0,

яка дозволяє побудувати оцiнку зверху для ℙ{) ′ > =}:

ℙ{) ′ > =} ≤
=∑
:=0

=∑
9=:

ℙ{(: = 9, g ≥ :}�=− 9−=0

=

=∑
9=0
�=− 9−=0

9∑
:=0

% ((: = 9, g ≥ :).

Отже, можемо покласти

(̂′= =
=∑
9=0
�=− 9−=0

9∑
:=0

% ((: = 9, g ≥ :),

що i завершує побудову стохастичної мажоранти для ℙ{) ′ > =}.
Оцiнимо її момент

�[) ′] =
∑
=≥0

ℙ{) ′ > =} ≤
∑
=≥0

(̂′=

=
∑
=≥0

(
=∑
9=0
�=− 9−=0

9∑
:=0

% ((: = 9, g ≥ :)
)

=

(∑
=≥0

�=−=0

)
×

(∑
=≥0

∑
:≥=

ℙ{(= = :, g ≥ =}
)

= (=0�0 +<)
∑
=≥0

ℙ{g ≥ =}.

З Леми 4.6 отримаємо нерiвнiсть

ℙ{g > =} ≤ (1 − W)=,
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яка в свою чергу дозволяє оцiнити математичне сподiвання ) ′ як

�[) ′] ≤ (=0�0 +<) (1 + 1/W) = (=0�0 +<) (1 + W)/W . (4.101)

Тепер ми позбавимось припущення \ (2)0 = 0. Як i в доведеннi Теореми 4.1,
маємо

) ≤ \ (1)0 + \
(2)
0 +)

′,

звiдки випливає iснування стохастичної мажоранти (̂= ≥ ℙ{) > =} та оцiнка

�[) ] ≤
∑
=≥0

(̂= ≤ <1(_1) +<2(_2) + (=0�0 +<) (1 + W)/W .

�

Лема 4.16. Припустимо, що ланцюг - (2) стартує з G ∈ � . Тодi для всiх :, 9, C ≥ 0
виконана наступна нерiвнiсть

ℙ{(: = 9, �:+1 > C} ≤ % ((: = 9, g ≥ :)�C−=0 .

Доведення. Почнемо з припущення, що : парне. Тодi запишемо

ℙ{(: = 9, �:+1 > C} = ℙ{(: = 9, -
(2)
= ∉ �,= ∈ { 9, 9 + =0, . . . , 9 + C}}.

Позначимо через [ останнiй час вiдновлення ланцюга - (2) перед моментом
часу 9 + =0. За побудовою послiдовностi �: :

[ ≥ (: − �: = (:−1.

Справдi, якщо : > 0, то (:−1 = (: − �: > 0 є часом вiдновлення ланцюга - (2) .
Якщо : = 0, покладемо (−1 = (0 − �0 = 0, але ланцюг - (2) стартував iз � , отже
[ > 0 за умовами Леми. Тому, за побудовою, маємо

(: − �: ≤ [ < 9 + =0.

Позначимо
�; (B, C) = {- (;)< ∉ �,< ∈ {B, . . . , C}}, ; ∈ {1, 2}

та проаналiзуємо траєкторiї ланцюга - (2) пiсля [:

ℙ{(: = 9, �:+1 > C} = ℙ{(: = 9, -
(2)
9 ∉ �,�2( 9 + =0, 9 + C)} =∑

D,E
ℙ{(:−1 = D, g ≥ :,�1(D + =0, 9 − 1), - (1)9 ∈ �,-

(2)
E ∈ �,�2(E + 1, 9 + C)}, (4.102)



179

де D < 9 , та E ≥ D це значення [. Зауважимо, що

{(:−1 = D,-
(1)
D ∉ �} = {(:−1 = D, g > : − 1} = {(:−1 = D, g ≥ :}.

Згадаємо, що ланцюги - (1) та - (2) незалежнi, та ми можемо розкласти ймовiр-
нiсть у формулi (4.102) у добуток

ℙ{(:−1 = D, g ≥ :,�1(D + =0, 9 − 1), - (1)9 ∈ �,-
(2)
E ∈ �, �2(E + 1, 9 + C)}

=

∫
�×�

ℙ{(:−1 = D,�1(D + =0, E), (- (1)E , -
(2)
E ) = (3G, 3~)}

×ℙ{�1(E + 1, 9 − 1), - (1)9 ∈ �,�2(E + 1, 9 + C) | (- (1)E , -
(2)
E ) = (G,~)}

=

∫
�×�

ℙ{(:−1 = D, g ≥ :,�1(D + =0, E), (- (1)E , -
(2)
E ) = (3G, 3~)}

×ℙ{�1(E + 1, 9 − 1), - (1)9 ∈ � |-
(1)
E = G}ℙ{�2(E + 1, 9 + C) |- (2)E = ~}.

Але ℙ{�2(E + 1, 9 + C) |- (2)E = ~}, ~ ∈ � це не що iнше як ймовiрнiсть того, що
наступне вiдновлення пiсля E не трапиться до моменту часу 9 + C . Отже

sup
~∈�

ℙ{�2(E + 1, 9 + C) |- (2)E = ~} = � (E,2)9+C−E ≤ � 9+C−E, (4.103)

де остання нерiвнiсть випливає з Умови M.
Викладки, наведенi вище, залишаються справедливими для [ < 9 , однак при

[ ∈ { 9 + 1, 9 +=0 − 1} отримаємо аналогiчний результат. Максимально можливим
значенням E є 9 + =0, отже, скориставшись тим, що �= незростаюча, та (4.103),
отримаємо

sup
~∈�

ℙ{�2(E + 1, 9 + C) |- (2)E = ~} ≤ � 9+C−E ≤ �C−=0, (4.104)

звiдки маємо оцiнку, що не залежить вiд E .
Взявши до уваги нерiвнiсть (4.104), запишемо

ℙ{(: = 9, �:+1 > C} ≤∑
D,E

∫
�×� ℙ{(:−1 = D, g ≥ :,�1(D + =0, E), (- (1)E , -

(2)
E ) = (3G, 3~)}×

ℙ{�1(E + 1, 9 − 1), - (1)9 ∈ � |-
(1)
E = G}�C−=0 ≤ ℙ{(: = 9, g ≥ :}�C−=0 .

(4.105)

Для завершення доведення розглянемо випадок, коли : непарне. У цьому
випадку : > 0, що означає : − 1 ≥ 0, та ми не маємо проблем iз : = 0, як у
попередньому випадку. Отже, при непарних : аналогiчнi мiркування приводять
нас до бажаного результату. �
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4.7.1 Застосування до процесу народження та загибелi

У роздiлi 4.6 ми отримали оцiнки для одночасного вiдновлення двох нео-
днорiдних за часом ланцюгiв народження та загибелi - (1) та - (2) з наступними
перехiдними ймовiрностями на C-тому кроцi

%C =

©­­­­­«
UC0 1 − UC0 0 0 0 . . .

0 UC1 0 1 − UC1 0 . . .

0 0 UC2 0 1 − UC2 . . .

. . .

ª®®®®®¬
(4.106)

та

&C =

©­­­­­«
VC0 1 − VC0 0 0 0 . . .

0 VC1 0 1 − VC1 0 . . .

0 0 VC2 0 1 − VC2 . . .

. . .

ª®®®®®¬
(4.107)

Множина � у даному випадку складається лише з нуля:

� = {0}.

Оцiнка з роздiлу 4.6 включає в себе другий момент мажоруючої послiдовностi.
Тому ми порiвняємо її з оцiнкою з Теореми 4.19.

Почнемо з побудови W . Як i в роздiлi 4.6 ми помiтимо, що для довiльних
C > 0, 6(;)1 = UC0 > 0, та припустимо, що

W0 = inf
C
{UC0, VC0} > 0. (4.108)

Ми бачили, що W може бути обрано наступним чином

W = exp ( ˆ̀;=(W0)/W0) = W ˆ̀/W0
0 . (4.109)

де =0 = 0.
Ми скористаємось тiєю ж послiдовнiстю вiдновлення, що i в роздiлi 4.6. Для

цього розглянемо стандарнтне випадкове блукання з праметром ? > 1/2 та
ймовiрнiстю 5= першого повернення в нуль в момент часу = . Як показано у [41],
в роздiлi XIII, генератриса � (I) послiдовностi 5= має вигляд

� (I) =
1 −

√
1 − 4? (1 − ?)B2

2(1 − ?) . (4.110)
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Ми показали в роздiлi 4.6, що �= =
∑
:>=

5=/? є мажоруючою послiдовнiстю (хоча

вона i не вiдповiдає ймовiрнiсному розподiлу) для послiдовностi вiдновлення,
згенерованої - (1) та - (2) ,

? (1 − ?) ≥ BD?C, 9 {UC 9 (1 − UC 9 ), VC 9 (1 − VC 9 )} (4.111)

Оцiнка математичного сподiвання одночасного вiдновлення у випадку, коли
обидва ланцюги стартують з � , має наступний вигляд

�1 = �[) ] ≤ ˆ̀2/W + ˆ̀1/W2, (4.112)

де
ˆ̀1 = 2/(2? − 1) + 1,

ˆ̀2 = (2? − 1)−1
(
2 + 8(1−?)

1−4?

)
+ 2/(2? − 1) + 1.

(4.113)

У нашому випадку оцiнка має вигляд

�2 = �[) ] ≤ ˆ̀1(1 + W)/W .

Отже, бачимо, що
�2 = (�1 − ˆ̀2/W) (1 + W)W,

для всiх W ∈ (0,
√

5−1
2 ), W (1 + W) < 1. Це означає, зокрема, що �2 є кращою оцiнкою

за �1. У той же час, W0 як правило є малим числом, що робить W дуже малим
числом. Отже, покращення оцiнки для практичних застосувань може бути
суттєвим.



Роздiл 5

Застосування максимального
склеювання для оцiнювання стiйкостi
дискретних ланцюгiв Маркова

5.1 Вступ

У цiй частинi дисертацiйної роботи ми дослiдимо задачу оцiнки стiйкостi
двох ланцюгiв Маркова дискретних як за простором, так i за часом. Почнемо
наш розгляд iз однорiдного випадку та покажемо, як отриманi результати
можуть бути перенесенi на неоднорiдний.

Пiд стiйкiстю будемо розумiти близькiсть перехiдних ймовiрностей за =
крокiв у рiвномiрнiй та зваженiй нормах за умови, що перехiднi ймовiрностi
за один крок є близькими. При цьому ми не будемо припускати, що з часом
рiзниця перехiдних ймовiрностей за один крок прямує до нуля.

Ми розглядатимемо ланцюги Маркова, якi задовiльняють умову рiвномiр-
ного перемiшування. В однорiдному випадку це еквiвалентно рiвномiрнiй
ергодичностi. Така умова є досить обтяжуючою, однак вона дозволяє отримати
рiвномiрнi оцiнки стiйкостi. Для оцiнки близькостi перехiдних ймовiрностей
будемо використовувати рiвномiрну норму на просторi скiнчених знакозмiн-
них мiр (зарядiв). Також покажемо, як змiнюється результат, якщо замiсть
рiвномiрної норми розглядати зважену, так звану + -норму.

Для оцiнки близькостi перехiдних ймовiрностей за один крок введемо умову
рiвномiрної стiйкостi за один крок, яка полягатиме у тому, що для кожного
стану 8 норма рiзницi перехiдних ймовiрностей зi стану 8 є рiвномiрно малою за
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8 .
Основним iнструментом, який дозволить нам отримати шуканi оцiнки,

є метод склеювання. Завдяки дискретностi фазового простору ми зможемо
побудувати склеювання, яке матиме певнi оптимальнi властивостi, а також
якiсно описати структуру та властивостi траєкторiй склеєного процесу.

Наприкiнцi роздiлу ми покажемо, як отриманi результати можуть бути за-
стосованi до оцiнки так званого стрес-фактору в актуарнiй моделi для сумiсного
страхування подружжя.

Розглянемо дискретний простiр � = {8, 9, :, ...} iз сигма-алгеброю всiх пiд-
множин E = 2� . Основним вихiдним об’єктом дослiдження є пара стохастичних
матриць % = (%8 9 , 8, 9 ∈ �), % ′ = (% ′8 9 , 8, 9 ∈ �). Зауважимо, що в цьому роздiлi
ми будемо активно використовувати символи 8, 9, : для позначення можливих
станiв вiдповiдних ланцюгiв, тому нам буде зручно вiдiйти вiд позначень,
прийнятих у попереднiх роздiлах (де ми позначали рiзнi об’єкти, що стосуються
рiзних ланцюгiв, верхнiми iндексами, наприклад- (1) та- (2)), i використовувати
позначення без верхнiх iндексiв для першого ланцюга i штрих для другого.

5.2 Оцiнки стiйкостi для однорiдних ланцюгiв
Маркова

Позначимо через ℙ8,�8 умовнi ймовiрностi та математичнi сподiвання на
ймовiрнiсному просторi, де заданий ланцюг Маркова - = (-=, = ≥ 0) з перехi-
дною матрицею % за один крок, з початковою умовою -0 = 8 . Аналогiчний змiст
мають позначення ℙ′8,�

′
8 для ланцюга - ′ = (- ′=, = ≥ 0) з перехiдною матрицею

% ′.

Надалi пiдсумовування та обчислення верхньої межi без вказiвки на множину
iндексiв поширюється на простiр �. Для матрицi & = (&8 9 ) запис & (=) є =-м
степенем, а &8• = (&8 9 , 9 ∈ �) означає 8-й рядок матрицi &. Позначення G± є
додатною та вiд’ємною частиною числа G, X8 9 = 18= 9 - символи Кронекера.
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5.2.1 Максимальне склеювання для однорiдних ланцюгiв
Маркова з дискретним простором станiв

У цьому роздiлi ми наведемо конструкцiю максимального склеювання для
двох рiзних однорiдних ланцюгiв Маркова (див. також [79]). Сама конструкцiя
представляє певний iнтерес, а також буде використана при доведеннi основних
результатiв цього роздiлу.

Вважаємо, що задано двi перехiднi ймовiрностi % та % ′, що дiють на �.
Позначимо множину � = {0, 1} та визначимо ймовiрнiсть переходу за крок та
траєкторiї “склеєного” ланцюга Маркова - зi станами вигляду -= = (-=, - ′=, 3=) ∈
�×�×� так, щоб його координати-=, - ′= були ланцюгами Маркова з перехiдними
матрицями %, % ′ та мали б найбiльшу ймовiрнiсть склеювання {-= = - ′=}. Умовнi
ймовiрностi та умовнi сподiвання для такого ланцюга за умови - 0 = (8, :, 3)
будемо позначати через ℙ8:3, �8:3 вiдповiдно.

У наведених нижче означеннях може зустрiтися розподiл на � вигляду 0 9/0,
де 0 = 0. За означенням оберемо його рiвним фiксованому розподiлу, наприклад,
X> 9 , 9 ∈ �. Цей вибiр не впливає на результат, оскiльки гарантується, що 0 =

∑
0 9 ,

тобто вiдповiднi подiї не вiдбудуться м.н.
Визначимо початковий стан - 0 = (8, :, X8:).

1. Розклеювання за крок.

Визначимо субстохастичну матрицю & = (&8 9 ) та вектор вагiв:

&8 9 = min(%8 9 , % ′8 9 ), @8 =
∑

9
&8 9 . (5.1)

Розглянемо субстохастичнi матрицi

' = ('8 9 ) = % −&, '′ = ('′8 9 ) = % ′ −&,

'8 9 = (%8 9 − % ′8 9 )+, '′8 9 = (% ′8 9 − %8 9 )+, (5.2)

де використано тотожнiсть G = min(G,~) + (G − ~)+.
Визначимо також субстохастичну � × �2 матрицю

ℎ8, 9; = '8 9'
′
8;
/ (1 − @8), 8, 9, ; ∈ �. (5.3)
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Оберемо перехiднi ймовiрностi ланцюга - за один крок зi станiв з 30 = 1 :

ℙ881(- 1 = ( 9, ;, 1)) = &8 9X 9; , 9, ; ∈ �, (5.4)

ℙ881(- 1 = ( 9, ;, 0)) = ℎ8, 9; , 9, ; ∈ �. (5.5)

Нескладний пiдрахунок показує, що

ℙ881(-1 = 9, - ′1 ∈ �,31 ∈ �) = %8 9 = ℙ8 (-1 = 9),

ℙ881(-1 ∈ �,- ′1 = ;, 31 ∈ �) = % ′8; = ℙ′8 (- ′1 = ;), (5.6)

тобто маргiнальнi ймовiрностi переходiв для координат -1, -
′
1 задаються матри-

цями %, % ′. Крiм того, з рiвностi ℎ8, 9 9 = 0, що випливає з (5.2), виводимо, що при
даному переходi {31 = 1} = {-1 = -

′
1}.

2. Склеювання за крок

Визначимо при 8 ≠ : субстохастичнi матрицi та вектор вагiв

68:, 9 = min(%8 9 , % ′: 9 ), @8: =
∑

9
68:, 9 ,

(8:, 9 = %8 9 − 68:, 9 = (%8 9 − % ′: 9 )
+, (′

8:,;
= % ′

:;
− 68:,; = (% ′:; − %8; )

+, (5.7)

а також субстохастичну �2 × �2 матрицю

)8:, 9; = (8:, 9 (
′
8:,;
/ (1 − @8:). (5.8)

Оберемо при 30 = 0, 8 ≠ :

ℙ8:0(- 1 = ( 9, ;, 1)) = 68:, 9X 9;, (5.9)

ℙ8:0(- 1 = ( 9, ;, 0)) = )8:, 9; , (5.10)

Як i вище, пiдсумовуванням знаходимо

ℙ8:0(-1 = 9, - ′1 ∈ �,31 ∈ �) = %8 9 = ℙ8 (-1 = 9),

ℙ8:0(-1 ∈ �,- ′1 = ;, 31 ∈ �) = % ′:; = ℙ′
:
(- ′1 = ;). (5.11)

З тотожностi)8:, 9 9 = 0,що випливає з (5.7), виводимо, що {31 = 1} = {-1 = -
′
1}.

3. Побудова траєкторiй.

Позначимо через P злiченну сiм’ю типiв дискретних розподiлiв на �, склад
якої визначається формулами (5.4), (5.5), (5.9), (5.10).
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Розглянемо послiдовнiсть незалежних у сукупностi випадкових величин
ℭ = ∪=≥1ℭ=, де множина

ℭ= = {(j=8 , p=8:, 8, : ∈ �), (_= (?), _
′
= (?), ? ∈ P)}. (5.12)

мiстить незалежнi в сукупностi випадковi величини такi, що

j=8 , p
=
8:
∈ {0, 1}, ℙ(j=8 = 1) = @8, ℙ(p=

8:
= 1) = @8:,

ℙ(_= (?) = 9) = ℙ(_′= (?) = 9) = ? 9 , 9 ∈ �. (5.13)

Визначимо початковий стан - 0 = (-0, -
′
0, 30) = (8, :, X8:), 8, : ∈ �, а далi за

iндукцiєю при = ≥ 1 :
(0) на множинi {-=−1 = 8, -

′
=−1 = 8, 3=−1 = 1} оберемо

.= = _= (&8• / @8),

-= = j=8 .= + (1 − j=8 )_= ('8• / (1 − @8)),

- ′= = j=8 .= + (1 − j=8 )_′= ('′8• / (1 − @8)),

3= = j=8 = 1{-==- ′=} . (5.14)

(1) на множинi {-=−1 = 8, -
′
=−1 = :,3=−1 = 0}, 8 ≠ :, оберемо

.= = _= (68:,• / @8:),

-= = p
=
8:
.= + (1 − p=8:)_= ((8:,• / (1 − @8:)),

- ′= = p
=
8:
.= + (1 − p=8:)_

′
= ((′8:,• / (1 − @8:)),

3= = p
=
8:
= 1{-==- ′=} . (5.15)

З цього означення випливає, що послiдовнiсть - задовольняє рекурентне
рiвняння вигляду -= = 5 (-=−1,ℭ=) з невипадковою функцiєю 5 . Враховуючи
незалежнiсть величин у системi ℭ при рiзних =, звiдси виводимо марковську
властивiсть послiдовностi -, а з однакової розподiленостi векторiв ℭ= - однорi-
днiсть за часом ланцюга - . Нарештi, формули (5.4),(5.5),(5.9),(5.10) за означенням
збiгаються з iмовiрностями переходiв за один крок у (5.14),(5.15).

Далi, з урахуванням (5.6),(5.11) за iндукцiєю виводимо, що для всiх = ≥ 1,
8, :, 9, ; ∈ �, 3 = X8: мають мiсце рiвностi

ℙ8:3 (-= = 9, - ′= ∈ �,3= ∈ �) = %
(=)
8 9 = ℙ8 (-= = 9),
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ℙ8:3 (-= ∈ �,- ′= = ;, 3= ∈ �) = %
′(=)
:;

= ℙ′
:
(- ′= = ;),

ℙ8:3 ({-= = - ′=}Δ{3= = 1}) = 0. (5.16)

З цих рiвностей випливає таке твердження.

Зауваження 5.1. Послiдовнiсть -̃ = (-=, - ′=) ∈ �2 є ланцюгом Маркова, що
належить класу ланцюгiв .̃ = (.=, . ′=) таких, що

ℙ(.1 = 9 | .̃0 = (8, :)) = %8 9 , ℙ(. ′1 = ; | .̃0 = (8, :)) = % ′:; .

Максимальна властивiсть -̃ полягає у тому, що при однакових початкових
iмовiрностях ℙ(.̃0 = (8, :)) = ℙ(-̃0 = (8, :)) виконуються нерiвностi

ℙ(.1 = .
′
1) ≤ ℙ(-1 = -

′
1). (5.17)

5.2.2 Стiйкiсть у рiвномiрнiй нормi

Позначимо через ‖`‖ = ∑
9

��` 9 �� норму повної варiацiї на просторi сумованих
послiдовностей ;1(�) = {` = (` 9 , 9 ∈ �) : ‖`‖ < ∞}, `& 9 =

∑
8 `8&8 9 - добуток мiри

` на матрицю &.

Умова рiвномiрної стiйкостi за один крок полягає у зближеннi перехiдних
матриць % та % ′ у рiвномiрнiй нормi:

∃ Y ∈ (0, 1) : A (%, % ′) ≡ sup8


%8• − % ′8•

 /2 ≤ Y. (5.18)

Ця умова еквiвалентна нерiвностi ‖`% − `% ′‖ ≤ 2Y ‖`‖ для всiх мiр `.
У подальшому у схемi серiй можна припускати, що % ′ → % при Y → 0,

однак наведенi нижче результати мають форму нерiвностей та можуть бути
застосованi i для фiксованих Y > 0.

Умова рiвномiрного перемiшування зводиться до вiддiлення вiд одиницi
взаємного коефiцiєнта перемiшування:

∃ d ∈ (0, 1) : d (%, % ′) ≡ sup8≠:


%8• − % ′:•

 /2 ≤ d. (5.19)

Зауваження 5.2. Для виконання (5.19) при малих Y у (5.18) необхiдно i достатньо
виконання звичайної умови рiвномiрного перемiшування на % вигляду d (%, %) ≤
d0 < 1, оскiльки |d (% ′, %) − d (%, %) | ≤ A (%, % ′), та d (%, % ′) ≤ d0+Y < 1 при достатньо
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малому Y > 0. У свою чергу, вказана умова на % еквiвалентна нерiвностi
операторного стискання

‖`% ‖ ≤ d0 ‖`‖ , ∀` ∈ ;01 (�) ≡ ;1(�) ∩ {` : ` (�) = 0}. (5.20)

Доведення. Нерiвнiсть для приросту вiдстанi d випливає з нерiвностi трикутника
для норми ‖‖ . Нерiвнiсть стискання еквiвалентна цiй же нерiвностi для рiзницi
точкових мiр ` 9 = X8 9 − X: 9 , оскiльки останнi породжують простiр мiр з ` (�) = 0
при замиканнi лiнiйної оболонки. �

Теорема 5.1. Нехай виконана умова стiйкостi за крок (5.18), рiвномiрного перемi-

шування (5.19), та Y < 1−d. Тодi для кожного = ≥ 1 рiвномiрно за 8 ∈ � виконуються

нерiвностi

sup�⊂�
��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′8 (- ′= ∈ �)�� ≤ Y (1 − d=)/(1 − d) < Y/(1 − d). (5.21)

Доведення. Застосуємо вигляд маргiнальних розподiлiв (5.16) ланцюга- та Лему
5.4: ��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′8 (- ′= ∈ �)�� = ��ℙ881(-= ∈ �) − ℙ881(- ′= ∈ �)�� =��ℙ881(-= ∈ �,3= = 0) − ℙ881(- ′= ∈ �,3= = 0)

�� ≤
ℙ881({-= ∈ �}Δ{- ′= ∈ �}, 3= = 0) ≤ ℙ881(3= = 0). (5.22)

Для виводу оцiнки (5.21) оберемо у Лемi 5.5 � = �′ = �,�= = Ω :

ℙ881(3= = 0) =
∑

1≤C≤=

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 1)) A (=−C):

≤∑
1≤C≤=

sup: A
(=−C)
:

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 1)) ≤∑

1≤C≤=
sup: A

(=−C)
:

≤
∑

1≤C≤=
Yd=−C = Y (1 − d=)/(1 − d), (5.23)

де врахованi на пiдставi Лем 5.3, 5.5 спiввiдношення

A
(B)
:

=
∑

9≠;
ℎ:,9; () (B)1) 9; ≤(∑

9≠;
ℎ:,9;

)
sup 9≠; () (B)1) 9; ≤ (1 − @:)dB ≤ YdB .

Пiдстановка (5.23) у (5.22) призводить до лiвої нерiвностi у (5.21). Права
нерiвнiсть очевидна. �
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Наслiдок 5.1. В умовах Теореми 5.1 для кожного = ≥ 1

sup8,: sup�⊂�
��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′: (- ′= ∈ �)�� ≤ d= + Y (1 − d=)/(1 − d). (5.24)

Доведення. Обчислимо за строго марковською властивiстю ланцюга - :

ℙ8:0(-= ∈ �) =

ℙ8:0(g1
1 > =,-= ∈ �) +

∑
1≤C≤=

∑
9
ℙ8:0(g1

1 = C, - C = ( 9, 9, 1), -= ∈ �) =

ℙ8:0(g1
1 > =,-= ∈ �) +

∑
1≤C≤=

∑
9
ℙ8:0(g1

1 = C, - C = ( 9, 9, 1))ℙ 9 91(-=−C ∈ �).

Шляхом вiднiмання аналогiчної рiвностi для - ′= та пiдстановкою (5.16) i (5.21)
звiдси отримуємо при 8 ≠ :��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′: (- ′= ∈ �)�� = ��ℙ8:0(-= ∈ �) − ℙ8:0(- ′= ∈ �)

�� ≤
ℙ8:0(g1

1 > =, {-= ∈ �}Δ{- ′= ∈ �})+∑
C≤=

∑
9
ℙ8:0(g1

1 = C, - C = ( 9, 9, 1))
��ℙ 9 91(-=−C ∈ �) − ℙ 9 91(- ′=−C ∈ �)

�� ≤
ℙ8:0(g1

1 > =) +
∑

C≤=
ℙ8:0(g1

1 = C) Y/(1 − d) =

ℙ8:0(g1
1 > =) + ℙ8:0(g1

1 ≤ =)Y/(1 − d) = Y/(1 − d) + (1 − Y/(1 − d))ℙ8:0(g1
1 > =) =

Y/(1 − d) + (1 − Y/(1 − d))) (=)18: ≤

Y/(1 − d) + (1 − Y/(1 − d))d=,

де врахованi Леми 5.1 та 5.2. Оцiнка (5.24) при 8 = : випливає з (5.21). �

Наслiдок 5.2. В умовах Теореми 5.1 ланцюги -,- ′ є ергодичними з iнварiантними

та граничними мiрами c, c ′, причому

sup�⊂� |c (�) − c ′(�) | ≤ Y/(1 − d). (5.25)

Доведення. Нехай ` - ймовiрнiсна мiра на �. Розглянемо мiру

c = ` −
∑

=≥0
` (� − %)% (=) . (5.26)

Оскiльки ` (� − %) ∈ ;01 (�), то внаслiдок (5.20) ряд у (5.26) збiгається у нормi
повної варiацiї, оскiльки



` (� − %)% (=)

 ≤ d= ‖` (� − %)‖ . Зокрема, має мiсце
збiжнiсть частинних сум:

` −
∑

C<=
` (� − %)% (C) = `% (=) → c, = →∞.
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Звiдси виводимо iнварiантнiсть c = c%, а з теореми про стискаюче вiдображення
та з (5.20) отримуємо єдинiсть мiри c. Далi, враховуючи умову Y + d < 1 та
Зауваження 5.1, аналогiчно виводимо ергодичнiсть ланцюга - ′.

Нарештi, нерiвнiсть (5.26) доводимо шляхом граничного переходу = →∞ у
оцiнцi (5.21) Теореми 5.1 �

У наступному твердженнi наведено оцiнку стiйкостi через дещо бiльш
точний показник.

Теорема 5.2. Нехай матрицi ) та ℎ визначенi при побудовi склеєного ланцюга

у (5.3), (5.8), ланцюг - має iнварiанту мiру c, та виконана умова мiнiмального

перемiшування

∀8, : ∈ � : lim=→∞)
(=)18: = 0. (5.27)

Тодi для всiх = ≥ 1 виконуються нерiвностi

sup�⊂�
��ℙ′c (- ′= ∈ �) − c (�)�� ≤

sup�⊂�
∑

8
c8

��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′8 (- ′= ∈ �)�� ≤ Y) , (5.28)

де

Y) ≡ cℎ(� −) )−11. (5.29)

В умовах Теореми 5.1 має мiсце (5.27) та з (5.28) випливають нерiвностi

sup�⊂� |c (�) − c ′(�) | ≤ Y) ≤ Y/(1 − d). (5.30)

Доведення. Застосуємо нерiвнiсть (5.22), тотожностi Леми 5.5 при �= = Ω та
включення {- B = (:, :, 0)} ⊂ {-B = :} :��ℙ′c (- ′= ∈ �) − c (�)�� = ���∑

8
c8 (ℙ′8 (- ′= ∈ �) − ℙ8 (-= ∈ �))

��� ≤∑
8
c8

��ℙ′8 (- ′= ∈ �) − ℙ8 (-= ∈ �)�� ≤∑
8
c8ℙ881(3= = 0) =∑

8
c8

∑
1≤C≤=

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 0))A (=−C):

≤∑
8
c8

∑
1≤C≤=

∑
:
ℙ8 (-C−1 = :)A (=−C):

=
∑

1≤C≤=

∑
:
c:A
(=−C)
:

=∑
0≤B<=

∑
:
c: (ℎ) (B)): ≤

∑
0≤B

cℎ) (B)1 = Y) .

Перша нерiвнiсть у (5.30) виводиться з урахуванням ергодичностi граничним
переходом = →∞ у (5.28). Друга нерiвнiсть випливає з (5.23) �
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Зауваження 5.3. Умова (5.27) означає, що склеювання вiдбувається майже напевне
з кожного початкового розклеєного стану. Показник (5.29) дорiвнює усередне-
ному часу до склеювання на подiї, що полягає у розклеюваннi за один крок.
Внаслiдок (5.18) можна очiкувати на малiсть Y) . Скiнченнiсть Y) є достатньою
умовою справедливостi (5.28), а (5.27) - необхiдною.

Приклад 5.1. Нехай � = {1, 2}, %12 = U1, %21 = U2, U8 ∈ (0, 1), та % ′12 = U1 − Y31,

% ′21 = U2 − Y32. Для виконання умови (5.18) на Y > 0 необхiдно i достатньо, щоб
|38 | ≤ 1. Нерiвнiсть (5.25) з точнiстю до $ (Y2) має вигляд

Y (32U1 − 31U2)/(U1 + U2)2 ≤ Y/(1 − |1 − U1 − U2 |).

Оцiнка (5.25) у даному прикладi є точною за порядком Y (першого порядку),
а при U1 +U2 ≤ 1 стала при Y для максимально можливої похибки (31 = −1, 32 = 1)
також набуває точного значення 1/(U1 + U2).

У випадку ж, коли U1 + U2 > 1, вiдносна похибка у сталiй може бути зроблена
як завгодно великою при U1 +U2 ↑ 2. Це свiдчить про ту обставину, що нерiвнiсть
(5.25) для граничних iмовiрностей не має самостiйного значення, а є наслiдком
стiйкостi дограничних iмовiрностей (5.21). А остання якраз для перехiдної
матрицi %8 9 = 1 − X8 9 з U1 + U2 = 2 порушується внаслiдок перiодичностi: при
збуреннi % ′12 = 1 − Y < 1 маємо

sup=>0(%
(2=)
11 − %

′(2=)
11 ) = sup=>0(1 − (1 + (1 − Y)2=+1)/(2 − Y)) = (1 − Y)/(2 − Y),

що не прямує до нуля при Y → 0, на вiдмiну вiд перехiдних iмовiрностей за
один крок.

Отже, можливi похибки у сталiй є наслiдком неоптимальностi використання
коефiцiєнта перемiшування в оцiнцi стiйкостi саме граничних iмовiрностей.
Бiльш точнi аналiтичнi методи для цього викладенi у [93].

Зауваження 5.4. Якщо умову рiвномiрного перемiшування (5.19) замiсть матриць
%, % ′ задовольняють їх степенi % (<), % ′(<), то нерiвностi Теореми 5.1 та Наслiдкiв
5.1, 5.2 залишаються справедливими пiсля замiни у їх правих частинах величини
Y на показник A (% (<), % ′(<)) ≤ <Y, та додавання до них поправки (< − 1)Y.

Доведення. Розглянемо для фiксованого = функцiї

58 = ℙ8 (-= ∈ �) = (% (=)1�)8, 5 ′8 = ℙ′8 (- ′= ∈ �) = (% ′(=)1�)8 .
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За означенням ℙ8 (-=+C ∈ �) = % (C) 58, ℙ′8 (- ′=+C ∈ �) = % ′(C) 5 ′8 . Оскiльки
|%68 − % ′68 | ≤ Y sup6 для невiд’ємних обмежених функцiй 6 за умовою (5.18), то з
тотожностi

% (C) 5 − % ′(C) 5 ′ = % (C) (5 − 5 ′) +
∑

0≤B<C
% (C−1−B) (% − % ′)% ′(B) 5 ′

з урахуванням стохастичностi матриць %, % ′ виводимо при C < <, C += = 0 <>3 <,
що ���% (C) 5 − % ′(C) 5 ′��� ≤ sup8

��58 − 5 ′8 �� +∑
0≤B<C

Y ≤ sup8
��58 − 5 ′8 �� + (< − 1)Y.

Оскiльки нерiвностi (5.21) та (5.25) виконуються при C + = = 0 <>3 <, звiдси
отримуємо шукане.

Нерiвнiсть A (% (<), % ′(<)) ≤ < A (%, % ′) виводиться з наведеної вище тотожностi
пiсля пiдстановки 5 = 5 ′ = 1� та C =<. �

Приклад 5.2. Нехай ланцюги -,- ′ задовольняють умову Колмогорова: iснують
> ∈ �,< ≥ 1, 3 > 0 такi, що % (<)8> ≥ 3, %

′(<)
8> ≥ 3, для всiх 8 ∈ �. Тодi

sup=≥1 sup8 sup�⊂�
��ℙ8 (-= ∈ �) − ℙ′8 (- ′= ∈ �)�� ≤ Y</3 + Y (< − 1).

Доведення. Обчислимо показник (5.19)

d (%, % ′) = sup8≠:
∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ��� /2 = sup8≠:
(
1 −

∑
9
min(%8 9 , % ′: 9 )

)
≤

1 − inf8≠: min(%8>, % ′:>) ≤ 1 − 3 = d < 1.

Решта випливає з (5.21), (5.24) та Зауваження 5.4.
�

5.2.3 + -стiйкiсть однорiдних ланцюгiв Маркова

Нехай + = (+9 , 9 ∈ �) - деяка додатна пробна функцiя, обмежена чи необме-
жена. В подальшому будемо вважати, що

+8 ≥ 1,
∑

9
%8 9+9 < ∞,

∑
9
% ′8 9+9 < ∞, 8 ∈ �. (5.31)

Умова + -стiйкостi за один крок полягає у малостi операторної норми [93]

∃ Y+ > 0 : ‖% − % ′‖+ ≡ sup8 + −1
8

∑
9

��%8 9 − % ′8 9 ��+9 ≤ Y+ . (5.32)
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Замiсть умови рiвномiрного перемiшування будемо використовувати умову

сильного перемiшування в термiнах функцiї + :

∃ d+ < 1 :
∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ���+9 ≤ d+ (+8 ++:), ∀8 ≠ : ∈ �. (5.33)

Зауваження 5.5. У загальному випадку умови (5.32) i (5.33) не випливають
вiдповiдно з (5.18), (5.19). Однак при + ≡ 1 цi пари умов еквiвалентнi. Крiм
того, наведене у Зауваженнi 5.2 твердження залишається змiстовним i у даному
випадку: умову (5.33) можна при малих Y+ > 0 накладати лише на матрицю % .

Теорема 5.3. Нехай виконуються умови + -стiйкостi за крок (5.32) та сильного

перемiшування (5.33). Тодi для всiх 8 ∈ � та = ≥ 1 виконується нерiвнiсть

sup|5 |≤+
���8 5 (-=) − �′8 5 (- ′=)�� ≤ Y+ (=)8 (1 − d

=
+ )/(1 − d+ ), (5.34)

де

 
(=)
8 = supC<= �8+ (-C ). (5.35)

Доведення. Позначимо, ( 9, ;) ≡ +9 ++; , 9, ; ∈ �. Нехай |58 | ≤ +8, 8 ∈ �.
Проiнтегруємо функцiю 5 = (58) на множинах � ⊂ � у рiвностi (5.72) Леми

5.4 та отримаємо:

�881(5 (-=), 3= = 1) = �881(5 (- ′=), 3= = 1). (5.36)

Звiдси ���8 5 (-=) − �′8 5 (- ′=)�� = ���8815 (-=) − �8815 (- ′=)�� =���881(5 (-=), 3= = 0) − �881(5 (- ′=), 3= = 0)
�� ≤ �881(, (-=, - ′=), 3= = 0). (5.37)

Скiнченнiсть правої частини доведена нижче, звiдки випливає скiнченнiсть
лiвої.

Пiдсумуємо функцiю, ( 9, ;) за мiрами вiд множин � × �′ ⊂ � × � у рiвностi
(5.73) Леми 5.5, матимемо з урахуванням означення (5.74)

�881(, (-=, - ′=), 3= = 0) =∑
1≤C≤=

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 1)) (ℎ) (=−C), ): ≤∑

1≤C≤=

∑
:
ℙ881(-C−1 = :) (ℎ) (=−C), ): ≤
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1≤C≤=

∑
:
ℙ8 (-C−1 = :)+:� (=−C) =∑

1≤C≤=
�8+ (-C−1)� (=−C) ≤  (=)8

∑
B<=

� (B), (5.38)

де стала

� (B) ≡ sup: + −1
:
(ℎ) (B), ): = sup: + −1

:

∑
9≠;
ℎ:,9; () (B), ) 9; =

sup: + −1
:

∑
9≠;
ℎ:,9;,9;,

−1
9;
() (B), ) 9; ≤

sup: + −1
:
(ℎ, ): sup 9≠;, −1

9;
() (B), ) 9; . (5.39)

У правiй частинi (5.39) внаслiдок означення (5.3) та Леми 5.1

+ −1
:
(ℎ, ): = + −1

:

∑
9≠;
ℎ:,9; (+9 ++; ) = + −1

:

∑
9≠;
': 9'

′
:;
(+9 ++; )/(1 − @:) =

+ −1
:

(∑
9
': 9+9 +

∑
;
'′
:;
+;

)
= + −1

:

∑
9

���%: 9 − % ′: 9 ���+9 ≤ Y+ (5.40)

за умовою (5.32).
Далi, за Лемою 5.1 та означеннями (5.7), (5.8)

),8: =
∑

9≠;
)8:, 9; (+9 ++; ) =

∑
9

∑
;
)8:, 9;+9 +

∑
;

∑
9
)8:, 9;+; =∑

9
(%8 9 − 68:, 9 )+9 +

∑
;
(% ′
:;
− 68:,; )+; =∑

9
(%8 9 − % ′: 9 )

++9 +
∑

9
(% ′
: 9
− %8 9 )++9 =∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ���+9 ≤ d+ (+8 ++:) = d+,8: (5.41)

за умови (5.33). Звiдси за iндукцiєю виводимо, що

) (B),8: ≤ dB+,8:, B ≥ 1, 8 ≠ : ∈ �. (5.42)

Шляхом пiдстановки цiєї нерiвностi i (5.40) у (5.38) та (5.39), отримуємо

�881(, (-=, - ′=), 3= = 0) ≤  (=)8

∑
0≤B<=

Y+ d
B
+ ,

що i доводить (5.34). �

Зауваження 5.6. З припущення (5.31) випливає, що лiва частина (5.21) не переви-
щує 1/2 вiд лiвої (та правої) частини (5.34).
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Приклад 5.3. Iснують навiть скiнченнi ланцюги Маркова, для яких умова рiвно-
мiрного перемiшування (5.18) порушується, однак виконана умова сильного
перемiшування (5.33) при належному виборi пробної функцiї+ . Так, для ланцюга
з � = {0, 1, 2} з перехiдною матрицею

% =

©­­­«
0 1 0
U V W

1 0 0

ª®®®¬
показник A (%, %) = 1, однак при виборi + = (1, 1, E), де стала E ∈ (1, 1 + 2V/W),
виконуються умова (5.33) при % ′ = % .

Доведення. Порушення умови рiвномiрного перемiшування спричиняється
сингулярнiстю першого та останнього рядкiв матрицi % . Система (5.33) має
вигляд

U + 1 − V + WE < 1 + 1,
1 + 1 < 1 + E,

1 − U + V + WE < 1 + E

та має розв’язок E ∈ (1, 1 + 2V/W) �
�

Наслiдок 5.3. Нехай для ланцюга- з перехiдною матрицею % знайдеться множина

станiв $ ⊂ � та стала d$ < 1 такi, що для деякої пробної функцiї + = (+9 , 9 ∈
$ ∪$) виконуються умови:∑

9∈$
%8 9+9 +

∑
9∉$

%8 9+9 ≤ d$+8, ∀8 ∉ $, +8 ≥ 1, 8 ∈ �, (5.43)∑
9

��%8 9 − %: 9 ��+9 ≤ d$ (+8 ++:), ∀8 ∈ �, : ∈ $, 8 ≠ :. (5.44)

Якщо виконується умова+ -стiйкостi за крок (5.32) та Y+ < 1 − d$, то для всiх

8 ∈ � та = ≥ 1 виконується нерiвнiсть

sup|5 |≤+
���8 5 (-=) − �′8 5 (- ′=)�� ≤ Y+ (=)8 /(1 − d$ − Y+ ), (5.45)

де

 
(=)
8 = supC<= �8+ (-C ) ≤ max(+8, sup8∈$

∑
9
%8 9+9/(1 − d$)) . (5.46)
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Доведення. Перевiримо умову сильного перемiшування (5.33) при d+ = d$ + Y+ .
Нехай 8 ∉ $,: ∉ $, 8 ≠ :. Тодi внаслiдок (5.43)∑

9

��%8 9 − %: 9 ��+9 ≤∑
9∈$

��%8 9 − %: 9 ��+9 +∑
9∉$
(%8 9 + %: 9 )+9 ≤∑

9∈$

��%8 9 − %: 9 ��+9 + d$+8 −∑
9∈$

%8 9+9 + d$+: −
∑

9∈$
%: 9+9 ≤

d$ (+8 ++:). (5.47)

Припустимо, що 8 ≠ :, : ∈ $. Тодi нерiвнiсть (5.47) еквiвалентна умовi (5.44).
Випадок 8 ≠ :, 8 ∈ $ симетричний.

Отже, внаслiдок доведених нерiвностей вигляду (5.47) та (5.32) маємо при
всiх 8 ≠ : ∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ���+9 ≤∑
9

��%8 9 − %: 9 ��+9 + Y++: ≤
d$ (+8 ++:) + Y++: < (d$ + Y+ ) (+8 ++:).

Тому (5.45) випливає з (5.34).
Для виводу (5.46) з (5.35) позначимо :

(=)
8 ≡ �8+ (-=),  $ ≡ sup8∈$ %+8 та

зауважимо, що �8+ (-1) ≤ d$+8 при 8 ∉ $ внаслiдок (5.43).
За марковською властивiстю ланцюга -

:
(=)
8 = �8

(
1{-=−1∈$}�-=−1+ (-1) + 1{-=−1∉$}�-=−1+ (-1)

)
≤

�8 ( $ + d$+ (-=−1)) =  $ + d$: (=−1)
8 , = ≥ 1.

Звiдси за iндукцiєю

:
(=)
8 ≤  $ (1 − d

=
$)/(1 − d$) + d=$+8, = ≥ 0.

та внаслiдок монотонностi правої частини за =

 
(=)
8 ≤ sup<≥0 :

(<)
8 ≤ max(: (0)8 , :

(∞)
8 ) = max(+8,  $/(1 − d$)),

що i доводить (5.46).
�

Зауваження 5.7. У випадку, коли � = ℤ+, нерiвностi (5.43) перетворюються на
рiвностi при +8 = �8E

\0, 8 ∉ $, для деякого E > 1, та +8 = 1, 8 ∈ $, де момент
досягнення \0 = inf (= ≥ 1 : -= ∈ $), а d$ = E−1, у припущеннi скiнченностi +8 . У
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загальному випадку форма умов (5.43), (5.44) обумовлена доцiльним методом
їх перевiрки. На першому етапi фiксуємо значення (+8, 8 ∈ $), що входять у
лiву частину, та розв’язуємо систему нерiвностей (5.43) вiдносно (+8, 8 ∉ $) -
наприклад, через моменти першого досягнення множини$. А на другому етапi
перевiряємо виконання (5.44), як це зроблено у наступному прикладi.

Приклад 5.4. Знайдемо достатнi умови для виконання тверджень Наслiдку 5.3 у
випадку, коли � = ℤ+, а $ = {0}.

Припустимо, ланцюг - має характер неоднорiдного за простором випадко-
вого блукання з мажорованими стрибками:

∃ V > 1 : sup8≠0

∑
9
%8 9

(
V 9−8 + (8 − 9)+

)
< ∞. (5.48)

В такому разi можна розраховувати, що для часу досягнення \0 = inf (= ≥
1 : -= = 0) iснує геометричний момент: +8 (D) = �8D

\0 < ∞ для деякого D > 1.
Визначена функцiя задовольняє систему рiвнянь+8 (D)D−1 = %80+

∑
9≠0 %8 9+9 (D), 8 ≠

0. Якщо припустити також, що ланцюг однорiдний за простором та неперервний
знизу, то має мiсце зображення +8 (D) = E8, 8 ≠ 0, де E = �1D

g10, а моменти g8,8−1

досягнення стану 8 − 1 зi стану 8 незалежнi однаково розподiленi, причому
\0 =

∑-0
8=1 g8,8−1. Отже, функцiя + = (+8 = E8, 8 ≠ 0) задовольняє умову (5.43)

Наслiдку 5.3 зi сталою d$ = D−1 < 1. З (5.43) виводимо, що
∑
9 %8 9+9 ≤ d$+8

для всiх 8 ≠ 0, якщо обрати +0 = 1. Замiсть усiх наведених припущень просто
постулюємо, що

∃ V0 > 1 : sup8≠0 V
−8
0

∑
9
%8 9V

9

0 < 1. (5.49)

Для виконання (5.49) достатньо (див. [93]) щоб одночасно з (5.48) виконува-
лась умова

sup8≠0 Δ8 < 0, де Δ8 ≡
∑

9
( 9 − 8)%8 9 . (5.50)

Внаслiдок опуклостi за V0 виразу у (5.49) функцiя + = (E8, 8 ≥ 0) задовольняє
нерiвностi (5.49) при кожному E ∈ (1, V0] .

Нарештi, припустимо, що при виходi зi стану 8 ≠ 0 ланцюг - повинен або
рухатися до 0 з позитивною швидкiстю, або ж вiдповiдний розподiл виходу має
“склеюватися” з розподiлом виходу з 0 :

sup8≠0 min
(
Δ8 + Δ0,

∑
9

��%8 9 − %0 9
�� − 2

)
< 0. (5.51)
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За умов (5.48), (5.49), (5.50), (5.51) виконуються всi припущення Наслiдку 5.3,
та для всiх достатньо малих E − 1 > 0 та деяких dE < 1 мають мiсце нерiвностi

d8 (E) ≡ (1 + E8)−1
∑

9

��%8 9 − %0 9
�� E 9 ≤ dE, 8 ≠ 0. (5.52)

Тому має мiсце стiйкiсть (5.45).

Зокрема, згаданi умови виконуються для однорiдного за простором ланцюга
народження та загибелi з м’яким вiдбиттям: %00 = @, %01 = ? = 1 − @, при @ > 2/3,
оскiльки Δ8 + Δ0 = 2? − @ < 0, 8 > 2. Якщо ж має мiсце повне вiдбиття: %00 = 0,
%01 = 1, @ ∈ (0, 1), то умова (5.51) порушена: Δ8+Δ0 = ?−@+1 > 0. Пряма перевiрка
свiдчить, що у кожному з зазначених випадкiв виконання (5.51) еквiвалентне
умовi (5.33) Теореми 5.3.

Доведення. Для виведення умови (5.43) Наслiдку 5.3 зауважимо, що функцiя у
(5.49) є опуклою донизу вiд ln V0 та дорiвнює 1 при V0 = 1. Тому нерiвнiсть∑

9
%8 9E

9−8 ≤ d < 1, 8 ≠ 0,

виконується для кожного E ∈ (1, V0] при деяких d < 1. Отже, dE8 ≥ ∑
9 %8 9E

9 =

%80 +
∑
9≠0 %8 9E

9 , що доводить (5.43). Значення +0 = 1 обрано за означенням.
Доведемо, що для всiх достатньо малих E − 1 > 0 та для деяких d+ < 1 мають

мiсце оцiнки (5.52).
Позначимо при 8 ∈ �, E ∈ (1, V0] функцiї

'8 (E) ≡
(
(1 + E8)−1

∑
(%8 9 + %0 9 )E 9 − 1

)
/(E − 1),

(8 (E) ≡
∑

9
%8 9 (E 9−8 − 1)/(E − 1). (5.53)

Зауважимо насамперед, що в умовах мажорування (5.48) за означенням Δ8 у
(5.50)

(8 (E) − Δ8 = > (1), E ↓ 1, (5.54)

рiвномiрно за 8 .
Далi, за означеннями (5.53)

(1 + E8)'8 (E) − (E8Δ8 + Δ0) =∑
9
(%8 9 (E 9 − E8) + %0 9 (E 9 − 1)) − (E8Δ8 + Δ0) =
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E8 ((8 − Δ8) + (0 − Δ0,

звiдки внаслiдок (5.54) рiвномiрно за 8 ≠ 0

'8 (E) − (Δ8 + Δ0)/2 = > (1), E ↓ 1. (5.55)

Позначимо через −23 < 0 лiву частину (5.51).
(а) Нехай 8 ≠ 0 такий стан, що мiнiмум у (5.51) досягається на першому

показнику: Δ8 + Δ0 ≤ −23. Тодi згiдно з (5.53)

d8 (E) ≤ (1 + E8)−1
∑

9
(%8 9 + %0 9 )E 9 = 1 + (E − 1)'8 (E) =

1 + (E − 1) ((Δ8 + Δ0)/2 + > (1)) ≤

1 − (E − 1)3 + > (E − 1) ≤ 1 − (E − 1)3/2 = dE < 1,

починаючи з деякого E − 1 > 0 для всiх 8 ≠ 0, оскiльки > (1) у (5.55) рiвномiрне
за 8 .

(б) Нехай для 8 ≠ 0 нерiвнiсть в умовi (5.51) виконується за рахунок дру-
гого показника пiд знаком мiнiмуму:

∑
9

��%8 9 − %0 9
�� − 2 ≤ −23. Остання умова

еквiвалентна нерiвностi
∑
9 min(%8 9 , %0 9 ) ≥ 3. Якщо обрати сталу # так, щоб∑

9># %0 9 < 3/2, то
∑
9≤# %8 9 ≥

∑
9≤# min(%8 9 , %0 9 ) ≥ 3/2. Ця нерiвнiсть при фiксова-

ному # суперечить умовi (20) обмеженостi сум
∑
9<8 (8 − 9)%8 9 ≥ (8 − # )3/2→∞

при 8 →∞ по деякiй послiдовностi станiв 8 . Отже, має мiсце обмеженiсть 8 ≤ <
для деякого фiксованого< при виконаннi другої нерiвностi у (5.51).

Тому внаслiдок (5.53), (5.55)

d8 (E) = (1 + E8)−1
(∑

9

��%8 9 − %0 9
�� +∑

9

��%8 9 − %0 9
�� (E 9 − 1)

)
≤

(1 + E8)−1
(
2 − 23 +

∑
9
(%8 9 + %0 9 ) (E 9 − 1)

)
=

(1 + E8)−1(2 − 23 − 2 + (1 + E8) (1 + (E − 1)'8 (E))) =

1 − 23 (1 + E8)−1 + (E − 1)'8 (E) = 1 − 3 + > (1), E ↓ 1,

рiвномiрно за 8 ≤ <. Отже, i в даному випадку d8 (E) ≤ 1 − 3/2 = dE, починаючи
з деякого достатньо малого E − 1 > 0, для всiх 8 ≤ <.

�
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5.2.4 Стiйкiсть скiнченновимiрних розподiлiв для
однорiдних ланцюгiв Маркова

Наведенi вище нерiвностi стосуються стiйкостi одновимiрних маргiнальних
розподiлiв %8 (-= ∈ �). У загальному випадку суттєво розширити цей клас iз
збереженням стiйкостi без додаткових умов неможливо. Дiйсно, нехай %, % ′ -
рiзнi перехiднi матрицi незвiдних ланцюгiв з рiвномiрним перемiшуванням.
Розглянемо випадковi подiї �8 9 = {lim=→∞ =−1 ∑

C<= 1{-C= 9} = %8 9 }, та аналогiчнi
подiї �′8 9 с замiною -C на - ′C . Тодi ℙ8 (�8 9 ) = 1 та ℙ′8 (�′8 9 ) = 0 при %8 9 ≠ % ′8 9 . Отже, не
можна розраховувати на стiйкiсть iмовiрностей всiх подiй � ∈ f [-C , C ≥ 1] при
малих збуреннях (5.18) без додаткових умов.

Визначимо сигма-алгебри F= = f [-C , C ≤ =], F′= = f [- ′C , C ≤ =] на просторах,
де реалiзованi траєкторiї ланцюгiв -,- ′.

Нехай (FC )-момент зупинки \ та F\ -вимiрна величина i задаються невипад-
ковими множинами �= ⊂ �= та функцiями i= : �= → ℝ так, що

{\ = =} = {(-1, ..., -=) ∈ �=}, i1{\==} = i= (-1, ..., -=). (5.56)

Означення 5.1. Пара (\ ′, i′) з (F′C )-момента зупинки \ ′ та F′
\ ′-вимiрної випад-

кової величини i′ вiдповiдна до пари (\, i), якщо подiї {\ ′ = =} та величини
i′1{\ ′==} задаються тими самими �= та i=, що i у (5.56). Аналогiчно, пара (\ ′, �′)
з (F′C )-момента зупинки \ ′ та подiї �′ ∈ F′

\ ′ вiдповiдна до пари (\,�), якщо
вiдповiдними є пари (\ ′, 1�′) та (\, 1�).

Теорема 5.4. Нехай виконується умова стiйкостi за крок (5.18), \ ≥ 1 - iнтегрова-

ний (FC )-момент зупинки, сталi U, V ≥ 1 - спряженi (1/U + 1/V = 1), а випадкова
величина i - невiд’ємна, F\ -вимiрна та i ∈ !U (ℙ8). Якщо пара (\ ′, i′) з (F′C )-

момента зупинки \ ′ та F′
\ ′-вимiрної випадкової величини i

′ вiдповiдна до пари

(\, i), то ���8i − �′8i′�� ≤ (Y�8\ )1/V  (U)8 (i), (5.57)

де

 
(U)
8 (i) =

(
max(�8iU ,�′8i′U)

)1/U
.

Доведення. Розглянемо момент зупинки \1 ≡ min(\, g0
1 ) для ланцюга - . Визна-

чимо сталу
< ≡ sup(= ≥ 1 : ℙ881(\1 > =) > 0) + 1 ≤ ∞.



201

З урахуванням розширеної марковської властивостi - та нерiвностi ℎ18 ≤ Y18
Леми 5.1 виводимо при = ≥ 1 тотожностi

ℙ881(\ ≥ g0
1 = =) = ℙ881(\1 > = − 1, g0

1 = =) =∑
9
ℙ881(\1 > = − 1, g0

1 = =,-=−1 = ( 9, 9, 1)) =∑
9
ℙ881(\1 > = − 1, -=−1 = ( 9, 9, 1))ℙ(g0

1 = = | \1 > = − 1, -=−1 = ( 9, 9, 1)) =∑
9
ℙ881(\1 > = − 1, -=−1 = ( 9, 9, 1))ℙ 9 91(g0

1 = 1) ≤∑
9
ℙ881(\1 > = − 1, -=−1 = ( 9, 9, 1)) Y = Y ℙ881(\1 > = − 1). (5.58)

Звiдси отримуємо

ℙ881(\ ≥ g0
1 ) =

∑
1≤=<<

ℙ881(\ ≥ g0
1 = =) ≤

Y
∑

1≤=<<
ℙ881(\1 > = − 1) = Y�881\1. (5.59)

Оскiльки {\ ′ ≥ g0
1 } = {\ ≥ g0

1 } внаслiдок рiвностi \ = \ ′ на множинi
{\ ′ < g0

1 } ∩ {\ < g0
1 }, то

ℙ881(\ ′ ≥ g0
1 ) = ℙ881(\ ≥ g0

1 ) ≤ Y�881\1. (5.60)

Для невiд’ємної (FC )−вимiрної величини i за означенням (5.56) наступнi
математичнi сподiвання однаковi:

�881(i1{\==}, = < g0
1 ) = �881(i= (-1, ...-=), = < g0

1 ) =

�881(i= (- ′1, ...- ′=), = < g0
1 ) = �881(i′1{\ ′==}, = < g0

1 ),

оскiльки (-1, ...-=) = (- ′1, ...- ′=) при = < g0
1 .

Тому
�881(i, \ < g0

1 ) =
∑

=≥1
�881(i1{\==}, = < g0

1 ) =∑
=≥1

�881(i′1{\ ′==}, = < g0
1 ) = �881(i′, \ ′ < g0

1 ). (5.61)

Звiдси за нерiвнiстю Гельдера

�8i − �′8i′ = �881i − �881i′ = �881(i, \ ≥ g0
1 ) − �881(i′, \ ′ ≥ g0

1 ) ≤

�881(i1{\≥g0
1 }) ≤ (�881i

U)1/U (�8811V{\≥g0
1 }
)1/V ≤  U8 (i) (ℙ881(\ ≥ g0

1 ))1/V . (5.62)
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Аналогiчно виводимо оцiнку знизу

�8i − �′8i′ ≥ − U8 (i) (ℙ881(\ ′ ≥ g0
1 ))1/V . (5.63)

Нарештi, застосуванням до (5.62) оцiнки (5.59), а до (5.63) оцiнки (5.60), з
урахуванням нерiвностi �881\1 ≤ �881\ = �8\, виводимо двостороннi нерiвностi
(5.57) �

Наслiдок 5.4. Нехай виконується умова стiйкостi за крок (5.18), \ ≥ 1 - iнте-

грований (FC )-момент зупинки, а подiя � ∈ F\ . Якщо пара (\ ′, �′) з (F′C )-момента

зупинки \ ′ та подiї �′ ∈ F′
\ ′ вiдповiдна до пари (\,�), то��ℙ8 (�) − ℙ′8 (�′)�� ≤ Y�8\ . (5.64)

Доведення. Пiсля пiдстановки у (5.57) i = 1�, i′ = 1�′ маємо  U8 (i) ≤ 1, а тому
(5.64) виводиться з (5.107) спрямуванням V ↓ 1. �

Приклад 5.5. Якщо виконується умова стiйкостi (5.18), > ∈ � м.н. поглинаючий
стан для ланцюгiв -,- ′, а момент зупинки \ = inf (C ≥ 1 : -C = >), то для всiх
� ∈ F∞ та вiдповiдних �′ ∈ F′∞ має мiсце нерiвнiсть (5.64).

Доведення. Нехай � ∈ F∞, тобто � = {-∞ ∈ �}, де -∞ = (-=, = ≥ 1) ∈ �∞ -
траєкторiя ланцюга -, а � ⊂ �∞.

Визначимо для послiдовностi G = (G=, = ≥ 1) проекцiю c= (G) = (G1, ...G=).
Розглянемо множини �= = ∪G∈�{c= (G)},

�= = �= × {(>, >, ...)} = {(G1, ...G=, >, > ...), (G1, ...G=) ∈ �=},

та подiю �= = ∩C>={-C = >}.
Визначимо подiю

�̃ = ∪=≥1{\ = =} ∩ {(-1, ..., -=) ∈ �=}.

За означенням �̃ ∈ F\ . Оскiльки ℙ8 (\ = =,�=) = 0 за властивiстю поглинання
м.н., то

ℙ8 (\ = =, �Δ�̃) = ℙ8 (\ = =, �=, �Δ�̃) =

ℙ8 (\ = =, �=, {-∞ ∈ �}Δ{(-1, ...-=) ∈ �=}) =
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ℙ8 (\ = =, �=, -∞ ∈ �Δ�=) = 0,

оскiльки
ℙ8 (\ = =, �=, -∞ ∈ �) = ℙ8 (\ = =, �=, -∞ ∈ �=)

за означенням множин �=, �=,�= .
Отже, зi скiнченностi \ < ∞ м.н. виводимо, що ℙ8 (�Δ�̃) = 0.
Застосуванням до подiї �̃ ∈ F\ Теореми 5.4, отримуємо твердження прикладу.

�

Приклад 5.6. За умови (5.18) для � ∈ F< та вiдповiдної подiї �′ ∈ F′< виконується
нерiвнiсть

��ℙ8 (�) − ℙ′8 (�′)�� ≤ Y<.
Доведення. Марковська властивiсть -̃ випливає з (5.16), оскiльки-= = (-=, - ′=, 3=)
- ланцюг Маркова, а 3= = 1{-==- ′=} м.н. Нерiвнiсть (5.17) виводиться з теореми
Монжа (див [164] та [134]) внаслiдок означень (5.1) та (5.7) для перехiдних
iмовiрностей ланцюга -̃ , куди входить мiнiмум з двох можливих маргiнальних
розподiлiв в кожному з двох можливих випадкiв: 8 = : та 8 ≠ : . �

5.2.5 Допомiжнi леми

Лема 5.1. У позначеннях роздiлу 5.2.1 (про максимальне склеювання) виконуються

спiввiдношення

'18 = '′18 = ℎ18 = 1 − @8, A (%, % ′) = sup8 (1 − @8), (5.65)

(18: = (′18: = ) 18: = 1 − 618: = 1 − @8:, d (%, % ′) = sup8≠: (1 − @8:). (5.66)

Зокрема, за умов (5.18), (5.19)

'18 = '′18 = ℎ18 ≤ A (%, % ′) ≤ Y,

(18: = (′18: = ) 18: = 1 − 618: ≤ d (%, % ′) ≤ d,

) (B)18: ≤ dB → 0, B →∞. (5.67)

Доведення. З (5.2) виводимо:

'18 = (% −&)18 = 1 −
∑

9
&8 9 = 1 − @8, '′18 = 1 − @8,
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ℎ18 =
∑

9,;
'8 9'

′
8;
/(1 − @8) =

∑
9
'8 9

∑
;
'′
8;
/(1 − @8) = 1 − @8,

A (%, % ′) = sup8
∑

9

��%8 9 − % ′8 9 �� /2 = sup8
∑

9
('8 9 + '′8 9 )/2 = sup8 (1 − @8),

що доводить (5.65).
Аналогiчно з (5.7), (5.8) виводимо (5.66)

(18: = (% − 6)18: = 1 − 618: = 1 − @8:, (′18: = 1 − @8:,

) 18: =
∑

9,;
(8:, 9(

′
8:,;
/(1 − @8:) =

∑
9
(8:, 9

∑
;
(′
8:,;
/(1 − @8:) = 1 − @8:,

d (%, % ′) = sup8≠:
∑

9

���%8 9 − % ′: 9 ��� /2 =

sup8≠:
∑

9
((8:, 9 + (′8:, 9 )/2 = sup8≠: (1 − @8:).

Застосуванням умов (5.105), (5.106) до рiвностей (5.65),(5.66) виводимо першi
двi нерiвностi у (5.67).

Нарештi, з другої нерiвностi (5.67) з урахуванням невiд’ємностi матрицi ) за
iндукцiєю виводимо

) (B)18: = () (B−1) () 1))8: ≤ () (B−1) (d1))8: = d) (B−1)18: ≤ ... ≤ dB1

�

Надалi покладемо за означенням inf (∅) = ∞.

Означення 5.2. Визначимо рекурентно моменти переключення для координа-
ти 3= склеєного процесу - :

g
30
0 = 0, g3< = inf (= > g1−3

<−1 : 3= = 3), 3 =<>3 (< − 30, 2), < ≥ 1. (5.68)

Отже, при 30 = 1 маємо послiдовнiсть марковських моментiв

0 = g1
0 < g0

1 < g1
2 < g0

3 < ... ≤ ∞,

а при 30 = 0 маємо 0 = g0
0 < g1

1 < g0
2 < g1

3 < ... ≤ ∞.

Лема 5.2. У позначеннях роздiлу 5.2.1 (про максимальне склеювання) виконуються

спiввiдношення

ℙ881(g0
1 > C, - C = (:, :, 1)) = & (C)8: , C ≥ 1,

ℙ881(g0
1 = C, - C = ( 9, ;, 0)) = & (C−1)ℎ8, 9; , C ≥ 1, (5.69)

ℙ8:0(g1
1 > C, - C = ( 9, ;, 0)) = ) (C)8:, 9;

, C ≥ 1,

ℙ8:0(g1
1 = C, - C = ( 9, 9, 1)) = ) (C−1)68:, 9 , C ≥ 1. (5.70)
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Доведення. Твердження випливає з марковської властивостi ланцюга-, оскiльки
ймовiрнiсть переходу за кiлька крокiв дорiвнює добутку ймовiрностей переходу
за один крок, а останнi згiдно з (5.4), (5.5), (5.9), (5.10) при переходi координати 3=
з 1 у 1 задається матрицею&, з 1 до 0 - матрицею ℎ, з 0 в 0 -), з 0 до 1 - матрицею
6. �

Лема 5.3. Нехай виконується умова (5.27). Тодi ℙ8:0(g1
1 < ∞) = 1 для всiх 8 ≠ :.

Доведення. З Леми 5.2 виводимо, що функцiя

i8: = ℙ8:0(g1
1 < ∞) =

∑
C≥1

ℙ8:0(g1
1 = C) =∑

C≥1

∑
9
) (C−1)68:, 9 =

∑
B≥0

) (B)618:

є мiнiмальним розв’язком рiвняння i8: = 618: + )i8: . За Лемою 5.1 функцiя 1
задовольняє дане рiвняння, а з (5.27) та Леми 1 з [97] випливає, що дана функцiя
є мiнiмальним розв’язком �

Означення 5.3. Визначимо число повних циклiв розклеювання - склеювання
за початкової умови 30 = 1 :

a= = sup(< ≥ 0 : g1
2< ≤ =) < ∞, = ≥ 1,

{a= =<} = {g1
2< ≤ = < g1

2<+2}. (5.71)

Коректнiсть означення випливає зi спiввiдношень g1
0 = 0, g3< ≥ <.

Зауваження 5.8. У загальному випадку подiї {g1
2< = ∞} можуть мати додатнi

ймовiрностi. Однак зауважимо, що при 30 = 1 з умови (5.27) випливає, що
g1

2< − g0
2<−1 < ∞ м.н. Отже, зi скiнченностi g0

2<−1 м.н. випливає скiнченнiсть g1
2< .

Тому єдино можлива (з додатною ймовiрнiстю) нескiнченна серiя однакових
значень 3= має вигляд 3= = 1 при = ≥ g1

2` на множинi {` < ∞}, де ` = sup=≥0 a= .

Лема 5.4. Для всiх � ⊂ �, = ≥ 1 виконуються тотожностi

ℙ881(-= ∈ �, 3= = 1) = ℙ881(- ′= ∈ �, 3= = 1). (5.72)

Доведення. Розглянемо випадковi подiї

�=<
B:

= {a= =<, g1
2< = B, - B = (:, :, 1)},
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що попарно несумiснi при рiзних< ≥ 0, B ≥ 0, : ∈ �. Оскiльки

{3= = 1} = ∪<≥0{a= =<,g1
2< < ∞, 3= = 1},

то
ℙ881(-= ∈ �,3= = 1) =

∑
<≥0

∑
B≤=

∑
:
ℙ881(�=<B: , -= ∈ �,3= = 1) =∑

<≥0

∑
B≤=

∑
:
ℙ881(�B<B: , -= ∈ �, g

1
2< ≤ = < g0

2<+1),

де враховано, що {a= =<} = {aB =<} на подiї {3= = 1, g1
2< = B} при B ≤ =, а також

рiвнiсть
�=<
B:
∩ {3= = 1} = �=<

B:
∩ {g1

2< ≤ = < g0
2<+1}.

Отже, з урахуванням строго марковської властивостi ланцюга -

ℙ881(-= ∈ �,3= = 1) =∑
<≥0

∑
B≤=

∑
:
ℙ881(�B<B: )ℙ(-= ∈ �, B ≤ = < g0

2<+1 | �B<B: ) =∑
<≥0

∑
B≤=

∑
:
ℙ881(�B<B: )ℙ::1(-=−B ∈ �, = − B < g0

1 ) =∑
<≥0

∑
B≤=

∑
:
ℙ881(�B<B: )ℙ::1(- ′=−B ∈ �, = − B < g0

1 ) =

ℙ881(- ′= ∈ �,3= = 1),

де передостання рiвнiсть випливає з тотожностi -= = - ′= на множинi {= < g0
1 }

за умови 30 = 1, а остання рiвнiсть отримується аналогiчними до попереднiх
викладками замiною -= на - ′= �

Лема 5.5. Для подiй �= = {-= ∈ �} ∩ {- ′= ∈ �′}, �, �′ ⊂ �, має мiсце тотожнiсть

ℙ881(�=, 3= = 0) =
∑

1≤C≤=

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 1)) A (=−C):

, (5.73)

де функцiя

A
(B)
:
≡ ℙ::1(31 = 0, B + 1 < g1

2 , �B+1) =

(ℎ) (B)1�×�′):, B ≥ 0, : ∈ �, (1�×�′) 9; ≡ 1 9∈�,;∈�′ . (5.74)

Доведення. Оскiльки {a= = <,3= = 0} ⊂ {g0
2<+1 ≤ =}, то за формулою повної

ймовiрностi
ℙ881(�=, 3= = 0) =∑

<≥0

∑
0≤B<C≤=

ℙ881(a= =<,g1
2< = B, g0

2<+1 = C, 3C = 0, 3= = 0, �=) =
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<≥0

∑
0≤B<C≤=

∑
:

ℙ881(aC−1 =<,g
1
2< = B, - C−1 = (:, :, 1), 3C = 0, = < g1

2<+1, �=).

Справедливiсть останньої рiвностi випливає з того, що на множинi

{a= =<,g0
2< = B < C ≤ =,3= = 0}

виконуються тотожностi {aB = aC−1 = a= =<} та

{g0
2<+1 = C} = ∪:{3C = 0, - C−1 = (:, :, 1)}.

Якщо визначити попарно несумiснi подiї

�C<
B:
≡ {aC−1 =<,g

1
2< = B, - C−1 = (:, :, 1)},

то зi вказаної рiвностi внаслiдок марковської властивостi ланцюга - у момент
C − 1 виводимо, що

ℙ881(�=, 3= = 0) =∑
<≥0

∑
0≤B<C≤=

∑
:

ℙ881(�C<B: , 3C = 0, = < g1
2<+1, �=)∑

<≥0

∑
0≤B<C≤=

∑
:

ℙ881(�C<B: )ℙ(aC−1 =<,3C = 0, = < g1
2<+1, �= | �C<B: ) =∑

<≥0

∑
0≤B<C≤=

∑
:

ℙ881(�C<B: )ℙ::1(31 = 0, = − C + 1 < g1
2 , �=−C+1) =∑

C≤=

∑
:
ℙ881(- C−1 = (:, :, 1))A (=−C):

,

де враховане означення (5.74) та попарна несумiснiсть подiй {aC−1 =<,g
1
2< = B}

по<, B.
Для доведення рiвностi у (5.74) скористаємося Лемами 5.1 i 5.2 та марковською

властивiстю ланцюга - у момент 1 :

A
(B)
:

=
∑

9≠;
ℙ::1(- 1 = ( 9, ;, 0))ℙ 9;0(B < g1

1 , (-B, - ′B ) ∈ � × �′, 3B = 0) =∑
9≠;
ℎ:,9; () (B)1�×�′) 9; = (ℎ) (B)1�×�′):

�
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5.3 Стiйкiсть неоднорiдних за часом ланцюгiв
Маркова

5.3.1 Максимальне склеювання для неоднорiдних
ланцюгiв Маркова

Конструкцiя максимального склеювання для неоднорiдних ланцюгiв Марко-
ва є подiбною до однорiдної конструкцiї в 5.2.1, тому ми надамо скорочений
виклад.

Позначення � , - , %8:3 , �8:3 мають той же змiст, що i в 5.2.1. Матрицi & , ' та ℎ
тепер матимуть додатковий iндекс C :

&
(C)
8 9 = min(% (C)8 9 , %

′(C)
8 9 ), @

(C)
8 =

∑
9∈�

&
(C)
8 9 . (5.75)

'C = (' (C)8 9 ) = %C −&C , '
′
C = ('′

(C)
8 9 ) = %

′
C −&C ,

'
(C)
8 9 = (% (C)8 9 − %

′(C)
8 9 )

+, '
′(C)
8 9 = (% ′(C)8 9 − %

(C)
8 9 )
+, (5.76)

де використано рiвнiсть G = min(G,~) + (G − ~)+.

ℎ
(C)
8, 9;

= '
(C)
8 9 '

′(C)
8;
/ (1 − @ (C)8 ), 8, 9, ; ∈ �. (5.77)

Перехiднi ймовiрностi для - визначаються аналогiчно до вiдповiдних ймо-
вiрностей в 5.2.1 з додаванням iндексу C , скажiмо

ℙ(- C+1 = ( 9, ;, 1) |- C = (8, 8, 1)) = & (C)8 9 X 9; , 9, ; ∈ �, (5.78)

ℙ(- C+1 = ( 9, ;, 0) |- C = (8, 8, 1)) = ℎ(C)8, 9; , 9, ; ∈ �. (5.79)

Аналогiчно до роздiлу 5.2.1 Визначимо для 8 ≠ : субстохастичнi матрицi та
вектор вагiв

6
(C)
8:, 9

= min(% (C)8 9 , %
′(C)
: 9
), @

(C)
8:

=
∑
9∈�

6
(C)
8:, 9
, (5.80)

(
(C)
8:, 9

= %
(C)
8 9 − 6

(C)
8:, 9

= (% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
)+, (′(C)

8:,;
= %
′(C)
:;
− 6(C)

8:,;
= (% ′(C)

:;
− % (C)

8;
)+, (5.81)

та субстохастичну �2 × �2 матрицю

)
(C)
8:, 9;

= (
(C)
8:, 9

(
′(C)
8:,;
/ (1 − @ (C)

8:
). (5.82)
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Оскiльки така конструкцiя не має принципових вiдмiнностей вiд однорi-
дної моделi, то всi властивостi траєкторiй, а також максимальна властивiсть
склеювання зберiгаються для склеювання неоднорiдних ланцюгiв також.

5.3.2 Стiйкiсть у рiвномiрнiй нормi для неоднорiдних
ланцюгiв Маркова

Введемо умови рiвномiрної стiйкостi за один крок та рiвномiрного перемi-
шування за крок у неоднорiдному випадку.

Умова рiвномiрної стiйкостi за один крок полягає у зближеннi перехiдних
матриць % (C) та % ′(C) у рiвномiрнiй нормi:

∃ Y ∈ (0, 1), ∀C ≥ 0 : A (% (C), % ′(C)) ≡ sup8



% (C)8• − % ′(C)8•




 /2 ≤ Y. (5.83)

Ця умова еквiвалентна нерiвностi


`% (C) − `% ′(C)

 ≤ 2Y ‖`‖ для всiх мiр `.

У подальшому у схемi серiй можна припускати, що % ′(C) з часом нескiнченно
мало вiдрiзняються вiд % (C) , однак наведенi нижче результати мають форму
нерiвностей та можуть бути застосованi i для фiксованих Y > 0.

Умова рiвномiрного перемiшування зводиться до вiддiлення вiд одиницi
взаємного коефiцiєнта перемiшування:

∃ d ∈ (0, 1),∀C ≥ 0 :<(% (C), % ′(C)) ≡ sup8≠:



% (C)8• − % ′(C):•




 /2 ≤ d. (5.84)

Зауваження 5.9. Для виконання (5.84) при малих Y у (5.83) необхiдно i достатньо
виконання звичайної умови рiвномiрного перемiшування на % (C) : вигляду
<(% (C), % (C)) ≤ d0 < 1, оскiльки

��<(% ′(C), % (C)) −<(% (C), % (C))�� ≤ A (% (C), % ′(C)), та
<(% (C), % ′(C)) ≤ d0 + Y < 1 при достатньо малому Y > 0. У свою чергу, вказана
умова на % (C) еквiвалентна нерiвностi операторного стискання

‖`% ‖ ≤ d0 ‖`‖ , ∀` ∈ ;01 (�) ≡ ;1(�) ∩ {` : ` (�) = 0}. (5.85)

Теорема 5.5. Нехай виконана умова стiйкостi за крок (5.83), рiвномiрного пе-

ремiшування (5.84). Тодi для кожного = ≥ 1 рiвномiрно за 8 ∈ � виконуються

нерiвностi

sup�⊂�
��P8 (-= ∈ �) − P′8 (- ′= ∈ �)

�� ≤ Y (1 − d=)/(1 − d) < Y/(1 − d). (5.86)
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Доведення. Твердження теореми безпосередньо випливає iз прямого застосува-
ння Леми 5.11.

|%8 (-= ∈ �) − % ′8 (- ′= ∈ �) | ≤ ℙ881(3= = 0) ≤ Y 1 − d=
1 − d <

Y

1 − d .

�

Теорема 5.6. В умовах Теореми 5.5 для кожного = ≥ 1

sup8,: sup�⊂�
��P8 (-= ∈ �) − P′

:
(- ′= ∈ �)

�� ≤ d= + Y (1 − d=)/(1 − d). (5.87)

Доведення. З Леми 5.8 маємо нерiвнiсть

|%8 (-= ∈ �) − % ′: (-
′
= ∈ �) | ≤ ℙ8:0(3= = 0).

Бачимо, що на вiдмiну вiд Теореми 5.5, процес - знаходиться в розклеєному
станi i в момент 0, i в момент=. Iдея доведення полягає у тому, щоб розбити подiю
{3= = 0} на двi несумiснi подiї: {∀C ≤ =, 3C = 0} та {∃ 0 < C < =, 3C = 1, 3B = 0, B < C}.
Тодi отримаємо:

ℙ8:0(3= = 0) = ℙ8:0(3C = 0, C = 0, =)+
=−1∑
C=1

∑
9∈�

ℙ8:0(30 = . . . = 3C−1 = 0, - C = ( 9, 9, 1))ℙ(3= = 0|- C = ( 9, 9, 1)) .

З Леми 5.11 отримаємо

ℙ(3= = 0|- C = ( 9, 9, 1)) ≤ Y
1 − d=−C

1 − d < Y (1 − d)−1.

Отже:
ℙ8:0(3= = 0) ≤

ℙ8:0(3C = 0, C = 0, =) + Y (1 − d)−1
=−1∑
C=1

ℙ8:0(30 = . . . = 3C−1 = 0, 3C = 1) =

ℙ8:0(3C = 0, C = 0, =) + Y (1 − d)−1(1 − ℙ8:0(3C = 0, C = 0, =)) =

Y (1 − d)−1 + ℙ8:0(3C = 0, C = 0, =) (1 − Y (1 − d)−1) ≤

Y (1 − d)−1 + d= (1 − Y (1 − d)−1) = d= + Y 1 − d=
1 − d .

Тут, в останнiй нерiвностi ми використали лему 5.10. �
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Приклад 5.7. Розглянемо наступних два неоднорiдних ланцюга Маркова, що
заданi ймовiрностями переходу на C-тому кроцi:

% (C) =

©­­­­­­­­«

0 U
(C)
1 U

(C)
2 U

(C)
3 . . .

V
(C)
1 1 − V (C)1 0 0 . . .

V
(C)
2 0 1 − V (C)2 0 . . .

V
(C)
3 0 0 1 − V (C)3 . . .

· · ·

ª®®®®®®®®¬
,

% ′(C) =

©­­­­­­­­«

0 U
′(C)
1 U

′(C)
2 U

′(C)
3 . . .

V
′(C)
1 1 − V′(C)1 0 0 . . .

V
′(C)
2 0 1 − V′(C)2 0 . . .

V
′(C)
3 0 0 1 − V′(C)3 . . .

· · ·

ª®®®®®®®®¬
.

Дослiдимо умови, за яких для цих ланцюгiв будуть справедливими Теореми 5.5
та 5.6.

Умова рiвномiрної стiйкостi за один крок має вигляд:∑
8≥1
|U (C)8 − U

′(C)
8 | ≤ 2Y, (5.88)

|V (C)8 − V
′(C)
8 | ≤ Y. (5.89)

Умова рiвномiрного перемiшування має такий вигляд:

|V (C)8 − V
′(C)
:
| ≤ d, (5.90)

V
(C)
8 + 1 + |U′(C)8 + 1 − V (C)8 | − U

′(C)
8 ≤ 2d, (5.91)

V
′(C)
8 + 1 + |U (C)8 + 1 − V′(C)8 | − U

(C)
8 ≤ 2d. (5.92)

Зауважимо, що умова (5.90) виконана за класичної умови inf{V (C)8 , V
′(C)
8 } > 0.

Отже, за умов (5.88), (5.89), (5.90), (5.91), (5.92), ймовiрностi переходу за = крокiв
для двох таких ланцюгiв будуть близькими, не зважаючи на початковi стани.
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5.3.3 Стiйкiсть скiнченновимiрних розподiлiв для
неоднорiдних ланцюгiв Маркова

У цьому роздiлi ми узагальнимо отриманi результати стiйкостi скiнченнови-
мiрних розподiлiв на неоднорiдний випадок. Для зручностi наведемо основнi
позначення для неоднорiдного випадку.

Розглянемо два неоднорiднi за часом ланцюги Маркова - та - ′ зi значен-
нями в дискретному ймовiрнiсному просторi � = {8, 9, :, ;, ...}, з перехiдними
ймовiрностями на C-тому кроцi (з моменту часу C в C +1) %C = (% (C)8 9 ) and % ′C = (%

′(C)
8 9 )

вiдповiдно. Ймовiрнiснi мiри та математичнi сподiвання для ланцюгiв - та - ′,
що стартують у момент часу C = 0 зi стану 8 , ми позначатимемо через ℙ8 ,�8 та
ℙ′8 , �′8 вiдповiдно.

Перехiднi ймовiрностi за = ≥ 1 крокiв вiд моменту часу C до C + = позначимо
через

% (C,=) =
C+=−1∏
B=C

%B, %
′(C,=) =

C+=−1∏
B=C

% ′B, C ≥ 0.

Введемо наступнi iндекси для вiдносних рiзниць та коефiцiєнт рiвномiрного
перемiшування для перехiдних матриць за один крок %C , % ′C , де вважається, що
0/0 = 0

dC (8, 9) = (% (C)8 9 − %
′(C)
8 9 )

+ / % (C)8 9 , d
′
C (8, 9) = (%

′(C)
8 9 − %

(C)
8 9 )
+ / % ′(C)8 9 , (5.93)

YC (8, 9) = max(dC (8, 9), d′C (8, 9)), YC ≡ sup
8, 9∈�

YC (8, 9), C ≥ 0. (5.94)

Розглянемо f-алгебри F= = f [-C , C ≤ =], F′= = f [- ′C , C ≤ =]. Припустимо, що
-0, -

′
0 є невипадковими та фiксованими.

Нехай (F=) – момент зупинки \ ≥ 1 та F\ - вимiрна функцiя i визначенi
множинами {�=, = ≥ 1}, �= ⊂ �=, та функцiямиi= : �= → ℝ, так що для довiльних
= ≥ 1:

{\ = =} = {(-1, · · · , -=) ∈ �=}, i1{\==} = i= (-1, · · · , -=). (5.95)

Означення 5.4. Пара (\ ′, i′) разом з (F′=)-моментом зупинки \ ′ таF′
\ ′-вимiрною

випадковою величиною i′ називається вiдповiдною парi (\, i), якщо подiї
{\ ′ = =} та випадковi величини i′1{\ ′==} визначенi (- ′1, · · · , - ′=) з тими ж �= та
i=, що i в (5.95).
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Визначимо наступнi малi параметри:

Y (\ ) ≡ 1 −
\−1∏
B=0
(1 − YB) ≤

\−1∑
B=0

YB ≤ \ sup YB . (5.96)

Теорема 5.7. Нехай \ ≥ 1 - це (F=)-момент зупинки, та випадкова величина i є

невiд’ємною таF\ -вимiрною. Визначимо повне збурення Y (\ ) через (5.94) та (5.96).

Якщо пара (\ ′, i′) є вiдповiдною до пари (\, i), то мають мiсце наступнi нерiвностi

|�8i − �′8i′| ≤ max{�8 [i Y (\ )], �′8 [i′ Y (\ ′)]} ≤ (5.97)
(sup YC ) max{�8 [i · \ )], �′8 [i′ · \ ′]}. (5.98)

Доведення. Помiтимо, що на множинi {\ < g}ми маємо (-1, · · · , -\ ) = (- ′1, · · · , - ′\ ),
так, що i = i′ на такiй подiї за означенням вiдповiдних пар

�881[i, \ < g] =
∑
C≥1

�881[i1{\=C}, C < g] =
∑
C≥1

�881[iC (-1, ...-C )1{(-1,...-C )∈�C }, C < g] =∑
C≥1

�881[iC (- ′1, ...- ′C )1{(- ′1,...- ′C )∈�C }, C < g] = �881[i′, \ ′ < g] .

Тодi
�8i − �′8i′ = �881[i, \ ≥ g] − �881[i′, \ ′ ≥ g] . (5.99)

Скориставшись (5.95), Лемою 5.6, (5.118), та (5.96) отримаємо

�881[i, \ ≥ g] =
∑
C≥1

�881[i1{\=C}, g ≤ C] =∑
C≥1

�881[�(iC (-1, ...-C )1{\=C} 1{g≤C} | -1, ...-C )] =∑
C≥1

�881[iC (-1, ...-C )1{\=C} ℙ(g ≤ C | -1, ...-C )] =

∑
C≥1

�881

[
iC (-1, ...-C )1{\=C}

(
1 −

\−1∏
B=0
(1 − dB (-B, -B+1))

)]
≤

∑
C≥1

�881

[
iC (-1, ...-C )1{\=C}

(
1 −

\−1∏
B=0
(1 − YB)

)]
= �881[i Y (\ )] = �8 [i Y (\ )], (5.100)

де ми також скористались властивостями склеювання.
Скомбiнувавши (5.100) з останнiми нерiвностями, отримаємо оцiнку (5.97).

Друга нерiвнiсть у теоремi 5.7 є очевидним наслiдком (5.96).
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Останнiй множник у другому знизу рядку в нерiвностi (5.100) може бути
оцiнений за допомогою параметрiв Y (\ ), Y (\ ) в (5.103):

�881[i, \ ≥ g] ≤
∑
C≥1

�881
[
iC (-1, ...-C )1{\=C} Y (\ )

]
= �8 [i Y (\ )],

�881[i, \ ≥ g] ≥
∑
C≥1

�881
[
iC (-1, ...-C )1{\=C} Y (\ )

]
= �8 [i Y (\ )] . (5.101)

За допомогою таких же обчислень ми отримаємо вiдповiднi нерiвностi для
�881[i′, \ ′ ≥ g] . �

Теорема 5.8. За припущень Теореми 5.7 мають мiсце бiльш загальнi оцiнки стiй-

костi

�8 [i Y (\ )] − �′8 [i′ Y (\ ′)] ≤ �8i − �′8i′ ≤ �8 [i Y (\ )] − �′8 [i′ Y (\ ′)], (5.102)

якщо (потенцiйнi малi) величини Y (\ ), Y (\ ), Y (\ ′), Y (\ ′) задовiльняють наступнi

нерiвностi майже напевно:

Y (\ ) ≥ 1 −
\−1∏
B=0
(1 − dB (-B, -B+1)) ≥ Y (\ ) ≥ 0,

Y′(\ ′) ≥ 1 −
\ ′−1∏
B=0
(1 − d′B (- ′B , - ′B+1)) ≥ Y (\ ′) ≥ 0. (5.103)

Доведення. Оцiнки (5.102) отримуються в результатi пiдстановки нерiвностей
(5.101) та їх аналогiв для �881[i′, \ ′ ≥ g] у (5.99). �

5.3.4 V-стiйкiсть дискретних неоднорiдних ланцюгiв
Маркова

У цьому роздiлi ми узагальнимо результати роздiлу 5.2.3 на неоднорiдний
випадок. Сформулюємо основнi умови в термiнах неоднорiдних ланцюгiв.

1. V-перемiшування, та V-стiйкiсть. Нехай + = (+9 , 9 ∈ �) – деяка додатня
пробна функцiя (необов’язково обмежена), для якої виконано наступнi умови

+8 ≥ 1,
∑
9

%
(C)
8 9 +9 < ∞,

∑
9

%
′(C)
8 9 +9 < ∞, ∀C > 0. (5.104)
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Умова V-стiйкостi за один крок полягає у зближеннi перехiдних матриць % (C)

та % ′(C) у V-нормi:

∃Y ∈ (0, 1)



% (C) − % ′(C)




+
= sup8 + −1

8

∑
9

|% (C)8 9 − %
′(C)
8 9 |+9 ≤ Y, ∀C ≥ 0. (5.105)

Умова V-перемiшування:

∃d+ ∈ (0, 1),
∑
9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 ≤ d+ (+8 ++:), ∀8 ≠ 9 ∈ �, ∀C ≥ 0. (5.106)

Теорема5.9. Нехай виконано умовиV-стiйкостi (5.105)тарiвномiрногоV-перемiшування

(5.106). Тодi для кожного = ≥ 1 виконуються нерiвностi

sup|5 |≤+
���8 5 (-=) − �′8 5 (- ′=)�� ≤ Y (=)8 (1 − d

=
+ )/(1 − d+ ), (5.107)

де:

 
(=)
8 = sup

C<=

�8+-C , d+ ∈ (0, 1) з умови (5.106).

Доведення. Позначимо першу i другу компоненту процеса - через / (1) та / (2)

так, що - = (/ (1), / (2), 3). За Лемою 5.13:

|�8 [5 (-=)] − �′8 [5 (- ′=)] | ≤ �881[, (/
(1)
= , /

(2)
= );3= = 0],

тому далi розглянемо:

�881[, (/ (1)= , /
(2)
= );3= = 0] =

∑
G,~

ℙ881(/ (1)= = G, /
(2)
= = ~,3= = 0) (+G ++~) =

=∑
C=1

∑
:,G,~

ℙ881(/ (1)C−1 = /
(2)
C−1 = :, 3C−1 = 1)

∑
8, 9

ℙ(/ (1)C = 8, /
(2)
C = 9, 3C = 0|/ (1)

C−1 = /
(2)
C−1−:, 3C−1 = 1)×

ℙ(/ (1)= = G, / (2) = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /
(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~) =

=∑
C=1

∑
:,G,~

% (C) (8, :)+:+ −1
:

∑
8, 9

ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1))×

ℙ(/ (1)= = G, / (2) = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /
(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~) =

=∑
C=1

∑
:,G,~

% (C) (8, :)+:+ −1
:

∑
8, 9

ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1)) (+8 ++9 )×
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(+8 ++9 )−1ℙ(/ (1)= = G, / (2) = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /
(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~) =

=∑
C=1

∑
:

% (C) (8, :)+:+ −1
:

∑
8, 9

ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1)) (+8 ++9 )×(∑
G,~

(+8 ++9 )−1ℙ(/ (1)= = G, / (2) = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /
(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~)

)
.

Тепер, скориставшись Лемами 5.14 та 5.16, отримаємо:

�881[, (/ (1)= , /
(2)
= );3= = 0] =

∑
G,~

ℙ881(/ (1)= = G, /
(2)
= = ~,3= = 0) (+G ++~) ≤

=∑
C=1

∑
:

%
(C)
8:
+:Yd

=−C =
=∑
C=1

�8 [+-C ]Yd=−C+ ≤

Y 
(=)
8

=−1∑
C=0

dC+ = Y 
(=)
8

1 − d=
+

1 − d+
.

�

Замiсть умови перемiшування (5.106), можна розглядати дещо простiшi
умови (5.108)-(5.109), як видно в наступному наслiдку.

Наслiдок 5.5. Нехай виконано умову+ -стiйкостi з деяким Y+ ∈ (0, 1) та iснують

така пiдмножина станiв O ∈ �, число d$ < 1 − Y+ та пробна функцiя +8 , що для

довiльного C > 0 мають мiсце нерiвностi:∑
9

%
(C)
8 9 +9 ≤ d$+8, ∀8 ∉ O, +8 ≥ 1, (5.108)

∑
9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 ≤ d$ (+8 ++:), ∀8 ∈ �, : ∈ O, 8 ≠ :. (5.109)

Тодi для всiх = > 0 та 8 ∈ � виконується нерiвнiсть:

sup
|5 |≤+
|�8 [5 (-=)] − �′8 [5 (- ′=)] | ≤

Y+ 
(=)
8

1 − d$ − Y+
, (5.110)

де  (=)8 = supC<= �8 [+-C ] ≤ max{+8, sup8∈O,C≥0
∑
9

%
(C)
8 9 +9/(1 − d$)}.
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Доведення. Покажемо, що виконується умова + - перемiшування з d+ = d$ + Y+ .
Для цього спочатку встановимо виконання при довiльних 8, 9, C формули:∑

9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 ≤ d$ (+8 ++:). (5.111)

Нехай 8, : ∉ O, тодi для кожного C > 0:∑
9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 ≤∑

9∈O
|% (C)8 9 − %

′(C)
: 9
|+9 +

∑
9∉O
(% (C)8 9 + %

′(C)
: 9
)+9 =∑

9∈O
|% (C)8 9 − %

′(C)
: 9
|+9 +

∑
9∈�

%
(C)
8 9 +9 +

∑
9∈�

%
′(C)
: 9
+9 −

∑
9∈O

%
(C)
8 9 +9 −

∑
9∈O

%
′(C)
: 9
+9 ≤

d$ (+8 ++:) +
∑
9∈O

(
|% (C)8 9 − %

′(C)
: 9
| − (% (C)8 9 + %

′(C)
: 9
)
)
+9 ≤ d$ (+8 ++:),

де в передостаннiй нерiвностi ми використали формулу (5.108). Якщо ж одне зi
значень 8, : або обидва належать O, то (5.111) випливає з умови (5.109). Тепер
доведемо власне умову перемiшування:∑

9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 ≤

∑
9

|% (C)8 9 − %
′(C)
: 9
|+9 +

∑
9

|% ′(C)
: 9
− % ′(C)

: 9
|+9 ≤

d$ (+8 ++:) + Y++: < (d$ + Y+ ) (+8 ++:) = d+ (+8 ++:).

Далi, застосувавши Теорему 5.9, отримаємо нерiвнiсть з умови наслiдку.
Залишилось довести нерiвнiсть для  (=)8 . Зауважимо спочатку, що при 8 ∉ O:

�8 [+-1] =
∑
9

+9%
(0,1)
8 9 ≤ d$+8 . (5.112)

Позначимо : (=)8 = �8 [+-=],  $ = sup8∈$,1<C≤=
∑
9

%
(C−1,C)
8 9 +9 . Тодi:

:
(=)
8 =

∑
9

%
(0,=)
8 9 +9 =

∑
9

∑
:∈O

%
(0,=−1)
8:

%
(=−1,=)
: 9

+9 +
∑
9

∑
:∉O

%
(0,=−1)
8:

%
(=−1,=)
: 9

+9 ≤∑
:∈O

%
(0,=−1)
8:

 $ + d$
∑
:∉O

%
(0,=−1)
8:

+: ≤  $ + d$: (=−1)
8 .

Застосовуючи отриману формулу рекурсивно, отримаємо:

:
(=)
8 ≤  $

=−1∑
<=0

d<$ + :
(1)
8 ≤  $

1 − d=
$

1 − d$
+ d=$+8,

що доводить оцiнку для  (=)8 i завершує доведення наслiдку. �
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Зауваження 5.10. Зауважимо, що у деяких випадках величина  (=)8 буде обмеже-
ною. Зокрема, якщо +8 = 1 i ланцюг рiвномiрно ергодичний (зокрема скiнчен-
ний).

Приклад 5.8. Розглянемо в якостi прикладу однорiдний ланцюг народження та
загибелi, що збурено неоднорiдним чином.

% =

©­­­­­­­­«

U0 1 − U0 0 0 . . .

U1 0 1 − U1 0 . . .

0 U2 0 1 − U2 . . .

0 0 U3 0 . . .

· · ·

ª®®®®®®®®¬
,

% ′(C) =

©­­­­­­­­«

U0 + X0(C) 1 − U0 − X0(C) 0 0 . . .
U1 + X1(C) 0 1 − U1 − X1(C) 0 . . .

0 U2 + X2(C) 0 1 − U2 − X2(C) . . .

0 0 U3 + X3(C) 0 . . .

· · ·

ª®®®®®®®®¬
.

В якостi функцiї + виберемо наступну функцiю

+0 = 1, +8 = E8,

для деякого E ≥ 1. Пiзнiше ми знайдемо умови, за яких таке E iснує.
Перевiримо умову + -стiйкостi. Тодi 8-те рiвняння виглядає так:

E−82X8 (C)E8+1 ≤ Y,

або
2X8 (C)E ≤ Y,

X8 (C) ≤ Y/2E .

Отже, за достатньо малих X8 (C) умова + -стiйкостi виконана рiвномiрно за C, 8 .
Перевiримо тепер умову+ -перемiшування. Для цього скористаємось Наслiд-

ком 5.5 з O = {0}:
U8E

8−1 + (1 − U8)E8+1 ≤ d$E8,

U8 + (1 − U8)E2 ≤ d$E,
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(1 − U8)E2 − d$E + U8 ≤ 0.

Дана нерiвнiсть має розв’язки, якщо d$ ≥ 2
√
(1 − U8)U8 . В цьому разi

E ∈
[
d$ −

√
d2 − 4(1 − U8)U8
2(1 − U8)

,
d$ +

√
d2 − 4(1 − U8)U8
2(1 − U8)

]
.

Припустимо, що W = inf8 U8 > 1/2. Тодi можна вибрати d$ = 2
√
W (1 − W) < 1.

Розглянемо тепер нерiвнiсть з точки зору U8 :

(1 − U8)E2 − d$E + U8 ≤ 0,

U8 (1 − E2) ≤ d$E − E2,

U8 ≥
d$E − E2

1 − E2

inf
8
U8 ≥

d$E − E2

1 − E2 .

Тодi визначимо E з рiвняння:

W =
d$E − E2

1 − E2 .

(1 − W)E2 − d$E + W = 0.

(
√

1 − WE − √W)2 = 0.

E =

√
W

1 − W > 1.

Перевiримо тепер другу умову для 8 > 2:

U0 + (1 − U0)E + U8E8−1 + (1 − U8)E8+1 ≤ (1 + E8).

З урахуванням вище доведеного досить показати, що

U0 + (1 − U0)E ≤ 1 + (1 − d$)E8,

або U0(1 − E) ≤ 1 + (1 − d$)E8 − E,

або U0 ≥ 1 + (1 − d$)E
8

1 − E .

Ясно, що права частина зростає по 8 , тому

U0 ≥ 1 + (1 − d$)E
3

1 − E . (5.113)
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Перевiримо другу умову для 8 = 1:

|U0 − U1 | + (1 − U0)E + (1 − U1)E2 ≤ (1 + E).

Досить вимагати, щоб

|U0 − U1 | + (1 − U0)E − U1 ≤ 1 + (1 − d$)E . (5.114)

Перевiримо другу умову для 8 = 2:

U0 + |1 − U0 − U2 |E + (1 − U2)E3 ≤ (1 + E2),

або
U0 + |1 − U0 − U2 |E − U2E ≤ 1 + (1 − d$)E2. (5.115)

Тодi умови Наслiдку 5.5, а отже i Теореми 5.9 в даному випадку будуть
виконанi, якщо виконанi наступнi умови.

Отже доведено наступну теорему.

Теорема 5.10. Нехай для ланцюгiв, заданих перехiдними ймовiрностями % та % ′(C)

з параметрами U0, U1, U2, виконанi умови (5.113), (5.114), (5.115). Нехай також

W = inf
8
U8 > 1/2,та X8 (C) < Y

√
1 − W
W

,

для деякого фiксованого Y.

Тодi виконанi умови Наслiдку 5.5, з

E =

√
W

1 − W ,+8 = E
8, d$ = 2

√
W (1 − W),

та O = {0}.

Зауважимо, що у класичному випадку U0 = 1 умови (5.113), (5.114), (5.115)
виконанi автоматично. Окрiм того, умова W = inf8 U8 > 1/2 в однорiдному
випадку є необхiдною та достатньою для рiвномiрної ергодичностi.

5.3.5 Допомiжнi леми

Розглянемо - – ланцюг, визначений вище у роздiлi 5.3.1. Позначимо через
g- перший час розклеювання для ланцюга - , що стартує зi стану (8, 8, 1):

g = inf{C ≥ 1 : 3C = 0}. (5.116)
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Для заданих 81, ..., 8C ∈ � та 0 ≤ B < C визначимо випадковi подiї

�B = {- 1 = (81, 81, 1), ...- B = (8B, 8B, 1)}, �B+1 = {-B+1 = 8B+1, ..., -C = 8C }.

Лема 5.6. Наступнi рiвностi мають мiсце для довiльного початкового стану

80 = 8 ∈ � та 0 ≤ B < C

ℙ881[g = B + 1 | g > B, -1 = 81, ..., -C = 8C ] = dB (8B, 8B+1), (5.117)

ℙ881[g > B | -1 = 81, ..., -C = 8C ] =
B−1∏
A=0
(1 − dA (8A , 8A+1)), B ≤ C, (5.118)

ℙ881[g = B + 1 | -1 = 81, ..., -C = 8C ] = dB (8B, 8B+1)
B−1∏
A=0
(1 − dA (8A , 8A+1)), (5.119)

Доведення. Оскiльки подiя -A = - ′A , A ≤ B, еквiвалентна подiї {g > B}, то лiва
частина (5.117) рiвна

ℙ881[g = B + 1 | �B, �B+1] =
∑
;∈�

ℙ881[- B+1 = (8B+1, ;, 0) | �B, �B+1] =∑
;∈�

ℙ881[- B+1 = (8B+1, ;, 0), �B, �B+1]/ℙ881[�B, �B+1] =∑
;∈�

ℙ881[- B+1 = (8B+1, ;, 0), �B+1 | �B]/ℙ881[ �B+1 | �B] =∑
;∈�

ℙ881[- B+1 = (8B+1, ;, 0), �B+1 | - B = (8B, 8B, 1)]/ℙ881[ �B+1 | - B = (8B, 8B, 1)] =∑
;∈�

ℙ881[- B+1 = (8B+1, ;, 0) | - B = (8B, 8B, 1)]×

ℙ881[�B+1 | - B = (8B, 8B, 1), - B+1 = (8B+1, ;, 0)]/ℙ881[ �B+1 | - B = (8B, 8B, 1)] =∑
;∈�

ℎ
(B)
8B ,8B+1;

C∏
A=B+1

%
(A )
8A ,8A+1
/

C∏
A=B

%
(A )
8A ,8A+1

=
∑
;∈�

ℎ
(B)
8B ,8B+1;
/% (B)8B ,8B+1 =

'
(B)
8B ,8B+1
/% (B)8B ,8B+1 = dB (8B, 8B+1),

де ми скористалися марковською властивiстю ланцюга - , властивостями склею-
вання (зокрема твердженням (5.79)) та рiвнiстю∑

;∈�
ℎ
(B)
8, 9;
/% (B)8 9 =

∑
;∈�

'
(B)
8 9 '

′(B)
8;
/ (1 − @ (B)8 )%

(B)
8 9 = (% (B)8 9 −&

(B)
8 9 )/%

(B)
8 9 = dB (8, 9).
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Отже, (5.117) доведено.
Далi, помiтимо, що лiва частина (5.118) рiвна

ℙ881[�B | -1 = 81, ..., -C = 8C ] =

ℙ881[�B, -1 = 81, ..., -C = 8C ]/ℙ881[-1 = 81, ..., -C = 8C ] =

ℙ881[�B, �B+1]/ℙ881[-1 = 81, ..., -C = 8C ] =

ℙ881[�B] ℙ881[�B+1 | �B]/ℙ881[-1 = 81, ..., -C = 8C ] =(
B−1∏
A=0

&
(A )
8A ,8A+1

) (
C−1∏
A=B

%
(A )
8A ,8A+1

)
/
(
C−1∏
A=0

%
(A )
8A ,8A+1

)
=

B−1∏
A=0

&
(A )
8A ,8A+1
/% (A )8A ,8A+1 =

B−1∏
A=0

(
1 − ' (A )8A ,8A+1/%

(A )
8A ,8A+1

)
=

B−1∏
A=0
(1 − d (A ) (8A , 8A+1)).

Тут ми скористалися виразом для ймовiрностi ℙ881[�B], що є наслiдком
марковської властивостi - та (5.78) у виглядi

ℙ[g > B + 1, - B+1 = ( 9, 9, 1) | g > B, - B = (8, 8, 1)] = & (B)8 9 .

Нарештi, отримаємо (5.119), помноживши (5.117) на (5.118). �

У наступних лемах позначимо першу та другу компоненту процесу - через
/ (1) та / (2) вiдповiдно. Таким чином, - = (/ (1), / (2), 3).

Лема 5.7. Для довiльної множини � ⊂ � та довiльного 8 ∈ � має мiсце наступна

нерiвнiсть:

|%8 (-= ∈ �) − % ′8 (- ′= ∈ �) | ≤ ℙ881(3= = 0).

Доведення. Скориставшись тим фактом, що маргiнальнi розподiли - спiвпада-
ють з розподiлами процесiв - та - ′, отримаємо рiвняння

|%8 (-= ∈ �) − % ′8 (- ′= ∈ �) | = |ℙ881(-= ∈ (�, �, �)) − ℙ881(-= ∈ (�, �, �)) |.

Розпишемо останнiй вираз для 3= = 0 та 3= = 1:

|ℙ881(-= ∈ (�, �, �)) − ℙ881(-= ∈ (�, �, �)) | =

|ℙ881(-= ∈ (�, �, 1)) +ℙ881(-= ∈ (�, �, 0)) −ℙ881(-= ∈ (�, �, 1)) −ℙ881(-= ∈ (�, �, 0)) |.
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Зауважимо, що:

ℙ881(-= ∈ (�, �, 1)) − ℙ881(-= ∈ (�, �, 1)) =∑
:∈�
(ℙ881(-= ∈ (:, �, 1)) − ℙ881(-= ∈ (�, :, 1))).

З конструкцiї склеювання випливає, що переходи зi стану (:, 9, 1) в (8, ;, 1) є
неможливими якщо : ≠ 9 , а отже∑

:∈�
(ℙ881(-= = (:, :, 1)) − ℙ881(-= = (:, :, 1))) = 0.

Отже,

|ℙ881(-= ∈ (�, �, �))−ℙ881(-= ∈ (�, �, �)) | = |ℙ881(-= ∈ (�, �, 0))−ℙ881(-= ∈ (�, �, 0)) | ≤

max{ℙ881(-= ∈ (�, �, 0),ℙ881(-= ∈ (�, �, 0))} ≤ ℙ881(-= ∈ (�, �, 0)) = ℙ881(3= = 0).

�

Лема 5.8. Для довiльної множини � ⊂ � та довiльних 8, : ∈ � має мiсце наступна

нерiвнiсть

|%8 (-= ∈ �) − % ′: (-
′
= ∈ �) | ≤ %8:0(3= = 0)

Доведення. Iдея доведення повнiстю повторює доведення попередньої леми,
тому наводимо викладки без додаткових пояснень:

|%8 (-= ∈ �) − % ′: (-
′
= ∈ �) | = |ℙ8:0(-= ∈ (�, �, �)) − ℙ8:0(-= ∈ (�, �, �)) | =

|ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 1))+ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 0))−ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 1))−ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 0)) | ≤

max{ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 0)),ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 0))} ≤ ℙ8:0(-= ∈ (�, �, 0)) = ℙ8:0(3= = 0).

�

Лема 5.9. Нехай для ланцюгiв -=, - ′= виконана умова рiвномiрної стiйкостi за один

крок (5.83). Тодi для довiльного 8 ∈ � та = ≥ 0 має мiсце нерiвнiсть:

ℙ(3=+1 = 0|-= = (8, 8, 1)) ≤ Y
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Доведення. Скориставшись означенням перехiдної ймовiрностi для процесу
склеювання, отримаємо

ℙ(3=+1 = 0|-= = (8, 8, 1)) =
∑
9,:

(
%
(=)
8 9 − %

(=)
8 9 ∧ %

′(=)
8 9

) (
%
′(=)
8:
− % (=)

8:
∧ % ′(=)

8:

)
1 −∑

;∈� %
(=)
8;
∧ % ′(=)

8;

=

1 −
∑
;∈�

%
(=)
8;
∧ % ′(=)

8;
≤ Y.

Остання нерiвнiсть випливає з наступного:

Y ≥ sup
8

∑
9

|% (=)8 9 − %
′(=)
8 9 |/2 = sup

8

∑
9

(
(% (=)8 9 − %

′(=)
8 9 )

+ + (% ′(=)8 9 − %
(=)
8 9 )
+
)
/2 =

sup
8

∑
9

(
%
(=)
8 9 − %

(=)
8 9 ∧ %

′(=)
8 9 + %

′(=)
8 9 − %

(=)
8 9 ∧ %

′(=)
8 9

)
/2 =

sup
8

(
2 − 2

∑
9

%
(=)
8 9 ∧ %

′(=)
8 9

)
/2 = sup

8

(
1 −

∑
9

%
(=)
8 9 ∧ %

′(=)
8 9

)
.

Тут у другiй рiвностi використано зображення G = G ∧ ~ + (G − ~)+. �

Лема 5.10. Нехай для ланцюгiв -=, - ′= виконана умова рiвномiрного перемiшування

(5.84). Тодi для довiльних 8, 9 ∈ � та = ≥ 0 має мiсце нерiвнiсть:

ℙ(3=+1 = 3=+2 = . . . 3=+< = 0|-= = (8, 9, 0)) ≤ d<

Доведення. Скориставшись означенням перехiдної ймовiрностi для процесу
склеювання, отримаємо

ℙ(3=+1 = 0|-= = (8, :, 0)) =
∑
9,;

(
%
(=)
8 9 − %

(=)
8 9 ∧ %

′(=)
: 9

) (
%
′(=)
:;
− % (=)

8;
∧ % ′(=)

:;

)
1 −∑

B∈� %
(=)
8B ∧ %

′(=)
:B

=

1 −
∑
9∈�

%
(=)
8 9 ∧ %

′(=)
: 9

.

В той же час:

d = sup
8≠:

∑
9

|% (=)8 9 − %
′(=)
: 9
|/2 = sup

8≠:

∑
9

(
(% (=)8 9 − %

′(=)
: 9
)+ + (% ′(=)

: 9
− % (=)8 9 )

+
)
/2 =

sup
8≠:

∑
9

(
%
(=)
8 9 − %

(=)
8 9 ∧ %

′(=)
: 9
+ % ′(=)

: 9
− % (=)8 9 ∧ %

′(=)
: 9

)
/2 =
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sup
8≠:

(
2 − 2

∑
9

%
(=)
8 9 ∧ %

′(=)
: 9

)
/2 = sup

8≠:

(
1 −

∑
9

%
(=)
8 9 ∧ %

′(=)
: 9

)
.

Отже, для довiльних = ≥ 0, 8, : ∈ �:

% (3=+1 = 0|-= = (8, :, 0)) ≤ d.

Твердження леми тепер випливає з наступного:

ℙ(3=+1 = 3=+2 = . . . 3=+< = 0|-= = (8, 9, 0)) =∑
:,;∈�

ℙ(3=+1 = 3=+2 = . . . 3=+<−1 = 0, -=+<−1 = (:, ;, 0) |-= = (8, 9, 0))×

ℙ(3=+< = 0|-=+<−1 = (:, ;, 0)) ≤

dℙ(3=+1 = 3=+2 = . . . 3=+<−1 = 0|-= = (8, 9, 0)) ≤ . . . ≤ d< .

�

Наступна лема є ключовою в доведеннi Теорем 5.5 та 5.6. При її доведеннi
використовується так званий метод розкладу за останнiм моментом розклеюва-
ння.

Лема 5.11. Нехай для ланцюгiв -=, - ′= виконанi умови рiвномiрної стiйкостi за

один крок (5.83) та рiвномiрного перемiшування (5.84). Тодi для довiльного 8 ∈ � та

= ≥ 0 має мiсце нерiвнiсть:

ℙ881(3= = 0) ≤ Y 1 − d=
1 − d .

Доведення. Запишемо розклад за моментом останнього розклеювання. Оскiльки
в нульовий момент часу ланцюг був склеєним, а в момент = розклеєним, то
момент останнього розклеювання гарантовано настав на iнтервалi мiж 1 та =
включно:

ℙ881(3= = 0) =
=∑
C=1

ℙ881(3= = 3=−1 = . . . 3C = 0, 3C−1 = 1) =

=∑
C=1

∑
9

ℙ881(3= = 3=−1 = . . . 3C = 0, - C−1 = ( 9, 9, 1)) =
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=∑
C=1

∑
9,:,;

ℙ881(3= = 3=−1 = . . . 3C = 0, - C = (:, ;, 0), - C−1 = ( 9, 9, 1)) =

=∑
C=1

∑
9,:,;

ℙ(3= = 3=−1 = . . . 3C = 0|- C = (:, ;, 0))ℙ(- C = (:, ;, 0) |- C−1 = ( 9, 9, 1))×

ℙ881(- C−1 = ( 9, 9, 1)) .

Далi скористаємось лемою 5.10 i отримаємо:

ℙ(3= = 3=−1 = . . . 3C = 0|- C = (:, ;, 0)) ≤ d=−C .

З урахуванням цього та попереднiх викладок маємо нерiвнiсть:

ℙ881(3= = 0) ≤
=∑
C=1

∑
9,:,;

d=−Cℙ(- C = (:, ;, 0) |- C−1 = ( 9, 9, 1))ℙ881(- C−1 = ( 9, 9, 1)) =

=∑
C=1

∑
9

d=−Cℙ(3C = 0|- C−1 = ( 9, 9, 1))ℙ881(- C−1 = ( 9, 9, 1)) ≤

Y

=∑
C=1

(
d=−C

∑
9

ℙ881(- C−1 = ( 9, 9, 1))
)
= Y

=∑
C=1

d=−Cℙ881(3C−1 = 1) ≤

Y

=∑
C=1

d=−C = Y
=−1∑
C=0

dC = Y
1 − d=
1 − d ,

де ми використали той факт, що за лемою 5.9:

ℙ(3C = 0|- C−1 = ( 9, 9, 1)) ≤ Y.

�

Лема 5.12. Має мiсце наступна формула:

�881[5 (/ (1)= );3= = 1] = �881[5 (/ (2)= );3= = 1] .

Доведення. Скориставшись властивостями склеювання, отримаємо наступнi
рiвностi

�881[5 (/ (1)= );3= = 1] =
∑
:

5 (:)ℙ881(-= ∈ (:, �, 1)) =
∑
:

5 (:)ℙ881(-= ∈ (:, :, 1)) =∑
:

5 (:)ℙ881(-= ∈ (�, :, 1)) = �881[5 (/ (2)= );3= = 1] .

�
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Лема 5.13. Має мiсце наступна нерiвнiсть:

|�8 [5 (-=)] − �′8 [5 (- ′=)] | ≤ �881[, (/
(1)
= , /

(2)
= );3= = 0],

де, (8, 9) = +8 ++9 .

Доведення. Оскiльки, як було встановлено ранiше, маргiнальнi розподiли про-
цесу - , тобто розподiли / (1) та / (2) спiвпадають з розподiлами процесiв - та - ′

вiдповiдно, то скориставшись Лемою 5.12 отримаємо наступнi спiввiдношення

|�8 [5 (-=)] − �′8 [5 (- ′=)] | = |�881[5 (/
(1)
= )] − �881[5 (/ (2)= )] | =

|�881[5 (/ (1)= );3= = 1]−�881[5 (/ (2)= );3= = 1]+�881[5 (/ (1)= );3= = 0]−�881[5 (/ (2)= );3= = 0] | =

|�881[5 (/ (1)= );3= = 0] − �881[5 (/ (2)= );3= = 0] | = |�881[5 (/ (1)= ) − 5 (/ (2)= );3= = 0] | ≤

|�881[5 (/ (1)= )+5 (/ (2)= );3= = 0] | ≤ |�881[+/ (1)= ++/ (2)= ;3= = 0] | = �881[, (/ (1)= , /
(2)
= );3= = 0] .

�

Лема 5.14. Для довiльних :, 8, 9 ∈ � має мiсце наступна формула:

+ −1
:

∑
8, 9

ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1)) (+8 ++9 ) ≤ Y.

Доведення. Скористаємось означенням ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1)), i отримає-
мо:

+ −1
:

∑
8, 9

ℙ(- C = (8, 9, 0) |- C−1 = (:, :, 1)) (+8 ++9 ) =

+ −1
:

∑
8, 9

(
%
(=)
:8
− % (=)

:8
∧ % ′(=)

:8

) (
%
′(=)
: 9
− % (=)

: 9
∧ % ′(=)

: 9

)
1 −∑

;∈� %
(=)
:;
∧ % ′(=)

:;

(+8 ++9 ) =

+ −1
:

1 −∑
;∈� %

(=)
:;
∧ % ′(=)

:;

×

∑
8

((
%
(=)
:8
− % (=)

:8
∧ % ′(=)

:8

) ∑
9

(
%
′(=)
: 9
− % (=)

: 9
∧ % ′(=)

: 9

)
+8

)
+

+ −1
:

1 −∑
;∈� %

(=)
:;
∧ % ′(=)

:;

×
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∑
9

((
%
′(=)
: 9
− % (=)

: 9
∧ % ′(=)

: 9

) ∑
8

(
%
(=)
:8
− % (=)

:8
∧ % ′(=)

:8

)
+9

)
=

+ −1
:

∑
8

(
%
(=)
:8
− % ′(=)

:8

)+
+8 ++ −1

:

∑
9

(
%
′(=)
: 9
− % (=)

: 9

)+
+9 =

+ −1
:

∑
8

���% (=)
:8
− % ′(=)

:8

���+8 ≤ Y.
Остання нерiвнiсть випливає з умови + -стiйкостi (5.105). �

Лема 5.15. Для довiльних<, B ∈ � має мiсце формула:∑
G,~

ℙ(-= = (G,~, 0) |-=−1 = (<, B, 0)) (+G ++~) ≤ d+ (+< ++B) . (5.120)

Доведення.
Скористаємось означенням ймовiрностi переходу для розклеєного ланцюга, яке
пiдставимо у вираз

∑
G,~

ℙ(-= = (G,~, 0) |-=−1 = (<, B, 0)) (+G ++~):∑
G,~

ℙ(-= = (G,~, 0) |-=−1 = (<, B, 0)) (+G ++~) ≤

1
1 −∑

;

%
(=)
<;
∧ % ′(=)

B;

×

∑
G

(
%
(=)
<G − % (=)<G ∧ % ′(=)BG

)
+G

∑
~

(
%
′(=)
B~ − % ′(=)B~ ∧ % (=)<~

)
+

1
1 −∑

;

%
(=)
<;
∧ % ′(=)

B;

×

∑
~

(
%
′(=)
B~ − % ′(=)B~ ∧ % (=)<~

)
+~

∑
G

(
%
(=)
<G − % (=)<G ∧ % ′(=)BG

)
=∑

G

(
%
(=)
<G − % ′(=)BG

)+
+G +

∑
~

(
%
′(=)
B~ − % (=)<~

)+
+~ =∑

8

((
%
(=)
<8 − %

′(=)
B8

)+
+

(
%
′(=)
B8 − %

(=)
<8

)+)
+8 =∑

8

���% (=)<8 − %
′(=)
B8

���+8 ≤ d+ (+< ++B).
Остання нерiвнiсть випливає з умови + -перемiшування.
�
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Лема 5.16. Для довiльних 8, 9 ∈ �, а також C < = має мiсце наступна нерiвнiсть:

(+8++9 )−1
∑
G,~

ℙ(/ (1)= = G, /
(2)
= = ~,3; = 0, ; = C, = |/ (1)C = 8, /

(2)
C = 9, 3C = 0) (+G++~) ≤ d=−C+ .

(5.121)

Доведення.
Видiлимо з формули (5.121) ймовiрнiсть переходу в останнiй момент i, помiняв-
ши порядок пiдсумовування, отримаємо:

(+8 ++9 )−1
∑
G,~

ℙ(/ (1)= = G, /
(2)
= = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /

(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~) =

(+8 ++9 )−1
∑
<,B

ℙ(-=−1 = (<, B, 0), 3; = 0, ; = C, = − 1|- C = (8, 9, 0))×∑
G,~

ℙ(-= = (G,~, 0) |-=−1 = (<, B, 0)) (+G ++~) ≤

d+ (+8 ++9 )−1
∑
<,B

ℙ(-=−1 = (<, B, 0), 3; = 0, ; = C, = − 1|- C = (8, 9, 0)) (+< ++B),

де остання нерiвнiсть є наслiдком прямого застосування леми 5.15.
Формула (5.121) тепер виводиться за iндукцiєю:

(+8 ++9 )−1
∑
G,~

ℙ(/ (1)= = G, /
(2)
= = ~,3; = 0, ; ≥ C |/ (1)C = 8, /

(2)
C = 9, 3C = 0) (+G ++~) ≤

(+8 ++9 )−1d=−C+ (+8 ++9 ) = d=−C+ .

�

5.4 Застосування до моделi пенсiї вдiвця

5.4.1 Вступ

У цьому роздiлi розглядається модель спiльного страхування - так звана
пенсiя вдiвця. Сенс цiєї моделi полягає у наступному. Якщо один iз подружжя
помирає, iнший отримає пожиттєву пенсiю. Подiбнi моделi спiльного доживання
розглядаються, зокрема, у книзi [1], в роздiлах 9, 12, 13, 18. Як зауважено в [1], в
роздiлi 9, розглядаючи страхування життя для групи людей, слiд враховувати,
що ймовiрностi смертi взагалi кажучи є залежними, однак припущення щодо їх
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незалежностi дозвляє значно спростити розрахунки i широко використовується
на практицi.

У цьому роздiлi ми розглядаємо вплив стрес-фактору на смертнiсть, та на
розмiр премiй. Iншими словами, ми будемо аналiзувати, наскiльки важливим є
стрес-фактор та яким чином його слiд врахувати при обчисленнi премiй.

В актуарнiй термiнологiї (див [1], ст. 491) ця модель вiдповiдає ануїтету для

статусу
(
[1]
G~

)
, або iншими словами - пiсля того, як один iз членiв подружжя

помер, пенсiя у виглядi однiєї щорiчної виплати буде виплачуватися, поки
другий член подружжя живий (див. [37] та [153])). Ця модель є дискретною
у тому сенсi, що виплати починаються в момент часу \0 = min{ 1,  2} + 1 та
закiнчуються в момент часу \ = max{ 1,  2} + 1, де  1,  2 фунцiї дожиття для
першого та другого членiв подружжя (див. [1] ст. 66).

Ця ситуацiя моделюється марковською моделлю, та для оцiнки стрес-фактору
ми скористаємось попереднiм результатом щодо стiйкостi неоднорiдних за
часом ланцюгiв Маркова. Бiльше iнформацiї про ланцюги Маркова в актуарнiй
математицi можна знайти у книзi [162].

5.4.2 Зв’язок iз актуарними функцiями

В означеннях, наведених нижче, @G+C , @′~+C - це вiдомi актуарнi функцiї,
@G+C = 1@G+C - ймовiрнiсть смертi першої особи вiку G протягом року життя -
[C + G, C + G + 1) будучи живим на початку цього року, вiдповiдно @′~+C =1 @~+C - це
ймовiрнiсть смертi другої особи вiку ~, протягом року життя [~ + C, ~ + C + 1).

Ми розглядаємо спiльне страхування життя – пенсiю, яку отримає особа, яка
залишається живою пiсля смертi партнера. Функцiя i (B, C) =

C∑
:=B+1

a: – це сучасна
вартiсть страхових премiй, якщо перша смерть у подружжi трапилась в B-тому
роцi, а друга в C-тому, де a це дисконтний множник.

Визначимо наступнi випадковi величини:

\0 = min{ (G),  (~)} + 1, \ = max{ (G),  (~)} + 1,

i =

\−1∑
C=\0

aC , (5.122)

де  (G),  (~) це функцiї, якi рiвнi цiлiй кiлькостi майбутнiх рокiв життя осiб
вiку G та ~ вiдповiдно. Цi актуарнi функцiї визначенi в [1], ст. 78.
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Зауважимо, що за означенням i – це сучасна вартiсть страхових премiй для

ануїтету
(
[1]
G~

)
та

�
[1]
G~

= �0[i] . (5.123)

Щоб описати ефект стресу на рiвень смертностi вдiвця (або вдови), ми
замiнимо ймовiрностi смертi @G+C , @′~+C пiсля випадкового моменту першої
смертi \0 на збiльшенi ймовiрностi смертностi @G+C (1+UC ), @′~+C (1+UC ). Тут UC ≥ 0
це стрес фактор у C-тому роцi.

5.4.3 Марковська модель

Розглянемо два неоднорiднi ланцюги Маркова - та - ′ зi значеннями у
фазовому просторi � = {0, 1, 2, 3} та перехiдними ймовiрностями на C-тому кроцi
вiдповiдно

%C =

©­­­­­«
(1 − @G+C ) (1 − @′~+C ) @G+C (1 − @′~+C ) @′~+C (1 − @G+C ) @G+C @′~+C

0 1 − @′~+C 0 @′~+C
0 0 1 − @G+C @G+C

0 0 0 1

ª®®®®®¬
,

для моделi без стресу, та

% ′C =

©­­­­­«
(1 − @G+C ) (1 − @′~+C ) @G+C (1 − @′~+C ) @′~+C (1 − @G+C ) @G+C @′~+C

0 1 − @′~+C (1 + UC ) 0 @′~+C (1 + UC )
0 0 1 − @G+C (1 + UC ) @G+C (1 + UC )
0 0 0 1

ª®®®®®¬
,

для моделi зi стрес-фактором (UC ).
Матриця вiдносних рiзниць (5.93) рiвна

(dC (8, 9), 8, 9 ∈ �) =

©­­­­­«
0 0 0 0
0 UC@

′
~+C/(1 − @′~+C ) 0 0

0 0 UC@G+C/(1 − @G+C ) 0
0 0 0 0

ª®®®®®¬
.

Помiтимо, що \ є моментом першого входу в поглинаючу множину {3},
а функцiя i повнiстю визначається значеннями (-1, -2, . . . , -\ ), а отже вона
F\ -вимiрна.
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Помiтимо, що рiзницi (5.93) та (5.103) задовiльняють

dB (-B, -B+1) = UB1B1{B<\ },

1B = 1{B<\0−1}0 + 1{\0−1≤B<\−1}max(@G+B/(1 − @G+B), @′~+B/(1 − @′~+B)) + 1{B=\−1}0,

отже, ми можемо обрати в (5.103)

Y (\ ) = 1 −
\−2∏

B=\0−1
(1 − UB max(@G+B/(1 − @G+B), @′~+B/(1 − @′~+B))), Y (\ ′) = 0. (5.124)

5.4.4 Оцiнка впливу стерс-фактору

Теорема 5.11. Позначимо через Π0 = �
[1]
G~

= �0[i] – одноразову нетто-премiю

для моделi без стрес-фактору, а через Π′U = �
′ [1]
G~

= �′0[i′] – аналогiчну премiю для

моделi зi стрес-фактором U , та позначимо через \0 = min{ (G),  (~)} + 1 перший,

а через \ = max{ (G),  (~)} + 1 останнiй момент часу, у який вiдбуваються

виплати за полiсом. Тодi

|Π0 − Π′U | ≤

�[a\0 (1 − a | (G)− (~) |) (1 − a)−1 ( | (G) −  (~) | − 1)+ max
\0−1≤B<\−1

(UB1B))] . (5.125)

Доведення. Зауважимо, що Π0 ≥ Π′U , оскiльки за наявностi стресу iнтенсивнiсть
смертностi вища. Зокрема, i ≥ i′, \ ≥ \ ′. Тодi з правої нерiвностi в (5.102) та з
(5.122), (5.96), (5.124), (5.103) ми отримаємо

|Π0 − Π′U | = Π0 − Π′U ≤ �[i Y (\ )] ≤

�

[
\∑

C=\0

aC

(
1 −

\−2∏
B=\0−1

(1 − UB1B)
)]
≤

�

[
\∑

C=\0

aC

(
\−2∑

B=\0−1
UB1B

)]
≤ �

[
\∑

C=\0

aC
(
(\ − \0)+ max

\0−1≤B<\−1
(UB1B)

)]
=

�[a\0 (1 − a | (G)− (~) |) (1 − a)−1 ( | (G) −  (~) | − 1)+ max
\0−1≤B<\−1

(UB1B))] (5.126)

�



Роздiл 6

Стiйкiсть неоднорiдних ланцюгiв
Маркова за умови рiвномiрної
мiноризацiї

6.1 Вступ

У цiй частинi дисертацiйної роботи ми будемо розглядати питання, пов’язанi
зi стiйкiстю неоднорiдних ланцюгiв Маркова, за умови рiвномiрної мiнори-
зацiї. Умова рiвномiрної мiноризацiї, або мiноризацiї на всьому просторi для
однорiдних ланцюгiв є еквiвалентною рiвномiрнiй ергодичностi i забезпечує
рiвномiрну геометричну рекурентнiсть. Для неоднорiдних ланцюгiв, як ми
побачимо у цьому роздiлi, така умова уможливлює конструкцiю склеювання
“на всьому просторi”, яка є певним чином еквiвалентною максимальному склею-
ванню, яке ми розглянули ранiше для неоднорiдних ланцюгiв iз дискретним
простором станiв (зауважимо, що в цьому роздiлi ми розглядаємо неоднорiднi
ланцюги iз загальним простором станiв).

Пiд стiйкiстю будемо розумiти близькiсть перехiдних ймовiрностей за =
крокiв у рiвномiрнiй нормi, стiйкiсть функцiоналiв (див. також [102]), а також
стiйкiсть скiнченновимiрних розподiлiв.

Ми будемо розглядати два неоднорiднi незалежнi ланцюги Маркова - (1)=
та - (2)= , заданi на спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P) зi значеннями в
деякому вимiрному просторi (�,E).

233
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Будемо використовувати позначення

` (�) =
∫
�

` (3G) (G,�),

де ` — деяка мiра на (�,E), а  : � × E → [0,∞) — деяке ядро. Для випадкової
величини b та мiри ` позначення

b ∼ `

буде означати, що b має розподiл `.
Перехiднi ймовiрностi за один крок будемо позначати так:

%8C (G,�) = P{- (8)
C+1 ∈ �|-

(8)
C = G}.

Тут C ∈ ℕ0 = ℕ ∪ {0}, де ℕ — це множина натуральних чисел, 8 ∈ {1, 2}. У
цiй частинi дисертацiйної роботи ми розглядаємо лише дискретну множину
iндексiв, тож у подальшому вирази вигляду C ≥ 0 або = ≥ : , : ≥ 0 в контекстi
iндексу ланцюга Маркова, слiд розумiти як цiлi числа бiльшi або рiвнi 0 або :
вiдповiдно.

Надалi для набору перехiдних ядер %8C (G,�), 8 ∈ {1, 2}, C ≥ 0 уведемо позна-
чення:

%
C,=
8 (G,�) :=

(
C+=−1∏
:=C

%8C

)
(G,�).

Таким чином у наших позначеннях

%
C,=
1 (G,�) = P{- (1)C+= ∈ �|-

(1)
C = G}.

Для дослiдження стiйкостi необхiдно розглядати ланцюги, що є близькими
у деякому сенсi. Ми припустимо, що виконується таке зображення:

%8C (G,�) = &C (G,�) + (1 −&C (G, �))'8C (G,�) . (6.1)

Тут &C (G,�) деякий субстохастичний оператор (тобто 0 ≤ &C (G, �) ≤ 1).
У цiй схемi &C (G,�) грає роль «спiльної частини» двох ланцюгiв. Чим вона

«бiльша», тим бiльш подiбними є ланцюги. Як i ранiше позначимо

&C,= (G,�) :=
(
C+=−1∏
:=C

&:

)
(G,�).
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Введемо позначення для мiри близькостi ланцюгiв:

YC (G) = 1 −&C (G, �), YC (G) ∈ [0, 1] . (6.2)

У подальшому ми будемо накладати рiзнi умови на YC (G). Найпростiшою є
умова рiвномiрної близькостi: supC,G YC (G) < 1.

Розглянемо декiлька прикладiв того, як може виглядати ядро &C .
Ядро мiнiмуму. Як&C (G,�) можна вибрати мiнiмум %8C (G,�) по 8 ∈ {1, 2}. Не-

хай перехiднi ймовiрностi %8C (G,�) мають щiльностi вiдносно деякоїf-скiнченної
мiри _:

%8C (G,�) =
∫
�

58C (G,~)_(3~).

Тодi можна визначити

&C (G,�) =
∫
�

51C (G, 3~) ∧ 52C (G, 3~)_(3~) .

У цьому випадку '8C (G,�) = %8C (G,�)−&C (G,�)
1−&C (G,�) , якщо&C (G, �) < 1, та '8C (G,�) = 0, якщо

&C (G, �) = 1.
Збуренi ланцюги. У деяких задачах ланцюги можна зобразити у виглядi

%8C (G,�) = (1 − YC )& (G,�) + YC'8C (G,�).

Тобто обидва ланцюги - (1) та - (2) є збуреними версiями деякого однорiдного
ланцюга з перехiдним ядром & (G,�).

Умова мiноризацiї на всьому просторi. Розглянемо умову

%8C (G,�) ≥ Ua (�),∀G ∈ �, (6.3)

де U ∈ (0, 1), a — деяка iмовiрнiсна мiра на (�,E).
Зауважимо, що у випадку коли простiр � дискретний, з умови мiноризацiї

на всьому просторi випливає умова рiвномiрного перемiшування (див. Роздiли
5.2.2 та 5.3.2):

1
2 sup
8≠ 9

∑
:∈�
|%1C (8, :) − %2C ( 9, :) | ≤ d < 1.

Дiйсно∑
:∈�
|%1C (8, :) − %2C ( 9, :) | =

∑
:∈�

%1C (8, :) + %2C ( 9, :) − 2%1C (8, :) ∧ %2C ( 9, :) ≤
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≤ 2 − U
∑
:∈�

2a (:) = 2(1 − U),

тобто d в умовi рiвномiрного перемiшування та U в умовi мiноризацiї пов’язанi
спiввiдношенням d = 1 − U . В теорiї однорiдних ланцюгiв Маркова такi умови
гарантують сильну ергодичнiсть. Подiбнi ланцюги широко дослiджувались як в
однорiдному, так i в неоднорiдному випадках. Див., наприклад, роботи [139],
[138], [?]. Особливiстю результатiв, представлених у даному роздiлi, є загальний
фазовий простiр, тодi як попереднi дослiдження переважно стосувались ланцю-
гiв зi скiнченим або дискретним простором значень (наприклад, [20], [21], [22]
та [116]).

Зауважимо також, що дана умова мiноризацiї гарантує неперiодичнiсть
ланцюгiв. Перiодничнi ланцюги дослiджуються в роботi [45].

6.2 Склеювання на всьому просторi та його
властивостi

Побудуємо склеювання для ланцюгiв - (1) та - (2) за умови мiноризацiї на
всьому просторi.

Визначимо спочатку оператор «несклеювання»:

)C (G1, G2;�, �) = %1C (G1, �) − Ua (�)
1 − U

%2C (G2, �) − Ua (�)
1 − U . (6.4)

Зауважимо, що )C — це стохастичний оператор:

)C (G1, G2;�, �) = 1.

Окрiм того,

)C (G1, G2;�, �) = %1C (G1, �) − Ua (�)
1 − U , )C (G1, G2;�,�) = %2C (G2, �) − Ua (�)

1 − U .

Для побудови склеювання розглянемо фазовий простiр (� × � × {0, 1, 2}), на
якому задано неоднорiдний ланцюг Маркова /= = (/1=, /2=, 3=), = ≥ 0, iз такими
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перехiдними iмовiрностями:

ℙC (G,~, 0;� × � × {0}) = (1 − U))C (G,~,�, �),
ℙC (G,~, 0;� × � × {1}) = Ua (� ∩ �),
ℙC (G,~, 0;� × � × {2}) = 0,
ℙC (G, G, 1;� × � × {0}) = (1 −&C (G, �))'1C (G,�)'2C (~, �),
ℙC (G, G, 1;� × � × {1}) = 0,
ℙC (G, G, 2;� × � × {2}) = &C (G,� ∩ �),
ℙC (G,~, 2;� × � × {8}) = ℙC (G,~, 1;� × � × {8}),

(6.5)

тут &C , '1C'2C визначено в (6.1).
Через ℙ

(C)
G~3

будемо позначати ймовiрнiсть на канонiчному ймовiрнiсному
просторi, породженому ланцюгом /= iз перехiдними ймовiрностями ℙC , що
стартує з моменту C та зi стану /C = (G,~, 3), G,~ ∈ �, 3 ∈ {0, 1, 2}. Символом �

(C)
G~3

позначатимемо математичне сподiвання, що вiдповiдає мiрi ℙ(C)
G~3

.
Визначимо також ймовiрнiсну мiру ℙ

(C)
a1 (·) :=

∫
�
a (3G)ℙ(C)

GG1(·), i вiдповiдне
математичне сподiвання позначимо �

(C)
a1 . Легко бачити, що маргiнальнi ймо-

вiрностi ланцюга /= збiгаються з перехiдними ймовiрностями ланцюгiв - (1)= та
-
(2)
= .

Дану конструкцiю склеювання можна iнтерпретувати таким чином.
Якщо ланцюги в момент C не склеєнi, то проводимо незалежне випробування,
що склеює ланцюги з ймовiрнiстю U (незалежно вiд поточного стану ланцюгiв), i
не склеює з ймовiрнiстю 1−U , у цьому випадку ланцюги продовжують рухатись
iз перехiдною ймовiрнiстю )C . Якщо ланцюги не склеєнi в момент часу C , то
3C = 0.

Якщо склеювання вiдбулось у момент C , то / (1)C = /
(2)
C ∼ a , 3C = 1. Якщо

ланцюги склеєнi в момент C i перебувають у станi G , то проводимо незалежне
випробування, що розклеює ланцюги з ймовiрнiстю 1 − &C (G, �) i залишає їх
склеєними з ймовiрнiстю &C (G, �). Якщо ланцюги залишаються склеєними, то
/
(1)
C+1 = /

(2)
C+1 ∼ &C (G, ·)/&C (G, �), 3C+1 = 2, якщо ланцюг склеєний в момент часу C + 1

i був склеєним у момент часу C .
Якщо склеєнi ланцюги, що перебувають у момент часу C у станiG , розклеїлись,

то / (1)
C+1 ∼ '1,C+1(G, ·), / (2)C+1 ∼ '2,C+1(G, ·), 3C+1 = 0.



238

Таке склеювання iнодi називають рiвномiрним склеюванням (див. [80]).
Iншi приклади склеювання див. в роботах [143], де склеювання застосовується
для аналiзу напiвмарковських ланцюгiв, та [105] для склеювання процесiв з
неперервним часом.

Для ймовiрностей, пов’язаних зi склеюванням, зручно ввести окремi позна-
чення:

A
(C)
:
(3G, 3~) = ℙ

(C)
a1 {3C+8 = 2, 8 = 1, : − 1, /C+: = (3G, 3~, 0)},

A
(C)
:
(G0, 3G, 3~) = ℙ

(C)
G0G02{3C+8 = 2, 8 = 1, : − 1, /C+: = (3G, 3~, 0)},

(6.6)

C ≥ 0, : ≥ 1. Тут A (C)
:
(3G, 3~) — це ймовiрнiсть того, що ланцюг, що склеївся в

момент C , перебував у склеєному станi : − 1 крокiв i розклеївся в момент : ,
причому перша i друга компонента потрапили у стани 3G, 3~ вiдповiдно.

Розглянемо такi ймовiрностi:

6
(C)
= (G) = ℙ

(C)
GG2{3=+C = 1, 38 ≠ 1, 8 = C, = + C − 1},

6
(C)
= = ℙ

(C)
a1 {3=+C = 1, 38 ≠ 1, 8 = C + 1, = + C − 1},

(6.7)

C, = ≥ 0.
Зауважимо, що

6
(C)
0 = 6

(C)
1 = 6

(C)
0 (G) = 6

(C)
1 (G) = 0.

Визначимо також ймовiрностi «не склеювання»:

ℎ
(C)
= (G,~) = ℙ

(C)
G~0{3C+: = 0, : = 1, =}. (6.8)

Введемо позначення для ймовiрностей потрапляння 3= у стан 1.

D
(C)
= = ℙ

(C)
a1 {3=+C = 1} =

=∑
:=0

D
(C)
:
6
(C+:)
=−: =

=∑
:=0

6
(C)
:
D
(C+:)
=−: ,

D
(C)
= (G) = ℙ

(C)
GG1{3=+C = 1} =

=∑
:=0

D
(C)
:
(G)6(C+:)

=−: =

=∑
:=0

6
(C)
:
(G)D (C+:)

=−: .

(6.9)

Зауважимо, що D (C)0 = D
(C)
0 (G) = 1, D (C)1 = D

(C)
1 (G) = 0.

Лема 6.1. Ймовiрнiсть ℎ(C)= (G,~) того, що розклеєний ланцюг, який перебуває у

момент C ≥ 0 у станi (G,~) ∈ � × �, не склеїться за = крокiв, дорiвнює (1 − U)=.
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Доведення. Згiдно з формулами (6.5) та означенням (6.8) справедливi вирази:

ℎ
(C)
= (G,~) = ℙ

(C)
G~0{3: = 0, 1 ≤ : ≤ =} = (1 − U)=) C,= (G,~, �, �) = (1 − U)=,

оскiльки кожен )C (G,~,�, �) — це стохастичний оператор.
�

Лема 6.2. Для довiльних C ≥ 0, : ≥ 1, G0 ∈ � виконуються такi вирази:

A
(C)
:
(3G, 3~) =

∫
�

a&C,:−1(3I)YC+: (I)'1C+: (I, 3G)'2C+: (I, 3~),

A
(C)
:
(G0, 3G, 3~) =

∫
�

XG0&
C,:−1(3I)YC+: (I)'1C (I, 3G)'2C (I, 3~),

A
(C)
:
(�, �) ≤ sup

G∈�
YC+: (G)

:−1∏
9=1

sup
G∈�
(1 − YC+ 9 (G)) ≤ sup

G∈�
YC+: (G),

A
(C)
:
(G0, �, �) ≤ sup

G∈�
YC+: (G)

:−1∏
9=1

sup
G∈�
(1 − YC+ 9 (G)) ≤ sup

G∈�
YC+: (G).

(6.10)

Величину YC+: (G) визначено у (6.2). У формулах (6.10) вважаємо, що
0∏
9=1

= 1.

Доведення. Доведемо першу формулу. Згiдно з означенням A
(C)
:
(3G, 3~) (6.6) та

формулами (6.5) маємо

A
(C)
:
(3G, 3~) = ℙ

(C)
a1 {3C+8 = 2, 8 = 1, : − 1, /C+: = (3G, 3~, 0)} =

=

∫
�

ℙ
(C)
a1 {3C+8 = 2, 8 = 1, : − 1, /C+:−1 = (3D,3D, 2)}ℙC+:−1(D,D, 2;3G, 3~, 0) =

=

∫
�

a&C,:−1(3D)YC+: (D)'1C+: (D,3G)'2C+: (D,3~).

Аналогiчним чином, замiною мiри a на XG = XG (�) = 1�(G) доводиться друга
формула.

Третя формула випливає з першої та того факту, що '8C (G, �) = 1:

A
(C)
:
(�, �) =

∫
�

a&C,:−1(3I)YC+: (I)'1C+: (I, �)'2C+: (I, �) ≤ sup
G∈�

YC+: (G)a&C,: (�) ≤
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≤ sup
G∈�

YC+: (G)
:−1∏
9=1

sup
G∈�

&C+ 9 (G, �) = sup
G∈�

YC+: (G)
:−1∏
9=1

sup
G∈�
(1 − YC+ 9 (G)) ≤ sup

G∈�
YC+: (G).

Формула для A (C)
:
(G0, �, �) з (6.10) доводиться аналогiчно замiною мiри a на

XG . �

Лема 6.3. Для довiльних C ≥ 0 та = ≥ 1 справджуються формули:

6
(C)
= = U

=−1∑
:=1

∫
�×�

A
(C)
:
(3G, 3~)ℎ(C+:)

=−1−: (G,~) = U
=−1∑
:=1

a&C,:−1(YC+:) (1 − U)=−1−:,

6
(C)
= (G) = U

=−1∑
:=1

XG&
C,:−1(YC+:) (1 − U)=−1−:,

(6.11)

де YC (G) = 1 −&C (G, �).

Доведення. Знайдемо вираз для 6(C)= . Iз означення (6.7):

6
(C)
= =

=−1∑
:=1

ℙ
(C)
a1 {3=+C = 1, 3C+: = . . . = 3C+=−1 = 0, 3C+1 = . . . = 3C+:−1 = 2} =

=

=−1∑
:=1

a&C,:−1(3~)YC+: (~)'1C (~,3I1)'2C (~,3I2) (1 − U)=−1−: ×

×) C+:,=−1−: (I1, I2, �, �)U =

= U

=−1∑
:=1

∫
�×�

A
(C)
:
(3I1, 3I2)ℎ(C+:)=−1−: (I1, I2) =

= U

=−1∑
:=1

a&C,:−1(YC+:) (1 − U)=−1−: .

Остання формула в (6.11) отримується замiною мiри a на XG . �
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6.3 Стiйкiсть перехiдних ймовiрностей за умови
рiвномiрної мiноризацiї

6.3.1 Стiйкiсть за умови рiвномiрної близькостi
перехiдних ймовiрностей за один крок

Для того, щоб отримати стiйкiсть перехiдних iмовiрностей необхiдно, щоб
ланцюги - (1) та - (2) були близькими в деякому сенсi.

Першою i найбiльш очевидною характеристикою близькостi є така величина:

Y = sup
C≥0,G∈�

YC (G) = sup
C,G

(1 −&C (G, �)) . (6.12)

Умова рiвномiрної близькостi полягає у тому, що infC,G &C (G, �) > 0, або
iншими словами, усi перехiднi iмовiрностi мають ненульову спiльну частину.
Для подальшого використання нам буде зручно переформулювати цю умову у
виглядi

Y = sup
C≥0,G∈�

(1 −&C (G, �)) < 1. (6.13)

Введемо також

Y
(C)
= = sup

C≤:≤C+=,G∈�
Y: (G) = sup

C≤:≤C+=,G∈�
(1 −&C (G, �)) . (6.14)

Очевидно, що Y (C)= ≤ Y для довiльних C, =. Якщо очiкувати, що Y є малою
величиною, то це означатиме, що &C (G, �) буде близькою до 1 при всiх C, G , що у
свою чергу означатиме близькiсть перехiдних iмовiрностей %8C . Такий пiдхiд
можна використовувати, коли є пiдстави сподiватися, що «збурення ланцюгiв»
рiвномiрно обмежено деякою малою величиною.

Покажемо, що величини 6(C)= , 6(C)= (G), D (C)= , D
(C)
= (G) мають порядок малостi Y (C)= .

Лема 6.4. Для довiльних C ∈ ℕ0, = ≥ 2, G ∈ � виконано такi нерiвностi:

6
(C)
= ≤ Y (C)= (1 − U) ≤ Y (1 − U),

6
(C)
= (G) ≤ Y (C)= (1 − U) ≤ Y (1 − U),

де Y та Y (C)= визначено у (6.12) та (6.14) вiдповiдно.
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Доведення. Iз формул (6.11) випливає

6
(C)
= = U

=−1∑
:=1

a&C,:−1(YC+:) (1 − U)=−:−1 ≤ Y (C)= U

=−1∑
:=1

a&C,:−1(�) (1 − U)=−1−: ≤

≤ UY (C)=
∞∑
:=1
(1 − U): = Y (C)= U (1 − U)/U = Y

(C)
= (1 − U) ≤ Y (1 − U).

Формула для 6(C)= (G) отримується аналогiчно. �

Наступна лема є ключовою для виведення оцiнок стiйкостi.

Лема 6.5. Для довiльних G ∈ � та = ≥ 2 виконуються такi нерiвнiстi:

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ Y (C)=

1 − (1 − U)=
U

,

ℙ
(C)
a1 {3C+= = 0} ≤ Y (C)=

1 − (1 − U)=
U

.

Доведення. Розкладемо ймовiрнiсть ℙ
(C)
GG1{3=+C = 0} за моментом останнього

склеювання : ≥ 0. Вона означає, що ланцюг, що стартував склеєним, у точцi G
розклеївся в якийсь момент 8 > : i залишався розклеєним до часу C + =. Якщо
: = 0, то це означає, що жодного склеювання мiж моментами часу C + 1 та C + =
не вiдбулось.

ℙ
(C)
GG1{3=+C = 0} =

=−1∑
:=0

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+ 9 ≠ 1, 9 = : + 1, =, 3C+= = 0}. (6.15)

Iмовiрнiсть (6.15) можна переписати у виглядi

=−1∑
:=0

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+ 9 ≠ 1, 9 = : + 1, =, 3C+= = 0} =

=

=−1∑
:=0

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1}ℙ(C+:)

a1 {3C+ 9 ≠ 1, 9 = : + 1, =, 3C+= = 0} =

=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1}ℙ(C+:)

a1 {3C+8 = 2, 8 < 9, 3C+; = 0, ; ≥ 9} =

=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
�×�

A
(C+:)
9 (3I, 3~)ℎ(C+:+ 9)=− 9 (I,~) =
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=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)A (C+:)9 (�, �) (1 − U)=− 9 =

=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
�

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I)'1C+:+ 9 (I, �)'2C+:+ 9 (I, �) (1 − U)=− 9 ,

де D (C)
:
(G) визначено в (6.9). Оскiльки '8C — це стохастичнi оператори, то

∀I ∈ �, '8C (I, �) = 1, отже останнiй вираз такий:
=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
�

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I) (1 − U)=− 9 ≤

≤ Y (C)=
=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)a&C+:,9−1(�) (1 − U)=− 9 =

= Y
(C)
=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1}ℙ(C+:)

a1 {3C+8 = 2, 8 = : + 1, 9 − 1}(1 − U)=− 9 =

= Y
(C)
=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+8 = 2, 8 = : + 1, 9 − 1}(1 − U)=− 9 =

= Y
(C)
=

=∑
9=1
(1 − U)=− 9

9−1∑
:=0

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+8 = 2, 8 = : + 1, 9 − 1} =

= Y
(C)
=

=∑
9=1
(1 − U)=− 9ℙ(C)

GG1{3C+ 9−1 = 2} ≤

≤ Y (C)=
=−1∑
9=0
(1 − U) 9 = Y (C)=

1 − (1 − U)=
U

.

Оцiнка для ℙ
(C)
a1 {3C+= = 0} виводиться абсолютно аналогiчно замiною D

(C)
= (G)

на D (C)= . �

Нам також знадобиться подiбна оцiнка для ланцюгiв, що стартують розклеє-
ними.

Лема 6.6. Для довiльних G,~ ∈ �, C ≥ 0 та = ≥ 2 справедливi такi нерiвностi:

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} ≤ (1 − U)= + Y (C)=

(
1 − (1 − U)=−1

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
≤

≤ (1 − U)= + Y (C)=
1 − (1 − U)=−1

U
.
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Доведення. Для ланцюга /=, що стартував розклеєним у момент C , є двi можливо-
стi бути розклеєним у момент C +=: якщо вiн перебував у розклеєному станi весь
час, або якщо вiдбулося хоча б одне склеювання, пiсля якого ланцюг розклеївся.

Таким чином, можемо записати:

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} =

= ℙ
(C)
G~0{3C+8 = 0, 8 ≤ =} +

=−1∑
:=1

ℙ
(C)
G~0{3C+8 = 0, 8 < :,3C+: = 1, 3C+= = 0} =

= ℎ
(C)
= (G,~) +

=−1∑
:=1

ℙG~0{3C+8 = 0, 8 < :,3C+: = 1}ℙ(C+:)
a1 {3C+:+(=−:) = 0} =

= ℎ
(C)
= (G,~) +

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙG~0{3C+8 = 0, 8 < :, /C+:−1 = (3D,3E, 0)} ×

× ℙ(C+:−1)
DE0 {3C+: = 1}ℙ(C+:)

a1 {3C+= = 0} =

= ℎ
(C)
= (G,~) +

=−1∑
:=1

Uℎ
(C)
:−1(G,~)ℙ

(C+:)
a1 {3C+:+(=−:) = 0}.

Скористаємось тим фактом, щоℎ(C)= (G,~) = (1−U)=, та Лемою 6.5 та отримаємо,
що

ℙ
(C+:)
a1 {3C+:+(=−:) = 0} ≤ Y (C+:)

=−:
1 − (1 − U)=−:

U
.

Пiдставимо останню нерiвнiсть у вираз для ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0}, й отримаємо оцiнки

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} = ℎ(C)= (G,~) +

=−1∑
:=1

Uℎ
(C)
:−1(G,~)ℙ

(C+:)
a1 {3C+:+(=−:) = 0} ≤

≤ (1 − U)= + U
=−1∑
:=1
(1 − U):−1Y (C+:)

=−:
1 − (1 − U)=−:

U
≤

≤ (1 − U)= + Y (C)=
=−1∑
:=1

(
(1 − U):−1 − (1 − U)=−1

)
≤

≤ (1 − U)= + Y (C)=
(
1 − (1 − U)=−1

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
.�

Наступна теорема дає оцiнку стiйкостi для перехiдних iмовiрностей за =
крокiв.
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Теорема 6.1. Нехай - (1)= , - (2)= — два неоднорiднi незвiднi неперiодичнi ланцюги

Маркова, для перехiдних iмовiрностей яких справедливе зображення (6.1), та

виконано умови мiноризацiї (6.27) i рiвномiрної близькостi (6.13). Тодi для довiльних

G,~ ∈ �, C ≥ 0 та = ≥ 2 виконано такi нерiвностi:

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (G,�) | ≤ Y

1 − (1 − U)=
U

,

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (~,�) | ≤ (1 − U)

= + Y
(
1 − (1 − U)=−1

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
.

(6.16)

Доведення. Помiтимо, що

|% (C,=)1 (G,�)−% (C,=)2 (G,�) | = |ℙ(C)
GG1{/C+= ∈ (�, �, {0})} − ℙ

(C)
GG1{/C+= ∈ (�,�, {0})}| ≤

≤ max{ℙ(C)
GG1{/C+= ∈ (�, �, {0})},ℙ

(C)
GG1{/C+= ∈ (�,�, {0})}} ≤

≤ ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0}.

Однак, для останньої iмовiрностi в силу леми 6.5 виконано нерiвнiсть

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ Y 1 − (1 − U)=−1

U
.

Розглянемо тепер стiйкiсть перехiдних iмовiрностей для ланцюгiв, що стар-
тують iз рiзних точок. Аналогiчно до попереднiх мiркувань, виводимо

|% (C,=)1 (G,�) − % (C,=)2 (~,�) | = |ℙ(C)
G~0{/C+= ∈ (�, �, {0})} − ℙ

(C)
G~0{/C+= ∈ (�,�, {0})}| ≤

≤ max{ℙ(C)
G~0{/C+= ∈ (�, �, {0})},ℙ

(C)
G~0{/C+= ∈ (�,�, {0})}} ≤ ℙ

(C)
G~0{3C+= = 0}.

Оцiнка (6.16) випливає тепер iз леми 6.6. �

Зауваження 6.1. Якщо ланцюги - (1)= та - (2)= перiодичнi з однаковим перiодом<,
то ланцюги (- (1)=< , = ≥ 0), (- (2)=< , = ≥ 0) будуть неперiодичними, i до них можна
застосувати теорему 6.1.

6.3.2 Порушення умови рiвномiрної близькостi за часом

Припустимо, що величина YC (G) не є рiвномiрно меншою 1 по C . Нехай
� ⊂ ℕ0 – множина iндексiв, для яких supC∈� supG∈� YC (G) = 1.
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Введемо позначення:

�
(C)
= = � ∩ {C, C + 1, . . . , C + =}, C ≥ 0, = ≥ 0,

:̃
(C)
= = max{C ∈ �(C)= } ≤ ∞.

Визначимо також

Ỹ = sup
C∉�,G∈�

YC (G), Ỹ
(C)
= = sup

C∉�
(C )
= ,G∈�

YC (G)

та припустимо, що
Ỹ < 1. (6.17)

Далi нам необхiдно дослiдити, як змiняться результати лем 6.5 та 6.6 в данiй
ситуацiї.

Лема 6.7. Припустимо, що для деяких C ≥ 0 та = ≥ 2, :̃ (C)= < ∞та C += ∉ �
(C)
= . Тодi

для довiльних G,~ ∈ � величини ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0}, ℙ(C)

a1 {3C+= = 0} та ℙ(C)
G~0{3C+= = 0} не

перевищують

(1 − U)=−:̃
(C )
= + Ỹ (C)=

1 − (1 − U)=−:̃
(C )
= −1

U
.

Доведення. Для зручностi позначимо C0 = :̃ (C)= . Тодi

ℙ
(C)
GG1{3=+C = 0} =

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{/C0 ∈ (3D,3E, {0, 1, 2}), 3C+= = 0} ≤

≤
∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{/C0 ∈ (3D,3E, 0), 3C+= = 0} =

=

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{/C0 ∈ (3D,3E, 0)}ℙ

(C+C0)
DE0 {3C+C0+(=−C0) = 0} ≤

≤ sup
D,E∈�

ℙ
(C+C0)
DE0 {3C+C0+(=−C0) = 0} ≤ (1 − U)=−C0 + ỸC+C0=−C0

1 − (1 − U)=−C0−1

U
,

де остання нерiвнiсть випливає з леми 6.6. Зауважимо, що Ỹ (C+C0)=−C0 ≤ Ỹ
(C)
= , що

доводить нерiвнiсть для ℙ
(C)
GG1. Решта нерiвностей доводяться аналогiчно. �

Наступна теорема дає вiдповiдь на питання: як змiняться оцiнки стiйкостi,
якщо умову рiвномiрної близькостi порушено за часом?
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Теорема 6.2. Нехай - (1)= , - (2)= — два неоднорiднi незвiднi неперiодичнi ланцюги

Маркова, для перехiдних iмовiрностей яких справедливе зображення (6.1), та

виконано умови мiноризацiї (6.27) та близькостi поза множиною �— (6.17). Нехай

для деяких C ≥ 0 та = ≥ 2 – :̃ (C)= < ∞ та C + = ∉ �
(C)
= . Тодi для довiльних G,~ ∈ �

виконано такi нерiвностi

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (G,�) | ≤ (1 − U)

=−:̃ (C )= + Y 1 − (1 − U)=−:̃
(C )
= −1

U
,

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (~,�) | ≤ (1 − U)

=−:̃ (C )= + Y 1 − (1 − U)=−:̃
(C )
= −1

U
.

Доведення. Як i в теоремi 6.1,

|% (C,=)1 (G,�) − % (C,=)2 (G,�) | ≤ ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0},

|% (C,=)1 (G,�) − % (C,=)2 (~,�) | ≤ ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0}.

Доведення завершує застосування леми 6.7. �

6.3.3 Порушення умови рiвномiрної близькостi за
простором

Припустимо, що iснує деяка множина C ∈ E, для якої &C (G,�) = 0, ∀G ∈ C.
Припустимо також, що виконується нерiвнiсть

Ŷ = sup
G∉C,C

(1 −&C (G, �)) < 1. (6.18)

Введемо позначення:

@C,: (3~) =
∫
C
:

a&C,:−1(3I)&C+: (I, 3~),

@: = sup
C

∫
C
:

a&C,:−1(3I)&C+: (I,C).

Нехай
X := sup

G∈�\C,C
&C (G,C). Тодi X ≤ 1.
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Позначимо також

d = max
{

sup
C,G∈�\C

&C (G, � \ C), a (� \ C)
}

i припустимо, що
d < 1. (6.19)

Маємо очевидну нерiвнiсть:

@: ≤ d:X.

Сформулюємо тепер аналоги лем 6.5 та 6.6.

Лема 6.8. Для довiльних G ∈ � та = ≥ 2 справджуються такi нерiвностi:

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ (dY (C)= + X)

1 − (1 − U)=
U (1 − d) ,

ℙ
(C)
a1 {3C+= = 0} ≤ (dY (C)= + X)

1 − (1 − U)=
U (1 − d) .

Доведення. Як i в лемi 6.5, запишемо

ℙ
(C)
GG1{3=+C = 0} =

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1}ℙ(C+:)

a1 {3C+8 = 2, 8 < 9, 3C+; = 0, ; ≥ 9}.

Зауважимо, що в силу того, що &C (G,�) = 0,∀G ∈ C, ланцюг /= миттєво розклею-
ється, якщо у склеєному станi потрапляє в C.

Таким чином, для того, щоб ланцюг/= залишався у склеєному станi протягом
певного часу необхiдно, щоб вiн перебував у множинi � \ C.

Тодi

ℙ
(C+:)
a1 {3C+8 = 2, 8 < 9, 3C+; = 0, ; ≥ 9} =

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G) ×

×
∫
(�\C) 9

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I)'1C+:+ 9 (I, �)'2C+:+ 9 (I, �) (1 − U)=− 9 =

=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
(�\C) 9×�

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I) (1 − U)=− 9 =

=

=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
(�\C) 9+1

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I) (1 − U)=− 9 +
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+
=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)

∫
(�\C) 9×C

a&C+:,9−1(3I)YC+:+ 9 (I) (1 − U)=− 9 ≤

≤
=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G) (1 − U)=− 9

(
d 9−:Y (C)= + d 9−:−1X

)
=

= (dY (C)= + X)
=−1∑
:=0

=∑
9=:+1

D
(C)
:
(G)d 9−:−1(1 − U)=− 9 =

= (dY (C)= + X)
=∑
9=1
(1 − U)=− 9

9−1∑
:=0

D
(C)
:
d 9−:−1 ≤

≤ dY
(C)
= + X

1 − d

=∑
9=1
(1 − U)=− 9 (1 − d 9 ) ≤ (dY (C)= + X)

1 − (1 − U)=
U (1 − d) .

Аналогiчно можемо отримати оцiнку для ℙ
(C)
GG1. �

Наступна лема дає оцiнку iмовiрностi того, що ланцюг, який стартував
розклеєним, буде розклеєним у момент часу =.

Лема 6.9. Для довiльних G,~ ∈ �, C ≥ 0 та = ≥ 2 справедлива така нерiвнiсть:

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} ≤ (1 − U)= + dY

(C)
= + X

1 − d

(
1 − (1 − U)=

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
≤

≤ (1 − U)= + (dY (C)= + X)
1 − (1 − U)=−1

U (1 − d)

Доведення. Доведення аналогiчне до леми 6.6. �

Iз лем 6.8 та 6.9 випливає така теорема.

Теорема 6.3. Нехай - (1)= , - (2)= – два неоднорiднi незвiднi неперiодичнi ланцюги

Маркова, для перехiдних iмовiрностей яких справедливе зображення (6.1), та

виконано умови мiноризацiї (6.27), близькостi поза множиною C (6.18) та (6.19).

Тодi для довiльних G,~ ∈ � та C ≥ 0 виконанi такi нерiвностi:

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (G,�) | ≤ (dY

(C)
= + X)

1 − (1 − U)=
U (1 − d) ,

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (~,�) | ≤ (1 − U)

=+

+ dY
(C)
= + X

1 − d

(
1 − (1 − U)=

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
.
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Приклад 6.1. Покажемо, як отриманi результати можуть бути застосованi для
вивчення стiйкостi перехiдних iмовiрностей у модифiкованiй лiнiйнiй моделi.
Нехай 2 > 0, 0 < 1 — деякi числа, - (1)0 = G0 ∈ ℝ, ,= — незалежнi випадковi
величини з нормальним розподiлом N(0, f2

=).
Розглянемо модифiковану лiнiйну модель AR(1):

-
(1)
= =


2-
(1)
=−1 +,=, якщо 2- (1)= +,= ∈ [0, 1],

1, якщо 2- (1)= +,= > 1,

0, якщо 2- (1)= +,= < 0, = ≥ 1
(6.20)

Таким чином -
(1)
= — це неоднорiдний ланцюг Маркова зi значеннями у

фазовому просторi � = [0, 1]. Перехiднi iмовiрностi можна записати таким
чином:

%1= (G,�) =


(2cf2

=)−1/2
∫
�

exp
(
− (~−G)

2

2f2
=

)
3~, якщо � ∈ (0, 1),

(2cf2
=)−1/2

∫ +∞
1

exp
(
− (~−G)

2

2f2
=

)
3~, якщо � = {1},

(2cf2
=)−1/2

∫0
−∞ exp

(
− (~−G)

2

2f2
=

)
3~, якщо � = {0}.

(6.21)

Ланцюг - (2)= отримаємо шляхом додавання малого збурення Δ= ∈ ℝ:

-
(2)
= =


2-
(2)
=−1 +,= + Δ=, якщо 2- (2)= +,= + Δ= ∈ [0, 1],

1, якщо 2- (2)= +,= + Δ= > 1,
0, якщо 2- (2)= +,= + Δ= < 0.

(6.22)

Перехiднi iмовiрностi для - (2)= матимуть вигляд:

%2= (G,�) =


(2cf2

=)−1/2
∫
�

exp
(
− (~−G−Δ=)

2

2f2
=

)
3~, якщо � ⊂ (0, 1),

(2cf2
=)−1/2

∫ +∞
1

exp
(
− (~−G−Δ=)

2

2f2
=

)
3~, якщо � = {1},

(2cf2
=)−1/2

∫0
−∞ exp

(
− (~−G−Δ=)

2

2f2
=

)
3~, якщо � = {0}.

(6.23)

Нагадаємо, що як i скрiзь у цьому роздiлi, ми вважаємо ланцюги - (1)= та - (2)=
незалежними.

Припустимо, що
f2 = sup

=

f2
= < ∞.

Розглянемо мiру a∗(3G), визначену на [0, 1] таким чином:

a∗({1}) = (2cf2)−1/2
+∞∫
1

exp
(
−~ − 02f2

)
3~,
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a∗({0}) = (2cf2)−1/2
1∫
−∞

exp
(
−~ − 12f2

)
3~,

a∗(�) = (2cf2)−1/2
∫
�

exp
(
−~ − 12f2

)
∧ exp

(
−~ − 02f2

)
3~, � ⊂ (0, 1).

Зауважимо, що a∗({0}) = a∗({1}). Позначимо

U = a∗( [0, 1]) =

= 2(2cf2)−1/2 ©­­«
+∞∫
1

exp
(
−(~ − 0)

2

2f2

)
3~ +

(0+1)/2∫
0

exp
(
−(~ − 0)

2

2f2

)
3~

ª®®¬ =

= 2
(
1 − Φ

(
1 − 0
f

)
+ Φ

(
1 − 0

2f

)
− Φ

(0 − 0
f

))
=

= 2
(
1/2 − Φ

(
1 − 0
f

)
+ Φ

(
1 − 0

2f

))
= 1 − 2

(
Φ

(
1 − 0
f

)
− Φ

(
1 − 0

2f

))
,

де Φ — функцiя стандартного нормального розподiлу.
Очевидно, що U < 1. Визначимо мiру a (·):

a (�) = a∗(�)/U.

Очевидно, що для визначеної таким чином мiри a виконано умову мiнори-
зацiї:

%8= (G,�) ≥ Ua (�),∀G ∈ [0, 1],

де %8= — перехiднi iмовiрностi, визначенi формулами (6.21) та (6.23). Перевiримо
тепер умову рiвномiрної близькостi. Як &= (G,�) оберемо величину

&= (G,�) =


(2cf2

=)−1/2
∫
�

exp
(
− (~−G)

2

2f2
=

)
∧ exp

(
− (~−G−Δ=)

2

2f2
=

)
3~, � ⊂ (0, 1),

min{%1= (G, {1}), %2= (G, {1})}, якщо � = {1},
min{%1= (G, {0}), %2= (G, {0})}, якщо � = {0}.

(6.24)

Тодi

inf
G∈[0,1]

&= (G, [0, 1]) =
{
&= (1, [0, 1]), Δ= < 0,
&= (0, [0, 1]), Δ= > 0

(6.25)

Щiльностi нормальних розподiлiв N(1, f2
=) та N(1 +Δ=, f2

=) набувають однако-
вих значень у точцi G1 = Δ=/2+1 при Δ= < 0, а щiльностi N(0, f2

=) та N(0 +Δ=, f2
=)
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набувають однакових значень у точцi G0 = Δ=/2 + 0 при Δ= > 0. Тодi з формул
(6.24) та (6.25) випливає, що при Δ= < 0

inf
G∈[0,1]

&= (G, [0, 1]) =

= (2cf2
=)−1/2 ©­­«

G1∫
−∞

exp
(
−(~ − 1)

2

2f2
=

)
3~ +

+∞∫
G1

exp
(
−(~ − 1 − Δ=)

2

2f2
=

)
3~

ª®®¬ =

= 1 + Φ
(
1 − G1
f=

)
− Φ

(
G1 − 1 − Δ=

f=

)
.

Аналогiчно при Δ= > 0

inf
G∈[0,1]

&= (G, [0, 1]) = 1 + Φ
(
G0 − 0 − Δ=

f=

)
− Φ

(
G0 − 0
f=

)
.

Позначимо

Y= = Y= (Δ=, f=) = sup
G∈[0,1]

1 −&= (G, [0, 1]) = 1 − inf
G∈[0,1]

&= (G, [0, 1]) .

Очевидно, що Y= → 0 при Δ= → 0.
Позначимо

Φ0 (Δ=) = Φ
(G0 − 0

f

)
− Φ

(
G0 − 0 − Δ=

f

)
,

Φ1 (Δ=) = Φ

(
G1 − 1 − Δ=

f

)
− Φ

(
1 − G1
f

)
,

Y = sup
=

(
Φ0 (Δ=)1Δ=>0 + Φ0 (Δ=)1Δ=<0

)
.

Таким чином, у цьому випадку теорема 6.1 набуває вигляду Теореми 6.4.

Теорема 6.4. Нехай для ланцюгiв - (1)= та - (2)= , визначених формулами (6.20) та

(6.22) вiдповiдно, Y < 1. Тодi для довiльних G,~ ∈ [0, 1], C ≥ 0, = ≥ 2 виконанi такi

нерiвностi:

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (G,�) | ≤ Y

1 − (1 − U)=
U

,

sup
�∈E
|% C,=1 (G,�) − %

C,=
2 (~,�) | ≤ (1 − U)

= + Y
(
1 − (1 − U)=−1

U
− (= − 1) (1 − U)=−1

)
.

де U = 1−2
(
Φ

(
1−0
f

)
− Φ

(
1−0
2f

))
,Φ— функцiя станадартного нормального розподiлу.
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6.3.4 Стiйкiсть скiнченновимiрних розподiлiв

У цьому роздiлi ми будемо дотримуватись позначень, введених у Роздiлi
6.1, та припускатимемо, що перехiднi ймовiрностi ланцюгiв - (1) та - (2) можуть
бути представленi наступним чином

%8C (G,�) = &C (G,�) + (1 −&C (G, �))'8C (G,�) . (6.26)

Тут &C – це субстохастичне ядро таке, що 0 ≤ &C (G, �) ≤ 1 для всiх G ∈ �, та
'8C деякi перехiднi ядра. У представленнi (6.26)&C грає роль“спiльної частини” та
'8C вiдповiдно “рiзницевої частини”.

Помiтимо, що таке представлення завжди можливе для двох перехiдних
ймовiрностей (наприклад, поклавши &C (G,�) = 0, '8C = %8C ). Однак пiзнiше ми
накладемо умови, що вимагатимуть вiддiленостi &C (G, �) вiд 0.

Як i ранiше, нам знадобиться умова мiноризацiї. Однак ми дещо узагальни-
мо умову мiноризацiї, введену ранiше, дозволивши мiноризуючим мiрам та
константам змiнюватися з часом.

Умова ("). Для довiльного C ≥ 0 iснують ймовiрнiсна мiра aC , визначена на
просторi станiв (�,E), та стала UC ∈ (0, 1) такi, що для всiх G ∈ �,� ∈ E та 8 ∈ {1, 2}

%8C (G,�) ≥ UCaC (�). (6.27)

Додатково ми припустимо, що U := infC≥0 UC ∈ (0, 1).
Зауважимо, що конструкцiя та властивостi склеювання, введеного в Роздiлi

6.2, вимагають лише технiчної замiни мiри a та константиU на aC та UC вiдповiдно.
Припустимо, що {�:, : ≥ 0} це деякий набiр множин iз E, та покладемо

�
(C)
= = ⊗=9=1�C+ 9 .

Позначимо через O ⊂ ℕ0 таку множину iндексiв, що a (�:) = 0 тодi i лише
тодi, коли : ∈ O. Нарештi покладемо

O
(C)
= = O ∩ {C, . . . , C + = − 1}, = ≥ 1

та нехай
:
(C)
= = 20A3 (O(C)= ) (6.28)
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це кiлькiсть елементiв у множинi O(C)= . Нам також знадобиться позначення для
найменшої ненульової величини a (�:):

1
(C)
= = min

:∉O
(C )
=

a (�:) > 0.

Наша мета полягає у тому, щоб отримати оцiнки зверху для рiзницi ймовiр-
ностей для ланцюгiв - (8)= не виходити iз множин �: для C ≤ : ≤ C + =.

Для того, щоб це зробити, ми накладемо рiзнi умови на&C , щоб переконатися,
що ланцюги - (1) та - (2) достатньо близькi. Найбiльш природньою умовою є
умова рiвномiрної близькостi, яка виглядає наступним чином

(* )
Y
(C)
= := sup

G∈�,C≤:≤C+=
(1 −&C (G, �:)) < 1. (6.29)

Пiзнiше ми послабимо умову (6.29), щоб дозволити &C (G, �:) обертатися в 0
при деяких C .

Нам також знадобиться умова на множини �=, = ≥ 0. Отже, ми введемо
наступну умову мажорування.

(�) Iснує така послiдовнiсть дiйсних чисел (= ≥ 0, = ≥ 0 зi скiнченною сумою
< =

∑
:≥0

(: < ∞, що∫
�C

a (3G)
∫
�
(C )
=

&C (G, 3~1)&C+1(~1, 3~2) . . . &C+= (~=, �C+=+1) ≤ (= . (6.30)

Цю умову можна розумiти як скiнченiсть середнього часу, проведеного
ланцюгом у множинах �=.

Введемо ряд позначень, якi узагальнюють величини, введенi в Роздiлi 6.2.

D
(C)
8,= (G) := ℙ

(C)
GG1{3C+= = 1, / (8)

C+: ∈ �C+:, : = 1, = − 1}, = ≥ 2, (6.31)

@
(C)
= (3~) := ℙ

(C)
a1 {3C+: = 2, / (C)C = /

(2)
C ∈ �C , /

(1)
C+: = /

(2)
C+: ∈ �C+:, /

(1)
C+= = /

(2)
C+= ∈ 3~, : = 1, =},

(6.32)
ℎ
(C)
8,= (G,~;3I, 3F) := ℙ

(C)
G~0{3C+: = 0, / (8)

C+: ∈ �C+:, /
(1)
C+= ∈ 3I, /

(2)
C+= ∈ 3F, : = 1, =},

(6.33)
'= (I, 3F,3E) := '1= (I, 3F)'2= (I, 3E), (6.34)

?
(C)
8,= (G) = ℙ

(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =}. (6.35)
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Покладемо D (C)
8,0 (G) = D

(C)
8,1 (G) = 0 та @ (C)0 (3~) = 0.

Сформулюємо основний результат роздiлу.

Теорема 6.5. Припустимо, що - (1)= та - (2)= два незалежнi неоднорiднi за часом

неперiодичнi незвiднi ланцюги Маркова, визначенi на ймовiрнiсному просторi

(Ω,F,P), що допускають представлення (6.26), а також задовiльняють умовi

мiноризацiї ("), рiвномiрної близькостi (* ) та мажорування (�).
Тодi мають мiсце наступнi нерiвностi для всiх = ≥ 2:

|P{- (1)
C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (1)C = G} − P{- (2)

C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (2)C = G}| ≤
Y
(C )
=

1
(C )
= U (1−1 (C )= U):

(C )
=

(
1 − (1 − U1 (C)= )=−1 + UC+=−1aC+=−1(�C+=) (1 − (1 − U1 (C)= )=−2) +<

)
.

(6.36)

Доведення. Спершу помiтимо, що

P{- (8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (8)C = G} = ℙ

(C)
GG1{/

(8)
C=:
∈ �C+:, : = 1, =} = ? (C)8,= (G) .

Далi зауважимо, що на множинi {g (C) > =} величини / (1)
C+: та / (2)

C+: спiвпадають,
якщо /C = (G, G, 1), та : = 1, =. Тодi запишемо

|? (C)1,= (G) − ?
(C)
2,= (G) | = |ℙ

(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, g (C) ≤ =}−

ℙ
(C)
GG1{/

(2)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, g (C) ≤ =}| ≤

max
8∈{1,2}

{
ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, g (C) ≤ =}

}
.

Далi, розкладемо ймовiрнiсть ℙ(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, g (C) ≤ =} за першим пi-

сля моменту часу C розклеюванням (3: = 0). Помiтимо, що {∃: ∈ {1, . . . , =}, 3C+: =
0} ⊂ {g (C) ≤ =}.

Тепер розглянемо ймовiрностi: 3C+= = 0, 3C+= = 1 або 3C+= = 2. Запишемо

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, g (C) ≤ =} =

= ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 0, : = 1, =} + ℙ(C)

GG1{/
(8)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 1, : = 1, =}+

+ℙ(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, ∃ 9 3C+ 9 = 0, 3C+= = 2, : = 1, =}.

Розглянемо всi три доданки окремо. Оцiнка першого доданку дана в Лемi 6.12,
другого в Лемi 6.13 та третього в Лемi 6.14. Таким чином, скориставшись
Лемами 6.12–6.14, отримаємо нерiвнiсть (6.36). �
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6.3.5 Випадок, коли умова рiвномiрної близькостi
порушується

У цьому роздiлi ми розглянемо випадок, коли умова рiвномiрної стiйкостi
(6.29) порушується. Ми припустимо, що iснує множина � невiд’ємних цiлих
чисел, таких, що &C (G, �) не є малою при C ∈ �. Iншими словами, ми очiкуємо,
що умова близькостi виконана при всiх C ∉ �. Отже, введемо наступну умову
близькостi:
(U2) Умова близькостi:

Ŷ = sup
C∉�,G∈�

(1 −&C (G, �)) < 1. (6.37)

Позначимо
Ŷ
(C)
= = sup

0≤D≤C,D∉�,G∈�
(1 −&D (G, �)) ≤ Ŷ < 1, (6.38)

та

[
(C)
= = max{: ∈ {C, C + 1, . . . , C + =} ∩ �} − C, [ (C)= ∈ {0, . . . , =} ∪ {∞}. (6.39)

У випадку {C, C + 1, . . . , C + =} ∩ � = ∅ покладемо [ (C)= = ∞. Введемо спецiальне
позначення

^
(C)
= =


:
(C)
[
(C )
=

, if [ (C)= < ∞,

0, if [ (C)= = ∞.
Тепер ми можемо сформулювати теорему про стiйкiсть за послабленої умови

рiвномiрної стiйкостi.

Теорема 6.6. Нехай - (1)= та - (2)= – два неоднорiднi за часом незвiднi неперiодичнi

ланцюги Маркова, визначенi на ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P), що допускають

представлення (6.26), задовiльняють умовi мiноризацiї ("), умовi близькостi (* 2),
умовi мажорування (�), та [ (C)= < =.

Тодi виконанi наступнi нерiвностi

|P{- (1)
C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (1)C = G} − P{- (2)

C+: ∈ �C+:, : = 1, = |- (2)C = G}| ≤
3(1 − U)−:

(C )
= (1 − 1 (C)= U)=−[

(C )
= + Ŷ

(C )
=(

1
(C )
= U (1−1 (C )= U):

(C )
=

)2 ,

де

 =

(
1 − (1 − U1 (C)= )=−[

(C )
= −1

)2
+ UC+=−1aC+=−1(�C+=)

(
(1 − (1 − U1 (C)= )=−[

(C )
= −2)

)2



257

+<(1 − U1 (C)= )=−[
(C )
= −1.

Доведення. Доведення повторює кроки доведення Теореми 6.5 з використанням
Лем 6.15-6.17 замiсть Лем 6.12–6.14. �

6.3.6 Допомiжнi леми

У цьому роздiлi ми доведемо ряд допомiжних лем, якi гратимуть важливу
роль у доведеннi основних результатiв.

Лема 6.10. Для всiх 8 ∈ {1, 2}, G ∈ �C , C ≥ 0,= ≥ 2, мають мiсце наступнi нерiвностi

=∑
:=0

D
(C)
8,:
(G)@ (C+:)

=−: (�) ≤ ?
(C)
8,= (G) ≤ 1,

де ? (C)8,= (G) визначено (6.35).

Доведення. Скориставшись означенням (6.5), (6.31) та поклавши � := {0, 1, 2}, ми
запишемо:

D
(C)
1,: (G) = ℙ

(C)
GG1{3C+: = 1, / (1)C+ 9 ∈ �C+ 9 , 9 = 1, : − 1} =

∫
�C+1×�×�

ℙC (G, G, 1;3D1, 3E1, 3I1)×

×
∫

�C+2×�×�

ℙC+1(D1, E1, I1;3D2, 3E2, 3I2) . . .
∫

�×�×{1}

ℙC+:−1(DC+:−1, EC+:−1, 0;3DC+:, 3EC+:, 1) =

=

∫
�C+1×�×�

ℙC (G, G, 1;3D1, 3E1, 3I1) . . .ℙC+:−2(DC+:−2, EC+:−2, IC+:−2;�C+:−1, �, 0)UC+:−1aC+:−1(�).

Таким чином встановлено нерiвнiсть

D
(C)
1,: (G) =

∫
�C+1×�×�

ℙC (G, G, 1;3D1, 3E1, 3I1) . . .ℙC+:−2(DC+:−2, EC+:−2, IC+:−2;�C+:−1, �, 0)UC+:−1.

(6.40)
Очевидно, що аналогiчна рiвнiсть виконана для D (C)2,: . Тепер, скориставшись

означеннями (6.5) та (6.32), запишемо:

@
(C+:)
=−: (�) =

∫
�C+:

aC+:−1(3G)
∫

�C+:+1

&C+:+1(G, 3G1) . . .
∫
�C+=

&C+=−1(G=−:−1, 3G=−:). (6.41)
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Скомбiнувавши (6.40) та (6.41), отримаємо, що

D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
=−: (�) =

∫
�C+1×�×�

ℙC (G, G, 1;3D1, 3E1, 3I1) . . .×

ℙC+:−2(DC+:−2, EC+:−2, IC+:−2;�C+:−1, �, 0)UC+:−1

∫
�C+:

aC+:−1(3G)×

×
∫

�C+:+1

&C+:+1(G, 3G1) . . .
∫
�C+=

&C+=−1(G=−:−1, 3G=−:).

Скориставшись (6.5), ми можемо бачити, що для довiльних D, E ∈ �,

UC+:−1
∫
�C+:

aC+:−1(3G)
∫
�C+:+1

&C+:+1(G, 3G1) . . .
∫
�C+=

&C+=−1(G=−:−1, 3G=−:) =
=

∫
�C+:

ℙC+:−1(G,~, 0;3DC+:, 3DC+:, 1)×
×

∫
�C+:+1

ℙC+: (DC+:, DC+:, 1;3DC+:+1, 3DC+:+1, 2) . . .ℙC+= (DC+=−1, DC+=−1, 2;�C+=, �C+=, 2).
(6.42)

Нарештi скомбiнувавши (6.40), (6.41), та (6.42), отримаємо наступну рiвнiсть:

D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
=−: (�) =

∫
�C+1×�×�

ℙC (G, G, 1;3D1, 3E1, 3I1) . . .×∫
�C+:−1×�×{0}

ℙC+:−2(DC+:−2, EC+:−2, IC+:−2;3DC+:−1, 3EC+:−1, 3IC+:−1)×

×
∫

�C+:×�×{1}

ℙC+:−1(DC+:−1, EC+:−1, 0;3DC+:, 3DC+:, 3IC+:)×

×
∫

�C+:+1

ℙC+: (DC+:, DC+:, 1;3DC+:+1, 3DC+:+1, 2) . . . %C+= (DC+=−1, DC+=−1, 2;�C+=, �C+=, 2) =

= ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+:+; = 2, ; = 1, = − :, / (1)C+ 9 ∈ �C+ 9 , 9 = 1, =}.

Взявши до уваги аналогiчну рiвнiсть для D (C)2,: , можемо стверджувати що

D
(C)
8,:
(G)@ (C+:)

=−: (�) = ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+:+; = 2, ; = 1, = − :, / (8)C+ 9 ∈ �C+ 9 , 9 = 1, =}. (6.43)

Бiльше того, скориставшись (6.43), отримаємо
=∑
:=0

D
(C)
8,:
(G)@ (C+:)

=−: (�) =
=∑
:=0

ℙ
(C)
GG1{3C+: = 1, 3C+:+; = 2, ; = 1, = − :, / (8)C+ 9 ∈ �C+ 9 , 9 = 1, =} ≤

≤ ℙ
(C)
GG1{3C+= = 2, / (8)C+ 9 ∈ �C+ 9 , 9 = 1, =} ≤ ? (C)8,= (G) ≤ 1.

�
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З наступної леми отримаємо оцiнку зверху для ймовiрностi не-склеювання
протягом певного перiоду часу. Тут : (C)= це кардинальнiсть множини O

(C)
= .

Лема 6.11. Припустимо, що 1 (C)= U < 1. Тодi для всiх 8 ∈ {1, 2}, G,~ ∈ �C , C ≥ 0 та

= ≥ 0 виконана наступна нерiвнiсть

ℎ
(C)
8,= (G,~;�, �) ≤ (1 − 1 (C)= U)−:

(C )
= (1 − 1 (C)= U)= .

Доведення. Взявши до уваги позначення (6.5) для перехiдних ймовiрностей та
позначення (6.33) для ℎ(C)8,= , ми можемо отримати наступне спiввiдношення

ℎ
(C)
1,= (G,~;�, �) =

=−1∏
:=0
(1 − UC+:)

∫
�C+1×�

)C (G,~;3G1, 3~1)×

∫
�C+2×�

)C+1(G1, ~1;3G2, 3~2) . . .
∫

�C+=×�

)C+=−1(G=−1, ~=−1;3G=, 3~=).

Аналогiчна формула виконана для ℎ(C)2,= (G,~;�, �). Отже, можемо записати

ℎ
(C)
8,= (G,~;�, �) =

=−1∏
:=0
(1 − UC+:))̃ C,=8 (G,~;�, �),

де оператор )̃1,C (G,~;3D,3E) = )C (G,~;3D ∩ �C+1, 3E), )̃2,C = )C (G,~;3D,3E ∩ �C+1), )C
визначено (6.4) та

)̃
C,=
8 =

=−1∏
:=0

)̃8,C+: .

Тут iндекс = позначає номер множника у добутку. Маємо

=−1∏
:=0
(1 − UC+:))̃ C,=8 (G,~;� × �) =

∫
�
(C )
=

(%8C (G, 3~1) − UCaC (3~1)) . . .×

×(%8C+=−1(~=−1, �C+=) − UC+=−1aC+=−1(�C+=))

Розглянемо %8C (~, �C+1) − UCaC (�C+1). Якщо C + 1 ∉ O, то a (�C+1) ≥ 1 (C)= , для всiх
= ≥ 1, таким чином

%8C (~, �C+1) − UCaC (�C+1) ≤ 1 − UC1 (C)= ≤ 1 − U1 (C)= .
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Якщо C + 1 ∈ O, то

%8C (~, �C+1) − UCaC (�C+1) ≤ 1 =
1 − U1 (C)=
1 − U1 (C)=

.

Нарештi запишемо

ℎ
(C)
8,= (G,~;�, �) =

=−1∏
:=0
(1 − UC+:))̃ C,=8 (G,~;�, �)

≤
=−1∏
9=0

(
sup
~∈�

%8C+ 9 (~, �C+ 9+1) − UC+ 9aC+ 9 (�C+ 9+1)
)
≤

≤ (1 − U1
(C)
= )=

(1 − U1 (C)= ):
(C )
=

= (1 − U1 (C)= )=−:
(C )
= = (1 − 1 (C)= U)−:

(C )
= (1 − 1 (C)= U)= .

�

Наступнi три леми вiдiграють ключову роль у доведеннi основного резуль-
тату даного роздiлу.

Лема 6.12. Припустимо, що 1 (C)= U < 1. Тодi для всiх 8 ∈ {1, 2}, C ≥ 0, = ≥ 1 та G ∈ �C
виконана наступна нерiвнiсть

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+= = 0} ≤ Y (C)=

1 − (1 − 1 (C)= U)=−1

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

,

де Y (C)= визначено в (6.29).

Доведення. У випадку = = 1 твердження леми очевидне. Отже, зосередимось на
випадку = ≥ 2. Скориставшись означеннями (6.5) та (6.31)–(6.34) вiдповiдних
ймовiрностей та розглянувши час останнього склеювання : ≥ 0 та останнього
розклеювання 1 ≤ 9 ≤ = − : , ми можемо розкласти ймовiрнiсть ℙ

(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈

�C+:, 3C+= = 0, : = 1, =}, наступним чином

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 0, : = 1, =} =

=

=−1∑
:=0

=−:∑
9=1

∫
�C+:

∫
�C+:+1×�

D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
9−1 (3~) (1 −&C+:+ 9 (~, �))×

×'C+:+ 9 (~,3D, 3E)ℎ(C+:+ 9)=−:− 9 (D, E ;�, �) ≤
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≤ Y (C)= (1 − 1 (C)= U)−:
(C )
=

=−1∑
:=0

=−:∑
9=1
D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
9−1 (�) (1 − 1

(C)
= U)=−:− 9 .

В останнiй нерiвностi ми скористались означенням (6.29) величини Y
(C)
= з

Леми 6.11 та тим фактом, що '8C (G, �) = 1. Тепер ми можемо змiнити порядок
пiдсумовування у попереднiй нерiвностi та отримати

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 0, : = 1, =} ≤ Y (C)= (1 − 1 (C)= U)−:

(C )
=

=∑
9=1
(1 − U1 (C)= ) 9−1×

×
=− 9∑
:=0

D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
=− 9−: (�),

Скориставшись Лемою 6.10, отримаємо
=− 9∑
:=0

D
(C)
1,: (G)@

(C+:)
=− 9−: (�) ≤ 1 та нарештi

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 0, : = 1, =} ≤ Y (C)= (1 − 1 (C)= U)−:

(C )
=

=∑
9=1
(1 − U1 (C)= ) 9−1 =

= Y
(C)
=

1 − (1 − U1 (C)
=−1)=−1

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

.

Аналогiчно отримаємо нерiвнiсть для 8 = 2. �

Лема 6.13. Припустимо, що 1 (C)= U < 1. Тодi для всiх 8 ∈ {1, 2}, G ∈ �C , C ≥ 0 та

= ≥ 2 таких, що C + = ∉ O, виконана наступна нерiвнiсть

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 1, : = 1, =} ≤ Y (C)= UC+=−1aC+=−1(�C+=)

1 − (1 − 1 (C)= U)=−2

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

,

де Y (C)= визначено в (6.29).

Доведення. Iз (6.5) випливає, що перехiд у стан {3C+= = 1} можливий лише зi
стану {3C+=−1 = 0}. Тодi, скориставшись Марковською властивiстю, ми можемо
записати

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 1, : = 1, =} =∫

�C+=−1×�

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, /C+=−1 = (3D,3E, 0), : = 1, = − 1}×

×ℙ(C+=−1)
DE0 {3C+= = 1, / (1)C+= ∈ �C+=} =
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= UC+=−1aC+=−1(�C+=)ℙ(C)GG1{/
(1)
C+: ∈ �C+:, 3C+=−1 = 0, : = 1, = − 1}.

Скориставшись Лемою 6.12, отримаємо

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 1, : = 1, =} ≤ UC+=−1aC+=−1(�C+=)Y (C)=

1 − (1 − 1 (C)= U)=−2

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

=

Аналогiчнi мiркування вiрнi для 8 = 2. �

Лема 6.14. Припустимо, що виконана умова мажорування (�). Тодi для всiх

8 ∈ {1, 2}, G ∈ �C , C ≥ 0 та = > 2 таких, що C + = ∉ O, виконанi наступнi нерiвностi

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, ∃ 9 3C+ 9 = 0, 3C+= = 2, : = 1, =} ≤ Y (C)= <

1
(C )
= U (1−1 (C )= U):

(C )
=

,

де< це стала iз умови мажорування (6.30).

Доведення. Дане доведення слiдує схемi доведення Леми 6.13. Зокрема,

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, ∃ 9 3C+ 9 = 0, 3C+= = 2, : = 1, =} =

=

=−1∑
9=2

∫
�C+9

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, /C+ 9 ∈ (3~,3~, 1) : = 1, 9 − 1}×

×ℙ~~1{/ (1)C+; ∈ �C+; , 3C+; = 2, ; = 9 + 1, =}.

Скориставшись Лемою 6.13 та умовою мажорування (6.30), запишемо

ℙ
(C)
GG1{/

(1)
C+: ∈ �C+:, ∃ 9 3C+ 9 = 0, 3C+= = 2, : = 1, =} ≤

=−1∑
9=2

Y
(C)
= UC+ 9−1aC+ 9−1(�C+ 9 )

1 − (1 − 1 (C)= U) 9−2

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

@
(C+ 9)
=− 9 ≤

≤
=−1∑
9=2

Y
(C)
= UC+ 9−1aC+ 9−1(�C+ 9 )

1 − (1 − 1 (C)= U) 9−2

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

(=− 9 ≤

≤ Y
(C)
=

1
(C)
= U (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

=−1∑
9=2
(1 − (1 − 1 (C)= U) 9−2)(=− 9 ≤ Y (C)=

=−1∑
9=2
(=− 9

1
(C)
= (1 − 1 (C)= U):

(C )
=

≤

≤ Y (C)=
<

1
(C)
= U (1 − U):

(C )
=

.

�
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Тепер ми доведемо аналоги Лем 6.12–6.14 за умови (6.37).

Лема 6.15. Припустимо, що 1 (C)= U < 1 та [ (C)= < =. Тодi для всiх 8 ∈ {1, 2}, C ≥ 0,
= ≥ 2 та G ∈ �C має мiсце наступна нерiвнiсть

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+= = 0} ≤

≤ (1 − 1 (C)= U)−:
(C )
= (1 − 1 (C)= U)=−[

(C )
= + Ŷ (C)=

(
1−(1−1 (C )= U)=−[

(C )
= −1

1
(C )
= U (1−1 (C )= U):

(C )
=

)2
,

де Ŷ (C)= визначено в (6.38) та [ (C)= визначено в (6.39).

Доведення. У цьому доведеннi ми писатимемо [ замiсть [
(C)
= для кращого

сприйняття тексту.
Розкладемо ймовiрнiсть ℙ

(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+= = 0} за часом [:

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+= = 0} =

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+[ ∈ {0, 1, 2}, 3C+= = 0} ≤

≤ ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, =, 3C+[ = 0, 3C+= = 0} =

=

∫
ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, : = 1, [, /C+[ ∈ (3D,3E, 0)}×

×ℙ(C+[)
DE0 {/

(8)
C+: ∈ �:, : = C + [ + 1, C + =, 3C+= = 0} ≤

sup
D,E∈�[×�[

ℙ
(C+[)
DE0 {/

(8)
:
∈ �:, : = C + [ + 1, C + =, 3C+= = 0}.

Визначимо: C0 = C + [, =0 = = − [. Тодi можемо розкласти ймовiрнiсть
ℙ
(C+[)
DE0 {/

(8)
:
∈ �:, : = C + [ + 1, C + =, 3C+= = 0} за часом першого склеювання

(взявши до уваги випадок, коли жодного склеювання не вiдбулось на промiжку
мiж C0 та C0 + =0):

ℙ
(C+[)
DE0 {/

(8)
:
∈ �:, : = C + [ + 1, C + =, 3C+= = 0} ≤ ℎ(C0)8,=0

(D, E ;�, �)+

UC0+:−1

=0−1∑
:=1

ℎ
(C0)
8,:−1(D, E ;�, �) sup

G

ℙ
(C0+:)
GG1 {/

(C)
C0+; ∈ �C0+; , ; = :, =0, 3C0+=0 = 0}.

Скориставшись Лемою 6.12 для оцiнки ℙ
(C0+:)
GG1 {/

(C)
C0+; ∈ �C0+; , ; = :, =0, 3C0+=0 = 0}

та тим фактом, що UC0+:−1
=0−1∑
:=1

ℎ
(C0)
8,:
(D, E ;�, �) ≤ (1 − 1 (C)= U)−:

(C )
=

1−(1−1 (C )= U)=0−1

1
(C )
= U

, отрима-
ємо твердження леми. �
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Аналогiчний розклад може бути використано i для двох iнших лем.

Лема 6.16. Припустимо, що 1 (C)= U < 1 та [ (C)= < =. Тодi для всiх 8 ∈ {1, 2}, G ∈ �C ,
C ≥ 0 та = > 2 таких, що C + = ∉ O, виконана наступна нерiвнiсть

ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, 3C+= = 1, : = 1, =} ≤

≤ (1 − U)−:
(C )
= (1 − 1 (C)= U)=−[

(C )
= + Ŷ (C)= UC+=−1aC+=−1(�C+=)

(
1−(1−1 (C )= U)=−[

(C )
= −2

1
(C )
= U (1−U):

(C )
=

)2
,

де Ŷ (C)= визначено в (6.37).

Лема 6.17. Припустимо, що виконана умова мажорування та [ (C)= < =. Тодi для

всiх 8 ∈ {1, 2}, G ∈ �C , C ≥ 0 та = ≥ 2 таких, що C + = ∉ O, виконується наступна

нерiвнiсть
ℙ
(C)
GG1{/

(8)
C+: ∈ �C+:, ∃ 9 3C+ 9 = 0, 3C+= = 2, : = 1, =} ≤

≤ (1 − U)−:
(C )
= (1 − 1 (C)= U)=−[

(C )
= + Ŷ (C)= <(1−1 (C )= U)=−[

(C )
= −1

(1 (C )= U (1−U):
(C )
= )2

,

де< це стала з умови мажорування (6.30).

6.4 Стiйкiсть функцiоналiв вiд неоднорiдних
ланцюгiв Маркова

В цьому роздiли ми розглядатимемо два незалежнi дискретнi та неоднорiднi
за часом ланцюги Маркова - (1)= та - (2)= зi значеннями у загальному фазовому
просторi (�,E). Ми припустимо, що ланцюги- (1) та- (2) визначенi на спiльному
ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P). У цьому роздiлi ми будемо використовувати
позначення, введенi у Роздiлi 6.1, та представлення (6.26).

Далi введемо ключовi умови, якi знадобляться для доведення основних
результатiв.

Як i в Роздiлi 6.26, будемо використовувати умову мiноризацiї на всьому
просторi.

Умова (") Iснує ймовiрнiсна мiра a , що визначена на фазовому просторi
(�,E), та сталi U ∈ (0, 1) такi, що для всiх G ∈ �, � ∈ E, C ≥ 0 та 8 ∈ {0, 1}

%8C (G,�) ≥ Ua (�). (6.44)
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Введемо також умову рiвномiрної близькостi (%).

Y
(C)
= := sup

G∈�,C≤:≤C+=
(1 −&: (G, �)) < 1.

Умову (%) можна дещо ослабити.
Послаблена умова рiвномiрної близькостi (%1). Припустимо, що iснує набiр

цiлих чисел � такий, що supG∈�,C∈�(1 −&C (G, �)) = 1. Введемо множину

�
(C)
= = � ∩ {C, C + 1, . . . , C + =}, C ≥ 0, = ≥ 0,

та значення
:
(C)
= = max{C ∈ �(C)= } ≤ ∞.

Будемо казати, що послаблена умова рiвномiрної близькостi (%1) виконана для
заданих C ≥ 0 та = ≥ 1, якщо

:
(C)
= < ∞,

C + = ∉ �
(C)
= ,

Ỹ
(C)
= = sup

C∉�
(C )
= ,G∈� (1 −&C (G, �)) < 1.

(6.45)

Помiтимо, що з : (C)= = ∞ випливає supG∈�,C≤:≤C+= (1 − &: (G, �)) < 1, що в свою
чергу означає, що умова (%) виконана. У той же час з першого та другого
тверджень з (6.45) отримаємо 0 < :

(C)
= < =.

Будемо казати, що функцiя 5 задовiльняє умову (� ), якщо:

a (5 ) =
∫
�
5 (G)a (3G) < ∞,

supG∈� &C+= (G, 5 ) = supG∈�
∫
�
5 (~)&C+= (G, 3~) < ∞,

'5 = sup8,C,G
∫
�
5 (~)'8C (G, 3~) < ∞.

(6.46)

У цьому випадку позначимо

�C (5 ) =
supG∈� &C (G, 5 ) − Ua (5 ) + Y'5

1 − U . (6.47)

В подальшому будемо використовувати символ ∨ для max, тобто 0 ∨ 1 =

max{0, 1}.
У цьому роздiлi ми припустимо, що - (1)= та - (2)= є незалежними незвiдними

неперiодичними неоднорiдними за часом ланцюгами Маркова, що визначенi
на спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P), якi допускають представлення
(6.26), задовiльняють умову мiноризацiї ("), та 5 : � → ℝ деяка вимiрна функцiя.
Ми отримаємо рiзнi умови для 5 та близькостi ланцюгiв.
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Теорема 6.7. Для ланцюгiв - (1)= та - (2)= , визначених вище, довiльних G,~ ∈ �, C ≥ 0
та = ≥ 2:
(a) якщо функцiя 5 обмежена та виконана умова рiвномiрної близькостi (%), то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ Y

(C)
= | |5 | |

(
1−(1−U)=

U

)
,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |

(
(1 − U)= + Y (C)= 1−(1−U)=−1

U

)
.

(6.48)

(b) Якщо функцiя 5 обмежена та виконана послаблена умова рiвномiрної

близькостi (%1) для C, =, то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |

(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |

(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
.

(6.49)

(c) Якщо функцiя 5 задовiльняє умову (� ) та виконана умова рiвномiрної

близькостi (%), то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ Y

(C)
=

(
�C+= (5 ) 1−(1−U)

=−1

U
+ '5

)
,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤

(
(1 − U)=−1 + Y (C)= 1−(1−U)=−2

U

)
�C+= (5 ) + Y (C)= '5 .

(6.50)

(d) Якщо функцiя 5 задовiльняє умову (� ) та виконана послаблена умова

рiвномiрної близькостi (%1) для C, = − 1, то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ "

(C)
= �C+= (5 ) + Ỹ (C)= '5 ,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ "

(C)
= �C+= (5 ) + Ỹ (C)= '5 ,

(6.51)

де" (C)= = (1 − U)=−:
(C )
=−1−1 + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
=−1−2

U
.

Доведення. Почнемо доведення з випадку, коли функцiя 5 обмежена, так що

| |5 | | = sup
G∈�
|5 (G) | < ∞.

У цьому випадку з Леми 6.18 отримаємо нерiвностi

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |ℙ

(C)
GG1{3C+= = 0},

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |ℙ

(C)
G~0{3C+= = 0}.

(6.52)

Припустимо, що виконана умова (%). У цьому випадку, скориставшись
Лемами 6.5 та 6.6, отримаємо наступнi оцiнки

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ Y (C)= 1−(1−U)=

U
,

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} ≤ (1 − U)= + Y (C)= 1−(1−U)=−1

U
,

(6.53)
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Скомбiнувавши нерiвностi (6.52) та (6.53), отримаємо формули (6.48).
Припустимо тепер, що виконана послаблена умова рiвномiрної близькостi

(%1). Тодi, скориставшись Лемою 6.8, отримаємо

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ (1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U
,

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} ≤ (1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U
.

(6.54)

Скомбiнувавши (6.54) та (6.52), отримаємо (6.49).
Нехай тепер функцiя 5 задовiльняє умову � , i необов’язково є обмеженою. З

Леми 6.19 отримаємо, що

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ ℙ

(C)
GG1{3C+=−1 = 0}�C+= (5 ) + Y'5 ,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ ℙ

(C)
G~0{3C+= = 0}�C+= (5 ) + Y'5 .

(6.55)

Iз нерiвностей (6.53) та (6.55) отримаємо (6.50), а з нерiвностей (6.54) та (6.55)
маємо (6.51). �

У якостi прямого наслiдка Теореми 6.7 ми можемо вивести оцiнки для
стiйкостi функцiоналiв в !2 та оцiнки ймовiрностей великих вiдхилень.

Теорема 6.8. Припустимо, що для ланцюгiв- (1)= та- (2)= , визначених вище, функцiї

6(G) = |5 (G) − `= (C, G) |2, W > 0, G,~ ∈ �, C ≥ 0 та = ≥ 2 маємо f2
= (C, G) =

�
(C)
G [- (1)C+=]2 − [�

(C)
G -

(1)
C+=]2 < ∞. Тодi:

(a) якщо функцiя 5 обмежена та виконана умова рiвномiрної близькостi (%),
то

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + Y | |6| |
(

1−(1−U)=
U

)
,

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤ 2/W2 + Y | |6| |

(
1−(1−U)=

U

)
(Wf= (C, G))−2.

(6.56)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + | |6| |
(
Y

1−(1−U)=−1

U
+ (1 − U)=

)
,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤

≤ 2/W2 + ||6| |
(
Y

1−(1−U)−1=
U

+ (1 − U)=
)
(Wf= (C, G))−2.

(6.57)
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(b) Якщо функцiя 5 обмежена та виконана послаблена умова рiвномiрної

близькостi (%1) для C, =, то

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + | |6| |
(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤

2/W2 + ||6 | |
(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
(Wf= (C, G))−2.

(6.58)
Тут ми допускаємо можливiсть G = ~.

(c) Якщо функцiя 6 задовiльняє умову (� ) та виконана умова рiвномiрної

близькостi (%), то

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + Y
(C)
=

(
�C+= (6) 1−(1−U)

=−1

U
+ '6

)
,

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤ 2/W2+

+Y (C)=
(
�C+= (6) 1−(1−U)

=−1

U
+ '6

)
(Wf= (C, G))−2.

(6.59)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) +
(
(1 − U)=−1 + Y (C)= 1−(1−U)=−2

U

)
�C+= (6)+

+Y'6
%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤ 2/W2+

+(Wf= (C, G))−2
[(
(1 − U)=−1 + Y (C)= 1−(1−U)=−2

U

)
�C+= (6) + Y'6

]
.

(6.60)

(d) Якщо функцiя 6 задовiльняє умову (� ) та виконана послаблена умова

рiвномiрної близькостi (%1) для C, = − 1, то

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤

≤ 2f2
= (C, G) +

(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
�C+= (6) + Ỹ (C)= '6,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤ 2/W2+

+(Wf= (C, G))−2
[(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
�C+= (6) + Ỹ (C)= '6

]
.

(6.61)

Тут ми допускаємо можливiсть G = ~.

Доведення. З Леми (6.20) отримаємо нерiвностi

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + |�
(C)
G 6(- (1)C+=) − �

(C)
~ 6(- (2)C+=) |, (6.62)
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%
(C)
G~ {|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)} ≤

2/W2 + (Wf= (C, G))−2 |� (C)G 6(- (1)C+=) − �
(C)
~ 6(- (2)C+=) |,

(6.63)

для всiх G,~ ∈ �, включаючи випадок G = ~. Тепер ми послiдовно застосуємо
формули (6.48)-(6.51) з Теореми 6.7 до нерiвностей (6.62) та (6.63) i отримаємо
(6.56)-(6.61). �

Теорема 6.8 дає оцiнки !2-вiдхилень та ймовiрностей великих вiдхилень у
термiнах f2

= (C, G), що може мати певнi практичнi застосування. Однак ця теорема
має один недолiк, який полягає у тому, що оцiнка не прямує до 0, якщо Y → 0.
Далi ми отримаємо iншi оцiнки, якi позбавленi цього недолiку.

Теорема 6.9. Для ланцюгiв - (1)= , - (2)= та функцiї 5 , що визначенi вище, W > 0,
G,~ ∈ �, C ≥ 0 та = ≥ 2:

(a) якщо функцiя 5 обмежена та виконана умова рiвномiрної близькостi (%),
то

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2Y | |5 | |2

(
1−(1−U)=

U

)
,

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤

2/W2Y | |5 | |2
(

1−(1−U)=
U

)
.

(6.64)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2

(
(1 − U)= + Y (C)= 1−(1−U)=−1

U

)
%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤

2/W2 | |5 | |2
(
(1 − U)= + Y (C)= 1−(1−U)=−1

U

)
.

(6.65)

(b) Якщо функцiя 5 обмежена та виконана послаблена умова рiвномiрної

близькостi (%1) для C, =, то

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2

(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤

2/W2 | |5 | |2
(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
.

(6.66)

Тут допускається G = ~.
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(c) Якщо функцiя 5 задовiльняє умову (� ) та виконана умова рiвномiрної

близькостi (%), то

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2Y�C+= (5 2)

(
1−(1−U)=

U

)
,

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤ 2/W2Y

(
1−(1−U)=

U

)
.

(6.67)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2�C+= (5 2)

(
(1 − U)=−1 + Y (C)= 1−(1−U)=−2

U

)
+ 2Y,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤

2/W2�C+= (5 2)
(
(1 − U)=−1 + Y (C)= 1−(1−U)=−2

U

)
+ 2Y/W2.

(6.68)

(d) Якщо функцiя 5 задовiльняє умову (� ) та виконана послаблена умова

рiвномiрної близькостi (%1), то

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤

2�C+= (5 2)
(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
+ 2Ỹ,

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > W

}
≤

2/W2�C+= (5 2)
(
(1 − U)=−:

(C )
= + Ỹ (C)= 1−(1−U)=−:

(C )
= −1

U

)
+ 2Ỹ/W2.

(6.69)

Тут ми допускаємо G = ~.

Доведення. Доведення слiдує тiй же схемi, за якою доводилась Теорема 6.7. Для
того, щоб отримати формули (6.64) та (6.65), ми використаємо Лему 6.21 та
отримаємо

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2ℙ(C)

GG1{3C+= = 0},
%
(C)
GG {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2 | |5 | |2ℙ(C)

GG1{3C+= = 0}.
(6.70)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2ℙ(C)

G~0{3C+= = 0},
%
(C)
G~ {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2 | |5 | |2ℙ(C)

G~0{3C+= = 0}.
(6.71)

Застосувавши Леми 6.5 та 6.6 до (6.70) та (6.71), отримаємо (6.64) та (6.65).
Формули (6.66)-(6.69) доводяться аналогiчно. Спершу ми скористаємось

Лемою 6.21 та Лемою 6.22, щоб отримати оцiнки в термiнах ймовiрностей
розклеєння, та Лемами 6.5, 6.6 та 6.8 для оцiнки цих ймовiрностей. �
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Ми можемо узагальнити Теореми 6.7-6.9 на випадок, коли умова рiвномiрної
близькостi не є рiвномiрною за простором.

Так, ми можемо допустити iснування множини C ∈ E такої, що &C (G,�) =
0, ∀G ∈ C, та припустимо

Ŷ = sup
G∉C,C

(1 −&C (G, �)) < 1. (6.72)

Введемо наступне позначення

X := sup
G∈�\C,C

&C (G,C), (6.73)

d := max
{

sup
G∈�\,C

&C (G, � \ C), a (� \ C)
}
. (6.74)

Тодi з Леми 6.1 з [14] отримаємо

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0} ≤ (dŶ + X) 1−(1−U)

=

U (1−d) ,

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0} ≤ (1 − U)= + (dŶ + X) 1−(1−U)

=−1

U (1−d) ,
(6.75)

де X та d визначенi в (6.73) та (6.74). Тепер, скориставшись Лемами 6.18-6.22
та нерiвностями (6.75), отримаємо результати аналогiчнi до Теорем 6.7 та 6.9
у випадку, коли виконана умова (6.72) замiсть умов (%) та (%1). Пiдсумуємо
результат у наступнiй теоремi.

Теорема 6.10. Припустимо, що задано ланцюги - (1)= , - (2)= , G,~ ∈ �, C ≥ 0, = ≥ 2 та

виконано (6.72). Тодi

(a) якщо функцiя 5 обмежена та виконана умова рiвномiрної близькостi (%), то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | | (dŶ + X)

1−(1−U)=
U (1−d) ,

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2(dŶ + X) 1−(1−U)

=

U (1−d) ,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |

(
(1 − U)=−1 + (dŶ + X) 1−(1−U)

=−2

U (1−d)

)
,

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2

(
(1 − U)=−1 + (dŶ + X) 1−(1−U)

=−2

U (1−d)

) (6.76)

(b) Якщо функцiя 5 обмежена та виконана послаблена умова рiвномiрної

близькостi (%1) для C, =, то

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ �C (5 ) (dŶ + X)

1−(1−U)=−1

U (1−d) ,

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2� (dŶ + X) 1−(1−U)

=−1

U (1−d) ,

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ �C (5 )

(
(1 − U)=−1 + (dŶ + X) 1−(1−U)

=−2

U (1−d)

)
,

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2�

(
(1 − U)=−1 + (dŶ + X) 1−(1−U)

=−2

U (1−d)

)
,

(6.77)
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де � = �C+= (5 2).

Аналогiчним чином, ми можемо узагальнити Теорему 6.8 та отримати
ймовiрностi великих вiдхилень за допомогою нерiвностi Чебишева:

%
(C)
G~ {|5 (- (1)= ) − 5 (- (2)= ) | > W} ≤ W−2� (C)G~ |5 (- (1)= ) − 5 (- (2)= |.

6.4.1 Застосування до моделi страхування здоров’я iз
переключенням

У цьому роздiлi розглянемо модель страхування здоров’я з переключенням.
Розглянемо послiдовнiсть марковських перехiдних ядер

%C =

©­­­­­«
?00(C) ?01(C) ?02(C) ?03(C)
?10(C) ?11(C) ?12(C) ?13(C)

0 0 ?22(C) ?23(C)
0 0 0 1

ª®®®®®¬
(6.78)

Ми припустимо, що iснують двi моделi, у яких може бути залучений учасник
схеми страхування. Ми позначимо їх через B (вiд “standard”) та 0 (вiд “altered”). У
альтернативному режимi ймовiрностi мають вигляд

AC =

©­­­­­«
A00(C) A01(C) A02(C) A03(C)
A10(C) A11(C) A12(C) A13(C)

0 0 A22(C) A23(C)
0 0 0 1

ª®®®®®¬
(6.79)

Ймовiрностi переключення залежать вiд моменту часу C та стану G . Ми
позначимо цю ймовiрнiсть через YC (G). Отже, побудуємо два ланцюги Маркова
на множинi � = {(8 9)}8∈{0,1,2,3}, 9∈{B,0}.

%1C ((G, 9), (~, :)) = ?G~ (C),
%2C ((G, 9), (~, :)) = (1 − YC (G, 9))?G~ (C) + (1 − YC (G, 9))AG~ (C)

(6.80)

Це означає, що
&C ((G, 9), (~, :)) = (1 − YC (G, 9))?G~ (C).

Припустимо, що страхова компанiя має заплатити суму �1 чи �2, якщо
учасник знаходиться в станах 1 чи 2 вiдповiдно. Отже, для функцiї 5 виконано
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зображення

5 (G, 9) =


0, if G ∈ {0, 4},
�1, if G = 1,
�2, if G = 2.

(6.81)

Як ми бачимо, функцiя 5 не залежить вiд другого параметра 9 ∈ {B, 0}.
Наша мета оцiнити змiни у розмiрi платежiв у моделi без переключення у

порiвняннi з моделлю з переключенням.
Припустимо, що

U = infC≥0,8∈{0,1,2,3}{?83(C), A83(C)} > 0,
a (3, 9) = 1, для всiх 9,

a ({(0, 9), (1, 9), (2, 9)}) = 0.
(6.82)

Помiтимо, що a (5 ) = a (3, 9) 5 (3) = 0.
Отже, маємо

&C ((G, 9), 5 ) =


(1 − YC (0, 9)) (?01(C)�1 + ?02(C)�2), якщо G = 0,
(1 − YC (1, 9)) (?11(C)�1 + ?12(C)�2), якщо G = 1,
(1 − YC (2, 9))?22(C)�2, якщо G = 2,
0, якщо G = 3

(6.83)

'5 = max{A01(C)�1 + A02(C)�2, A11(C)�1 + A12(C)�2, A22(C)�2},
�C (5 ) =

(
supG,9 &C ((G, 9), 5 ) + Y'5

)
(1 − U)−1.

(6.84)

Тепер ми можемо оцiнити рiзницю в платежах в момент часу = мiж звичай-
ною та модифiкованою моделями.

Теорема 6.11. У моделi, визначенiй вище, рiзниця у платежах в момент часу =

може бути оцiнена наступним чином

|�G 5 (- (1)= ) − �G 5 (- (2))= | < Y�C+= (5 )
1 − (1 − U)=−1

1 − U ,

Середня рiзниця у платежах:

|�G 5 (- (1)= ) − �G 5 (- (2))= | < 2Y�C+= (5 2)1 − (1 − U)
=−1

1 − U ,

де �C+= (5 ) визначено в (6.84), а U в (6.82).
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6.4.2 Допомiжнi леми

У цьому роздiлi ми наведемо допомiжнi технiчнi результати, якi викори-
стовуються при доведеннi основних теорем. Припускатимемо, що - (1)= та - (2)= ,
визначенi вище, допукають представлення (6.26), а також задовiльняють умову
мiноризацiї (").

Лема 6.18. Припустимо, що функцiя 5 : � → ℝ обмежена, тобто

| |5 | | = supG∈� |5 (G) | < ∞. Тодi для G,~ ∈ � виконанi наступнi нерiвностi:

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |ℙ

(C)
GG1{3C+= = 0},

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |ℙ

(C)
G~0{3C+= = 0}.

(6.85)

Доведення. Визначимо час першого розклеювання g (C) :

g (C) = inf
:≥C
{3C+: = 0}.

Маємо нерiвностi
�
(C)
G 5 (- (1)C+=) = �

(C)
GG15 (/

(1)
C+=),

�
(C)
G 5 (- (2)C+=) = �

(C)
GG15 (/

(2)
C+=).

Помiтимо, що якщо ланцюги залишаються склеєними протягом часу C, C + =, то

�
(C)
GG15 (/

(1)
C+=) = �

(C)
GG15 (/

(2)
C+=).

Тодi ми можемо записати

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | = |�

(C)
GG15 (/

(1)
C+=) − �

(C)
GG15 (/

(2)
C+=) | =

|�(C)
GG1

(
5 (/ (1)C+=) − 5 (/

(2)
C+=)

)
| = |�(C)

GG1

(
5 (/ (1)C+=) − 5 (/

(2)
C+=)

)
1g (C )<= | ≤

max{�(C)
GG15 (/

(1)
C+=)1g (C )<=,�

(C)
GG15 (/

(2)
C+=)1g (C )<=}.

Розкладемо величину �
(C)
GG15 (/

(1)
C+=)1g (C )<= за часом останнього розклеювання

�
(C)
GG15 (/

(1)
C+=)1g (C )<= =

=

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, 3C+: = 0, (/ (1)

C+:, /
(2)
C+:) ∈ (3~1, 3I1)}×
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×
∫
�×�

ℙ~1I10{3C+ 9 = 0, 9 = : + 1, =, (/ (1)C+=, /
(2)
C+=) = (3D,3E)}5 (D) ≤

sup
G∈�

5 (G)
=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, 3C+: = 0, (/ (1)

C+:, /
(2)
C+:) ∈ (3~1, 3I1)}×

×ℙ(C)
~1I10{3C+ 9 = 0, 9 = : + 1, =} = sup

G∈�
ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0}.

Аналогiчнi нерiвностi виконанi для �
(C)
GG15 (/

(2)
C+=)1g (C )<=. Отже, ми отримали

наступнi оцiнки

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ | |5 | |ℙ

(C)
GG1{3C+= = 0},

звiдки випливає перша нерiвнiсть в (6.85).
Доведемо тепер другу нерiвнiсть. Скориставшись аналогiчним пiдходом,

отримаємо

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | = |�

(C)
G~05 (/

(1)
C+=) − �

(C)
G~05 (/

(2)
C+=) | =

|�(C)
G~0

(
5 (/ (1)C+=) − 5 (/

(2)
C+=)

)
| = |�(C)

G~0

(
5 (/ (1)C+=) − 5 (/

(2)
C+=)

)
13C+==0 | ≤

max{�(C)
G~05 (/

(1)
C+=)13C+==0,�

(C)
G~05 (/

(2)
C+=)13C+==0}.

Розглянемо �
(C)
G~05 (/

(1)
C+=)13C+==0. Запишемо

�
(C)
G~05 (/

(1)
C+=)13C+==0 ≤ ||5 | |ℙ(C)G~0{3C+= = 0}.

Аналогiчна нерiвнiсть має мiсце для �
(C)
G~05 (/

(2)
C+=13C+==0).

�

Лема 6.19. Припустимо, що функцiя 5 : � → ℝтака, що виконана умова (� ). Тодi
для всiх G,~ ∈ � виконанi наступнi нерiвностi

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ ℙ

(C)
GG1{3C+=−1 = 0}�C+= (5 ) + Y (C)= '5 ,

|� (C)G 5 (-
(1)
C+=) − �

(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ ℙ

(C)
G~0{3C+=−1 = 0}�C+= (5 ) + Y (C)= '5 ,

(6.86)

де �C+= (5 ) =
supG ∈� &C+= (G,5 )−Ua (5 )+Y

(C )
= '5

1−U .
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Доведення. Скориставшись пiдходом аналогiчним до доведення Леми 6.18,
отримаємо

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
G 5 (- (2)C+=) | ≤ max8∈{1,2}

∫
�
ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0, / (8)C+= = 3~}5 (~),

|� (C)G 5 (- (1)C+=) − �
(C)
~ 5 (- (2)C+=) | ≤ max8∈{1,2}

∫
�
ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0, / (8)C+= = 3~}5 (~).

(6.87)

Розглянемо ∫
�

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0, / (1)C+= = 3~}5 (~) =

=

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, 3C+: = 0, (/ (1)

C+:, /
(2)
C+:) ∈ (3~1, 3I1)}×

×
∫
�×�

ℙ
(C)
~1I10{3C+ 9 = 0, 9 = : + 1, =, (/ (1)C+=, /

(2)
C+=) = (3D,3E)}5 (D).

Помiтимо, що

ℙ
(C)
~1I10{3C+ 9 = 0, 9 = : + 1, =, (/ (1)C+=, /

(2)
C+=) = (3D,3E)} = ) C,= (~1, I1, 3D, E)

за означенням ) . Отже, маємо:∫
�

ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0, / (1)C+= = 3~}5 (~) =

=

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, 3C+: = 0, (/ (1)

C+:, /
(2)
C+:) ∈ (3~1, 3I1)}×

×) C,=−: (~1, I1, 5 , �) =

=

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 = 0, (/ (1)

C+:, /
(2)
C+:) ∈ (3~,3I)}

(
%C+=1(~, 5 ) − Ua (5 )

1 − U

)
+

+
∫
�

ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 ∈ {1, 2}, (/ (1)C+:, /

(2)
C+:) ∈ (3~)}(1 −&C+= (~, �))'C+=1(~, 5 ) ≤

≤ ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 = 0}

(
supG &C+= (G, 5 ) − Ua (5 ) + Y

(C)
= '5

1 − U

)
+

+Y (C)= '5ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 ∈ {1, 2}} ≤

≤ ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 = 0}

(supG &C+= (G, 5 ) − Ua (5 ) + Y'5
1 − U

)
+ Y (C)= '5 .
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Абсолютно аналогiчнi мiркування справедливi для
∫
�
ℙ
(C)
GG1{3C+= = 0, / (2)C+= =

3~}5 (~). Взявши до уваги першу нерiвнiсть з (6.87), отримаємо першу фор-
мулу в (6.86).

Щоб довести другу нерiвнiсть в (6.86), помiтимо, що∫
�

ℙ
(C)
G~0{3C+= = 0, / (1)C+= = 3I}5 (I) =

∫
�×�

ℙ
(C)
G~0{/C+=−1 = (3D,3E, 0)})C (D, E ; 5 , �)+

+
∫
�

ℙ
(C)
G~0{/C+=−1 = (3D,3D, {1, 2})}(1 −&C+= (D, �))'C+=1(D, 5 )'C+=2(D, �) ≤

ℙ
(C)
G~0{3C+=−1 = 0}

(
&C+= (G, 5 ) + Y (C)= '5 − Ua (5 )

1 − U

)
+ Y (C)= '5 ,

врахувавши другу нерiвнiсть з (6.87), отримаємо другу формулу в (6.86). �

Лема 6.20. Покладемо `= (C, G) = � (C)G 5 (- (1)C+=), f2
= (C, G) = �

(C)
G |5 (- (1)C+=) − `= (C, G) |2 та

6(G) = |5 (G) − `= (C, G) |2. Припустимо, що f2
= (C, G) < ∞. Тодi для довiльних G,~ ∈ �

(включаючи G = ~) та W > 0 виконанi наступнi нерiвностi

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2f2

= (C, G) + Δ
(C,=)
G~ (6), (6.88)

%
(C)
G~ {|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)} ≤ 2/W2 + (Wf= (C, G))−2Δ(C,=)G~ (6), (6.89)

де Δ(C,=)G~ (6) = |� (C)G 6(- (1)C+=) − �
(C)
~ 6(- (2)C+=) |.

Доведення. Можемо записати

�
(C)
~ 6(- (2)C+=) = �

(C)
G 6(- (1)C+=) + �

(C)
~ 6(- (2)C+=) − �

(C)
G 6(- (1)C+=) ≤ �G6(-

(1)
C+=) + Δ

(C,=)
G~ (6).

У той же час,
�
(C)
G 6(- (1)C+=) = �

(C)
G |- (1)C+= − `= (C, G) |2 = f2

= (C, G).

Отже, маємо оцiнку

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
= ) |2 ≤ � (C)G |5 (- (1)= ) − `= |2 + � (C)~ |5 (- (2)= ) − `= |2 =

= f2
= (C, G) + �

(C)
~ 6(- (2)C+=) ≤ f2

= (C, G) + f2
= (C, G) + Δ

(C,=)
G~ (6),
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що доводить формулу (6.88). Щоб довести (6.89), скористаємось нерiвнiстю
Чебишева.

%
(C)
GG

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (C, G)

}
≤
�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2

W2f2
= (G)

,

тепер ми можемо застосувати доведену формулу (6.88) для � (C)G~ |5 (- (1)C+=)− 5 (-
(2)
C+=) |2

та отримаємо оцiнку

%
(C)
G~

{
|5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) | > Wf= (G)

}
≤

2f2
= (C, G) + Δ

(C,=)
G~ (6)

W2f2
= (C, G)

=

2/W2 + (Wf= (C, G))−2Δ(C,=)G~ (6),

яка доводить формулу (6.89). �

Лема 6.21. Нехай функцiя 5 : � → ℝ обмежена. Тодi для довiльних G,~ ∈ � та W > 0
виконуються наступнi нерiвностi:

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2ℙ(C)

GG1{3C+= = 0},
%
(C)
GG {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2 | |5 | |2ℙ(C)

GG1{3C+= = 0}.
(6.90)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2| |5 | |2ℙ(C)

G~0{3C+= = 0},
%
(C)
G~ {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2 | |5 | |2ℙ(C)

G~0{3C+= = 0}.
(6.91)

Доведення. Наслiдуючи спосiб доведення Леми 6.18, можемо записати

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 = �

(C)
GG1 |5 (-

(1)
C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 =

�
(C)
GG1 |5 (-

(1)
C+= − 5 (-

(2)
C+=) |21{3C+==0} =

=

(
�
(C)
GG15 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

)
+

+
(
�
(C)
GG15 (-

(2)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

)
.

Розглянемо доданок

�
(C)
GG15 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
= )1{3C+==0} =

�
(C)
GG1

(
5 (- (1)C+=)2 − 5 (-

(1)
C+=) 5 (- (2))=

)
1{3C+==0} =

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (1)C+: = (3G, 3~, 0)}×
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×
(
) C+:+1,= (G,~; 5 2, �) −) C+:+1,= (G,~; 5 , 5 )

)
≤

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (1)C+: = (3G, 3~, 0)})

C+:+1,= (G,~; 5 2, �)∨

∨
=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (1)C+: = (3G, 3~, 0)})

C+:+1,= (G,~; 5 , 5 ) ≤

≤ ||5 | |2
=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (1)C+: = (3G, 3~, 0)})

C,: (G,~;�, �) =

= | |5 | |2ℙ(C)
GG1{3C+= = 0}.

Аналогiчна нерiвнiсть виконана для доданку

�
(C)
GG15 (-

(2)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

Отже, ми довели першу формулу в (6.90).
Друга формула в (6.91) випливає з першої та нерiвностi Чебишева

%
(C)
GG {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ W−2� (C)GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤

2W−2 | |5 | |2ℙ(C)GG {3= = 0}.

Доведення (6.91) аналогiчне доведенню (6.90) з єдиною вiдмiннiстю – а саме,
ми допускаємо, що ланцюги нiколи не склеються.

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 =

(
�
(C)
G~05 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} − �(C)G~05 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

)
+

+
(
�
(C)
G~05 (-

(2)
C+=)21{3C+==0} − �(C)G~05 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

)
.

Скориставшись тими ж перетвореннями, що i ранiше, отримаємо:

�
(C)
G~0

(
5 (- (1)C+=)21{3C+==0} − 5 (- (1)C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}

)
=

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
G~0{3:−1 ∈ {1, 2}, / (:) = (3G, 3~, 0)}×

×
(
) C+:+1,= (G,~; 5 2, �) −) C+:+1,= (G,~; 5 , 5 )

)
+

+
(
) C,= (G,~, 5 2, �) −) C,= (G,~, 5 , 5 )

)
≤
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" (
=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
G~0{3:−1 ∈ {1, 2}, / (:) = (3G, 3~, 0)}) C+: (G,~;�, �)+

+) (C,=) (G,~, �, �))∨

∨||5 | |2(
=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
G~0{3:−1 ∈ {1, 2}, / (:) = (3G, 3~, 0)}) C+: (G,~;�, �)+

+) (C,=) (G,~, �, �)) = | |5 | |2ℙ(C)
G~0{3C+= = 0},

що доводить першу формулу в (6.91), друга формула в (6.91) випливає з нерiвностi
Чебишева. �

Лема 6.22. Припустимо, що функцiя 5 : � → ℝ задовiльняє умову (� ).
Тодi для довiльних G,~ ∈ � та W > 0 виконанi наступнi нерiвностi

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2�ℙ(C)

GG1{3C+= = 0},
%
(C)
GG {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2�ℙ(C)

GG1{3C+= = 0}.
(6.92)

�
(C)
G~ |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 ≤ 2

(
�ℙG~0{3C+=−1 = 0} + Y

)
,

%
(C)
G~ {|5 (- (1)C+= − 5 (-

(2)
C+=) | > W} ≤ 2W−2 (

�ℙG~0{3C+=−1 = 0} + Y
)
,

(6.93)

де � = �C+= (5 2).

Доведення. Як i в Лемi 6.21, розглянемо доданок

�
(C)
GG |5 (- (1)C+=) − 5 (-

(2)
C+=) |2 = �

(C)
GG15 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0}+

+�(C)
GG15 (-

(2)
C+=)21{3C+==0} − �(C)GG15 (-

(1)
C+=) 5 (-

(2)
C+=)1{3C+==0} ≤ �

(C)
GG15 (-

(1)
C+=)21{3C+==0}+

+�(C)
GG15 (-

(2)
C+=)21{3C+==0} .

Отже, маємо
�
(C)
GG15 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} ≤

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
GG1{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (1)C+: = (3G, 3~, 0)})

C+:+1,= (G,~; 5 2, �)+

+
(C)∫
�

ℙ
(C)
GG1{3C+=−1 ∈ {1, 2}, / (1)=−1 = /

(2)
=−1 = 3G}(1 −&C+= (G, �))×

×'C+=,1(G, 5 2)'C+=,2(G, �) ≤ �C (5 2)ℙ(C)
GG1{3C+= = 0},
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що доводить першу формулу в (6.92).
Для нерiвностей (6.93) ми використаємо такий же пiдхiд, як у доведеннi

Леми 6.21, та отримаємо нерiвнiсть

�
(C)
G~05 (-

(1)
C+=)21{3C+==0} ≤

=−1∑
:=1

∫
�×�

ℙ
(C)
G~0{3C+:−1 ∈ {1, 2}, / (:) = (3G, 3~, 0)}) C+:+1,= (G,~; 5 2, �) ≤

≤ �C (5 2)ℙ(C)
G~0{3C+=−1 = 0} + Yℙ(C)

G~0{3C+=−1 ∈ {1, 2}},

що доводить першу формулу в (6.93).
Другi нерiвностi в (6.92) та (6.93) випливають з нерiвностi Чебишева. �



Роздiл 7

Нерiвностi для функцiї ризику у
неоднорiднiй за часом та простором
моделi Крамера-Лундберга

7.1 Вступ

Дослiдження стiйкостi розподiлiв та асимптотики розподiлу марковських
моментiв загальних ланцюгiв Маркова при широких припущеннях на характер
перемiшування детально висвiтлене у монографiї [93], де наведено також ряд
застосувань.

Основи теорiї стiйкостi стохастичних моделей викладено у монографiї В.
Золотарьова [164]. Важливi досягнення у теорiї стiйкостi наведено у книзi С.
Мейна, Р. Твiдi [113].

Виходячи з потреб практичних застосувань, доцiльно поширити класичнi
результати теорiї Крамера-Лундберга на клас неоднорiдних процесiв ризику.
Наприклад, актуарна вартiсть полiсу автострахування має враховувати сезонний
фактор, що дiє перiодично та впливає на iнтенсивнiсть дорожньо-транспортних
пригод.

У роботi [99] дослiджено асимптотику функцiї ризику для неоднорiдного за
простором (зi змiнною iнтенсивнiстю премiй) та однорiдного i неперервного
за часом узагальнення моделi ризику Крамера-Лундберга. Неоднорiднi моделi
ризику з позицiй теорiї вiдновлення також дослiджуються у роботi [107].

В данiй частинi дисертацiйної роботи вказане вище дослiдження продовжено
у бiк порiвняння функцiй ризику (тобто, отримання явних нерiвностей для
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їх рiзницi) для неоднорiдної чи однорiдної за часом чи простором моделi.
Означення функцiї ризику (що теж саме, що функцiя ймовiрностей банкрутства
в залежностi вiд страхового резерву, див. нижче) наведено у [78].

Для практичних застосувань двiчi неоднорiдної (за простором та часом)
моделi також отримано явнi експоненцiйнi нерiвностi для рiзницi вiдповiдних
функцiй ризику з використанням результатiв [96], [94], [95].

Iншi результати, що стосуються неоднорiдних процесiв Маркова, можна
знайти в роботах [163] та [159].

7.2 Неоднорiдна за часом i простором модель
Крамера-Лундберга

Нехай (2 (G), G ∈ ℝ) – додатна борелiвська функцiя така, що функцiя 1/2 (G)
локально iнтегровна та для деяких сталих 2 > 0 i W > 0

2 (G) − 2 = $ (exp(−WG)), G →∞. (7.1)

Розглянемо неоднорiдний за часом процес Маркова у ℝ, що описує динамiку
страхового капiталу та є неперервним справа розв’язком стохастичного рiвняння

3- (C) = 2 (- (C))3C − 3/̃ (C), C ≥ B, - (B) = G . (7.2)

Iснування та єдинiсть розв’язку обгрунтованi у Лемi 7.1 нижче.
Тут 2 (G) задає iнтенсивнiсть премiй при наявному страховому фондi G, а

процес /̃ (C) має незалежнi прирости

/̃ (C) − /̃ (B) =
∑

ã (B)<=≤ã (C)
b=, (7.3)

та описує страховi виплати на (B, C]. Тут ã (C) – випадковий процес, що визначено
нижче.

Величини (b=, = ≥ 1) у (7.3) є незалежними однаково розподiленими не-
вiд’ємними випадковими величинами страхових виплат, з P(b= < G) = � (G),
� (G) = 1− � (G), < = Eb1, та задовольняють умову Крамера про скiнченнiсть при
деякому U > 0 генеруючої функцiї моментiв

5̂ (U) = E exp(Ub1) < ∞. (7.4)
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Нехай також

�̂ (U) = ( 5̂ (U) − 1)/U =

∞∫
0

exp(UG)� (G)3G.

У (7.3) за припущенням випадковий процес (ã (C), C ≥ 0) з незалежними
приростами не залежить вiд (b=), задає кiлькiсть страхових подiй на (0, C] та
є неоднорiдним процесом Пуассона зi структурною мiрою Λ̃(B, C) =

∫ C
B
_̃(D)3D i

борелiвською невiд’ємною локально iнтегровною iнтенсивнiстю _̃(D) такою, що
Λ̃(B,∞) = ∞. Отже,

P(ã (C) − ã (B) = =) = exp(−Λ̃(B, C))) (Λ̃(B, C))=/=!, = ∈ ℤ+. (7.5)

Визначимо момент першого стрибка процесу ã (C) пiсля B

\B = inf (C > B : ã (C) > ã (B)). (7.6)

Щiльнiсть \B дорiвнює %BG (\B ∈ 3D) = _̃(D) exp(−Λ̃(B,D))3D, D ≥ B .
За теорiєю процесiв з незалежними приростами [47], [38], [39] iнфiнiтези-

мальний оператор �(C) (або ж характеристичний оператор Динкiна [47, II,5])
процесу (- (C)) має вигляд

�(C)6(G) = 2 (G)6′(G) + _̃(C) [6 ∗ � (G) − 6(G)], G ∈ ℝ, (7.7)

для 6 ∈ �1(ℝ) ∩�1 (ℝ) (або 6 ∈ D(�(C)) - областi визначення лiнiйного оператора
�(C)). Тут згортка 6∗� (G) =

∫∞
0 6(G −~)3� (~). Для функцiї 5 згортка визначається

як 5 ∗ 6(G) =
∫∞

0 5 (G − ~)6(~)3~.
Визначимо неперервнi строго зростаючi функцiї, що внаслiдок умов на 2 (G)

є iзоморфiзмами ℝ+ :

� (G) =
G∫

0

1
2 (~)3~, � (~) = sup(G : � (G) < ~) = � (−1) (~). (7.8)

Нехай також
� (G, C) = � (� (G) + C) − G, G, C ≥ 0. (7.9)

Зауважимо, що ця функцiя не спадає за C та невiд’ємна, � (G, 0) = 0.
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Лема 7.1. За умови - (B) = G ≥ 0 до настання моменту \B у (7.6) мають мiсце

рiвностi

- (C) = G + � (G, C − B), B ≤ C < \B,

- (\B) = G + � (G, \B − B) − bã (B)+1. (7.10)

Доведення. З (7.2) та (7.6) виводимо, що при B ≤ C < \B виконується стохастичне
рiвняння 3- (C) = 2 (- (C))3C, звiдки за означенням (7.8) C − B =

∫ C
B
3- (D)/2 (- (D)) =

� (- (C)) − � (G). Тому з (7.8) випливає перша рiвнiсть у (7.10). Друга рiвнiсть є
очевидним наслiдком першої та неперервностi справа процесу - (C). �

Надалi символи PBG та EBG означають ймовiрнiсть та математичне сподiвання
за умови - (B) = G .

7.3 Момент банкрутства та зупинений процес

Основним об’єктом дослiдження є асимптотика розподiлу момента банкрут-
ства

ZBG = inf (C > B : - (C) < 0), де - (B) = G . (7.11)

Тому розглянемо процес з обривом

-C = - (C)1C<ZBG −∞1C≥ZBG , C ≥ B,

зi значеннями у ℝ+ ∪ {−∞}. Вiн є марковським субпроцесом процесу - (C) , що
вiдповiдає мультиплiкативному функцiоналу `CB = 1{ZBG>C} [47, Ch.1.5]

Внаслiдок неперервностi- (C) справа, означення субпроцесу-C та визначення
iнфiнiтезимального оператора (траєкторiї процесiв - (C) та -C збiгаються до
настання строго додатного марковського моменту ZBG для кожного G ≥ 0)
iнфiнiтезимальний оператор �C процесу -C має вигляд

�C6(G) = [�(C)6] (G)1G≥0, G ∈ ℝ, �C6(−∞) = 0. (7.12)

для функцiй 6 з 6(G) = 0 при G < 0.
Визначимо при � ∈ B(ℝ+), C ≥ B, перехiдну ймовiрнiсть

%BC (G, �) = PBG (-C ∈ �) = PBG (- (C) ∈ �, ZBG > C). (7.13)
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Розглянемо при G ≥ 0 ймовiрностi виживання та банкрутства (функцiю
ризику) на нескiнченному горизонтi

?̃B (G) = %B∞(G,ℝ+) = %B∞1(G),

@̃B (G) = 1 − ?̃B (G) = %BG (ZBG < ∞), (7.14)

де %B∞1(G) = limC→∞ %BC1(G) = limC→∞ PBG (ZBG > C) = PBG (ZBG = ∞), а 1 - одинична
функцiя на ℝ+. При G < 0 довизначимо цi функцiї як нульовi.

7.4 Оцiнка Крамера у однорiднiй за часом моделi

Нехай стала _ > 0, а (a (C)) – однорiдний за часом процес Пуассона зi сталою
функцiєю iнтенсивностi _(C) = _, Λ(B, C) = _(C − B) у (7.5).

Розглянемо однорiдний випадковий процес ризику (.C ) аналогiчний до
(-C ) з замiною неоднорiдного процесу (ã (C)) на однорiдний (a (C)) та з тiєю ж
iнтенсивнiстю премiй (2 (G)) i сумами виплат (b=). Iнфiнiтезимальний оператор
цього процесу має вигляд

�6(G) = (2 (G)6′(G) + _[6 ∗ � (G) − 6(G)])1G≥0, G ∈ ℝ+. (7.15)

для 6(G) = 0 при G < 0.
Позначимо через

? (G) = ?B (G), @(G) = @B (G) (7.16)

вiдповiднi до (7.14) ймовiрностi виживання та банкрутства для процесу (.C ),
якi, очевидно, не залежать вiд B . У роботi [99], Лема 3 та рiвнiсть (30), доведено
iснування для майже всiх G невiд’ємної похiдної

A (G) = −@′(G), @(G) =
∞∫
G

A (~)3~. (7.17)

Для функцiй 6 на ℝ+ введемо при U ≥ 0 позначення

‖6‖U = sup
G≥0

exp(UG) |6(G) | , 6̂(U) =
∞∫
0

exp(UG)6(G)3G, (7.18)

�B (6) =
∞∫
B

|6(G) | 3G, 6±(G) = max(0,±6(G)) .
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Припустимо, що стала 2 у (7.1) задовольняє умову балансу

_< < 2. (7.19)

Тому за припущень (7.4), (7.19) строго додатним є показник Крамера

V ≡ sup(U ≥ 0 : _�̂ (U) < 2) > 0, (7.20)

оскiльки �̂ (0) =<.
Одночасно з попереднiми розглянемо також при U ≥ 0 умову

Δ(U) ≡ inf
G≥0

©­«2 (G) − _
G∫

0

exp(U~)� (~)3~ª®¬ /_5̂ (U) > 0. (7.21)

Зауваження 7.1. Для виконання (7.21) при малих U ≥ 0 необхiдно та достатньо,
щоб Δ(0) > 0. Якщо iнтенсивнiсть 2 (G) не зростає, то (7.21) виконано при U < V .

Для обгрунтування вкажемо, що функцiя Δ(U) неперервна в нулi внаслiдок
(7.4) та не зростає, а значення Δ(0) = 2/_ −<. Таким чином, якщо Δ(0) > 0, то
виконана умова (7.19) i Δ(U) > 0 для всiх U ∈ [0, V).

Лема 7.2. ([99], Лема 4). Функцiя A (G) у (7.17) є розв’язком рiвняння

2 (G)A (G) = _
∫ G

0
A (~)� (G − ~)3~ + _(1 − @(0))� (G), G ≥ 0, (7.22)

для м.в. G , причому ∫ ∞
0
2 (G)A (G)3G = _<. (7.23)

Наступна фундаментальна лема описує властивостi розв’язкiв рiвнянь типу
(7.22).

Лема 7.3. Нехай : (C, B) борелєва невiд’ємна обмежена функцiя, а борелєва обмежена
функцiя ~ (C) ≥ 0. Тодi рiвняння Вольтерра

G (C) = ~ (C) +
C∫

0

: (C, B)G (B)3B, C ≥ 0, (7.24)

має єдиний розв’язок у класi вимiрних локально обмежених функцiй та є не-

вiд’ємним: G (C) ≥ 0.
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Доведення. Вказаний розв’язок є сумою ряду Неймана методу послiдовних
наближень i є невiд’ємним, оскiльки степенi невiд’ємних операторiв є не-
вiд’ємними (див. [97], Лема 3). Зауважимо, що внаслiдок лiнiйностi для розв’язкiв
G8 (C) (7.24) та ~8 (C) у правiй частинi з ~1(C) ≥ ~2(C) випливає, що G1(C) ≥ G2(C) при
всiх C . �

Тепер ми можемо сформулювати основний результат роздiлу.

Теорема 7.1. (a) Нехай виконуються умови (7.1), (7.19), та стала 0 ≤ U < min(W, V).
Тодi

‖@‖U ≤ Â (U) ≤ (‖(2 (·) − 2)−‖U + _�̂ (U))/(2 − _�̂ (U)). (7.25)

(b) При 0 ≤ U < V за припущення додатностi знаменника правої частини

‖@‖U ≤ Â (U) ≤ _�̂ (U)/(2 − _�̂ (U) − ‖(2 (·) − 2)−‖0). (7.26)

(c) За виконання (7.21) для даного U > 0

‖@‖U ≤ ‖A ‖U /U ≤ 1/UΔ(U). (7.27)

Доведення. (a) Нерiвнiсть ‖@‖U = supG≥0 exp(UG)
∫∞
G
A (~)3~ ≤ Â (U) очевидна за

означенням (7.17).
Перепишемо (7.22) у виглядi

2A (G) = (2 − 2 (G))A (G) + _A ∗� (G) + _? (0)� (G). (7.28)

Множенням (7.28) на exp(UG) та iнтегруванням на [0,∞) отримуємо

2Â (U) ≤


(2 − 2 (·))+



U

∞∫
0

A (~)3~ + _Â (U)�̂ (U) + _? (0)�̂ (U)

≤ ‖(2 (·) − 2)−‖U + _Â (U)�̂ (U) + _�̂ (U),

з урахуванням (7.17) та нерiвностей ? (0), @(0) ≤ 1. Звiдси виводимо (7.25).
(b) Аналогiчно з рiвняння (7.28) виводимо, що

2Â (U) ≤


(2 − 2 (·))+

0 Â (U) + _Â (U)�̂ (U) + _�̂ (U),

звiдки отримуємо (7.26).
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(c) Нерiвнiсть ‖@‖U ≤ ‖A ‖U /U очевидна згiдно (7.17).
З (7.22) виводимо, що функцiя G (C) = −A (C)+ exp(−UC) є розв’язком рiвняння

(7.24) з ядром : (B, C) = _� (C − B) та правою частиною ~ (C) = −_? (0)� (C) +
 exp(−UC) (2 (C) − _

∫ C
0 exp(UB)� (B)3B). Тому за Лемою 7.3 нерiвностi G (C) ≥ 0

(тобто ‖A ‖U ≤  ) випливають з нерiвностей ~ (C) ≥ 0, C ≥ 0. Останнi через
нерiвностi ? (0) ≤ 1 та exp(UC)� (C) ≤ 5̂ (U) виконуються за умовою (7.21) при
 = 1/Δ(U). Отже, доведено нерiвнiсть ‖A ‖U ≤ 1/Δ(U) та (7.27). �

7.5 Порiвняння з однорiдною за часом моделлю
Крамера-Лундберга

Порiвняння моделей ми розумiємо як явнi нерiвностi для рiзницi вiдповiдних
функцiй ризику.

Припустимо, що неоднорiдний процес - розв’язок (7.2) задовольняє при
деякому U > 0, фiксованому B ≥ 0 та деякiй сталiй dU (B) < 1 умову

sup
G≥0

5̂ (U)
∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) exp(−U� (G,D − B))3D ≤ dU (B) < 1. (7.29)

Зауваження 7.2. Для виконання (7.29) при достатньо малих U > 0 необхiдно та

достатньо, щоб

inf
G≥0

∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D))� (G,D − B)3D > <. (7.30)

Доведення. Дiйсно, вираз пiд знаком верхньої межi у лiвiй частинi (7.29) при
кожному G має розклад Тейлора

(1 +<U + > (U)) (1 − U�(G) + > (U)) = 1 − (�(G) −<)U + > (U), U → 0,

де �(G) – вираз пiд знаком нижньої межi у лiвiй частинi (7.30). Тут всi > ()
рiвномiрнi за G внаслiдок додатностi � м.с. Вiзьмемо верхню границю по G
в останньому спiввiдношеннi, та виберемо мале значення додатного U (нео-
бов’язково для саме того значення, що у (7.29)). Тодi шукана еквiвалентнiсть
випливає з того, що рiзниця �(G) −< вiддiлена вiд нуля. �
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Зауваження 7.3. В однорiднiй схемi з _̃(D) = _ та 2 (G) = 2 умова (7.30) еквiвалентна

умовi балансу (7.19).

Доведення. Дiйсно, у даних припущеннях � (G, C) = 2C, а лiва частина (7.30)
дорiвнює 2/_ . �

Наслiдок7.1. Якщофункцiя2 (G) монотонна,то� (G, C) монотонна за аргументом

G у той же бiк.

Якщо 2 (·) не спадає, умова (7.30) еквiвалентна умовi

∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D))� (D − B)3D > <. (7.31)

Якщо ж 2 (·) не зростає, то умова (7.30) еквiвалентна умовi

∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) (� (D − B)) −  (D − B))3D > <, (7.32)

де  (C) =
∫∞

0 (1 − 2 (~ + � (~, C))/2 (~))3~.

Доведення. Обчислимо з (7.9) для майже всiх G

m/mG� (G, C) = �′(� (G) + C)/2 (G) − 1,

звiдки внаслiдок (7.8) та �′(� (G))/2 (G) = 1 отримуємо при майже всiх G тото-
жнiсть

m/mG� (G, C) = 2 (G + � (G, C))/2 (G) − 1. (7.33)

Це доводить перше твердження наслiдку, оскiльки � (G, C) ≥ 0.
Якщо iнтенсивнiсть 2 (G) не спадає за G , то найменше значення (7.30) досяга-

ється при G = 0, тому досить врахувати, що � (0, C) = � (C).
Якщо ж iнтенсивнiсть 2 (G) не зростає за G , то найменше значення (7.30)

досягається при G = ∞, тому слiд врахувати рiвнiсть

� (∞, C) = � (C) −  (C),

що випливає з iнтегрування (7.33) на [0, G] та рiвностi � (0, C) = � (C). �
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Теорема 7.2. Нехай для U ≥ 0 виконується умова (7.29) та одна з умов (a),(b),(c)

Теореми 7.1. Тодi

‖@̃B − @‖U ≤ �B (_̃(·) − _) 5̂ (U)max(1, ‖@‖U))/(1 − dU (B)), (7.34)

де норма ‖@‖U у правiй частинi обмежується у вiдповiдному пунктi Теореми 7.1.

У кожному випадку для ймовiрностi ризику має мiсце нерiвнiсть

@̃B (G) ≤ exp(−UG) (‖@̃B − @‖U + ‖@‖U). (7.35)

Доведення. Розглянемо неоднорiдний процес (-C ) з iнфiнiтезимальним опера-
тором (7.12), перехiдною iмовiрнiстю %BC у (7.13), та базовий однорiдний процес
(.C ) з iнфiнiтезимальним оператором (7.15). Вказанi оператори задовольняють
означення квазi-однорiдностi [96], c.3, оскiльки рiзницевий оператор у (AD) [96]
згiдно з (7.12) та (7.15) має вигляд

�B6(G) ≡ (�B −�)6(G) = (_̃(B) − _) (6 ∗ � (G) − 6(G))1G≥0, (7.36)

та є обмеженим при нормi ‖‖U .
З урахуванням рiвностi @̃B − @ = −(?̃B − ?) застосуємо нерiвнiсть (17) Теореми

2 з роботи [96] з нормою ‖‖U

‖@̃B − @‖U ≤
∞∫
B

‖%BD ‖U ‖�D? ‖U 3D, (7.37)

де ядро оператора %BD визначено у (7.13).
Згiдно з (7.36) при D ≥ B

∞∫
B

‖�D? ‖U 3D ≤ �B (_̃(·) − _) sup
D≥0

exp(UD) | (? ∗ � (D) − ? (D)) |

= �B (_̃(·) − _) sup
D≥0

exp(UD) | (−� (D) − @ ∗ � (D) + @(D)) |

≤ �B (_̃(·) − _)max(max(1, ‖@‖U) 5̂ (U), ‖@‖U)

= �B (_̃(·) − _) 5̂ (U)max(1, ‖@‖U). (7.38)

Далi, розглянемо функцiї

iBC (G) = �BG exp(−U-C + UG), iB = sup
C≥B, G≥0

iBC (G) . (7.39)
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За означенням операторної норми та ядра%BC у (7.13)

‖%BC ‖U = sup
G≥0

iBC (G) ≤ iB . (7.40)

За марковською властивiстю процесу (-C ) для марковського момента \B у
(7.6) та Лемою 7.1 з урахування позначення �B ≡ -\B = G + � (G, \B − B) − ba (B)+1
отримуємо

iBC (G) = EBG exp(−U� (G, C − B))1\B>C

+EBG exp(−U �B + UG)E\B �B exp(−U-C + U �B)1\B≤C

= EBG exp(−U� (G, C − B))1\B>C

+EBG exp(−U �B + UG)i\B ,C (�B))1\B≤C

=

∞∫
C

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) exp(−U� (G,D − B))3D

+
C∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D))3D exp(−U� (G,D − B))

·
∞∫
0

exp(U~))iDC (� (G,D − B) + G − ~)3� (~). (7.41)

Замiною iDC (·) у правiй частинi на її верхню межу iD (7.39), що не залежить
вiд G , та переходячи до верхньої межi при C ≥ B та G ≥ 0 у (7.41) з урахуванням
(7.5) отримуємо нерiвнiсть

iB ≤ 1 + 5̂ (U) sup
C≥B, G≥0

C∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) exp(−U� (G,D − B))iD3D.

За умовою (7.29) ядра у правiй частинi є стискаючими з нормою не бiльшою
за dU (B), тому повторний перехiд до верхньої межi з урахуванням монотонностi
iB у (7.39) призводить до нерiвностi

‖%BC ‖U ≤ iB ≤ 1/(1 − dU (B)) (7.42)

згiдно з означенням (7.29).
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Нарештi, пiдстановка (7.42) та використання (7.38) у (7.37) доводить шукану
нерiвнiсть (7.34).

Нерiвнiсть (7.35) випливає з нерiвностi трикутника для норми (7.18). �

7.6 Порiвняння з класичною моделлю
Крамера-Лундберга

Розглянемо випадковий процес ризику (. C ) аналогiчний до (.C ) з замiною
неоднорiдної iнтенсивностi премiй (2 (G)) на однорiдну 2 (G) = 2 i тими ж сумами
виплат (b=). Iнфiнiтезимальний оператор цього процесу має вигляд

�6(G) = (26′(G) + _[6 ∗ � (G) − 6(G)])1G≥0, G ∈ ℝ+. (7.43)

Вiдповiднi функцiї у (7.16), (7.17) позначимо через

? (G), @(G), A (G) .

Для цих функцiй вiдомi явнi нерiвностi, див. [78].

Теорема 7.3. Нехай виконуються умови (7.1) i (7.19), та 0 ≤ U < min(W, V). Тодi

‖@ − @‖U ≤ (‖2 (·) − 2 ‖U + _�̂ (U)min(‖2 (·) − 2 ‖0 /2, 1))/(2 − _�̂ (U)) . (7.44)

Далi, виконується оцiнка знизу

_</(2 + ‖2 (·) − 2 ‖0) ≤ @(0).

Крiм того, за додаткової умови ‖2 (·) − 2 ‖0 < 2 має мiсце оцiнка зверху

@(0) ≤ _</(2 − ‖2 (·) − 2 ‖0). (7.45)

Доведення. Застосуємо до процесiв (.C ), (. C ) тотожнiсть (7.22) Леми 7.2 та вiднi-
мемо першу рiвнiсть вiд другої. Отримуємо

(A (G) − A (G))2 = A (G) (2 − 2 (G)) + _(A − A ) ∗� + _(@(0) − @(0))� (G). (7.46)

Множенням (7.46) на exp(UG) та iнтегруванням на ℝ+ виводимо

2

∞∫
0

exp(UG) |A (G) − A (G) | 3G ≤ ‖2 − 2 (·)‖U

∞∫
0

A (G)3G
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+�̂ (U)
∞∫
0

exp(UG) |A (G) − A (G) | 3G + _�̂ (U) |@(0) − @(0) | . (7.47)

Звiдси з урахуванням @(0) ≤ 1 виводимо нерiвнiсть
∞∫
0

exp(UG) |A (G) − A (G) | 3G ≤
(
‖2 − 2 (·)‖U + _�̂ (U) |@(0) − @(0) |

)
/(2 − _�̂ (U)) .

(7.48)
Враховуючи (7.23), за (7.17) отримуємо

‖@ − @‖U ≤
∞∫
0

exp(UG) |A (G) − A (G) | 3G

≤
(
‖2 − 2 (·)‖U + _�̂ (U) |@(0) − @(0) |

)
/(2 − _�̂ (U)) . (7.49)

Далi, застосуємо рiвняння (7.23) до процесiв (.C ), (. C ) та вiднiмемо одне вiд
одного:

2

∞∫
0

(A (G) − A (G))3G =

∞∫
0

A (G) (2 − 2 (G))3G .

Звiдси

2 |@(0) − @(0) | = 2

������
∞∫
0

(A (G) − A (G))3G

������ =
������
∞∫
0

A (G) (2 − 2 (G))3G

������
≤ ‖2 − 2 (·)‖0

∞∫
0

A (G)3G = ‖2 − 2 (·)‖0 @(0). (7.50)

Оскiльки (див. [78]) @(0) = _</2, то має мiсце (7.45).
З iншого боку, 2 |@(0) − @(0) | ≤ 2. Пiдстановка останнiх нерiвностей у (7.49)

доводить теорему. �

7.7 Дворiвнева iнтенсивнiсть премiй

Розглянемо приклад залежної вiд страхового фонду дворiвневої iнтенсивно-
стi премiй

2 (G) = 11G<I + 21G≥I, (7.51)
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при деяких 1, 2, I > 0.
Умова (7.1) виконана при кожному W > 0.
Основнi функцiї дорiвнюють

� (G) = (G/1)1G≤I + (I/1 + (G − I)/2))1G>I,

� (~) = (1~)1~≤I/1 + (I + 2 (~ − I/1))1~>I/1,

� (G, C) = (2C)1G>I

+(1C)10≤C≤(I−G)/1 + (2C + (I − G) (1 − 2/1))1G≤I,C>(I−G)/1 . (7.52)

Першi двi рiвностi виводяться з (7.8), а останню простiше вивести з (7.10) та
рiвняння (7.2) при C < ZBG .

Умова (7.21) виконується при деякому U > 0 тодi i тiльки тодi, коли має мiсце
умова балансу (7.19) та 1 > _

∫ I
0 � (~)3~. Це твердження є очевидним наслiдком

Зауваження 1 та (7.51).

Наслiдок 7.2. За припущення (7.51)

(a) при 0 ≤ U < V

‖@‖U ≤ ((1 − 2)−4UI + _�̂ (U))/(2 − _�̂ (U)) .

(b) При 0 ≤ U < V за умови додатностi знаменника у правiй частинi

‖@‖U ≤ _�̂ (U)/(2 − _�̂ (U) − (1 − 2)−)

(с) Нехай 0 < U < V та

Δ(U) = min ©­«2 − _�̂ (U), 1 − _
I∫

0

exp(U~)� (~)3~ª®¬ /_5̂ (U) > 0.

Тодi

‖@‖U ≤ 1/UΔ(U).

Доведення. Твердження (a), (b) та (c) є прямими наслiдками вiдповiдних твер-
джень Теореми 7.1 з урахуванням (7.51) та (7.52). В останньому пунктi слiд
врахувати, що Δ(U) ≥ Δ(U). �
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Зауважимо, що iнтенсивнiсть у (7.51) завжди монотонна.
Тому при 1 ≤ 2 (не спадання за G) з урахуванням рiвностей (7.31) та (7.52) i

виразу для щiльностi \B маємо необхiдну та достатню умову (7.30)

EB [1 (\B − B)11 (\B−B)<I + (2 ((\B − B) + I (1 − 1/2))11 (\B−B)≥I] > <.

Аналогiчно, при 1 ≥ 2 (не зростання за G) маємо необхiдну та достатню умову
(7.30)

EB [2 (\B − B)] > <.

Наслiдок 7.3. Припустимо, що виконуються умови одного з пунктiв (a),(b) або (c)

Наслiдку 7.2.

(a1) Нехай 1 ≤ 2 та

dU (B) ≡ 5̂ (U)
∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) exp(−U� (0, D − B))3D < 1,

де � (0, C) = (1C)1C<I/1 + (2C + I (1 − 2/1))1C≥I/1 .
Тодi

‖@̃B − @‖U ≤ �B (_̃(·) − _) 5̂ (U)max(1, ‖@‖U))/(1 − dU (B)), (7.53)

де ‖@‖U оцiнюється у вiдповiдному пунктi Наслiдку 7.2.

(a2) Нехай 1 ≥ 2 та

dU (B) ≡ 5̂ (U)
∞∫
B

_̃(D) exp(−Λ̃(B,D)) exp(−U� (∞, D − B))3D < 1,

де � (∞, C) = 2C .
Тодi має мiсце нерiвнiсть (7.53).

Доведення. Твердження випливає з монотонностi функцiї � (G, C) за аргументом
G згiдно з Наслiдком 7.1 та з рiвностi (7.52). �

Наслiдок 7.4. Нехай виконується умова (7.19), та 0 ≤ U < V. Тодi

‖@ − @‖U ≤ (|2 − 1 | exp(UI) +min( |1/2 − 1| , 1)_�̂ (U)/(2 − _�̂ (U)) .

Також, виконується оцiнка знизу _</(2 + |2 − 1 |) ≤ @(0) . Крiм того, за додаткової

умови 1 < 22 має мiсце оцiнка зверху @(0) ≤ _</(2 − |2 − 1 |).

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з (7.44) та (7.51). �



Висновки

В данiй дисертацiйнiй роботi отримано наступнi результати.
1. Узагальнено умову зсуву на випадок неоднорiдних ланцюгiв Маркова. До-

ведено теорему про геометричну ергодичнiсть неоднорiдного ланцюга Маркова
за виконання модифiкованої умови зсуву.

2. Отримано умови геометричної рекурентностi для пари неоднорiдних
ланцюгiв Маркова. Отримано оцiнки геометричного моменту для часу першого
спiльного вiдвiдування множини парою ланцюгiв.

3. Отримано умови та оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiрностей за = крокiв
у рiвномiрнiй нормi для геометрично ергодичних неоднорiдних ланцюгiв
Маркова.

4. Отримано умови стiйкостi та геометричної ергодичностi для узагальненої
авторегресiйної неоднорiдної Марковської моделi.

5. Узагальнено теорему Лiдвала про скiнченiсть середнього часу склеювання
на випадок склеювання двох неоднорiдних ланцюгiв Маркова. Отримано оцiнки
середнього часу за умови квадратичної iнтегровностi.

6. Узагальнено ряд властивостей згорток числових послiдовностей на випадок
неоднорiдних згорток.

7. Отримано оцiнки середнього часу склеювання для двох неоднорiдних
ланцюгiв Маркова за умови стохастичного мажорування.

8. Адаптовано метод максимального склеювання для двох копiй однорiдного
ланцюга Маркова iз дискретним простором станiв, що стартують iз рiзними
початковими розподiлами, на випадок склеювання двох рiзних неоднорiдних
ланцюгiв Маркова iз дискретним простором станiв. За його допомогою доведено,
що за умови рiвномiрного перемiшування та рiвномiрної близькостi перехiдних
ймовiрностей за один крок для ланцюгiв iз дискретним простором станiв має
мiсце близькiсть перехiдних ймовiрностей за = крокiв у рiвномiрнiй та зваженiй
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нормах для однорiдних та неоднорiдних ланцюгiв Маркова.
9. Отримано умови та оцiнки стiйкостi для скiнченновимiрних розподiлiв для

однорiдних та неоднорiдних ланцюгiв Маркова з використанням адаптованого
методу максимального склеювання.

10. Отриманi результати щодо стiйкостi застосовано для обчислення актуар-
ної нетто-премiї у моделi “пенсiя вдiвця”.

11. Запропоновано метод склеювання для двох рiзних неоднорiдних ланцюгiв
Маркова iз загальним простором станiв за умови рiвномiрної мiноризацiї. За
допомогою цього методу отримано оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiрностей
за = крокiв, скiнченновимiрних розподiлiв та функцiоналiв вiд пари ланцюгiв,
що задовiльняють умову рiвномiрної мiноризацiї.

12. Отримано нерiвностi для функцiї ризику в неоднорiднiй за простором та
часом моделi Крамера-Лундберга.
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