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Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню конструктивних методiв побу-

дови розв’язкiв нетерових крайових задач для лiнiйних iнтегральних рiвнянь типу

Фредгольма, слабконелiнiйних iнтегральних рiвнянь типу Гамерштейна, слабко-

нелiнiйних систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю, а також

лiнiйних iнтегральних рiвнянь типу Фредгольма з керуванням.

Використовуючи теорiю псевдообернених за Муром-Пенроузом операторiв, до-

ведено нетеровiсть крайової задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу

Фредгольма з невиродженим ядром у гiльбертовому просторi L2[a, b]. Спираючись

на перехiд вiд вихiдної задачi до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь,

яку можна записати у виглядi еквiвалентного лiнiйного операторного рiвняння в

просторi `2, встановлено критерiй iснування розв’язкiв поставленої задачi. Дослi-

джено критичний (резонансний) та некритичний (нерезонансний) випадки. Роз-

глянуто, як частинний випадок, питання iснування розв’язку нетерової крайової

задачi для iнтегрального рiвняння типу Фредгольма з симетричним ядром.

В дисертацiйнiй роботi знайдено необхiднi та достатнi умови розв’язностi слаб-

козбуреної крайової задачi для iнтегрального рiвняння типу Фредгольма, при

умовi, що породжуюча задача не є розв’язною при довiльних неоднорiдностях.

Побудовано iтерацiйну процедуру вiдшукання розв’язкiв поставленої задачi. Ви-

користовуючи метод Вiшика-Люстерника, побудовано загальний вигляд розв’язку
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задачi у виглядi частини степеневого ряду з сингулярнiстю, який збiгається при

фiксованому, достатньо малому параметрi. Розглянуто критичний випадок першо-

го порядку, який характеризується тим, що вiдповiдь на питання про iснування

розв’язкiв вихiдної крайової задачi отримується за допомогою аналiзу першого

наближення до шуканого розв’язку.

Дослiджено питання про розгалуження розв’язкiв нетерової крайової задачi

для слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна у гiльбертовому

просторi L2[a, b]. Спираючись на перехiд вiд вихiдної задачi до еквiвалентного не-

лiнiйного операторного рiвняння в просторi `2, побудовано рiвняння для породжу-

ючих констант та встановлено необхiднi умови iснування розв’язкiв поставленої

задачi. Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв через коефiцiєнти вихiдної

задачi. Встановлено зв’язок мiж необхiдними та достатнiми умовами у випадку

фредгольмовостi поставленої задачi. Запропоновано iтерацiйну схему побудови

наближених розв’язкiв поставленої задачi, проведено оцiнки областi збiжностi та

оцiнки наближених розв’язкiв за допомогою методу мажорант Ляпунова.

Розглянуто слабконелiнiйну нетерову крайову задачу, яка може бути як пе-

ревизначеною, так i недовизначеною, для системи iнтегро-диференцiальних рiв-

нянь з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. Показано, що слабконелiнiйну

iмпульсну крайову задачу можна дослiджувати, розглядаючи її як внутрiшню

крайову задачу. Отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої

задачi у просторi n-вимiрних вектор-функцiй, якi допускають розриви першого

роду у скiнченнiй кiлькостi точок та якi є абсолютно неперервними на кожному iз

промiжкiв поза цими точками. Запропоновано алгоритм вiдшукання наближених

розв’язкiв поставленої задачi, а також встановлено, у фредгольмовому випадку,

зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами iснування розв’язкiв.

Дослiджено нетерову крайову задачу для лiнiйного iнтегрального рiвняння

типу Фредгольма з керуванням. Розглянуто випадок, коли породжуюча крайо-

ва задача без керування є розв’язною не при всiх неоднорiдностях. Встановлено

необхiднi та достатнi умови, при яких вводячи лiнiйне керування в праву частину
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породжуючої крайової задачi, отримана крайова задача стає розв’язною. Побудо-

вано явний вигляд таких керувань через коефiцiєнти вихiдної задачi. Отримано

критерiї iснування розв’язкiв поставленої задачi у випадку сталого i змiнного ке-

рувань.

Наведенi в дисертацiйнiй роботi теоретичнi результати проiлюстровано на

конкретних прикладах.

Ключовi слова: лiнiйне iнтегральне рiвняння типу Фредгольма, слабконелi-

нiйне iнтегральне рiвняння типу Гамерштейна, система iнтегро-диференцiальних

рiвнянь з iмпульсною дiєю, псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор, рiв-

няння для породжуючих констант, керування, метод Вiшика-Люстерника, метод

простих iтерацiй.

ABSTRACT

Kozlova N.O. Fredholm boundary-value problems for integral and

integrodifferential equations. – Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences

degree on the specialty 01.01.02 – differential equations. – Taras Shevchenko National

University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine. Taras Shevchenko

National University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to research of constructive methods for the construction

of solutions of the Fredholm boundary-value problems for linear Fredholm integral

equations, for the weakly nonlinear Hammerstein integral equations, for the weakly

nonlinear systems of integrodifferential equations with impulsive action and for linear

integral Fredholm equations with control.

Using the theory of Moore-Penrose pseudoinverse operators, the Fredholm property

of the boundary-value problem for a linear Fredholm integral equation with a

nondegenerate kernel in Hilbert space L2[a, b] has been proven. Relying on the transi-

tion from the original problem to a counted-dimensional system of algebraic equations,

which can be written in the form of an equivalent linear operator equation in the space

`2, the criterion for the existence of solutions has been established. Critical (resonance)
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and non-critical (non-resonance) cases are considered. As a partial case, a question of

the existence of a solution of Fredholm boundary-value problem for Fredholm integral

equation with symmetric kernel has been considered.

Under the assumption that the generating boundary-problem is unsolvable for

arbitrary inhomogeneities, necessary and sufficient conditions for the solvability of

a weakly perturbed boundary-value problem of Fredholm integral equation have

been found. An iterative procedure for finding solutions of the weakly perturbed

boundary-value problem of an integral equation has been constructed. Using the

Vishik-Lyusternik method, a general form of a solution of the problem is constructed

as part of a power series with singularity, which coincides with a fixed, sufficiently

small parameter. The critical case of the first order has been considered. This case is

characterized by the fact that the answer to the question of the existence of solutions of

the original boundary-value problem is obtained by analyzing the first approximation

to the desired solution.

The question of branching solutions of the Fredholm boundary-value problem for

a weakly nonlinear Hammerstein integral equation in Hilbert space L2[a, b] has been

investigated. Based on the transition from the original boundary-value problem to the

equivalent nonlinear operator equation in the space `2, the equation for the generating

constants has been constructed and the necessary conditions for the existence of a

solution of the seeing problem have been established. Sufficient conditions for the exi-

stence of solutions have been obtained. A connection between the necessary and suffi-

cient conditions has been established. The iterative process for constructing approxi-

mate solutions and the estimation of the range of convergence of estimate, which based

on the method of finite Lyapunov majorizing equations, have been established.

The Fredholm weakly nonlinear boundary-value problem, which can be either a

redefined or undefined, for a system of integrodifferential equations with impulsive

action at fixed points of time has been considered. It has been shown that a weakly

nonlinear impulsive boundary-value problem can be investigated by considering it as an

interface boundary-value problem (interface BVP). Necessary and sufficient conditions
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for the existence of solutions of such problem in the space of n-dimensional vector-

valued functions, that allow breaks of the first kind in a finite number of points and

which are absolutely continuous on each of the intervals outside of these points, are

obtained.

The convergent iterative procedure for constructing approximate solutions has been

proposed and, in Fredholm case of index zero, a connection between these conditions

has been established.

The boundary-value problem for a linear Fredholm integral equation with control

has been investigated. The case, when the generating boundary-value problem without

control is not for all inhomogeneities solvable, has been considered. With introducing

control on the right-hand side of the generating problem, the obtained boundary-value

problem becomes solvable. An explicit form of such controls has been constructed

through the coefficients of the original problem. The criteria for the existence of soluti-

ons of the given problem in the case of constant and variable control have been ob-

tained.

Keywords : linear Fredholm integral equation, the weakly nonlinear integral equati-

on of Hammerstein type, the system of integrodifferential equations with impulsive

action, Moore-Penrose pseudoinverse operator, the equation for generating constants,

control, Vishik-Lyusternik method, a method of simple iteration.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена знаходженню умов

iснування та побудовi розв’язкiв нетерових крайових задач для лiнiйних та слаб-

конелiнiйних iнтегральних рiвнянь та нетерових крайових задач для слабконе-

лiнiйних систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Проблеми

побудови конструктивних методiв аналiзу лiнiйних та слабконелiнiйних крайо-

вих задач для широкого класу систем функцiонально-диференцiальних рiвнянь,

якi традицiйно займають одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї диферен-

цiальних рiвнянь, ґрунтовно вивчалися у роботах М.В. Азбелєва, О.А. Бойчука,

А.М. Самойленка, В.П. Журавльова, Б. Ван-дер-Поля, В. Вольтерра, А.М. Ля-

пунова, I.Г. Малкiна, М.О. Перестюка, М.Й. Ронто, Ю.О. Рябова. Дослiдженню

нелiнiйних та сингулярних рiвнянь присвячено також роботи М.О. Красносель-

ського, Г.М. Вайнiкко, П.П. Забрейка, Т. Карлемана, С.Г. Мiхлiна, М.I. Шкiля,

П.Ф. Самусенка. Iнтерес до таких задач зумовлений, перш за все, важливiстю

практичного застосування теорiї крайових задач у рiзних областях знань: тео-

рiї нелiнiйних коливань, теорiї стiйкостi руху, теорiї керування; низки радiотех-

нiчних, механiчних та бiологiчних задач. Специфiка дослiдження крайових задач

для iнтегральних рiвнянь полягає в тому, що у бiльшостi випадкiв їх лiнiйна части-

на є оператором, який у вiдповiдних просторах не має оберненого, що не дозволяє

безпосередньо застосовувати традицiйнi методи дослiдження крайових задач, якi

базуються на використаннi принципу нерухомої точки. Цей факт суттєво усклад-

нює дослiдження таких задач, у зв’язку з чим вони є маловивченими.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконана на кафедрi iнтегральних та диференцiальних рiв-

нянь Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка згiдно iз

загальним планом дослiджень у рамках держбюджетних науково-дослiдних тем

№11БФ038-01 "Розроблення нових математичних методiв моделювання, аналiзу

та побудови керувань для нелiнiйних еволюцiйних систем зi складною динамi-
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кою"(номер державної реєстрацiї №0111U006677), №16БФ038-01 "Якiсний ана-

лiз та керування еволюцiйними системами складної структури"(номер державної

реєстрацiї №0116U004752).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiдження

умов iснування та побудови розв’язкiв нетерових крайових задач для iнтегральних

рiвнянь та систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю.

Основними завданнями дослiдження є:

• встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування розв’язкiв нетерових

крайових задач для лiнiйних та слабконелiнiйних iнтегральних рiвнянь; вiдшукан-

ня умов бiфуркацiї та розгалуження розв’язкiв для таких задач;

• знаходження умов розв’язностi слабконелiнiйної системи iнтегро-ди-

ференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю;

• встановлення критерiю розв’язностi крайових задач для лiнiйних iнтег-

ральних рiвнянь з керуванням.

Об’єктом дослiдження є iнтегральнi рiвняння i системи iнтегро-диферен-

цiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю та крайовi задачi для них.

Предметом дослiдження є необхiднi та достатнi умови iснування та конст-

руктивнi методи побудови розв’язкiв крайових задач для лiнiйних i слабконелi-

нiйних iнтегральних рiвнянь та слабконелiнiйних систем iнтегро-диференцiальних

рiвнянь з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу.

Методи дослiдження. У роботi суттєво використовується апарат теорiї псев-

дообернених за Муром-Пенроузом операторiв, метод Вiшика-Люстерника, розви-

нений для лiнiйних задач у роботах В.С. Королюка, А.Ф. Турбiна, А.М. Самой-

ленка, О.А. Бойчука, а також методи функцiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати, якi визна-

чають наукову новизну i виносяться на захист, такi:

1. встановлено критерiї iснування розв’язкiв нетерових крайових задач для лi-

нiйного iнтегрального рiвняння та лiнiйного слабкозбуреного iнтегрального

рiвняння типу Фредгольма, ядра яких є невиродженими;
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2. побудовано загальний вигляд розв’язку у виглядi частини степеневого ряду

з сингулярнiсю за параметром, який збiгається при фiксованому, достатньо

малому параметрi для лiнiйної слабкозбуреної крайової задачi, в припущен-

нi, що породжуюча задача є нерозв’язною;

3. встановлено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв нетерової кра-

йової задачi для слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштей-

на, побудовано рiвняння для породжуючих констант, яке дає необхiдну умо-

ву iснування розв’язку, встановлено зв’язок мiж необхiдними та достатнiми

умовами, запропоновано iтерацiйнi схеми побудови її наближених розв’яз-

кiв;

4. дослiджено нетерову крайову задачу для слабконелiнiйної системи iнтегро-

диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу, знай-

дено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв поставленої задачi,

встановлено зв’язок мiж цими умовами;

5. дослiджено крайову задачу для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу

Фредгольма з керуванням у випадку, коли породжуюча крайова задача без

керування є нерозв’язною; встановлено умови, при яких вводячи керування

в праву частину породжуючої задачi, отримана крайова задача стає розв’яз-

ною; знайдено явний вигляд керування.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота но-

сить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика їх отриман-

ня сприяють подальшому розвитку теорiї крайових задач для iнтегральних та

iнтегро-диференцiальних рiвнянь, що використовуються при моделюваннi та до-

слiдженнi фiзичних, економiчних та бiологiчних процесiв.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiї, якi виносяться на

захист одержанi автором самостiйно. Визначення загального плану дослiдження

належить науковому керiвнику – О.А. Бойчуку. У спiльних роботах спiвавторам

належать обговорення та аналiз отриманих результатiв.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного дослiд-

ження доповiдались та обговорювались на конференцiях та наукових семiнарах:

1. Мiжнародна конференцiя "The nonlinear analysis and application 2015"(Київ,

1-3 квiтня 2015 р.);

2. ХVII Мiжнародна конференцiя "Dynamical system modelling and stability

investigation"(Київ, 27-29 травня 2015 р.);

3. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 3-6 червня 2015 р.);

4. VII Мiжнародна конференцiя "Mathematical Analysis, Differential Equa-

tions and their Applications"(MADEA-7) (Баку, Азербайджан, 8-13 вересня

2015 р.);

5. VII Мiжнародна наукова конференцiя "Проблемы дифференциальных урав-

нений, анализа и алгебры"(Актобе, Республiка Казахстан, 8-9 жовтня

2015 р.);

6. Мiжнародна наукова конференцiя "Математический анализ, дифферен-

циальные уравнения и теория чисел"(Душанбе, Республiка Таджикiстан,

29-30 жовтня 2015 р.);

7. ХVII Мiжнародна наукова конференцiя iм. акад. М. Кравчука (Київ,

19-20 травня 2016 р.);

8. Мiжнародна наукова конференцiя "Диференцiальнi рiвняння та їх застосу-

вання"(Ужгород, 19-21 травня 2016 р.);

9. Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання – 2016"(Львiв,

25-27 травня 2016 р.);

10. Мiжнародна конференцiя "International conference on Differential equa-

tions"(Львiв, 20-24 вересня 2016 р.);

11. Мiжнародна наукова конференцiя "Диференцiально - функцiональнi рiвнян-

ня та їх застосування"(Чернiвцi, 28-30 вересня 2016 р.);

12. Мiжнародна конференцiя "Диференцiальнi рiвняння та їх застосуван-

ня"(Кам’янець-Подiльський, 19-21 травня 2017 р.);
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13. XVIII Мiжнародна конференцiя "Dynamical system modeling and stability

investigation"(Київ, 24-26 травня 2017 р.);

14. Мiжнародна конференцiя "Теорiя наближення функцiй та її застосу-

вання"(Слов’янськ, 28 травня - 3 червня 2017 р.);

15. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 7-10 червня 2017 р.);

16. Засiдання наукового семiнару лабораторiї крайових задач Iнституту мате-

матики НАН України пiд керiвництвом доктора фiз.-мат. наук, професора,

члена-кореспондента НАН України О.А. Бойчука (Київ, 2017);

17. Засiдання наукового семiнару кафедри iнтегральних та диференцiальних

рiвнянь механiко-математичного факультету Київського нацiонального унi-

верситету iменi Тараса Шевченка пiд керiвництвом доктора фiз.-мат. наук,

професора, академiка НАН України А.М. Самойленка та доктора фiз.-мат.

наук, професора, академiка НАН України М.О. Перестюка (Київ, 2017).

Публiкацiї. За темою дисертацiї опублiковано 20 наукових публiкацiй. З них

• 5 статей [11, 40, 44, 48, 99] у фахових виданнях, серед яких 2 статтi [11, 44],

надрукованi у журналi, переклад якого включений до наукометричної бази

Scopus, 2 статтi [40, 48] у наукових фахових виданнях України та 1 статтю

[99] у фаховому iноземному журналi, який включено до наукометричної бази

Scopus;

• 15 тез доповiдей на наукових конференцiях [17,41–43,45–47,49–52,106–109].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз анотацiї, всту-

пу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 116

найменувань, та додатку. Повний обсяг складає 170 сторiнок друкованого тексту.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику – члену-кореспонденту

НАН України, доктору фiз.-мат. наук, професору О.А. Бойчуку за постановку

задачi, постiйну увагу до роботи й обговорення отриманих результатiв.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi зроблено опис основних характеристик дисертацiйного дослiд-

ження: обґрунтовано актуальнiсть поставленої проблеми; визначено мету, завдан-

ня, об’єкт, предмет, методи дослiдження; розкрито наукову новизну, теоретичне

та практичне значення роботи; подано короткий аналiз сучасного стану проблеми;

наведено данi про апробацiю результатiв та загальних опис отриманих результа-

тiв.

У першому роздiлi роботи наведено необхiднi теоретичнi вiдомостi з лiнiйної

алгебри, теорiї псевдообернених операторiв, теорiї iнтегральних рiвнянь. Зробле-

но огляд сучасних наукових праць, тiсно пов’язаних з тематикою дисертацiйного

дослiдження.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджено питання iснування розв’язку нете-

рових крайових задач для лiнiйного iнтегрального рiвняння та лiнiйного слабко-

збуреного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма, ядра яких є невиродженими.

Використовуючи теорiю псевдообернених за Муром-Пенроузом операторiв, вста-

новлено критерiї iснування розв’язку таких задач. Розглянуто критичний (резо-

нансний) та некритичний (нерезонансний) випадки.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено питання iснування та встановлено загальний

вигляд розв’язку лiнiйної крайової задачi для iнтегрального рiвняння типу Фред-

гольма

x(t) = f(t) +

b∫
a

K(t, s)x(s)ds, (1)

Sx(·) = α. (2)

Тут K(t, s) – ядрo, сумовне з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

x ∈ L2[a, b], f ∈ L2[a, b], , S – обмежений лiнiйний векторний функцiонал,

визначений в L2[a, b], S = col
(
S1, S2, ..., Sp

)
: L2[a, b] → Rp, Si : L2[a, b] → R,

α = col
(
α1, α2, ..., αp

)
∈ Rp.

Для iнтегрального рiвняння (1) отримано наступний критерiй розв’язностi.
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Теорема 2.1.3 Однорiдне рiвняння (1) (f(t) = 0) має r-параметричну сiм’ю

розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t, cr) = Φ(t)PΛrcr, ∀cr ∈ Rr. (3)

Неоднорiдне рiвняння (1) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконується

r лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0 (4)

та має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду

x(t, cr) = Φ(t)PΛrcr + Φ(t)Λ+g, ∀cr ∈ Rr. (5)

Тут PΛr (PΛ∗
r
) – матриця, яка складається iз повної системи r лiнiйно-незалежних

стовпчикiв (рядкiв) матрицi-ортопроектора PΛ (PΛ∗) на ядро (коядро) матрицi Λ,

Λ+ – псевдообернена за Муром-Пенроузом до матрицi Λ матриця,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, g =



f1

f2

. . .

fi

. . .


,

fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt, aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
,

{ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].

Для крайової задачi (1), (2) отримано наступний критерiй розв’язностi.

Теорема 2.1.6 Однорiдна крайова задача (1), (2) (f(t) = 0, α = 0) має

d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t, cd2) = Φ(t)PΛrPQd2cd2, ∀cd2 ∈ Rd2.
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Неоднорiдна крайова задача (1), (2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

виконуються r + d1 лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0, (6)

PQ∗
d1

(α− SΦ(·)Λ+g) = 0, (7)

i має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду

x(t, cd2) = Φ(t)(PΛrPQd2cd2 + PΛrQ
+(α− SΦ(·)Λ+g) + Λ+g), (8)

d1 = p− rankQ, d2 = r − rankQ.

Тут матриця PQd2 (PQ∗
d1
) складається iз повної системи d2 (d1) лiнiйно-незалежних

стовпчикiв (рядкiв) матрицi-ортопроектора PQ (PQ∗) на ядро (коядро) матрицi Q,

Q+ – псевдообернена за Муром-Пенроузом до матрицi Q матриця, Q = SΦ(·)PΛr .

У пiдроздiлi 2.2 дослiджено умови бiфуркацiї та встановлено структуру роз-

в’язкiв слабкозбуреного лiнiйного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds. (9)

ТутK(t, s),K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b]×[a, b], f ∈ L2[a, b],

x ∈ L2[a, b], ε << 1 – малий параметр.

Припускається, що породжуюче рiвняння (1), отримане з (9) при ε = 0, не є

розв’язним.

Використовуючи метод Вiшика-Люстерника та теорiю псевдообернених опера-

торiв, отримано наступний результат.

Теорема 2.2.2 Припустимо, що породжуюче рiвняння (1) є нерозв’язним.

Тодi, якщо виконується умови

PB∗
0
PΛ∗

r
= 0, PB0

= 0,

то iнтегральне рiвняння (9) буде мати єдиний розв’язок x ∈ L2[a, b] у виглядi

ряду з сингулярнiстю в точцi ε = 0:

x(t) = Φ(t)

(
PΛrc−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛr1
ck + z̃k)

)
,
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який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].

Тут (r × r)-вимiрна матриця B0 має вигляд B0 := PΛ∗
r
Λ1PΛr , B0

+ є псевдо-

оберненою (за Муром–Пенроузом) до матрицi B0, PB∗
0
– матриця-ортопроектор

на коядро матрицi B0, z̃k та ck визначаються з iтерацiйного процесу через коефi-

цiєнти вихiдної задачi,

Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, i, j = 1,∞.

У пiдроздiлi 2.3 встановлено необхiднi i достатнi умови iснування та загаль-

ний вигляд розв’язку слабкозбуреної крайової задачi для лiнiйного iнтегрального

рiвняння (9) з крайовою умовою

Sx(·) = α + εJx(·). (10)

у припущеннi, що породжуюча задача, тобто задача (1), (2), є нерозв’язною.

Тут K(t, s), K1(t, s), x(t), f(t), S, α, ε такi ж, як було визначено ранiше;

J = col
(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b]→ Rp – обмежений лiнiйний векторний функ-

цiонал, Ji : L2[a, b]→ R.

Використовуючи метод Вiшика-Люстерника та теорiю псевдообер-

нених операторiв, отримано критерiй розв’язностi крайової задачi

(9), (10).

Теорема 2.3.3 Припустимо, що породжуюча крайова задача (1), (2) не є

розв’язною. Тодi, якщо виконується умова

PB̂∗
0

= 0,



21

то крайова задача (9), (10) буде мати розв’язок x ∈ L2[a, b] у виглядi ряду з

сингулярнiстю в точцi ε = 0:

x(t) = Φ(t)(
PΛrPQd2B̂

+
0 b−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrPQd2ck + z̃k)),

який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].

Тут W = SΦ(·), W1 = JΦ(·), B̂0 =

 PΛ∗
r
Λ1PΛrPQd2

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)PΛrPQd2

 ,
PB̂∗

0
– матриця-ортопроектор на коядро ((r + d1)× d2)-вимiрної матрицi B̂0, B̂+

0 –

псевдообернена за Муром–Пенроузом до матрицi B̂0 матриця.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено нетерову крайову за-

дачу для слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна та нетеро-

ву крайову задачу для слабконелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь

з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. Встановлено необхiднi та достатнi

умови iснування розв’язкiв таких задач. Побудовано рiвняння для породжуючих

констант та встановлено зв’язок мiж необхiдними та достатнiми умовами. Запро-

поновано iтерацiйнi схеми побудови їх наближених розв’язкiв.

У пiдроздiлi 3.1 отримано необхiдну та достатню умови iснування розв’язку

слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (11)

який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння (1).

Тут K(t, s), K1(t, s), x(t), f(t) такi ж, як було визначено ранiше,

Z(x(t, ε), t, ε) – нелiнiйна по першiй компонентi функцiя така, що

Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x− x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b],

Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0],

де µ, ε0 – достатньо малi константи, ε << 1 – малий параметр.

Теорема 3.1.2. (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйне рiвняння (11)

має розв’язок x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], який при ε = 0
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перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cr) (5) з векторною константою

cr = c0
r ∈ Rr. Тодi константа c0

r обов’язково повинна бути дiйсним коренем

рiвняння для породжуючих констант

PΛ∗
r
Λ1V (z(cr), 0) = 0. (12)

Тут z(cr), V (z(cr), 0) є границями z(ε), V (z(ε), ε) при ε→ 0,

V (z(ε), ε) = col
(
m1(ε), m2(ε), . . . , mi(ε), . . .

)
,

V (·, ε) ∈ C1[‖z − z0‖ ≤ q], V (z(·), ·) ∈ C[0, ε0],

mi(ε) = mi(x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . . , ε) =

b∫
a

Z(x(t, ε), t, ε)ϕi(t)dt.

Теорема 3.1.4. (Достатня умова) Нехай породжуюче для рiвняння (11)

рiвняння (1), за виконання r лiнiйно-незалежних умов (4), має r-параметричну

сiм’ю розв’язкiв x(t, cr) (5). Тодi, для кожного дiйсного значення векторної конс-

танти cr = c0
r ∈ Rr, що задовольняє рiвняння для породжуючих констант (12)

та при виконаннi умов

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1 = 0, PB̄0

= 0

рiвняння (11) буде мати розв’язок x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок x0(t, cr). Цей розв’я-

зок, при достатньо малих ε, можна знайти за допомогою збiжного iтерацiй-

ного процесу

ckr(ε) = −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1(A1ȳk(ε) +R(yk(ε), ε)),

ȳk+1(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

k
r(ε) + ȳk(ε)) +R(yk(ε), ε)),

yk+1(ε) = PΛrc
k
r(ε) + ȳk+1(ε)zk(ε) = z(c0

r) + yk(ε),

xk(t, ε) = Φ(t)zk(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.
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Тут A1 = A1(c
0
r) = ∂V (z,0)

∂z

∣∣∣
z=z(c0r)

, матриця B̄0 розмiрностi (r × r) має вигляд

B̄0 = PΛ∗
r
Λ1A1PΛr , B̄

+
0 – псевдообернена (за Муром-Пенроузом) до B̄0 матриця.

Теорема 3.1.4. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами) Для

того, щоб слабконелiнiйне iнтегральне рiвняння (11) мало розв’язок x = x(t, ε) :

x(t, 0) = x0(t, cr),

де x0(t, cr) – породжуючий розв’язок з векторною константою cr = c0
r ∈ Rr,

необхiдно, щоб константа c0
r була дiйсним коренем рiвняння для породжуючих

констант (12) i достатньо, щоб ця константа c0
r була простим коренем рiв-

няння для породжуючих констант (12).

У пiдроздiлi 3.2 встановлено необхiдну та достатню умови iснування розв’яз-

ку слабконелiнiйної крайової задачi для iнтегрального рiвняння типу Гамерштей-

на (11) з крайовою умовою

Sx(·) = α + εJ(x(·, ε), ε), (13)

який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

(1), (2).

Тут K(t, s), K1(t, s), x(t), f(t), S, α, µ, Z(x(t, ε), t, ε) та ε0 такi ж, як бу-

ло визначено ранiше; J(x(·, ε), ε) – нелiнiйний обмежений p-вимiрний вектор-

функцiонал, неперервно диференцiйовний по x у розумiннi Фреше i неперервний

по ε в околi породжуючого розв’язку.

Теорема 3.2.2 (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйна крайова задача

(11), (13) має розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cd2) (8) з вектор-

ною константою cd2 = c0
d2
∈ Rd2. Тодi константа c0

d2
обов’язково повинна бути

дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант

PΛ∗
r
Λ1V (z(cd2), 0) = 0, (14)
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PQ∗
d1

(H(z(cd2), 0)−WΛ+Λ1V (z(cd2), 0)) = 0. (15)

Тут z(cd2), V (z(cd2), 0), H(z(cd2), 0) є границями z(ε), V (z(ε), ε), H(z(ε), ε) при

ε→ 0, де

H(z(ε), ε) = col
(
h1(ε), h2(ε), . . . , hν(ε), . . . , hp(ε)

)
,

H(·, ε) ∈ D1[‖z − z0‖ ≤ µ], H(z(·), ·) ∈ C[0, ε0],

hν(ε) = hν(x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . . , ε) = Jν(x(·, ε), ε), ν = 1, p.

Теорема 3.2.4 (Достатня умова) Нехай породжуюча для крайової задачi

(11), (13) задача (1), (2), за виконання r+ d1 лiнiйно-незалежних умов (6), (7),

має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x0(t, cd2) (8). Тодi, для кожного значен-

ня векторної константи cd2 = c0
d2
∈ Rd2, що задовольняє систему рiвнянь для

породжуючих констант (14), (15) та при виконаннi умов

PB̌∗
0
G = 0, PB̌0

= 0

задача (11), (13) буде мати розв’язок x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ L2[a, b],

x(t, ·) ∈ C[0, ε0], який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок

x0(t, c
0
d2

). Цей розв’язок, при достаньо малих ε, можна знайти за допомогою

збiжного iтерацiйного процесу

ckd2(ε) = B̌+
0 Gb̌k,

ȳk+1(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε))+

+R2(yk(ε), ε)−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε))+

+R1(yk(ε), ε))) + Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε))+

+R1(yk(ε), ε))),

yk+1(ε) = PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk+1(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.
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Тут ((r + d1)× d2)-вимiрна матриця B̌0 має вигляд

B̌0 :=

 PΛ∗
r
Λ1A1PΛrPQd2

PQ∗
d1

(l1 −WΛ+Λ1A1)PΛrPQd2

 ,
G :=

(
PΛ∗

r
Λ1 PQ∗

d1

)
, A1 = A1(c

0
d2

) = ∂V (z,0)
∂z

∣∣∣
z=z(c0d2

)
, l1 = H ′(z0),

PB̌∗
0

– матриця-ортопроектор на коядро матрицi B̌0, B̌+
0 – псевдообернена

за Муром-Пенроузом до матрицi B̌0 матриця.

Теорема 3.2.5. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами)

Якщо d2 = r + d1, то для того, щоб слабконелiнiйна крайова задача (11), (13)

мала розв’язок x = x(t, ε) : x(t, 0) = x0(t, c
0
d2

), де x0(t, c
0
d2

) – породжуючий розв’я-

зок з векторною константою cd2 = c0
d2
∈ Rd2, необхiдно, щоб константа c0

d2

була дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (14), (15) i

достатньо, щоб ця константа c0
d2

була простим коренем системи (14), (15).

У пiдроздiлi 3.3 отримано необхiдну та достатню умови iснування розв’язку

слабконелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь

ẋ(t)− Φ̃(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds = f(t) + ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds (16)

з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу

∆Eix|t=τi = Mix(τi − 0) + γi + εJ1(x(·, ε), ε), (17)

t 6= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p

та крайовою умовою

Sx(·) = α + εJ2(x(·, ε), ε), α ∈ Rq. (18)

Умови (17), (18) еквiвалентнi умовi

Lx(·) = δ + εJ(x(·, ε), ε) ∈ Rk+q, (19)
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де

L :=
[ ϕ
S

]
, δ :=

[ γ
α

]
, J(x(·, ε), ε) :=

[ J1(x(·, ε), ε)

J2(x(·, ε), ε)

]
.

Припускаємо, що розв’язок

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

слабконелiнiйної iмпульсної крайової задачi (16), (19) при ε = 0 перетворюється

у розв’язок породжуючої крайової задачi

ẋ(t)− Φ̃(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (20)

Lx(·) = δ ∈ Rk+q. (21)

Розв’язок задачi (20), (21) будемо називати породжуючим розв’язком задачi

(16)-(18).

Тут A(t), B(t), Φ̃(t) — (m × n), (m × n), (n × m) - вимiрнi матрицi, компо-

ненти яких належать простору L2[a, b]; вектор-стовпчики матрицi Φ̃(t) лiнiйно-

незалежнi на [a, b], f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b]; Ei,Mi — (ki × n)-

вимiрнi матрицi, γi — ki-вимiрний вектор стовпчик констант; S — обмежений

лiнiйний векторний функцiонал, визначений в D2[a, b], S = col(S1, S2, S3, ..., Sq) :

D2[a, b]→ Rq; нелiнiйна вектор-функцiя Z(x(t, ε), t, ε) така ж, як було визначено

в пiдроздiлi 3.1; J1(x(·, ε), ε), J2(x(·, ε), ε) – нелiнiйнi обмеженi, вiдповiдно, p, q -

вимiрнi вектор-функцiонали, неперервно диференцiйовнi по x у розумiннi Фреше

i неперервнi по ε в околi породжуючого розв’язку.

Теорема 3.3.2 (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйна iмпульсна кра-

йова задача (16)–(18) має розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cr) з векторною

константою cr = c0
r (r = m+n−rankD−rankQ). Тодi константа c0

r обов’язково
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повинна бути дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds = 0,

(22)

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0

r), 0)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(t)

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)ds

]
dt

)}
= 0,

(23)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ.

Теорема 3.3.3 (Достатня умова) Нехай породжуюча крайова задача

(20), (21), при виконаннi умов

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
(δ − LF (·)) = 0,

має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв x0(t, cr). Тодi для кожної дiйсної векторної

константи cr = c0
r ∈ Rr, що задовольняє систему рiвнянь для породжуючих

констант (22), (23) та при виконаннi умови

rank B̃0 = d1 + d2, d1 + d2 ≤ r, (24)

слабконелiнiйна крайова задача (16)–(18) має хоча б один розв’язок x = x(t, ε),

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c
0
r) i визначаєть-

ся за допомогою збiжного iтерацiйного процесу
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yk+1(t, ε) = Xr(t)ck + ȳk+1(t, ε),

ck = B̃+
0

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽk2(s, ε) +B(s)ek2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ȳk(·, ε) +R1(yk(·, ε), ·, ε)− LF 3

k (·, ε)
}
 ,

ȳk+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r)) + L1yk(·, ε) +R1(yk(·, ε), ε)−

−LFk(·, ε)
}

+ Fk(t, ε)

та формулою xk(t, ε) = x0(t, c
0
r) + yk(t, ε), (k = 0, 1, 2, ...).

Тут ((d1 + d2)× r)-вимiрна матриця B̃0 визначається формулою

B̃0 :=

 PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}

 ,
B̃+

0 – псевдообернена за Муром-Пенроузом до матрицi B̃0 матриця.

Теорема 3.3.4 (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами) Для

того, щоб слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро-диференцiальних

рiвнянь (16)–(18) мала розв’язок x = x(t, ε) необхiдно, щоб константа c0
r була

дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (22), (23) i дос-

татньо, щоб виконувалася умова (24).

Бiльше того, якщо d1+d2 = r, умова (24) означає, що cr = c0
r ∈ Rr є простим

коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (22), (23).

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи розглянуто крайовi задачi для

лiнiйних iнтегральних рiвнянь типу Фредгольма з керуванням.

У пiдроздiлi 4.1 отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку

крайової задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма зi постiй-

ним керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds · u, (25)
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Sx(·) = α + Jx(·)u, (26)

у припущеннi, що породжуюча крайова задача, тобто задача (1), (2), є незавжди

розв’язною.

Ядра K(t, s), K1(t, s), функцiя f(t), функцiонали S та J , вектор α – вiдомi

i такi ж, як було визначено в пiдроздiлах 2.1 та 2.3, а функцiю x ∈ L2[a, b] та

керування u ∈ R – потрiбно визначити.

Теорема 4.1.2 Нехай iнтегральне рiвняння (25) є нерозв’язним. Тодi, якщо

виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то один iз розв’язкiв iнтегрального рiвняння (25) буде мати вигляд

x(t) = Φ(t)Λ+(g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g),

а за умови

PF̃ ∗∆
+PΛ∗

r
g = 0

керування u визначатиметься представленням

u = −F̃+∆+PΛ∗
r
g.

Якщо виконуються додатковi умови

P∆ = 0, PΛr = 0, PF̃ = 0,

то розв’язок {x(t), u} рiвняння (25) буде єдиним.

Тут ∆ = PΛ∗
r
Λ1, F̃ = Λ+(g −Λ1∆

+PΛ∗
r
g), PF̃ (PF̃ ∗) – матриця-ортопроектор на

ядро (коядро) матрицi F̃ , F̃+ – псевдообернена (за Муром-Пенроузом) до матрицi

F̃ матриця.

Для крайової задачi (25), (26) отримано наступний критерiй розв’язностi.

Теорема 4.1.4 Нехай крайова задача без керування (1), (2) є нерозв’язною.

Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,
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то один iз розв’язкiв крайової задачi (25), (26) буде мати вигляд

x(t) = Φ(t)(Λ+(g + Λ1Θ
+%) + PΛrQ

+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%)),

а за умови

PF ∗Θ+% = 0

керування u визначатиметься формулою

u = F+Θ+%.

Якщо виконуються умови

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0, PF = 0,

то розв’язок {x(t), u} крайової задачi (25), (26) буде єдиним.

Тут Θ :=

 PΛ∗
r
Λ1

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)

 , % := −

 PΛ∗
r
g

PQ∗
d1

(α−WΛ+g)

,
F := Λ+(g + Λ1Θ

+%) + PΛrQ
+(α − WΛ+g + (W1 − WΛ+Λ1)Θ

+%), PΘ – мат-

риця-ортопроектор на ядро матрицi Θ, PΘ∗
r1
– матриця, яка складається iз повної

системи r1 лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi PΘ∗, що є ортопроектором на

коядро матрицi Θ, F+ та Θ+ – псевдооберненi за Муром-Пенроузом до матриць

F та Θ, вiдповiдно, матрицi.

У пiдроздiлi 4.2 знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку

крайової задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма зi змiнним

керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, (27)

Sx(·) = α + Ju(·), (28)

у припущеннi, що породжуюча крайова задача, тобто задача (1), (2), є незавжди

розв’язною.

Ядра K(t, s), K1(t, s), функцiя f(t), функцiонали S та J , вектор α – вiдомi

i такi ж, як було визначено в пiдроздiлах 2.1 та 2.3, а функцiю x ∈ L2[a, b] та

керування u ∈ L2[a, b] – потрiбно визначити.
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Наведемо спочатку критерiй розв’язностi iнтегрального рiвняння (27).

Теорема 4.2.2 Нехай iнтегральне рiвняння без керування (27) є нерозв’яз-

ним. Тодi, якщо виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то iнтегральне рiвняння з керуванням (27) буде мати хоча б один розв’язок

{x(t), u(t)}. За додаткових умов P∆ = 0, PΛr = 0 розв’язок {x(t), u(t)} рiвняння

(27) буде єдиним.

Для крайової задачi (27), (28) отримано наступний критерiй розв’язностi.

Теорема 4.2.4 Нехай крайова задача без керування (1), (2) є нерозв’язною.

Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,

то крайова задача (27), (28) з керуванням буде мати хоча б один розв’язок

{x(t), u(t)} вигляду

x(t) = Φ(t)(PΛrPQd2cd2 + Λ+(g + Λ1Θ
+%)+

+PΛrQ
+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ

+%)),

u(t) = Φ(t)(PΘc+ Θ+%).

За додаткових умов

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0,

розв’язок {x(t), u(t)} крайової задачi (27), (28) буде єдиним.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Необхiднi вiдомостi з лiнiйної алгебри та теорiї псевдо-

обернених операторiв

Дисертацiя присвячена встановленню умов iснування розв’язкiв та розробцi

конструктивних методiв аналiзу нетерових крайових задач для лiнiйних iнтег-

ральних рiвнянь типу Фредгольма, слабконелiнiйних iнтегральних рiвнянь ти-

пу Гамерштейна, слабконелiнiйних систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з

iмпульсною дiєю та лiнiйних iнтегральних рiвнянь типу Фредгольма з керуван-

ням. Для отримання результатiв роботи використано деякi загальновiдомi факти

з рiзних областей математики. У даному роздiлi наведемо необхiднi вiдомостi з лi-

нiйної алгебри, теорiї псевдообернених операторiв та теорiї iнтегральних рiвнянь.

Алгоритми розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, у яких кiль-

кiсть невiдомих дорiвнює кiлькостi рiвнянь, є давно вiдомими. Якщо ж матриця

системи вироджена або кiлькiсть рiвнянь не спiвпадає з кiлькiстю невiдомих, то

система може не мати розв’язкiв або мати неєдиний розв’язок. Для розв’язан-

ня таких систем можна використати готовi алгоритми псевдообернення матриць

за Муром–Пенроузом. Такий пiдхiд запропоновано Г. Муром [111] та Р. Пенроу-

зом [112] i розвинуто у роботах О.А. Бойчука, А.М. Самойленка [5, 10,77,95,96].

Сформулюємо умови розв’язностi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь та на-

ведемо структуру множини розв’язкiв таких систем. Нехай маємо лiнiйну систему

з прямокутною матрицею коефiцiєнтiв

Qa = b, (1.1)

де Q — довiльна (m × n)-вимiрна матриця зi сталими компонентами,

rankQ := n1 ≤ min(m, n), a ∈ Rn, b ∈ Rm — шуканий вектор-стовпчик.
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Розглянемо матрицю Q як лiнiйний оператор Q : Rn → Rm:

Rn = R(Q∗)⊕N(Q), Rm = R(Q)⊕N(Q∗),

N(Q) = kerQ = {a : a ∈ Rn, Qa = 0},

N(Q∗) = kerQ∗ = cokerQ = {b : b ∈ Rm, bQ = 0},

R(Q) = ImQ, R(Q∗) = ImQ∗.

Означення 1.1.1. [111,112] (n×m)-вимiрна матриця Q+ називається псевдо-

оберненою до матрицi Q за Муром–Пенроузом, якщо виконуються умови

QQ+Q = Q, Q+QQ+ = Q+, (QQ+)∗ = QQ+, (Q+Q)∗ = Q+Q. (1.2)

Матрицю Q+ можна знайти за наступним спiввiдношенням [88]:

Q+ = lim
ω→+0

Q∗(QQ∗ + ωIn)
−1 = lim

ω→+0
(Q∗Q+ ωIm)−1Q∗, (1.3)

де In, Im — одиничнi матрицi вiдповiдних розмiрностей.

Позначимо через PQ та PQ∗ (n×n) та (m×m)-вимiрнi матрицi-ортопроектори,

що проектують простори Rn та Rm на ядро N(Q) та коядро N(Q∗) матрицi Q

вiдповiдно:

PQ : Rn −→ N(Q), N(Q) = PQRn;

PQ∗ : Rm −→ N(Q∗), N(Q∗) = PQ∗Rm.

Матрицi PQ та PQ∗ знаходяться за вiдомими формулами [15,86,95]:

PQ = In −Q+Q, PQ∗ = Im −QQ+. (1.4)

Алгебраїчна система (1.1) буде розв’язною тодi i тiльки тодi, коли її права

частина належить ортогональному доповненню пiдпростора N(Q∗), тобто якщо

виконується умова [95]

PQ∗b = 0. (1.5)

При цьому загальний розв’язок системи (1.1) буде мати вигляд

a = PQc+Q+b, c ∈ Rn. (1.6)
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Оскiльки rankQ = n1, то dimN(Q) = n − rankQ = n − n1 := r. Враховуючи,

що rankQ = rankQ∗ [23], то для розмiрностi коядра N(Q∗) маємо dimN(Q∗) =

= m − rankQ = m − n1 := d. Тому rankPQ = r, а rankPQ∗ = d. Отже, (m ×m)-

вимiрну матрицю-ортопроектор PQ∗ можна замiнити (d×m)-вимiрною матрицею

PQ∗
d
, що складається з d лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi PQ∗, тобто умова (1.5)

складається з d лiнiйно-незалежних умов. Аналогiчно, (n× n)-вимiрну матрицю-

ортопроектор PQ можна замiнити (n×r)-вимiрною матрицею PQr , що складається

з r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PQ.

Справедливим є наступне твердження [95].
Теорема 1.1.1. Якщо rankQ = n1 ≤ min(m,n), то лiнiйна алгебраїчна система

(1.1) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли вектор-стовпчик b ∈ Rm задовольняє d

лiнiйно-незалежних умов

PQ∗
d
b = 0, d = m− n1, (1.7)

при цьому система (1.1) має r-параметричну (r = n − n1) сiм’ю лiнiйно-

незалежних розв’язкiв виду

a = PQrcr +Q+b, cr ∈ Rr. (1.8)

Наслiдок 1.1.1. Якщо rankQ = n1 = n, то система (1.1) розв’язна тодi i

тiльки тодi, коли вектор-стовпчик b ∈ Rm задовольняє умову

PQ∗
d
b = 0, d = m− n

i при цьому має єдиний розв’язок

a = Q+b.

Справдi, якщо r = 0, то PQr = 0.

Наслiдок 1.1.2. Якщо rankQ = n1 = m, тодi умова розв’язностi (1.7) завжди

виконується та система (1.1) буде розв’язною при будь-яких b ∈ Rm. Розв’язок

системи у цьому випадку матиме вигляд

a = PQrcr +Q+b, r = n−m.
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Справдi, оскiльки d = 0, то PQ∗
d

= 0.

1.2. Вiдомi факти з теорiї iнтегральних рiвнянь.

Дослiдження багатьох складних явищ та об’єктiв, що виникають у природ-

ничих дисциплiнах, потребують побудови та вивчення вiдповiдних математичних

моделей, значне мiсце серед яких належить iнтегральним рiвнянням. Такi рiв-

няння виникають у багатьох галузях, наприклад, електродинамiцi, математичнiй

фiзицi, бiологiї, економiцi, тощо.

Теорiя iнтегральних рiвнянь остаточно сформувалася на рубежi XIX-XX сто-

лiть. Першi фундаментальнi результати у цiй теорiї з’явились у дослiдженнях

I. Фредгольма [102, 103], Д. Гiльберта, Е. Шмiдта [115]. У роботах [102, 103] по-

будовано теорiю лiнiйних iнтегральних рiвнянь (якi пiзнiше було названо рiвнян-

нями Фредгольма другого роду), що є широким узагальненням теорiї лiнiйних

алгебраїчних систем. Це дало змогу вперше отримати розв’язок крайових задач

Дiрiхле та Неймана для рiвняння Лапласа [74]. Одним з основних результатiв

згаданих вище дослiджень стала альтернатива Фредгольма [73,85].

Наступним кроком розвитку теорiї iнтегральних рiвнянь стало перенесення

її на бiльш широкий клас рiвнянь – рiвнянь з цiлком неперервним оператором.

Наведемо означення такого оператора.

Означення 1.2.1. [37] Лiнiйний оператор K : H → H є цiлком неперервним,

якщо вiн кожну обмежену множину переводить в передкомпактну.

Альтернатива Фредгольма для функцiональних рiвнянь з таким оператором

була доведена Ф. Рiсом, який показав, що iнтегральний оператор Фредгольма

(Kx)(t) =

b∫
a

K(t, s)x(s)ds, (1.9)

за умови Гiльберта-Шмiдта
b∫
a

b∫
a

|K(t, s)|2dsdt < ∞, є цiлком непервним опера-

тором, та побудував загальну теорiю для таких рiвнянь [76]. Але саме роботи
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Гiльберта з iнтегральних рiвнянь зробили абсолютно прозорою необхiднiсть за-

значеного узагальнення – вiд теорiї iнтегральних рiвнянь до теорiї операторiв.

Наведемо альтернативу Фредгольма для функцiональних рiвнянь другого ро-

ду [53, с. 477], [76].

Нехай маємо рiвняння

x = λKx+ f, x ∈ H. (1.10)

Покладемо Λ = I−λK, де K : H → H – цiлком неперервний оператор, f ∈ H,

I – одиничний оператор в H. Тодi (1.10) перепишеться у виглядi

Λx = f. (1.11)

Введемо у розгляд вiдповiдне до (1.11) однорiдне операторне рiвняння

Λx = 0, (1.12)

спряжене до (1.11) рiвняння

Λ∗y = g, (1.13)

та вiдповiдне спряжене однорiдне рiвняння

Λ∗y = 0, (1.14)

де Λ∗ = I − λK∗, K∗ – оператор, спряжений до оператора K.

Справедливими є наступнi твердження [53, с. 474].

Теорема 1.2.1 (Альтернатива Фредгольма). Або рiвняння (1.11) має при даному

λ один i лише один розв’язок для будь-якого f , або однорiдне рiвняння (1.12) має

ненульовий розв’язок.

Означення 1.2.2. Якщо при деякому λ однорiдне рiвняння λKx = x має не-

нульовi розв’язки, то 1
λ називається власним значенням оператора K, λ нази-

вається характеристичним значенням оператора K, а вiдповiднi їм розв’язки

називаються власними функцiями цього оператора.



37

Означення 1.2.3. Число λ називається регулярним значенням для операто-

ра K, що дiє в просторi H, якщо оператор (K − λI)−1 визначений на всьому

просторi H i є обмеженим.

Означення 1.2.4. Оператор K (1.9) називається симетричним, якщо ядро

K(t, s) є симетричним, тобто виконується рiвнiсть

K(t, s) = K∗(t, s) = K(s, t). (1.15)

Наведемо властивостi власних функцiй та власних значень симетричного опе-

ратора [85].

1. Власнi значення симетричного оператора – дiйснi, власнi функцiї симетрич-

ного оператора – дiйснозначнi.

2. Власнi функцiї симетричного оператора, що вiдповiдають рiзним власним

значенням є ортогональними.

3. Симетричний оператор має хоча б одне власне значення.

4. Кожний симетричний оператор або має нескiнченне число власних значень,

або є скiнченновимiрним.

Здобутки теорiї лiнiйних iнтегральних рiвнянь стали поштовхом до дослiд-

ження нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Зокрема, у роботi Гамерштейна [105] до-

кладно розглянуто iнтегральне рiвняння

x(t) =

b∫
a

K(t, s)f(s, x(s))ds (1.16)

в припущеннi, що лiнiйний iнтегральний оператор K (1.9) з симетричним ядром

(1.15) має тiльки додатнi власнi значення i для нього справедливою є альтернатива

Фредгольма [85, c. 257].

Метод Гаммерштейна спирається на теорему Гiльберта-Шмiдта та полягає в

приведеннi iнтегрального рiвняння (1.16) до системи алгебраїчних або трансцен-

дентних рiвнянь за допомогою системи ортонормованих власних функцiй опера-

тора K.
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Узагальнюючи нелiнiйне iнтегральне рiвняння (1.16), Урисоном було розгля-

нуто рiвняння

x(t) = λ

b∫
a

K(t, s, x(s))ds+ f(t). (1.17)

За допомогою методу послiдовних наближень, ним було показано, що при

f(t) ≥ 0 i деяких простих умовах, що накладаються на ядро K(t, s, x), iснує

iнтервал значень параметра λ, α < λ < β, коли при кожному λ з цього iнтерва-

лу рiвняння (1.17) має єдиний розв’язок x(t, λ), монотонно зростаючий з ростом

λ [74]. При цьому

lim
λ→α

x(t, λ) = 0, lim
λ→β

x(t, λ) = 0. (1.18)

Дослiдженню нелiнiйних та сингулярних рiвнянь присвячено роботи

М.О. Красносельського, Г.М. Вайнiкко, П.П. Забрейка [54], Т. Карлемана [100],

С.Г. Мiхлiна [71], М.I. Шкiля, П.Ф. Самусенка [82,114] та багатьох iнших матема-

тикiв. Важливим етапом в розвитку теорiї iнтегральних рiвнянь було створення

в 60-тi роки XX столiття теорiї псевдообернених операторiв, яка об’єднала в собi

теорiю широких класiв iнтегральних та диференцiальних операторiв i сприяла

вирiшенню ряда важливих проблем теорiї рiвнянь в частинних похiдних.

1.3. Огляд дослiджень нетерових крайових задач для iнтег-

ральних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь

Математичнi моделi на основi крайових задач виникають у радiотехнiцi, ме-

ханiцi, бiологiї та iнших областях природознавства. Саме тому крайовi задачi для

рiзних типiв рiвнянь є об’єктами дослiджень у багатьох областях математики:

теорiї нелiнiйних коливань, теорiї стiйкостi руху, теорiї керування, тощо. Завдяки

широкому колу теоретичних та практичних застосувань теорiя крайових задач є

одним з актуальних роздiлiв сучасної математики.
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Розглянемо крайову задачу для операторного рiвняння (1.11)

Ux =

 Λ

S

x =

 f

α

 , (1.19)

де W – векторний лiнiйний функцiонал, визначений в H, α ∈ H.

Однiєю iз прийнятих у лiтературi класифiкацiй лiнiйних крайових задач (1.19)

є класифiкацiя за розмiрнiстю ядра та коядра оператора U , яка запропонована

С.Г. Крейном [95]. Задачi типу (1.19) подiляються на

• нормально-розв’язнi (dim kerU =∞, dim kerU ∗ =∞);

• n-нормальнi (dim kerU <∞, dim kerU ∗ =∞);

• d-нормальнi (dim kerU =∞, dim kerU ∗ <∞);

• нетеровi (dim kerU < ∞, dim kerU ∗ < ∞), зокрема, якщо dim kerU =

= dim kerU ∗, то задача (1.19) – фредгольмова.

Одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї широкого класу функцiонально-

диференцiальних, iнтегро-диференцiальних рiвнянь, рiвнянь з iмпульсним впли-

вом традицiйно займають проблеми побудови конструктивних методiв аналiзу лi-

нiйних та слабконелiнiйних крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь.

Специфiка такого роду крайових задач полягає в тому, що у бiльшостi випадкiв

їх лiнiйна частина є оператором, який, у вiдповiдних просторах не має обернено-

го, що не дозволяє безпосередньо застосовувати традицiйнi методи дослiдження

крайових задач, якi базуються на використаннi принципу нерухомої точки. Не-

оборотнiсть оператора лiнiйної частини є наслiдком того, що число m крайових

умов не спiвпадає з порядком n операторної системи. Такого типу задачi, за на-

веденою вище термiнологiєю, є нетеровими (або iз нетеровою лiнiйною частиною)

i включають як недовизначенi, так i перевизначенi, як некритичнi, так i критичнi

крайовi задачi, якi вперше були розглянутi в роботах Р. Контi [101] та О.А. Бой-

чука [5,95,96], де було побудовано оригiнальнi алгоритми та конструктивнi схеми

дослiдження таких задач.
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Бiльш дослiдженими серед задач типу (1.19) є нетеровi та фредгольмовi кра-

йовi задачi, дослiдженню яких присвяченi роботи А.М. Самойленка [16,79–81,95,

113], М.О. Перестюка [19, 78], О.А. Бойчука [16, 91, 95, 96], М.Й. Ронто [80, 113],

Є.О. Гребенiкова, Ю.О. Рябова [32], I.Т. Кiгурадзе [38, 39], С.М. Чуйка [14, 18],

А.Ю. Лучки [61–64], В.П. Журавльова [8,33–36], В.А. Михайлеця [69,70] та бага-

тьох iнших вчених.

Зважаючи на те, що лiтература, пов’язана з дослiдженням крайових задач є

достатньо обширною, зупинимось лише на деяких працях з даної тематики. У

роботах А.М. Самойленка, О.А. Бойчука, В.П. Журавльова запропоновано ме-

тодику побудови узагальнено-оберненого (псевдооберненого) до лiнiйного нетеро-

вого оператора в банаховому (гiльбертовому) просторi. Використовуючи теорiю

псевдообернених операторiв, авторами отримано критерiї розв’язностi та структу-

ру розв’язкiв лiнiйних та слабконелiнiйних нетерових крайових задач для рiзних

класiв систем функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

Вiдома теорема С.M. Нiкольського [72] про загальний вигляд фредгольмових

операторiв у функцiональних просторах тiсно пов’язана з конструкцiєю Е. Шмiд-

та [21, с. 339], яка дозволяє знаходити узагальнено-обернений оператор до фред-

гольмового. Використовуючи теорему Ф.В. Аткiнсона [3] про загальний вигляд не-

терових операторiв у банахових просторах, у роботах А.М. Самойленка, О.А. Бой-

чука, В.П. Журавльова [10,95,96] запропоновано конструкцiю для узагальненого

обернення нетерових операторiв. В.П. Журавльовим було доведено теореми про

загальний вигляд узагальнено оборотних n− та d− нормальних операторiв, якi

узагальнюють теорему Ф.В. Аткiнсона [3] для нетерових операторiв.

На основi узагальнення вiдомої леми Е. Шмiдта [21] на випадок лiнiйних

обмежених нормально розв’язних операторiв у банахових просторах в роботi

О.А. Бойчука, В.П. Журавльова та О.О. Покутного [9] запропоновано конст-

рукцiю узагальнено-оберненого оператора до лiнiйного обмеженого нормально

розв’язного, ядро та образ якого доповнювальнi в цих просторах. Ця конструкцiя
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дозволяє отримати критерiй розв’язностi та формулу для зображення загального

розв’язку лiнiйних нормально розв’язних операторних рiвнянь.

До розв’язання iнтегральних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь застосовува-

лись наближенi методи, розробцi яких присвяченi роботи: чисельно-аналiтичний

метод – А.М. Самойленко, М.Й. Ронто [80, 113], рiзницевий метод – С.К. Году-

нов [28], В.Л. Макаров [24, 66, 67], проекцiйно-iтеративний метод – Ю.Д. Соко-

лов [83], А.Ю. Лучка [61–64].

Вiдзначимо, що чисельнi методи розв’язання крайових задач дають лише об-

числювальну схему для знаходження наближеного розв’язку задачi, а доведення

iснування точного розв’язку задачi, як правило, залишається поза розгляду.

У роботi А.М. Самойленка, О.А. Бойчука, С.А. Кривошеї [77] одержано кри-

терiй розв’язностi та дослiджено структуру множини розв’язкiв лiнiйної нете-

рової крайової задачi для систем таких рiвнянь. Розвиваючи цi дослiдження,

I.А. Бондар та О.А. Бойчуком дослiджено питання iснування та побудова розв’яз-

кiв лiнiйних та слабконелiнiйних нетерових крайових задач для систем iнтегро-

диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю [20, 98]. У роботах В.П. Журавльо-

ва [33,36] отримано умови iснування та представлення розв’язку лiнiйних крайо-

вих задач для iнтегральних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром у банахових

та гiльбертових просторах.

При математичному моделюваннi еволюцiї реальних процесiв з короткочасо-

вими збуреннями часто їх тривалiстю можна знехтувати i вважати, що цi збу-

рення носять "миттєвий" характер. Така iдеалiзацiя приводить до необхiдностi

дослiдження динамiчних систем з розривними траекторiями або, як їх часно на-

зивають, диференцiальнi системи з iмпульсним впливом.

М.М. Крилов та М.М. Боголюбов показали, що при дослiдженнi систем дифе-

ренцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом можна успiшно застосовувати асимп-

тотичнi методи нелiнiйної механiки. Систематичне вивчення математичних проб-

лем теорiї диференцiальних систем з iмпульсним впливом почалося у роботах

А.Д. Мишкiса, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка [78], А. Халаная, Д. Вексле-
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ра [87]. У подальшому, iдеї, закладенi у цих роботах, отримали свiй розвиток та

узагальнення у багаточисленних публiкацiях [19, 77, 91, 93, 95]. Стало зрозумiло,

що теорiю диференцiальних систем з iмпульсним впливом можна розвивати i для

дослiдження розв’язностi систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь [89,90].



43

РОЗДIЛ 2

ЛIНIЙНI IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ ТИПУ ФРЕДГОЛЬМА

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння та їх системи є математичними моделя-

ми рiзноманiтних фiзичних процесiв. Широта застосувань стала поштовхом до

iнтенсивного розвитку теорiї таких рiвнянь в останнi пiвстолiття. Зокрема, у

[77] встановлено умови iснування розв’язку крайових задач для систем iнтегро-

диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим ядром. У даному роз-

дiлi, вперше за допомогою теорiї псевдообернених операторiв, запропоновано пiд-

хiд до дослiдження нетерових задач для iнтегральних рiвнянь, ядра яких не є

виродженими. Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi та загальний

вигляд розв’язкiв слабкозбурених iнтегральних рiвнянь i крайових задач для них.

2.1. Крайовi задачi для лiнiйних iнтегральних рiвнянь типу

Фредгольма

Розглядається лiнiйна неоднорiдна крайова задача для iнтегрального рiвняння

x(t) = f(t) +

b∫
a

K(t, s)x(s)ds, (2.1)

Sx(·) = α. (2.2)

Тут K(t, s) – ядрo, сумовне з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

f ∈ L2[a, b], x ∈ L2[a, b], S – обмежений лiнiйний функцiонал, визначений

в L2[a, b], S = col
(
S1, S2, . . . , Sp

)
: L2[a, b] → Rp, Si : L2[a, b] → R,

α = col
(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp.

Знайдемо необхiдну та достатнью умови iснування розв’язку як iнтегрального

рiвняння (2.1), так i крайової задачi (2.1), (2.2) для такого рiвняння.
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Дослiдимо спочатку iнтегральне рiвняння (2.1). Для цього зведемо його до

злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь, оскiльки для неї вже розроблено

пiдходи знаходження умов розв’язностi.

Нехай {ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b]. Введемо у

розгляд наступнi позначення

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt, aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds. (2.3)

Застосовуючи позначення (2.3) до iнтегрального рiвняння (2.1), отримаємо злi-

ченновимiрну систему алгебраїчних рiвнянь

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi, i = 1,∞, (2.4)

∞∑
i=1

|xi|2 < +∞. (2.5)

Для зручностi подальших викладок, запишемо систему (2.4) у виглядi опера-

торного рiвняння у просторi `2

Λz = g, (2.6)

де
z = col

(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2,

g = col
(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

(2.7)

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


. (2.8)

Згiдно з [95, c. 69], для системи (2.6) є справедливим наступний результат.
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Теорема 2.1.1. Однорiдна система (2.6) (g = 0) має розв’язок z ∈ `2

z = PΛc, c ∈ `2. (2.9)

Неоднорiдна система (2.6) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується

умова

PΛ∗g = 0 (2.10)

та має розв’язок z ∈ `2

z = PΛc+ Λ+g, c ∈ `2. (2.11)

Тут PΛ – матриця-ортопроектор на нуль-простiр N(Λ) оператора Λ, PΛ∗ –

матриця-ортопроектор на нуль-простiр N(Λ∗) оператора Λ∗, Λ+ – псевдообернена

(за Муром–Пенроузом) до Λ матриця. Наведенi вище матрицi обчислюються за

формулами (1.3), (1.4) [95, с. 501].

Зазначимо, що оператор Λ, який фiгурує у лiвiй частинi операторного рiвняння

(2.6), має вигляд Λ = I −K, де K : `2 → `2 – оператор

(Kw)(t) =

b∫
a

K(t, s)w(s)ds, (2.12)

який, залежно вiд властивостей ядра K(t, s), може мати досить

складну структуру. Однiєю iз прийнятих у лiтературi класифiка-

цiй таких операторiв Λ, як зазначалося в роздiлi 1, є класифiка-

цiя за розмiрнiстю їх ядер та ядер спряжених до них операторiв

Λ∗ : `2 → `2 [95, с. 22].

У нашому випадку, так як K(t, s) є сумовним з квадратом ядрoм, оператор K

є цiлком неперервним i, як вiдомо, для оператора Λ є справедливою альтернатива

Фредгольма [37, с. 481]. Отже, ядро та коядро оператора Λ є скiнченновимiрними

та мають однакову розмiрнiсть (dimkerΛ = dimkerΛ∗ = r < ∞) i оператор Λ є

фредгольмовим (нульового iндексу ind Λ = 0). Тобто, зображення розв’язкiв (2.9)

та (2.11) є r-параметричними сiм’ями розв’язкiв однорiдного та неоднорiдного
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рiвнянь (2.1) вiдповiдно, а кiлькiсть лiнiйно-незалежних умов розв’язностi (2.10)

дорiвнює r.

Таким чином, в цьому випадку, теорема 2.1.1 перепишеться у наступному виг-

лядi.

Теорема 2.1.2. Однорiдна система (2.6) (g = 0) має r-параметричну сiм’ю

розв’язкiв z ∈ `2

z(cr) = PΛrcr, ∀cr ∈ Rr. (2.13)

Неоднорiдна система (2.6) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконують-

ся r лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0 (2.14)

та має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2 вигляду

z(cr) = PΛrcr + Λ+g, ∀cr ∈ Rr. (2.15)

Тут PΛr – матриця, яка складається iз повної системи r лiнiйно-незалежних

стовпчикiв матрицi-ортопроектора PΛ, PΛ∗
r
– матриця, яка складається iз повної

системи r лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора PΛ∗.

Вiд розв’язку (2.15) алгебраїчної системи (2.6), за теоремою Рiса-Фiшера

[37, с. 171], перейдемо до розв’язку iнтегрального рiвняння (2.1). Справдi, iснує

елемент x ∈ L2[a, b] такий, що xi, i = 1,∞, якi визначаються iз системи (2.4), є

його коефiцiєнтами Фур’є, тобто має мiсце представлення

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, (2.16)

де

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
, (2.17)

{ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].

У роботi [27, с. 266] показано, що елемент x(t), який визначається спiввiдно-

шенням (2.16), i є шуканим розв’язком вихiдного рiвняння (2.1).
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Отже, використовуючи теорему 2.1.2 для злiченновимiрної системи алгеб-

раїчних рiвнянь, отримаємо наступний критерiй розв’язностi для вихiдного iн-

тегрального рiвняння (2.1).

Теорема 2.1.3. Однорiдне рiвняння (2.1) (f(t) = 0) має r-параметричну сiм’ю

розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t, cr) = Φ(t)PΛrcr, ∀cr ∈ Rr. (2.18)

Неоднорiдне рiвняння (2.1) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконуєть-

ся r лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0 (2.19)

та має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду

x(t, cr) = Φ(t)PΛrcr + Φ(t)Λ+g, ∀cr ∈ Rr. (2.20)

Наведенi вище результати набувають бiльш конкретного вигляду, якщо на-

класти на ядро K(t, s) iнтегрального оператора (2.12) додатковi умови. Припус-

тимо, що ядро K(t, s), яке фiгурує у формулi (2.12), є симетричним, тобто спра-

ведлива рiвнiсть (1.15).

Замiсть повної ортонормальної системи функцiй {ϕi(t)}∞i=1 можна взяти

лiнiйно-незалежну систему власних функцiй симетричного оператора (2.12), що

визначаються iз спiввiдношень

ϕi(t) = λi

b∫
a

K(t, s)ϕi(s)ds, (2.21)

де λi – характеристичнi числа оператора (2.12).

Власнi функцiї симетричного оператора є ортогональними [85, с. 140], тому

матриця Λ, в даному випадку, набуде дiагонального вигляду
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Λ =



λ1−1
λ1

0 . . . 0 . . .

0 λ2−1
λ2

. . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λi−1
λi

. . .

. . . . . . . . . . . . . . .


. (2.22)

Можливими є такi два випадки:

1) некритичний випадок (усi характеристичнi числа λi 6= 1);

2) критичний випадок (iснує таке i, при якому характеристичне число λi = 1).

Розглянемо спочатку некритичний випадок. Очевидно, що дiагональна матри-

ця Λ має обернену

Λ−1 =



λ1
λ1−1 0 . . . 0 . . .

0 λ2
λ2−1 . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λi
λi−1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


= Λ+, (2.23)

i згiдно формул (1.4)

PΛr = PΛ∗
r

= 0. (2.24)

Врахувавши у зображеннi (2.18) та умовах (2.19), рiвнiсть (2.24), переконує-

мося, що умови розв’язностi неоднорiдного рiвняння (2.1) завжди виконуються, i

однорiдне рiвняння (2.1) має єдиний розв’язок x(t) = 0.

Єдиний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2.1), згiдно iз зображенням (2.20),

позначеннями (2.7), (2.3), (2.17) та виразами (2.23), (2.24), буде мати наступний

вигляд

z = Λ+g = col
(
λ1f1
λ1−1 ,

λ2f2
λ2−1 , . . . , λifi

λi−1 , . . .
)

=

= col

(
λ1
λ1−1

b∫
a

f(t)ϕ1(t)dt,
λ2
λ2−1

b∫
a

f(t)ϕ2(t)dt, . . . , λi
λi−1

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt, . . .

)
,
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x(t) = Φ(t)Λ+g =
∞∑
i=1

λiϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds =

= f(t) +
∞∑
i=1

ϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds.

(2.25)

Отже, теорема 2.1.3 у випадку симетричного ядра матиме наступний вигляд.
Теорема 2.1.4. Однорiдне рiвняння (2.1) (f(t) = 0) має єдиний розв’язок

x(t) = 0. (2.26)

Неоднорiдне рiвняння (2.1) завжди є розв’язним та має єдиний розв’язок

x ∈ L2[a, b]

x(t) =
∞∑
i=1

λiϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds. (2.27)

Тепер розглянемо критичний випадок. Нехай iснує власне значення λi = 1

оператора (2.12) кратностi r i ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕr(t) – лiнiйно-незалежнi власнi

функцiї, що вiдповiдають цьому власному значенню. Тодi, використовуючи фор-

мули (1.3), (1.4), отримаємо

Λ+ =



0 0 . . . 0 0 . . .

0 0 . . . 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . .

0 0 . . . 0 λr+1

λr+1−1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


, (2.28)

PΛr =



1 0 . . . 0 0 . . .

0 1 . . . 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 . . .

0 0 . . . 0 0 . . .


, PΛ∗

r
=



1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .


(2.29)
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i розв’язок однорiдної системи (2.6) має вигляд

z = col
(
c1, c2, . . . , cr, 0, . . .

)
, ∀ci ∈ R, i = 1, r.

При виконаннi умов (2.14)

fi = 0, i = 1, r,

розв’язок неоднорiдної системи (2.6) матиме вигляд

z = col
(
c1, c2, . . . , cr,

λr+1fr+1

λr+1−1 ,
λr+2fr+2

λr+2−1 , . . .
)
, ∀ci ∈ R, i = 1, r. (2.30)

Однорiдне рiвняння (2.1), згiдно (2.18), (2.17) i (2.29), матиме розв’язок, який

зображується у виглядi

x(t) =
r∑
i=1

ciϕi(t), ∀ci ∈ R, i = 1, r, (2.31)

а умови (2.19), згiдно (2.3), (2.7), (2.29), мають вигляд

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt = 0, i = 1, r. (2.32)

Зображення (2.20) для розв’язку неоднорiдного рiвняння (2.1) iз використанням

формул (2.3), (2.7), (2.17), (2.28), (2.31) набирає вигляду

x(t) =
r∑
i=1

ciϕi(t) +
∞∑

i=r+1

λiϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds, ∀ci ∈ R, i = 1, r. (2.33)

Отже, у критичному випадку теорему 2.1.3 можна переформулювати таким

чином.

Теорема 2.1.5. Однорiдне рiвняння (2.1) (f(t) = 0) має r-параметричну сiм’ю

розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду (2.31). Неоднорiдне рiвняння (2.1) є розв’язним

тодi i тiльки тодi, коли виконуються r лiнiйно-незалежних умов (2.32) та

має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду (2.33).

Зауважимо, що низку робiт присвячено дослiдженню скiнченно сингулярних

операторiв (finitely singular operator) [110, с. 14]. Вiдомо [110, с. 18], наприклад,

що якщо оператори Λ та Λ∗ є скiнченно-сингулярними, то Λ буде нетеровим.
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2.1.1. Критерiй розв’язностi лiнiйної неоднорiдної крайової задачi.

Повернемося тепер до розгляду питання iснування та структури розв’язку крайо-

вої задачi (2.1), (2.2). Очевидно, що навiть, якщо iнтегральне рiвняння (2.1) має

розв’язок, то вiн може не задовольняти крайову умову (2.2). Тобто нам потрiбно

знайти такi умови на коефiцiєнти вихiдної задачi, при яких це виконуватиметься.

Згiдно з теоремою 2.1.3, якщо виконується умова (2.19), розв’язок лiнiйного не-

однорiдного iнтегрального рiвняння (2.1) має вигляд (2.20). Для того, щоб цей

розв’язок був розв’язком крайової задачi (2.1), (2.2), необхiдно i достатньо, щоб

вiн задовольняв умову (2.2), тобто, щоб iснував такий вектор параметрiв cr ∈ Rr,

r = dimkerΛ = dimkerΛ∗ <∞, що фiгурує у представленнi (2.20), який задоволь-

няє алгебраїчну систему

Qcr = α− SΦ(·)Λ+g, (2.34)

де (p× r)-вимiрна матриця Q має вигляд

Q = SΦ(·)PΛr . (2.35)

Згiдно критерiю розв’язностi системи (2.34) [95, с. 69], така вектор константа

cr ∈ Rr iснує тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PQ∗
d1

(α− SΦ(·)Λ+g) = 0, d1 = p− rankQ,

та має вигляд

cr = PQd2cd2 +Q+(α− SΦ(·)Λ+g), ∀cd2 ∈ Rd2, d2 = r − rankQ. (2.36)

Тут (r × d2)-вимiрна матриця PQd2 складається iз повної системи d2 лiнiйно-

незалежних стовпчикiв матрицi-ортопроектора PQ, (d1 × p)-вимiрна матри-

ця PQ∗
d1

складається iз повної системи d1 лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi-

ортопроектора PQ∗, (r × p)-вимiрна матриця Q+ є псевдооберненою (за Муром–

Пенроузом) до матрицi Q.



52

Пiдставляючи (2.36) в (2.20), отримаємо загальний розв’язок крайової задачi

(2.1), (2.2)

x(t, cd2) = Φ(t)(PΛrPQd2cd2 + PΛrQ
+(α− SΦ(·)Λ+g) + Λ+g), ∀cd2 ∈ Rd2.

Отже, справедливим є наступний критерiй розв’язностi лiнiйної неоднорiдної

крайової задачi (2.1), (2.2).

Теорема 2.1.6. Однорiдна крайова задача (2.1), (2.2) (f(t) = 0, α = 0) має d2-

параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t, cd2) = Φ(t)PΛrPQd2cd2, ∀cd2 ∈ Rd2.

Неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

виконуються r + d1 лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0, (2.37)

PQ∗
d1

(α− SΦ(·)Λ+g) = 0, (2.38)

i має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b] вигляду

x(t, cd2) = Φ(t)(PΛrPQd2cd2 + PΛrQ
+(α− SΦ(·)Λ+g) + Λ+g), ∀cd2 ∈ Rd2. (2.39)

2.1.2. Крайова задача для рiвняння з симетричним оператором.

Розглянемо випадок, коли оператор K, який визначається зображенням (2.12),

є симетричним. За цiєї умови, можна отримати бiльш уточненi результати i тео-

рема 2.1.6 набуде бiльш конкретного вигляду. Як i ранiше, можливими є такi два

випадки:

1) некритичний випадок (усi характеристичнi числа λi 6= 1);

2) критичний випадок (iснує таке i, при якому характеристичне число λi = 1).

У некритичному випадку (тобто, коли усi λi 6= 1) справедлива теорема 2.1.4,

тобто лiнiйне однорiдне iнтегральне рiвняння (2.1) (f(t) = 0) має лише нульовий

розв’язок, а лiнiйне неоднорiдне iнтегральне рiвняння (2.1) має єдиний розв’я-

зок вигляду (2.27). Очевидно, що x(t) = 0 задовольняє однорiдну умову (2.2)
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(α = 0) i, отже, однорiдна крайова задача (2.1), (2.2) (f(t) = 0, α = 0) має єди-

ний розв’язок. Неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) буде розв’язною лише тодi,

коли розв’язок неоднорiдного iнтегрального рiвняння (2.1) задовольнятиме умову

(2.2), тобто повинна виконуватись жорстка умова на неоднорiднiсть α у крайовiй

умовi

Sx(·) =
∞∑
i=1

λi
λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)dsSϕi(·) = α. (2.40)

Врахувавши рiвнiсть (2.24), позначення (2.35), а також формули

(1.3), (1.4), переконуємося, що

Q = 0, PQd2 = PQ∗
d1

= I. (2.41)

Використавши рiвностi (2.41), теорему 2.1.6 для лiнiйної неоднорiдної крайової

задачi (2.1), (2.2) можна сформулювати у такому виглядi.

Теорема 2.1.7. Однорiдна крайова задача (2.1), (2.2) (f(t) = 0, α = 0) має єди-

ний розв’язок

x(t) = 0. (2.42)

Неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

виконуються p умов

∞∑
i=1

λi
λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)dsSνϕi(·) = αν, ν = 1, p (2.43)

та має єдиний розв’язок x ∈ L2[a, b]

x(t) =
∞∑
i=1

λiϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds. (2.44)

Розглянемо критичний випадок, тобто нехай iснує власне значення оператора

(2.12) λi = 1 кратностi r. Тодi, згiдно з теоремою 2.1.5, якщо виконується умова

(2.32), розв’язок лiнiйного неоднорiдного iнтегрального рiвняння (2.1) має вигляд
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(2.33). Для того, щоб цей розв’язок був розв’язком крайової задачi (2.1), (2.2), не-

обхiдно i достатньо, щоб вiн задовольняв умову (2.2), тобто щоб вектор параметрiв

cr ∈ Rr, що фiгурує у представленнi (2.33), задовольняв алгебраїчну систему

Qcr = α−
∞∑

i=r+1

λi
λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)dsSϕi(·), (2.45)

де (p× r)-вимiрна матриця Q має вигляд

Q =


S1ϕ1(·) S1ϕ2(·) . . . S1ϕr(·)

S2ϕ1(·) S2ϕ2(·) . . . S2ϕr(·)

. . . . . . . . . . . .

Spϕ1(·) Spϕ2(·) . . . Spϕr(·)

 .

Використавши критерiй розв’язностi системи (2.45) [95, с. 69], теорема 2.1.6

набуде наступного вигляду.
Теорема 2.1.8. Однорiдна крайова задача (2.1), (2.2) (f(t) = 0, α = 0) має d2-

параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t) =
r∑
i=1

d2∑
j=1

cjpqijϕi(t), ∀cj ∈ R. (2.46)

Неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

виконуються r лiнiйно-незалежних умов (2.32) та d1 лiнiйно-незалежних умов

p∑
ν=1

pq∗kν

αν − ∞∑
i=r+1

λi
λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)dsSνϕi(·)

 = 0, k = 1, d1, (2.47)

i має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x ∈ L2[a, b]

x(t) =
r∑
i=1

d2∑
j=1

cjpqijϕi(t)+

+
r∑
i=1

p∑
ν=1

q+
jν

αν − ∞∑
i=r+1

λi
λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)dsSνϕi(·)

ϕj(t)+

+
∞∑

i=r+1

λiϕi(t)

λi − 1

b∫
a

f(s)ϕi(s)ds, ∀cj ∈ R. (2.48)
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Тут pqij , pq∗kν та q+
jν – елементи матриць PQd2 , PQ∗

d1
та Q+ вiдповiдно.

Зауваження 2.1.1. Якщо ядро K(t, s) iнтегрального оператора (2.12) є

виродженим, то отриманi в цьому пiдроздiлi результати збiгаються iз резуль-

татами роботи [77].

2.2. Слабкозбуренi лiнiйнi iнтегральнi рiвняння типу Фред-

гольма

У бiльшостi публiкацiй, що стосуються дослiдження питань iснування та по-

будови розв’язкiв (точних чи наближених) нетерових крайових задач для лiнiй-

них iнтегральних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь або розглядається випадок

виродженого ядра iнтегрального оператора [96], [6], [15], [36], або робиться припу-

щення про єдинiсть розв’язку розглядуваної задачi [62], [63].

У даному пiдроздiлi, використовуючи апарат псевдообернених матриць,

висвiтлюється один з можливих пiдходiв до вiдшукання умов бiфуркацiї розв’яз-

кiв слабкозбуреного iнтегрального рiвняння, ядра якого є невиродженими.

Розглянемо у гiльбертовому просторi L2[a, b] слабкозбурене лiнiйне iнтег-

ральне рiвняння

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds. (2.49)

Тут K(t, s), K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

f ∈ L2[a, b], x ∈ L2[a, b], ε << 1 – малий параметр.

Ставиться питання знаходження умов бiфуркацiї розв’язкiв та їх структури

слабкозбуреного iнтегрального рiвняння (2.49), за умови, що породжуюче рiвнян-

ня

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

тобто рiвняння (2.1), не має розв’язку.
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Застосовуючи пiдхiд, використаний в пiдроздiлi 2.1 до рiвняння (2.1), зведемо

рiвняння (2.49) до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь. Враховуючи

(2.3) та ввiвши додатково у розгляд iнтеграли Гiльберта

ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, i, j = 1,∞, (2.50)

отримаємо злiченновимiрну систему алгебраїчних рiвнянь зi збуреннями

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi + ε
∞∑
j=1

ãijxj, i = 1,∞, (2.51)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞. (2.52)

Запишемо систему (2.51) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2

Λz = g + εΛ1z, (2.53)

де матриця Λ та вектор-стовпчики z, g визначаються формулами (2.7), (2.8):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

а матриця Λ1 має вигляд

Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


. (2.54)



57

Породжуюче для операторного рiвняння (2.53) рiвняння має вигляд (2.6)

Λz = g.

Як зазначалося ранiше, оператор Λ : `2 → `2 має вигляд Λ = I − K, де

I : `2 → `2 — одиничний, K : `2 → `2 — цiлком неперервний оператори. Отже, Λ –

фредгольмовий оператор (нетеровий оператор нульового iндексу) [65, с. 188], [96].

Таким чином, для рiвняння (2.6) справедлива теорема 2.1.2.

Породжуюче рiвняння (2.2) не має розв’язку, тобто умова (2.14) не виконуєть-

ся. Виникає питання: чи можна за допомогою лiнiйного збурення Λ1 зробити рiв-

няння (2.53), а отже, i рiвняння (2.49) розв’язними?

Як вiдомо [57, с. 60], малi збурення зберiгають фредгольмовiсть оператора,

тобто оператор (Λ− εΛ1) є фредгольмовим, що дозволяє використати при дослi-

дженнi рiвняння (2.53) класичнi методики.

Використовуючи метод Вiшика-Люстерника та теорiю псевдообернених опе-

раторiв, знайдемо умови бiфуркацiї розв’язкiв та їх структуру слабкозбуреного

неоднорiдного рiвняння (2.49), при умовi, що породжуюче рiвняння (2.2), а, отже,

i операторне рiвняння (2.2), не мають розв’язкiв.

2.2.1. Загальний вигляд розв’язку слабкозбуреного iнтегрального

рiвняння. Застосуємо метод Вiшика-Люстерника [22] для вiдшукання умови

виникнення розв’язку рiвняння (2.53) у виглядi частини ряду за степенями мало-

го параметра ε зi скiнченним числом доданкiв, якi мiстять вiд’ємнi степенi ε. У

розглядуваному випадку розв’язок рiвняння (2.53) будемо шукати у виглядi ряду

z = z(ε) =
∞∑

k=−1

εkzk. (2.55)

Пiдставимо ряд (2.55) у рiвняння (2.53) та прирiвняємо коефiцiєнти при одна-

кових степенях ε. При ε−1 для знаходження z−1 отримаємо однорiдне рiвняння

Λz−1 = 0. (2.56)
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Згiдно з теоремою 2.1.2, однорiдне рiвняння (2.56) завжди має розв’язок

z−1 = PΛrc−1, ∀c−1 ∈ Rr, (2.57)

де вектор-стовпчик c−1 буде визначено з умови розв’язностi рiвняння вiдносно z0.

При ε0 для визначення z0 одержимо неоднорiдне рiвняння

Λz0 = g + Λ1z−1. (2.58)

За теоремою 2.1.2 умова розв’язностi рiвняння (2.58) має вигляд

PΛ∗
r
(g + Λ1z−1) = 0. (2.59)

Пiдставимо вираз для z−1 (2.57) у вказану умову розв’язностi (2.59). Звiдси отри-

маємо алгебраїчну систему вiдносно c−1 ∈ Rr

B0c−1 = −PΛ∗
r
g, (2.60)

де матриця B0 розмiрностi (r × r) має вигляд

B0 := PΛ∗
r
Λ1PΛr . (2.61)

Для того, щоб система (2.60) була розв’язною, необхiдно i достатньо, щоб ви-

конувалась умова

PB∗
0
PΛ∗

r
g = 0. (2.62)

Якщо виконується умова

PB∗
0
PΛ∗

r
= 0, (2.63)

то умова (2.62) буде виконуватись i система (2.60) буде розв’язною вiдносно c−1:

c−1 = PB0
ĉ−1 + c̃−1, c̃−1 := −B0

+PΛ∗
r
g. (2.64)

Зазначимо, що за припущення

PB0
= 0, (2.65)
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система (2.60) матиме єдиний розв’язок вигляду

c−1 = c̃−1 = −B0
+PΛ∗

r
g. (2.66)

Звiдси випливає, згiдно (2.65), що коефiцiєнт z−1 у розкладi ряду (2.55) визна-

чається наступним чином:

z−1 = −PΛrB0
+PΛ∗

r
g. (2.67)

Пiдставивши у (2.58) вираз (2.67), отримаємо

Λz0 = g − Λ1PΛrB0
+PΛ∗

r
g. (2.68)

Рiвняння (2.68), при виконаннi умови (2.63), має розв’язок

z0 = PΛrc0 + z̃0, (2.69)

де c0 — вектор констант, який буде визначено на наступному кроцi з умови розв’яз-

ностi рiвняння для z1, z̃0 — частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2.68):

z̃0 = Λ+(g − Λ1PΛrB0
+PΛ∗

r
g). (2.70)

При ε1 для визначення z1 одержимо лiнiйне неоднорiдне рiвняння

Λz1 = Λ1z0. (2.71)

Згiдно з теоремою 2.1.2, рiвняння (2.71) має розв’язок тодi i лише тодi, коли

виконується умова розв’язностi

PΛ∗
r
Λ1z0 = 0. (2.72)

Або ж, враховуючи вирази (2.72) та (2.69), отримаємо рiвняння вiдносно еле-

мента c0

B0c0 = −PΛ∗
r
Λ1z̃0. (2.73)

Система (2.73), за виконання умови (2.63), має розв’язок. За умови (2.65) си-

стема (2.73) має єдиний розв’язок у виглядi

c0 = −B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃0. (2.74)
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Пiдставивши (2.74) у (2.69), отримаємо розв’язок рiвняння (2.68)

z0 = z̃0 − PΛrB0
+PΛ∗

r
Λ1z̃0. (2.75)

Якщо умова (2.72) справджується, то рiвняння (2.71) має сiм’ю розв’язкiв

z1 = PΛrc1 + z̃1, (2.76)

де z̃1 – частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2.71) має вигляд

z̃1 = Λ+Λ1z0, (2.77)

а довiльний елемент c1 буде визначено на наступному кроцi з умови розв’язностi

рiвняння для z2.

Використовуючи метод математичної iндукцiї, для знаходження коефiцiєнтiв

zk ряду (2.55) на кожному наступному кроцi отримуємо рiвняння

Λzk = Λ1zk−1. (2.78)

При тiй же умовi (2.63) рiвняння (2.78) має розв’язок

zk = PΛrck + z̃k, ∀k ≥ 1, (2.79)

де частинний розв’язок z̃k неоднорiдного рiвняння (2.78) має вигляд

z̃k = Λ+Λ1zk−1. (2.80)

Елемент ck, при виконаннi умови (2.65), однозначно визначається формулою

ck = −B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃k. (2.81)

Пiдставивши вирази для zk, k = −1,∞ в ряд (2.55), отримаємо

z =
PΛrc−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrck + z̃k), (2.82)

де

ck =

−B0
+PΛ∗

r
g, якщо k = −1;

−B0
+PΛ∗

r
Λ1z̃k, якщо k = 0,∞.

(2.83)
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Аналогiчно [96] ряд (2.82) буде збiжним при достатньо малих фiксованих

ε ∈ (0, ε∗].

Отже, справджується наступна теорема.

Теорема 2.2.1. Нехай породжуюче для рiвняння (2.53) рiвняння (2.6) є нероз-

в’язним. Тодi, якщо виконуються умови (2.63), (2.65), то рiвняння (2.53) буде

мати єдиний розв’язок у виглядi збiжного при достатньо малих фiксованих

ε ∈ (0, ε∗] ряду (2.82).

Використовуючи отриманi результати для слабкозбуреного рiвняння (2.53), ми

можемо тепер зробити висновок про iснування розв’язку вихiдного слабкозбуре-

ного iнтегрального рiвняння (2.49). Для цього використаємо перехiд, який був

описаний у пiдроздiлi 2.1 для iнтегрального рiвняння (2.1). Згiдно нього, анало-

гiчно роботi [27, с. 266], можна зробити висновок про те, що множина елементiв

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z

є шуканою сiм’єю розв’язкiв вихiдного рiвняння (2.49).

Отже, тепер ми можемо сформулювати критерiй розв’язностi для вихiдного

слабкозбуреного iнтегрального рiвняння (2.49). Застосуємо результати теореми

2.2.1 для рiвняння (2.53) до iнтегрального рiвняння (2.49).

Теорема 2.2.2. Припустимо, що породжуюче рiвняння (2.2) є нерозв’язним.

Тодi, якщо виконується умови

PB∗
0
PΛ∗

r
= 0, PB0

= 0,

то iнтегральне рiвняння (2.49) буде мати єдиний розв’язок x ∈ L2[a, b] у виглядi

ряду з сингулярнiстю в точцi ε = 0:

x(t) = Φ(t)

(
PΛrc−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrck + z̃k)

)
, (2.84)

який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].
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Зауваження 2.2.1 Умова (2.63) є достатньою умовою бiфуркацiї розв’язку

рiвняння (2.53). Якщо умова (2.63) не виконується, то розв’язок рiвняння (2.53)

у виглядi ряду (2.55) не iснує, але може iснувати розв’язок у виглядi части-

ни ряду типу (2.55) за степенями малого параметра ε починаючи iз -2, -3, ...

[95, с. 213]. Зокрема, розв’язок рiвняння (2.53), при виконаннi додаткової умови

можна шукати у виглядi ряду

z =
∞∑

k=−2

εkzk.

2.2.2. Приклад. Проiлюструємо наведенi вище теоретичнi викладки на

конкретному прикладi. Розглянемо iнтегральне рiвняння

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t) + ε

π∫
0

K1(t, s)x(s)ds. (2.85)

Породжуюче для нього рiвняння має вигляд

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t). (2.86)

У нашому випадку ядро K(t, s) є виродженим та симетричним. Отже, за систему

{ϕi(t)}∞i=1 ми можемо взяти систему власних функцiй оператора

(Kw)(t) =
2

π

π∫
0

cos(t+ s)w(s)ds. (2.87)

Неважко переконатись, що ортонормованi функцiї ϕ1(t) =
√

2
π cos t i

ϕ2(t) =
√

2
π sin t є власними функцiями оператора (2.87), якi вiдповiдають

характеристичним числам λ1 = 1 i λ2 = −1 вiдповiдно.

Зведемо рiвняння (2.85) та (2.86) до рiвнянь виду (2.53) та (2.6). Використавши

позначення (2.3), (2.50), отримаємо

Λz = g + εΛ1z, (2.88)
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Λz = g, (2.89)

Λ =

0 0

0 2

 , z =

x1

x2

 , g =

 f1

f2

 , Λ1 =

ã11 ã12

ã21 ã22

 , (2.90)

x1 =

√
2

π

π∫
0

x(t) cos tdt, x2 =

√
2

π

π∫
0

x(t) sin tdt, (2.91)

f1 =

√
2

π

π∫
0

f(t) cos tdt, f2 =

√
2

π

π∫
0

f(t) sin tdt, (2.92)

ã11 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t cos sdtds, ã12 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t sin sdtds,

ã21 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t cos sdtds, ã22 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t sin sdtds.

(2.93)

Використовуючи формули (1.3), (1.4), знаходимо

Λ+ =

0 0

0 1
2

 , PΛ = PΛ∗ =

1 0

0 0

 . (2.94)

В нашому випадку одиниця є власним значенням оператора (Kw)(t) кратностi

1. Тобто, ми маємо критичний випадок. I, згiдно з теоремою 2.1.2, справедливим

є наступний результат.

Теорема 2.2.3. Однорiдне рiвняння (2.89) (g = 0) має розв’язок

z =

 c

0

 , ∀c ∈ R. (2.95)

Неоднорiдне рiвняння (2.89) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконується

умова
π∫

0

f(t) cos tdt = 0 (2.96)

та має розв’язок

z =

 c

1√
2π

π∫
0

f(t) sin tdt

 , ∀c ∈ R. (2.97)
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При рiзних неоднорiдностях f(t) умова розв’язностi (2.96) може виконуватись

або не виконуватись. Наприклад, що при f(t) = sin t вона виконується, i розв’я-

зок рiвняння (2.89) матиме вигляд z = col(c,
√

π
8 ). Однак, очевидно, умова (2.96)

виконується не для усiх функцiй f(t). Зокрема, при f(t) = cos t ця умова не

виконується, тобто неоднорiдне рiвняння (2.89) не має розв’язку. Спробуємо пiдi-

брати ядро K1(t, s) таким чином, щоб рiвняння (2.88) мало розв’язок у виглядi

ряду (2.55). Для цього скористаємося теоремою 2.1.2, тобто перевiримо виконання

умови (2.63). Згiдно (2.90), (2.94), маємо

B0 =
(

1 0
)ã11 ã12

ã21 ã22

 1

0

 = ã11. (2.98)

Якщо

ã11 6= 0, (2.99)

то, використовуючи формули (1.4), отримуємо

PB0
= PB∗

0
= 0.

Отже, за припущення (2.99), виконуються умови (2.63) i (2.65), i ми можемо

побудувати єдиний розв’язок рiвняння (2.88) у виглядi ряду (2.55). Умова (2.99)

виконується, наприклад, якщо K1(t, s) = cos(t− s). Справдi, скориставшись фор-

мулами (2.61), (2.93), (2.94), маємо

Λ1 =

π
2 0

0 π
2

 , B0 =
π

2
.

Проiлюструємо алгоритм (2.56)-(2.83) побудови ряду (2.55). Згiдно (2.57),

(2.64), маємо

c−1 = −B0
+PΛ∗

r
g = −2

π

(
1 0

)√π
2

0

 = −
√

2

π
,

z−1 = PΛrc−1 =

−√ 2
π

0

 .
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Продовжуючи цей процес за формулами (2.79)-(2.81), переконуємося, що

zk = 0, ∀k ≥ 0,

i ряд (2.55) обривається на першому доданку, тобто розв’язок рiвняння (2.88) має

вигляд

z = z(ε) = −
√

2

ε
√
π
,

а розв’язок рiвняння (2.85), згiдно з теоремою 2.2.2, є таким:

x(t) = − 2

πε
cos t.

Зауваження 2.2.2. Якщо у рiвняннi (2.85) замiсть ядра

K(t, s) = 2
π cos(t + s) розглядати довiльне симетричне ядро, у якого одини-

ця є власним значенням кратностi r, то умова (2.99) набуде вигляду

detB0 6= 0, B0 =


ã11 ã12 . . . ã1r

ã21 ã22 . . . ã2r

. . . . . . . . . . . .

ãr1 ãr2 . . . ãrr

 . (2.100)

2.3. Бiфуркацiя розв’язкiв лiнiйних крайових задач для iн-

тегральних рiвнянь типу Фредгольма

Використовуючи результати, отриманi в пiдроздiлах 2.1 та 2.2, висвiтлимо

один iз можливих пiдходiв до вiдшукання умов бiфуркацiї розв’язкiв слабкозбу-

реної лiнiйної крайової задачi для iнтегрального рiвняння, ядро якого є невиро-

дженим.

Розглянемо у гiльбертовому просторi L2[a, b] слабкозбурену лiнiйну крайову

задачу для iнтегрального рiвняння

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds, (2.101)
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Sx(·) = α + εJx(·). (2.102)

Тут K(t, s), K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

f, x ∈ L2[a, b], S = col
(
S1, S2, . . . , Sp

)
: L2[a, b] → Rp i

J = col
(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b] → Rp – обмеженi лiнiйнi векторнi функ-

цiонали, Si, Ji : L2[a, b] → R, α = col
(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp, ε << 1 – малий

параметр.

Ставиться питання знаходження умов бiфуркацiї розв’язкiв та їх структури

слабкозбуреної крайової задачi (2.101), (2.102), при умовi, що породжуюча задача

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

Sx(·) = α,

тобто задача (2.1), (2.2), не має розв’язку.

Застосовуючи описаний у пiдроздiлi 2.1 для крайової задачi (2.1), (2.2) пiдхiд,

зведемо задачу (2.101), (2.102) до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь

зi збуренням. Використовуючи позначення (2.3) та (2.50):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

отримаємо злiченновимiрну систему алгебраїчних рiвнянь зi збуренням

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi + ε

∞∑
j=1

ãijxj, i = 1,∞, (2.103)

∞∑
j=1

Sνϕj(·)xj = αν +
∞∑
j=1

Jνϕj(·)xj, ν = 1, p, (2.104)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞.
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Для зручностi подальних викладок запишемо задачу (2.103), (2.104) у виглядi

операторного рiвняння у просторi `2 [96]

Uz =

 Λ

W

 z =

 g

α

+ ε

 Λ1

W1

 z = q + εU1z, (2.105)

де матрицi Λ, Λ1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7), (2.8),

(2.54):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

а матрицi W та W1 визначаються формулами:

W := SΦ(·), W1 := JΦ(·), (2.106)

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
.

Використовуючи наведений вище пiдхiд до крайової задачi (2.1), (2.2)

прийдемо до рiвняння

Uz = q, (2.107)

яке є породжуючим для (2.105).

Як вже ранiше було зазначено, оператор Λ : `2 → `2, який фiгурує у лi-

вiй частинi операторних рiвнянь (2.105) i (2.107) має вигляд Λ = I − K, де

I : `2 → `2 — одиничний, K : `2 → `2 — цiлком неперервний оператори. Як

вiдомо, для оператора Λ є вiрною альтернатива Фредгольма [65, с. 188] , тобто вiн

є фредгольмовим оператором, а оператор U : `2 → `2×Rp є нетеровим (ind U 6= 0).

Таким чином, для рiвняння (2.107) справедлива наступна теорема.
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Теорема 2.3.1. Однорiдне рiвняння (2.107) (q = 0) має d2-параметричну сiм’ю

розв’язкiв z ∈ `2

z(cd2) = PΛrPQd2cd2, cd2 ∈ Rd2. (2.108)

Неоднорiдне рiвняння (2.107) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли

виконуються r + d1 лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0, (2.109)

PQ∗
d1

(α−WΛ+g) = 0, (2.110)

i має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв z ∈ `2 вигляду

z(cd2) = PΛrPQd2cd2 + PΛrQ
+(α−WΛ+g) + Λ+g, cd2 ∈ Rd2. (2.111)

Знайдемо умови бiфуркацiї розв’язкiв та їх структуру слабкозбуреної неод-

норiдної крайової задачi (2.101), (2.102), при умовi, що породжуюча крайова зада-

ча (2.1), (2.2) не має розв’язку. Для цього, спочатку дослiдимо умови виникнення

розв’язку рiвняння (2.105). Оскiльки, за припущенням, крайова задача (2.1), (2.2)

нерозв’язна, то i не розв’язне рiвняння (2.107). Виникає питання: чи можна за до-

помогою лiнiйного збурення U1 зробити рiвняння (2.105) розв’язним?

Як вiдомо [57, с. 60], малi збурення зберiгають нетеровiсть цiлком неперервного

оператора, тобто оператор (U − εU1) є нетеровим, що дозволяє використати при

дослiдженнi рiвняння (2.105) класичнi методики.

2.3.1. Метод Вiшика-Люстерника для побудови розв’язкiв слабко-

збуреної крайової задачi. Застосуємо метод Вiшика-Люстерника [4], який

дозволяє знайти ефективнi умови виникнення розв’язку рiвняння (2.105) у вигля-

дi частини ряду за степенями малого параметра ε зi скiнченним числом доданкiв,

якi мiстять вiд’ємнi степенi ε. У нашому випадку розв’язок рiвняння (2.105) бу-

демо шукати у виглядi наступного ряду

z = z(ε) =
∞∑

k=−1

εkzk. (2.112)
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Пiдставимо ряд (2.112) у рiвняння (2.105) i прирiвняємо коефiцiєнти при одна-

кових степенях ε. При ε−1 для знаходження елементу z−1 отримаємо однорiдне

рiвняння

Uz−1 = 0. (2.113)

Згiдно теореми 2.3.1 однорiдне рiвняння (2.113) завжди має розв’язок

z−1 = PΛrPQd2c−1, c−1 ∈ Rd2, (2.114)

де вектор-стовпчик c−1 буде визначений з умови розв’язностi рiвняння вiдносно

z0.

При ε0 для знаходження z0 отримаємо неоднорiдне рiвняння

Uz0 = q + U1z−1. (2.115)

Рiвняння (2.115), за теоремою 2.3.1, є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли ви-

конуються наступнi умови

PΛ∗
r
(g + Λ1z−1) = 0, (2.116)

PQ∗
d1

(α +W1z−1 −WΛ+(g + Λ1z−1)) = 0. (2.117)

Пiдставимо вираз для елементу z−1 (2.114) у вказанi умови розв’язностi

(2.116), (2.117). Отримаємо алгебраїчну систему вiдносно c−1

B̂0c−1 = b−1, (2.118)

де матриця B̂0 розмiрностi ((r + d1)× d2) та неоднорiднiсть b−1 мають вигляд

B̂0 :=

 PΛ∗
r
Λ1PΛrPQd2

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)PΛrPQd2

 , (2.119)

b−1 :=

 −PΛ∗
r
g

PQ∗
d1

(WΛ+g − α)

 . (2.120)

Для того, щоб система (2.118) була розв’язною, необхiдно та достатньо, щоб

виконувалась наступна умова

PB̂∗
0
b−1 = 0. (2.121)
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Якщо виконується умова

PB̂∗
0

= 0, (2.122)

то i умова (2.121) буде виконуватись, i система (2.118) буде розв’язною вiдносно

c−1

c−1 = PB̂0
ĉ−1 + c̃−1, c̃−1 = B̂+

0 b−1, ĉ−1 ∈ Rd2. (2.123)

Зазначимо, що за припущення фредгольмовостi оператора B̂0, система (2.118)

матиме єдиний розв’язок. Справдi, тодi PB̂∗
0

= PB̂0
i, згiдно з умовою (2.122),

PB̂0
ĉ−1 = 0. Розв’язок системи (2.118) набуває вигляду

c−1 = c̃−1 = B̂+
0 b−1. (2.124)

Отже, коефiцiєнт z−1 в розкладi (2.112) набуває вигляду

z−1 = PΛrPQd2B̂
+
0 b−1. (2.125)

Звiдси, пiдставивши у (2.115) вираз (2.125), отримаємо наступне

Uz0 = q + U1PΛrPQd2B̂
+
0 b−1. (2.126)

Рiвняння (2.126), при виконаннi умови (2.122), має розв’язок

z0 = PΛrPQd2c0 + z̃0,

де c0 – вектор констант, який буде визначений на наступному кроцi з умови

розв’язностi рiвняння для z1, z̃0 – частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння

(2.126)

z̃0 = U+(q + U1PΛrPQd2B̂
+
0 b−1).

При ε1 отримаємо наступне неоднорiдне рiвняння

Uz1 = U1z0. (2.127)

Умови розв’язностi рiвняння (2.127) є наступними

PΛ∗
r
Λ1z0 = 0, PQ∗

d1
(W1 −WΛ+Λ1)z0 = 0. (2.128)
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Пiдставимо вираз для z0 у рiвностi (2.128) i отримаємо схожу до (2.118) алгеб-

раїчну систему

B̂0c0 = b0, (2.129)

яка є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

PB̂∗
0
b0 = 0. (2.130)

Тут

b0 :=

 −PΛ∗
r
Λ1z̃0

PQ∗
d1

(WΛ+Λ1 −W1)z̃0

 . (2.131)

Тодi, один iз розв’язкiв системи (2.129) має вигляд

c0 = B̂+
0 b0, ∀c0 ∈ Rd2. (2.132)

Таким чином, якщо виконується умова (2.122), то рiвняння (2.127) має розв’я-

зок

z1 = PΛrPQd2c1 + z̃1, (2.133)

де c1 – вектор констант, який буде визначений на наступному кроцi даного iтера-

цiйного процесу, а z̃1 – частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2.127) має

вигляд

z̃1 = U+U1z0.

При ε2 отримаємо рiвняння

Uz2 = U1z1. (2.134)

Умови розв’язностi рiвняння (2.134) виглядають наступним чином

PΛ∗
r
Λ1z1 = 0, PQ∗

d1
(W1 −WΛ+Λ1)z1 = 0,

або ж, враховуючи (2.133), отримаємо систему вiдносно елемента c1

B̂0c1 = b1, (2.135)
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яка є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PB̂∗
0
b1 = 0. (2.136)

Тут

b1 :=

 −PΛ∗
r
Λ1z̃1

PQ∗
d1

(WΛ+Λ1 −W1)z̃1

 . (2.137)

Тодi один iз розв’язкiв системи (2.135) має наступний вигляд

c1 = B̂+
0 b1, c1 ∈ Rd2.

Рiвняння (2.134) має розв’язок

z2 = PΛrPQd2c2 + z̃2,

де довiльний елемент c2 буде визначено на наступному кроцi iтерацiйного процесу,

а частинний розв’язок z̃2 рiвняння (2.134) має вигляд

z̃2 = U+U1z1.

За допомогою математичної iндукцiї покажемо, що умова (2.122) є умовою

розв’язностi i рiвняння, яке ми отримаємо на k-му кроцi iтерацiйного процесу

Uzk = U1zk−1. (2.138)

Згiдно теореми 2.3.1, рiвняння (2.138) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли

виконуються умови

PΛ∗
r
Λ1zk−1 = 0, PQ∗

d1
(W1 −WΛ+Λ1)zk−1 = 0, (2.139)

та має розв’язок

zk = PΛrPQd2ck + z̃k, ∀k ≥ 1, (2.140)

де ck – вектор констант, який буде визначений на наступному кроцi, а частинний

розв’язок z̃k неоднорiдного рiвняння (2.138) має вигляд

z̃k = U+U1zk−1. (2.141)
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Отримаємо алгебраїчну систему

B̂0ck = bk, (2.142)

яка є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PB̂∗
0
bk = 0.

Тут

bk :=

 −PΛ∗
r
Λ1z̃k

PQ∗
d1

(WΛ+Λ1 −W1)z̃k

 .
Один iз розв’язкiв системи (2.142) має вигляд

ck = B̂+
0 bk, ck ∈ Rd2, k = −1, 0, ... (2.143)

Таким чином, рiвняння (2.138) є розв’язним, якщо виконується умова (2.122), i

має розв’язок (2.140).

Пiдставивши вирази для zk, k ≥ −1 в ряд (2.112), отримаємо

z =
PΛrPQd2c−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrPQd2ck + z̃k), (2.144)

де ck визначаються формулою (2.143).

Отже, ми довели справедливiсть наступного твердження.

Теорема 2.3.2. Нехай породжуюче для рiвняння (2.105) рiвняння (2.107) не є

розв’язним. Тодi, якщо виконується умова (2.122), то рiвняння (2.105) буде ма-

ти розв’язок у виглядi збiжного, при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗],

ряду (2.144) з сингулярнiстю в точцi ε = 0.

Зауваження 2.3.1. Умова (2.122) є достатньою умовою iснування розв’язку

рiвняння (2.105). Якщо умова (2.122) не виконується, то розв’язок рiвняння (2.105)

у виглядi ряду (2.112) не iснує, але може iснувати розв’язок у виглядi частини

ряду типу (2.112) за степенями малого параметра ε починаючи iз -2, -3, ...

Використовуючи отриманi результати для слабкозбуреного рiвняння (2.105),

ми можемо зробити висновки про iснування розв’язку вихiдної збуреної крайової
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задачi (2.101), (2.102). Для цього використаємо перехiд, висвiтлений у пiдроздiлi

у 2.1, згiдно якого можна зробити висновок про те, що множина елементiв

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, (2.145)

i є шуканою сiм’єю розв’язкiв вихiдної крайової задачi (2.101), (2.102). Отже те-

пер сформулюємо теорему, яка визначає умову бiфуркацiї та загальний вигляд

розв’язку крайової задачi (2.101), (2.102).

Теорема 2.3.3. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.1), (2.2) не є

розв’язною. Тодi, якщо виконується умова

PB̂∗
0

= 0,

то крайова задача (2.101), (2.102) буде мати розв’язок x ∈ L2[a, b] у виглядi ряду

з сингулярнiстю в точцi ε = 0:

x(t) = Φ(t)

(
PΛrPQd2c−1

ε
+
∞∑
k=0

εk(PΛrPQd2ck + z̃k)

)
, (2.146)

який збiгається при достатньо малих фiксованих ε ∈ (0, ε∗].

Зауваження 2.3.2. Вiдмiтимо, що, як показано у [115], для зведення зада-

чi (2.101), (2.102) до крайової задачi для злiченновимiрної системи алгебраїчних

рiвнянь (2.103), (2.104) замiсть довiльної повної в L2[a, b] ортонормальної системи

функцiй {ϕi(t)}∞i=1 можна використовувати пару повних в L2[a, b] ортонормаль-

них систем {νi(t)}∞i=1 та {µi(t)}∞i=1 власних функцiй симетричних операторiв K та

K [115, с. 123] вiдповiдно

(Kw)(t) =

b∫
a

K(t, s)w(s)ds, (Kw)(t) =

b∫
a

K(t, s)w(s)ds,

де

K(t, s) =

b∫
a

K(ξ, t)K(ξ, s)dξ, K(t, s) =

b∫
a

K(t, ξ)K(s, ξ)dξ.
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ВИСНОВКИ ДО ДРУГОГО РОЗДIЛУ

У другому роздiлi дисертацiї дослiджується питання iснування розв’язку не-

терової крайової задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння та лiнiйного слабко-

збуреного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма, ядра яких є невиродженими.

Використовуючи теорiю псевдообернених за Муром-Пенроузом операторiв, вста-

новлено критерiї iснування розв’язку таких задач. Розглянуто критичний (резо-

нансний) та некритичний (нерезонансний) випадки.

У випадку лiнiйної слабкозбуреної крайової задачi для iнтегрального рiвнян-

ня типу Фредгольма, в припущеннi, що породжуюча задача є нерозв’язною, за

допомогою методу Вiшика-Люстерника, побудовано загальний вигляд розв’язку

таких задач у виглядi частини сингулярного ряду, який збiгається при фiксова-

ному, достатньо малому параметрi.
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РОЗДIЛ 3

СЛАБКОНЕЛIНIЙНI IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ ТИПУ

ГАМЕРШТЕЙНА ТА СИСТЕМИ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

В цьому роздiлi дослiджено нетерову крайову задачу для слабконелiнiйного

iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна у просторi L2[a, b], а також нетерову

крайову задачу для слабконелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь з

iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. На вiдмiну вiд лiнiйного випадку, в

якому породжуюча задача не мала розв’язку, розглянуто питання про iснування

розв’язкiв, у випадку, коли породжуюча задача є розв’язною. Дослiджено питання

iснування та побудови розв’язку крайової задачi, який перетворюється в один iз

розв’язкiв породжуючої задачi. Отримано рiвняння для породжуючих констант

та показано, що для iснування шуканого розв’язку необхiдно, щоб це рiвняння

мало хоча б один дiйсний корiнь. Встановлено достатнi умови iснування такого

розв’язку, запропоновано конструктивний алгоритм його вiдшукання та вказано

зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами.

3.1. Слабконелiнiйнi iнтегральнi рiвняння типу Гамерш-

тейна

Розглянемо слабконелiнiйне iнтегральне рiвняння

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds. (3.1)

Ставиться питання знаходження умов iснування розв’язку

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]
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рiвняння (3.1), який перетворюється при ε = 0 в один iз розв’язкiв x0(t, cr) поро-

джуючого рiвняння

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

тобто рiвняння (2.1). Далi цей розв’язок x0(t, cr) будемо називати породжуючим

розв’язком слабконелiнiйного рiвняння (3.1).

Тут K(t, s), K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

f ∈ L2[a, b], x ∈ L2[a, b], Z(x(t, ε), t, ε) – нелiнiйна по першiй компонентi функцiя

така, що
Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x− x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b],

Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0],
(3.2)

де µ, ε0 – достатньо малi константи, ε << 1 – малий параметр.

Застосовуючи пiдхiд, описаний в пiдроздiлi 2.1 для рiвняння (2.1), зведемо

рiвняння (3.1) до злiченновимiрної системи слабконелiнiйних рiвнянь. Використо-

вуючи (2.3) та (2.50):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

та ввiвши додатково позначення

mi(ε) = mi(x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . . , ε) =

b∫
a

Z(x(t, ε), t, ε)ϕi(t)dt, (3.3)

вiд рiвняння (3.1) приходимо до злiченновимiрної системи слабконелiнiйних рiв-

нянь

xi(ε)−
∞∑
j=1

aijxj(ε) = fi + ε

∞∑
j=1

ãijmj(ε) i = 1,∞, (3.4)

∞∑
j=1

|xj(ε)|2 < +∞,
∞∑
j=1

|mj(ε)|2 < +∞, ∀ε ∈ [0, ε0].
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Запишемо систему (3.4) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2

Λz = g + εΛ1V (z(ε), ε), (3.5)

де матрицi Λ, Λ1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7), (2.8),

(2.54):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

V (z(ε), ε) = col
(
m1(ε), m2(ε), . . . , mi(ε), . . .

)
∈ `2, (3.6)

V (·, ε) ∈ C1[‖z − z0‖ ≤ µ], V (z(·), ·) ∈ C[0, ε0]. (3.7)

Для того, щоб дослiдити питання розв’язностi вихiдного рiвняння (3.1), дослiдимо

спочатку операторне рiвняння (3.5).

Породжуюче операторне рiвняння для рiвняння (3.5) має вигляд (2.6):

Λz = g.

3.1.1. Необхiдна умова iснування розв’язку. Знайдемо необхiдну умо-

ву iснування розв’язку z(ε) рiвняння (3.5), який при ε = 0 перетворюється в один

iз породжуючих розв’язкiв z(cr) (2.15) рiвняння (3.1). Розглядаючи праву частину

рiвняння (3.5) як неоднорiднiсть та використовуючи теорему 2.1.2, умова розв’яз-

ностi рiвняння (3.5) має вигляд

PΛ∗
r
(g + εΛ1V (z(ε), ε)) = 0. (3.8)

Так як породжуюче рiвняння (2.6) має розв’язок, то врахувуючи умову

розв’язностi рiвняння (2.6), умова (3.8) набуде вигляду

PΛ∗
r
Λ1V (z(ε), ε) = 0. (3.9)
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Оскiльки z(ε)→ z(cr) при ε→ 0, то використовуючи умови (3.7), накладенi на

нелiнiйну функцiю V (z(ε), ε), перейдемо до границi при ε→ 0 у (3.9) та отримаємо

необхiдну умову iснування розв’язку рiвняння (3.5)

PΛ∗
r
Λ1V (z(cr), 0) = 0. (3.10)

Таким чином, якщо рiвняння (3.10) має корiнь cr = c0
r ∈ Rr, то корiнь c0

r ви-

значає той породжуючий розв’язок z(c0
r), якому може вiдповiдати розв’язок z(ε)

рiвняння (3.5). Якщо ж операторне рiвняння (3.10) не має розв’язкiв, то i рiв-

няння (3.5) не має шуканого розв’язку. Оскiльки ми розглядаємо всi рiвняння

в дiйснiй площинi, то мова йде про дiйснi розв’язки рiвняння (3.10). Умови типу

(3.10) вперше виникли в теорiї перiодичних крайових задач для систем звичайних

диференцiальних рiвнянь. Константи cr у цьому випадку мають фiзичний змiст:

це амплiтуди перiодичних розв’язкiв. Тому такi рiвняння отримали назву рiвнянь

для породжуючих амплiтуд [5, 32, 68]. Аналогiчно до систем звичайних диферен-

цiальних рiвнянь, рiвняння (3.10) будемо називати рiвнянням для породжуючих

констант c0
r слабконелiнiйного операторного рiвняння (3.5) [96].

Теорема 3.1.1. (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйне рiвняння (3.5) має

розв’язок z(ε)

z(ε) ∈ `2, z(·) ∈ C[0, ε0], (3.11)

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (2.15) з векторною

константою cr = c0
r ∈ Rr. Тодi константа c0

r обов’язково повинна бути дiйсним

коренем рiвняння для породжуючих констант (3.10).

Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння (3.5), пе-

репишемо теорему 3.1.1 для вихiдного слабконелiнiйного iнтегрального рiв-

няння типу Гамерштейна (3.1). Для цього використаємо перехiд, запропо-

нований Гiльбертом та перенесений Гамерштейном на нелiнiйний випадок

[105]. Згiдно цього пiдходу, якщо рiвняння (3.5) має хоча б один розв’язок

z(ε) = col
(
x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . .

)
, то згiдно теореми Рiса-Фiшера, iснує
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елемент x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0] такий, що xi(ε), є його

коефiцiєнтами Фур’є. Має мiсце представлення

x(t, ε) =
∞∑
i=1

xi(ε)ϕi(t) = Φ(t)z(ε). (3.12)

Аналогiчно до лiнiйного випадку, можна зробити висновок про те, що мно-

жина елементiв x(t, ε), якi визначається спiввiдношенням (3.12), i є шуканою

сiм’єю розв’язкiв вихiдного слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння (3.1). Отже,

сформулюємо необхiдну умову iснування розв’язку вихiдного слабконелiнiйного

iнтегрального рiвняння (3.1).

Теорема 3.1.2. (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйне рiвняння (3.1) має

розв’язок x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], який при ε = 0 пере-

творюється у породжуючий розв’язок x0(t, cr) (2.20) з векторною константою

cr = c0
r ∈ Rr. Тодi константа c0

r обов’язково повинна бути дiйсним коренем

рiвняння для породжуючих констант (3.10).

Необхiдна умова не забеспечує iснування розв’язку рiвняння (3.1). Тому важ-

ливим завданням є вiдшукання умов, при яких розв’язок рiвняння (3.1) гаранто-

вано буде iснувати, а також розробка конструктивних алгоритмiв побудови шу-

каного розв’язку розглядуваної задачi.

3.1.2. Достатня умова iснування розв’язку. Для того, щоб отримати

достатнi умови iснування розв’язку рiвняння (3.1), знайдемо достатнi умови iсну-

вання розв’язку операторного рiвняння (3.5). Для цього введемо замiну змiнних

у рiвняннi (3.5)

z(ε) = z(c0
r) + y(ε), (3.13)

де z(c0
r) – породжуючий розв’язок, c0

r ∈ Rr – дiйсний корiнь рiвняння (3.10).

Будемо шукати умови iснування розв’язку y(ε)

y(ε) ∈ `2, y(·) ∈ C[0, ε0], y(0) = 0 (3.14)
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наступного рiвняння

Λy(ε) = εΛ1V (z(c0
r) + y(ε), ε). (3.15)

Використавши неперервну диференцiйованiсть функцiї V (z, ε) по z в околi по-

роджуючого розв’язку, видiлимо лiнiйну частину по y i члени нульового порядку

по ε функцiї V (z(c0
r) + y(ε), ε)

V (z(c0
r) + y(ε), ε) = V (z0(c

0
r), 0) + A1y(ε) +R(y(ε), ε), (3.16)

де

V (z0(c
0
r), 0) ∈ `2, A1 = A1(c

0
r) =

∂V (z, 0)

∂z

∣∣∣
z=z(c0r)

, R(y(ε), ε) ∈ `2. (3.17)

При цьому маємо

R(·, ε) ∈ C1(‖y‖ ≤ µ), R(y(·), ·) ∈ C[0, ε0], R(0, 0) = 0,
∂R(0, 0)

∂y
= 0. (3.18)

Таким чином, розглядаючи праву частину рiвняння (3.15) як неоднорiднiсть, згiд-

но теореми 2.1.2, отримуємо, що рiвняння (3.15) буде мати розв’язок у виглядi

y(ε) = PΛrcr + ȳ(ε), ∀cr ∈ Rr, (3.19)

ȳ(ε) = εΛ+Λ1V (z(c0
r) + y(ε), ε). (3.20)

Умова розв’язностi для рiвняння (3.15) набуде вигляду

PΛ∗
r
Λ1V (z(c0

r) + y(ε), ε) = 0. (3.21)

Пiдставимо у рiвнiсть (3.21) розклад (3.16)

PΛ∗
r
Λ1(V (z0(c

0
r), 0) + A1y(ε) +R(y(ε), ε)) = 0.

Врахувавши рiвняння (3.10) та представлення (3.19), отримаємо

B̄0cr = −PΛ∗
r
Λ1(A1ȳ(ε) +R(y(ε), ε)), (3.22)

де матриця B̄0 розмiрностi (r × r) має вигляд

B̄0 = PΛ∗
r
Λ1A1PΛr . (3.23)
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Рiвняння (3.22) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ(ε) +R(y(ε), ε)) = 0. (3.24)

Якщо

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1 = 0, (3.25)

то рiвнiсть (3.24) завжди буде виконуватись, i рiвняння (3.22) матиме розв’язок,

а за умови

PB̄0
= 0, (3.26)

цей розв’язок буде єдиним.

Отже, для знаходження розв’язку рiвняння (3.15) приходимо до системи опе-

раторних рiвнянь

y(ε) = PΛrcr(ε) + ȳ(ε),

cr(ε) = −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ(ε) +R(y(ε), ε)),

ȳ(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrcr(ε) + ȳ(ε)) +R(y(ε), ε)).

(3.27)

Ввiвши нову змiнну u = col(y(ε), cr(ε), ȳ(ε)), отримаємо рiвняння

u = Lu+ Fu, (3.28)

де

L =


0 PΛr I

0 0 L1

0 0 0

 , (3.29)

L1 := −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1A1, (3.30)

Fu :=


0

−B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1R(y(ε), ε)

εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrcr(ε) + ȳ(ε)) +R(y(ε), ε))

 . (3.31)
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Квазiтрикутний блочний матричний оператор I − L завжди має обернений,

що має вигляд:

(I − L)−1 =


I PΛr I + PΛrL1

0 I L1

0 0 I

 , (3.32)

тому рiвняння (3.28) можна переписати у виглядi

u = Ŝu, Ŝ := (I − L)−1F. (3.33)

Виходячи зi структури оператора Ŝ, при достатньо малих ε, оператор Ŝ буде

стискаючим. Отже, операторне рiвняння (3.33) належить до класу рiвнянь, для

розв’язання яких застосовується метод простих iтерацiй. Враховуючи зв’язок рiв-

няння (3.33) та системи операторних рiвнянь (3.27), для знаходження наближено-

го розв’язку системи (3.27) пропонується використовувати наступний iтерацiйний

процес.

Перше наближення ȳ1(ε) до елемента ȳ(ε) знаходимо як частинний розв’язок

рiвняння

Λȳ1(ε) = εΛ1V (z(c0
r), 0), (3.34)

який iснує завдяки вибору константи c0
r ∈ Rr iз рiвняння для породжуючих конс-

тант (3.10) та має вигляд

ȳ1(ε) = εΛ+Λ1V (z(c0
r), 0). (3.35)

Приймемо ȳ1(ε) за перше наближення y1(ε) до розв’язку y(ε) рiвняння (3.15)

y1(ε) = ȳ1(ε). (3.36)

Друге наближення y2(ε) до y(ε) знаходимо iз рiвняння

Λy2(ε) = εΛ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

1
r(ε) + ȳ1(ε)) +R(ȳ1(ε), ε)). (3.37)

Рiвняння (3.37) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

B̄0c
1
r(ε) = −PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ1(ε) +R(ȳ1(ε), ε)). (3.38)
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Умова розв’язностi рiвняння (3.38) має вигляд

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ1(ε) +R(ȳ1(ε), ε)) = 0. (3.39)

За умов (3.25), (3.26), умова (3.39) виконується, i iз рiвняння (3.38) єдиним чином

визначається перше наближення c1
r(ε) до параметра cr(ε)

c1
r(ε) = −B̄+

0 PΛ∗
r
Λ1(A1ȳ1(ε) +R(ȳ1(ε), ε)). (3.40)

Друге наближення y2(ε) до y(ε) буде таким

y2(ε) = PΛrc
1
r(ε) + ȳ2(ε), (3.41)

де

ȳ2(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

1
r(ε) + ȳ1(ε)) +R(ȳ1(ε), ε)). (3.42)

Третє наближення y3(ε) до y(ε) знаходимо iз рiвняння

Λy3(ε) = εΛ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

2
r(ε) + ȳ2(ε)) +R(y2(ε), ε)). (3.43)

Рiвняння (3.43) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

B̄0c
2
r(ε) = −PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ2(ε) +R(y2(ε), ε)). (3.44)

Умова розв’язностi рiвняння (3.44) має вигляд

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1(A1ȳ2(ε) +R(y2(ε), ε)) = 0. (3.45)

За умов (3.25), (3.26), рiвнiсть (3.45) виконується i iз рiвняння (3.44) єдиним чином

визначається друге наближення c2
r(ε) до параметра cr(ε)

c2
r(ε) = −B̄+

0 PΛ∗
r
Λ1(A1ȳ2(ε) +R(y2(ε), ε)). (3.46)

Третє наближення y3(ε) до y(ε) буде таким

y3(ε) = PΛrc
2
r(ε) + ȳ3(ε), (3.47)
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де

ȳ3(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

2
r(ε) + ȳ2(ε)) +R(y2(ε), ε)). (3.48)

Продовжуючи цей процес далi, отримуємо таку iтерацiйну схему для знаходження

yk(ε)

ckr(ε) = −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1(A1ȳk(ε) +R(yk(ε), ε)), (3.49)

ȳk+1(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

k
r(ε) + ȳk(ε)) +R(yk(ε), ε)), (3.50)

yk+1(ε) = PΛrc
k
r(ε) + ȳk+1(ε), k = 0,∞, (3.51)

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0. (3.52)

Отже, справедлива наступна теорема.

Теорема 3.1.3. (Достатня умова) Нехай породжуюче для рiвняння (3.5) рiв-

няння (2.6), за виконання r лiнiйно-незалежних умов

PΛ∗
r
g = 0,

має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв z(cr) ∈ `2 (2.15). Тодi, для кожного дiйс-

ного значення векторної константи cr = c0
r ∈ Rr, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (3.10) та при виконаннi умов

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1 = 0, PB̄0

= 0

рiвняння (3.5) буде мати розв’язок z(ε) ∈ `2 неперервний по ε, який перетво-

рюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок z(c0
r). Цей розв’язок, при достатньо

малих ε, можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу

ckr(ε) = −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1(A1ȳk(ε) +R(yk(ε), ε)),

ȳk+1(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

k
r(ε) + ȳk(ε)) +R(yk(ε), ε)),

yk+1(ε) = PΛrc
k
r(ε) + ȳk+1(ε),

zk(ε) = z(c0
r) + yk(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.
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Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння (3.5), можна

зробити висновки про iснування розв’язку вихiдного слабконелiнiйного iнтеграль-

ного рiвняння (3.1). Для цього використаємо перехiд, описаний при дослiдженнi

необхiдної умови iснування розв’язку рiвняння (3.1).

Отже, сформулюємо достатню умову iснування розв’язку слабконелiнiйного

iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна (3.1).

Теорема 3.1.4. (Достатня умова) Нехай породжуюче для рiвняння

(3.1) рiвняння (2.1), за виконання r лiнiйно-незалежних умов (2.19), має

r-параметричну сiм’ю розв’язкiв x(t, cr) (2.20). Тодi, для кожного дiйсного

значення векторної константи cr = c0
r ∈ Rr, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (3.10) та при виконаннi умов

PB̄∗
0
PΛ∗

r
Λ1 = 0, PB̄0

= 0

рiвняння (3.1) буде мати розв’язок x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок x0(t, cr). Цей розв’я-

зок, при достатньо малих ε, можна знайти за допомогою збiжного iтерацiй-

ного процесу

ckr(ε) = −B̄+
0 PΛ∗

r
Λ1(A1ȳk(ε) +R(yk(ε), ε)),

ȳk+1(ε) = εΛ+Λ1(V (z0(c
0
r), 0) + A1(PΛrc

k
r(ε) + ȳk(ε)) +R(yk(ε), ε)),

yk+1(ε) = PΛrc
k
r(ε) + ȳk+1(ε),

zk(ε) = z(c0
r) + yk(ε),

xk(t, ε) = Φ(t)zk(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.

Сформулюємо теорему про зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами.

Теорема 3.1.5. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами) Для

того, щоб слабконелiнiйне iнтегральне рiвняння (3.1) мало розв’язок

x = x(t, ε) : x(t, 0) = x0(t, cr),
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де x0(t, cr) – породжуючий розв’язок з векторною константою cr = c0
r ∈ Rr,

необхiдно, щоб константа c0
r була дiйсним коренем рiвняння для породжуючих

констант (3.10) i достатньо, щоб ця константа c0
r була простим коренем рiв-

няння для породжуючих констант (3.10).

3.1.3. Приклад. Проiлюструємо наведенi вище теоретичнi викладки на

такому iнтегральному рiвняннi

x(t)− 2

π

π∫
0

sin(t+ s)x(s)ds = sin t− cos t+

+ε

π∫
0

cos t sin s
(
π(2− ε2)− 4(2 + 3ε2)x(s) + 3πεx2(s)

)
ds.

(3.53)

Породжуюче рiвняння для рiвняння (3.53) має вигляд

x(t)− 2

π

π∫
0

sin(t+ s)x(s)ds = sin t− cos t. (3.54)

У нашому випадку ядро K(t, s) є виродженим та симетричним. Отже, за сис-

тему {ϕi(t)}∞i=1 ми можемо взяти систему власних функцiй оператора

(Kw)(t) =
2

π

π∫
0

sin(t+ s)w(s)ds. (3.55)

Неважко переконатись, що ортонормованi функцiї ϕ1(t) = 1√
π
(sin t + cos t) i

ϕ2(t) = 1√
π
(sin t− cos t), є власними функцiями оператора (3.55), якi вiдповiдають

характеристичним числам λ1 = 1 i λ2 = −1 вiдповiдно.

Зведемо рiвняння (3.53) та (3.54) до рiвнянь виду (3.5) та (2.6). Отримаємо

Λz = g + εΛ1V (z(ε), ε), (3.56)

Λz = g, (3.57)

Λ =

0 0

0 2

 , z =

x1

x2

 , g =

 0
√
π

 , Λ1 =
π

4

 1 1

−1 −1

 , (3.58)
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x1 =
1√
π

π∫
0

x(t)(sin t+ cos t)dt, x2 =
1√
π

π∫
0

x(t)(sin t− cos t)dt, (3.59)

V (z(ε), ε) = 2
√
π(2− ε2)

 1

1

−
−4(2 + 3ε2)

x1

x2

+
2ε√
π

 5x2
1 + 2x1x2 + x2

2

x2
1 + 2x1x2 + 5x2

2

 .

(3.60)

Скориставшись формулами (1.3), (1.4) [95], отримаємо

Λ+ =

0 0

0 1
2

 , PΛ = PΛ∗ =

1 0

0 0

 . (3.61)

В нашому випадку одиниця є власним значенням оператора (Kw)(t) кратностi

1. Тобто, ми маємо критичний випадок. Врахувавши (3.58), (3.61), переконаємось,

що умова розв’язностi (2.14) у нашому випадку виконується, i, згiдно теореми

2.1.2, рiвняння (3.57) має сiм’ю розв’язкiв

z(cr) =

 cr
√
π

2

 , ∀cr ∈ R, (3.62)

а рiвняння (3.54) — сiм’ю розв’язкiв

x(t, cr) =

(
cr√
π

+
1

2

)
sin t+

(
cr√
π
− 1

2

)
cos t. (3.63)

Необхiдна умова iснування розв’язку z(ε) рiвняння (3.56), який при

ε = 0 перетворюється в один iз породжуючих розв’язкiв z(cr) рiвняння (3.57)

у нашому випадку має вигляд

PΛ∗
r
Λ1V (z(cr), 0) =

π

4

(
1 0

) 1 1

−1 −1

m1(0)

m2(0)

 =

=
π

4
(m1(0) +m2(0)) = 2π

(√
π

2
− cr

)
= 0. (3.64)

Рiвняння (3.64) має єдиний розв’язок c0
r =

√
π

2 , що визначає той породжуючий

розв’язок z(c0
r), якому може вiдповiдати розв’язок z(ε) рiвняння (3.56).
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Знайдемо тепер достатню умову iснування розв’язку рiвняння (3.56). Для цьо-

го виконаємо у ньому замiну змiнних

z(ε) := z(c0
r) + y(ε), (3.65)

де

z(c0
r) =

√
π

2

 1

1

 (3.66)

– породжуючий розв’язок рiвняння (3.56).

Рiвняння (3.15) для визначення y(ε) набуде вигляду

Λy(ε) = εΛ1V (z(c0
r) + y(ε), ε), (3.67)

де матрицi Λ, Λ1 мають вигляд (3.58) та

V (z(c0
r) + y(ε), ε) = 4

√
π(ε− 2ε2)

 1

1

−
−4

3ε2 − 3ε+ 2 −ε

−ε 3ε2 − 3ε+ 2

 y1(ε)

y2(ε)

+
2ε√
π

 (y1(ε) + y2(ε))
2 + 4y2

1(ε)

(y1(ε) + y2(ε))
2 + 4y2

2(ε)

 .

Тобто, у нашому випадку

V (z0(c
0
r), 0) = 0, A1 = −8

1 0

0 1

 , (3.68)

R(y(ε), ε) = 4
√
π(ε− 2ε2)

 1

1

+

+4ε

3− 3ε 1

1 3− 3ε

 y1(ε)

y2(ε)

+
2ε√
π

 (y1(ε) + y2(ε))
2 + 4y2

1(ε)

(y1(ε) + y2(ε))
2 + 4y2

2(ε)

 . (3.69)

Згiдно (3.23), (3.58), (3.61), (3.68) маємо

B̄0 = PΛ∗
r
Λ1A1PΛr = −2π

(
1 0

) 1 1

−1 −1

1 0

0 1

 1

0

 = −2π. (3.70)
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Отже,

B̄+
0 = B̄−1

0 = − 1

2π
, PB̄0

= PB̄∗
0

= 0 (3.71)

i достатнi умови (3.25), (3.26) iснування розв’язку рiвняння (3.56) виконуються.

Провiвши вiдповiднi обчислення, отримуємо, що система (3.67), за умов (3.25),

(3.26), еквiвалентна системi

cr(ε) =
√
π(ε− 2ε2) +

1

2
(4ε− 3ε2)y1(ε) +

3ε

2
√
π

(y1(ε))
2,

ȳ1(ε) = ȳ2(ε) = y2(ε) = 0, y1(ε) = cr(ε).

(3.72)

Конструктивний алгоритм (3.49)-(3.52) у нашому випадку набуде вигляду

ckr(ε) =
√
π(ε− 2ε2) +

1

2
(4ε− 3ε2)yk1(ε) +

3ε

2
√
π

(yk1(ε))2, (3.73)

ȳk+1
1 (ε) = ȳk+1

2 (ε) = yk+1
2 (ε) = 0, yk+1

1 (ε) = ckr(ε), k = 0,∞, (3.74)

y0
1(ε) = y0

2(ε) = ȳ0
1(ε) = ȳ0

2(ε) = 0. (3.75)

Збiжнiсть методу простих iтерацiй (3.73)-(3.75) оцiнюється за допомогою ма-

жорант Ляпунова. Мажоруюча система для системи (3.72) матиме вигляд

v = U(v, ε) =
√
π(ε− 2ε2) +

1

2
(4ε− 3ε2)v +

3ε

2
√
π
v2,

ū1 = ū2 = u2 = 0, u1 = v.

(3.76)

Для оцiнки збiжностi по ε iтерацiйного процесу (3.73)-(3.75) складемо систему

v = U(v, ε), 1− ∂U

∂v
= 0, (3.77)

дiйсним додатнiм розв’язком якої є

ε∗ = −1

3
(2−

√
10) ≈ 0, 3874, v∗ = −

√
π

3
(2−

√
10) ≈ 0, 6867. (3.78)

Отже, система (3.56) має в околi ε = 0 розв’язок z(ε), який при ε = 0 пе-

ретворюється в породжуючий розв’язок z(c0
r). Цей розв’язок можна знайти за

допомогою збiжного на ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйного процесу (3.73)-(3.75) i рiвностi

(3.65).
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Побудуємо кiлька перших наближень за схемою (3.73)-(3.75)

y1
1(ε) = 0, (3.79)

y2
1(ε) = c1

r(ε) =
√
π(ε− 2ε2), (3.80)

y3
1(ε) = c2

r(ε) =
√
π(ε− 4ε3 − 3ε4 + 6ε5), (3.81)

y4
1(ε) = c3

r(ε) =

√
π

2
(2ε− 16ε4 − 24ε5+

+15ε6 + 66ε7 + 72ε8 − 117ε9 − 108ε10 + 108ε11).

(3.82)

Як бачимо, побудованi наближенi розв’язки в околi ε = 0 прямують до вектора

y∗(ε) =

√πε
0

 , (3.83)

що є, як можна переконатися простою пiдстановкою, розв’язком рiвняння (3.67).

Вiдхилення наближень (3.79)-(3.82) вiд точного розв’язку (3.83) вiдображено у

таблицi

Точнiсть наближень, побудованих

за методом простих iтерацiй (3.73)-(3.75)

ε |y∗1(ε)− y1
1(ε)| |y∗1(ε)− y2

1(ε)| |y∗1(ε)− y3
1(ε)| |y∗1(ε)− y4

1(ε)|

0,3874 0,686648 0,532015 0,439177 0,375906

0,3000 0,531736 0,319042 0,208653 0,142307

0,2000 0,354491 0,141796 0,061823 0,027792

0,1000 0,177245 0,035449 0,007515 0,001611

0,0100 0,017725 0,000354 0,000007 0,000000
Отже, згiдно (3.65) i (3.83), розв’язок z∗(ε) системи (3.56), який при ε = 0

перетворюється в породжуючий розв’язок (3.66) системи (3.57) має вигляд

z∗(ε) =

√
π

2

1 + 2ε

1

 , (3.84)

а розв’язок рiвняння (3.1), згiдно теореми 3.1.4, виглядає наступним чином

x∗(t) = (ε+ 1) sin t+ ε cos t. (3.85)
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Легко бачити, що при ε = 0 розв’язок (3.85) перетворюється у породжуючий

розв’язок (3.63) з константою c0
r =

√
π

2 , яка є розв’язком рiвняння для породжую-

чих констант (3.64).

Зауваження 3.1.1. У випадку, коли K(t, s) = 0, f(t) = 0, ε = 1, K1(t, s) –

кусково-неперервне, симетричне, додатньовизначене ядро, отриманi результати

спiвпадають iз результатими роботи [105].

3.2. Слабконелiнiйнi крайовi задачi для iнтегральних рiв-

нянь типу Гамерштейна

У даному пiдроздiлi дослiджено питання розв’язностi нетерової крайової за-

дачi для слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна. Головним

завданнням є встановлення необхiдних та достатнiх умов iснування розв’язку, а

також, встановлення зв’язку мiж цими умовами.

Розглянемо слабконелiнiйну крайову задачу для iнтегрального рiвняння

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) + ε

b∫
a

K1(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (3.86)

Sx(·) = α + εJ(x(·, ε), ε). (3.87)

Ставиться питання знаходження необхiдних та достатнiх умов iснування

розв’язку

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

крайової задачi (3.86), (3.87), який перетворюється при ε = 0 в один iз розв’язкiв

x0(t, cd2) породжуючої крайової задачi

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

Sx(·) = α,
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тобто задачi (2.1), (2.2). Далi цей розв’язок x0(t, cr) будемо називати породжую-

чим розв’язком крайової задачi (3.86), (3.87).

Тут K(t, s), K1(t, s) – ядра, сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b],

f ∈ L2[a, b], S - обмежений лiнiйний векторний функцiонал, визначений в L2[a, b],

S = col(S1, S2, ..., Sp) : L2[a, b]→ Rp; Si : L2[a, b]→ R, α = col(α1, α2, ..., αp) ∈ Rp,

Z(x(t, ε), t, ε) – нелiнiйна по першiй компонентi функцiя така, що

Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x − x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0],

J(x(·, ε), ε) – нелiнiйний обмежений p-вимiрний вектор-функцiонал, неперервно

диференцiйовний по x у розумiннi Фреше i неперервний по ε в околi породжую-

чого розв’язку; µ та ε0 – достатньо малi константи.

Зведемо задачу (3.86), (3.87) до злiченновимiрної системи слабконелiнiйних

рiвнянь. Нехай {ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b]. Засто-

совуючи (2.3), (2.50) та (3.3):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

mi(ε) = mi(x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . . , ε) =

b∫
a

Z(x(t, ε), t, ε)ϕi(t)dt,

та ввiвши додатково наступнi позначення

hν(ε) = hν(x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . . , ε) = Jν(x(·, ε), ε), ν = 1, p, (3.88)

вiд задачi (3.86), (3.87) приходимо до злiченновимiрної системи слабконелiнiйних

рiвнянь

xi(ε)−
∞∑
j=1

aijxj(ε) = fi + ε
∞∑
j=1

ãijmj(ε), i = 1,∞, (3.89)

∞∑
j=1

Sνϕj(·)xj(ε) = αν + εhν(ε), ν = 1, p, (3.90)
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∞∑
j=1

|xj(ε)|2 < +∞,
∞∑
j=1

|mj(ε)|2 < +∞,
∞∑
ν=1

|hν(ε)|2 < +∞, ∀ε ∈ [0, ε0].

Запишемо систему рiвнянь (3.89), (3.90) у виглядi операторного рiвняння у

просторi `2

Uz =

 Λ

W

 z =

 g
α

+ ε

Λ1V (z(ε), ε)

H(z(ε), ε)

 = q + εD(z(ε), ε), (3.91)

де матрицi Λ, Λ1,W ,W1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7),

(2.8), (2.54), (2.106), (3.6), (3.7):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2,

g = col
(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

W := SΦ(·), W1 := JΦ(·),

V (z(ε), ε) = col
(
m1(ε), m2(ε), . . . , mi(ε), . . .

)
∈ `2,

V (·, ε) ∈ C1[‖z − z0‖ ≤ µ], V (z(·), ·) ∈ C[0, ε0],

H(z(ε), ε) = col
(
h1(ε), h2(ε), . . . , hν(ε), . . . , hp(ε)

)
, (3.92)

H(·, ε) ∈ D1[‖z − z0‖ ≤ µ], H(z(·), ·) ∈ C[0, ε0]. (3.93)

Породжуюче рiвняння для рiвняння (3.91) має вигляд (2.107):

Uz = q.
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3.2.1. Рiвняння для породжуючих констант. Знайдемо необхiднi умо-

ви iснування розв’язку z(ε) рiвняння (3.91), який при ε = 0 перетворюється в один

iз породжуючих розв’язкiв z(cr) рiвняння (2.107). Рiвняння (3.91) є розв’язним то-

дi i лише тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
(g + εΛ1V (z(ε), ε)) = 0, (3.94)

PQ∗
d1

(α + εH(z(ε), ε)−WΛ+(g + εΛ1V (z(ε), ε))) = 0. (3.95)

Так як породжуюче рiвняння (2.107) має розв’язок, то враховуючи умови (2.109)

та (2.110) теореми 2.3.1, отримаємо

PΛ∗
r
Λ1V (z(ε), ε) = 0, (3.96)

PQ∗
d1

(H(z(ε), ε)−WΛ+Λ1V (z(ε), ε)) = 0. (3.97)

Оскiльки z(ε) → z(cd2) при ε → 0, то, використовуючи умови, накладенi на

нелiнiйнi функцiї V (z(ε), ε) таH(z(ε), ε), перейдемо до границi при ε→ 0 у рiвнос-

тях (3.96) та (3.97) i отримаємо необхiднi умови iснування розв’язку операторного

рiвняння (3.91)

PΛ∗
r
Λ1V (z(cd2), 0) = 0, (3.98)

PQ∗
d1

(H(z(cd2), 0)−WΛ+Λ1V (z(cd2), 0)) = 0. (3.99)

Отже, якщо система рiвнянь (3.98), (3.99) має корiнь cd2 = c0
d2
∈ Rd2, то цей

корiнь c0
d2

визначає той породжуючий розв’язок z(c0
d2

), якому може вiдповiда-

ти розв’язок z(ε) рiвняння (3.91). Якщо ж система рiвнянь (3.98), (3.99) не має

розв’язкiв, то i рiвняння (3.91) не має шуканого розв’язку. Оскiльки ми розгля-

даємо всi системи в дiйснiй площинi, то мова йде про дiйснi розв’язки системи

рiвнянь (3.98), (3.99). Вiдмiтимо, що в класичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь

з перiодичними коефiцiєнтами константа c0
d2

має фiзичний змiст, тобто є амплi-

тудою породжуючого розв’язку, а вiдповiднi рiвняння виду (3.98), (3.99) нази-

ваються рiвняннями для породжуючих амплiтуд [68]. Тому, аналогiчно до теорiї

крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь, систему рiвнянь
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(3.98), (3.99) будемо називати системою рiвнянь для породжуючих констант c0
d2

розглядуваного слабконелiнiйного рiвняння (3.91) [96].
Теорема 3.2.1. (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйне рiвняння (3.91) має

розв’язок z(ε)

z(ε) ∈ `2, z(·) ∈ C[0, ε0], (3.100)

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (2.111) з вектор-

ною константою cd2 = c0
d2
∈ Rd2. Тодi константа c0

d2
обов’язково повинна бути

дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (3.98), (3.99).
Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння

(3.91), перепишемо теорему 3.2.1 для вихiдної слабконелiнiйної крайо-

вої задачi (3.86), (3.87). Для цього використаємо перехiд, запропонований

Гiльбертом та перенесений Гамерштейном на нелiнiйний випадок [105].

Згiдно цього пiдходу, якщо рiвняння (3.91) має хоча б один розв’язок

z(ε) = col
(
x1(ε), x2(ε), . . . , xi(ε), . . .

)
, то за теоремою Рiса-Фiшера,

iснує елемент x = x(t, ε): x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0] такий, що xi(ε), є його

коефiцiєнтами Фур’є i має мiсце представлення

x(t, ε) =
∞∑
i=1

xi(ε)ϕi(t) = Φ(t)z(ε), (3.101)

де

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
,

{ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].

Аналогiчно до лiнiйного випадку, можна зробити висновок про те, що мно-

жина елементiв x(t, ε), якi визначається спiввiдношенням (3.101), i є шуканою

сiм’єю розв’язкiв вихiдної крайової задачi (3.86), (3.87). Отже, сформулюємо не-

обхiдну умову iснування розв’язку вихiдної слабконелiнiйної крайової задачi для

iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна (3.86), (3.87).
Теорема 3.2.2. (Необхiдна умова) Нехай слабконелiнiйна крайова задача

(3.86), (3.87) має розв’язок

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],
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який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cd2) (2.39) з век-

торною константою cd2 = c0
d2
∈ Rd2. Тодi константа c0

d2
обов’язково повин-

на бути дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (3.98),

(3.99).

Необхiдна умова не забеспечує iснування розв’язку крайової задачi

(3.86), (3.87). Тому важливим завданням є вiдшукання умов, при яких розв’язок

поставленої задачi (3.86), (3.87) гарантовано буде iснувати, а також розроб-

ка конструктивних алгоритмiв побудови шуканого розв’язку розглядуваної

слабконелiнiйної задачi (3.86), (3.87).

3.2.2. Достатня умова iснування розв’язку. Метод простих iтера-

цiй. Для того, щоб знайти достатню умову iснування розв’язку крайової задачi

для iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна (3.86), (3.87), знайдемо спочатку

достатню умову iснуванння розв’язку слабконелiнiйного операторного рiвняння

(3.91). Для цього у рiвняннi (3.91) виконаємо замiну змiнних

z(ε) = z(c0
d2

) + y(ε), (3.102)

де z(c0
d2

) – породжуючий розв’язок, c0
d2
∈ Rd2 – дiйсний корiнь системи

(3.98), (3.99).

В нових змiнних будемо шукати умови iснування розв’язку y(ε)

y(ε) ∈ `2, y(·) ∈ C[0, ε0], y(0) = 0 (3.103)

наступного рiвняння

Uy(ε) = εD(z(c0
d2

) + y(ε), ε). (3.104)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть функцiй V (z(ε), ε) та

H(z(ε), ε) по z в околi точки ε = 0, видiлимо лiнiйну частину по y i члени

нульового порядку по ε функцiй V (z(c0
d2

) + y(ε), ε) та H(z(c0
d2

) + y(ε), ε). Тодi має
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мiсце розклад

D(z(c0
d2

) + y(ε), ε) =

V (z0(c
0
d2

), 0) + A1y(ε) +R1(y(ε), ε)

H(z0(c
0
d2

), 0) + l1y(ε) +R2(y(ε), ε)

 =

= D(z0(c
0
d2

), 0) + A2y(ε) +R(y(ε), ε),

(3.105)

де

D(z0(c
0
d2

), 0) ∈ `2, A1 = A1(c
0
d2

) =
∂V (z, 0)

∂z

∣∣∣
z=z(c0d2

)
,

Ri(y(ε), ε) ∈ `2, i = 1, 2,

(3.106)

l1y(ε) – лiнiйна частина функцiї H(z(c0
d2

) + y(ε), ε).

Згiдно з [65], лiнiйний оператор l1 = H ′(z0) є похiдною вiд функцiї H(z(ε), ε)

в точцi z = z(c0
d2

).

При цьому маємо

R1(·, ε) ∈ C1(‖y‖ ≤ µ), R2(·, ε) ∈ D1(‖y‖ ≤ µ),

Ri(y(·), ·) ∈ C[0, ε0], Ri(0, 0) = 0,
∂Ri(0, 0)

∂y
= 0, i = 1, 2.

(3.107)

Таким чином, розглядаючи праву частину рiвняння (3.104) як неоднорiднiсть,

згiдно теореми 2.3.1, отримаємо, що рiвняння (3.104) буде мати розв’язок

y(ε) = PΛrPQd2cd2 + ȳ(ε), ∀cd2 ∈ Rd2, (3.108)

ȳ(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z(c0

d2
) + y(ε), ε)−WΛ+Λ1V (z(c0

d2
) + y(ε), ε))+

+Λ+Λ1V (z(c0
d2

) + y(ε), ε)), cd2 ∈ Rd2.
(3.109)

Умова розв’язностi рiвняння (3.104) набуде вигляду

PΛ∗
r
Λ1V (z(c0

d2
) + y(ε), ε) = 0, (3.110)

PQ∗
d1

(H(z(c0
d2

) + y(ε), ε)−WΛ+Λ1V (z(c0
d2

) + y(ε), ε)) = 0. (3.111)

Пiдставимо у рiвностi (3.110), (3.111) розклад (3.105)

PΛ∗
r
Λ1(V (z0(c

0
d2

), 0) + A1y(ε) +R1(y(ε), ε)) = 0,
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PQ∗
d1

(H(z0(c
0
d2

), 0) + l1y(ε) +R2(y(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1y(ε) +R1(y(ε), ε))) = 0.

Враховуючи систему рiвнянь для породжуючих констант (3.98), (3.99) та пред-

ставлення (3.108), отримаємо

B̌0cd2 = Gb̌ (3.112)

де матриця B̌0 та неоднорiдностi G та b̌ мають вигляд

B̌0 :=

 PΛ∗
r
Λ1A1PΛrPQd2

PQ∗
d1

(l1 −WΛ+Λ1A1)PΛrPQd2

 , (3.113)

G :=
(
PΛ∗

r
Λ1 PQ∗

d1

)
, (3.114)

b̌ :=

 −(A1ȳ(ε) +R1(y(ε), ε))

WΛ+Λ1(A1ȳ(ε) +R1(y(ε), ε))− (l1ȳ(ε) +R2(y(ε), ε))

 . (3.115)

Алгебраїчна система (3.112) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується

умова

PB̌∗
0
Gb̌ = 0. (3.116)

Якщо

PB̌∗
0
G = 0, (3.117)

то рiвнiсть (3.116) завжди виконується, i система (3.112) матиме розв’язок, а за

умови

PB̌0
= 0, (3.118)

цей розв’язок буде єдиним.

Отже, для знаходження розв’язку рiвняння (3.104), за умови (3.118), приходи-

мо до системи операторних рiвнянь
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y(ε) = PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε),

cd2(ε) = B̌+
0 Gb̌,

ȳ(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε))+

+R2(y(ε), ε)−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε))+

+R1(y(ε), ε))) + Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2cd2(ε)+

+ȳ(ε)) +R1(y(ε), ε))), cd2 ∈ Rd2.

(3.119)

Ввiвши нову змiнну u = col(y(ε), cd2(ε), ȳ(ε)), отримаємо рiвняння

u = Lu+ Fu, (3.120)

де

L =


0 PΛrPQd2 I

0 0 L1

0 0 0

 , (3.121)

L1 := B̌+
0 G

 −A1

WΛ+Λ1A1 − l1

 , (3.122)

Fu :=



0

B̌+
0 Gb̃

ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε)) +R2(y(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε)) +R1(y(ε), ε)))+

+Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2cd2(ε) + ȳ(ε)) +R1(y(ε), ε)))


,

b̃ =

 −R1(y(ε), ε)

WΛ+Λ1R1(y(ε), ε)−R2(y(ε), ε)

 . (3.123)
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Квазiтрикутний блочний матричний оператор I − L завжди має обернений,

що має вигляд

(I − L)−1 =


I PΛrPQd2 I + PΛrPQd2L1

0 I L1

0 0 I

 . (3.124)

Тому рiвняння (3.120) можна переписати у виглядi

u = Ŝu, Ŝ := (I − L)−1F. (3.125)

Враховуючи структуру оператора Ŝ, при достатньо малих ε, оператор Ŝ буде

стискаючим оператором. Отже, операторне рiвняння (3.125) належить до класу

рiвнянь, для розв’язання яких застосовується метод простих iтерацiй [32,96]. Вра-

ховуючи зв’язок системи операторних рiвнянь (3.119) з операторним рiвнянням

(3.125), для знаходження наближеного розв’язку системи операторних рiвнянь

(3.119) пропонується використовувати наступний iтерацiйний процес.

Перше наближення ȳ1(ε) до елемента ȳ(ε) знаходимо як частинний розв’язок

рiвняння

Uȳ1(ε) = εD(z(c0
d2

), 0), (3.126)

який iснує завдяки вибору константи c0
d2
∈ Rd2 iз системи рiвнянь для породжую-

чих констант (3.98), (3.99) та має вигляд

ȳ1(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z(c0

d2
), 0)−

−WΛ+Λ1V (z((c0
d2

), 0)) + Λ+Λ1V (z(c0
d2

), 0)), cd2 ∈ Rd2.
(3.127)

Приймемо ȳ1(ε) за перше наближення y1(ε) до розв’язку y(ε) рiвняння (3.104)

y1(ε) = ȳ1(ε). (3.128)

Друге наближення y2(ε) до y(ε) знаходимо iз рiвняння

Uȳ2(ε) = ε

Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε)) +R1(ȳ1(ε), ε))

H(z0(c
0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε)) +R2(ȳ1(ε), ε)

 =
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= εD(z(c0
d2

) + PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε), ε). (3.129)

Рiвняння (3.129) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
Λ1(V (z0(c

0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε)) +R1(ȳ1(ε), ε)) = 0, (3.130)

PQ∗
d1

(H(z0(c
0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε)) +R2(ȳ1(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε)) +R1(ȳ1(ε), ε))) = 0.
(3.131)

Враховуючи (3.113) та (3.114), отримаємо

B̌0c
1
d2

(ε) = Gb̌1, (3.132)

b̌1 := −

 A1ȳ1(ε) +R1(ȳ1(ε), ε)

l1ȳ1(ε) +R2(ȳ1(ε), ε)−WΛ+Λ1(A1ȳ1(ε) +R1(ȳ1(ε), ε))

 .
Умова розв’язностi рiвняння (3.132) має вигляд

PB̌∗
0
Gb̌1 = 0. (3.133)

За умов (3.117), (3.118), рiвнiсть (3.133) виконується i iз рiвняння (3.132) єди-

ним чином визначається перше наближення c1
d2

(ε) до параметра cd2(ε)

c1
d2

(ε) = B̌+
0 Gb̌1. (3.134)

Друге наближення y2(ε) до y(ε) буде таким

y2(ε) = PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ2(ε), (3.135)

де

ȳ2(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ1(ε))+

+R2(y1(ε), ε)−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε)+

+ȳ1(ε)) +R1(y1(ε), ε))) + Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε)+

+ȳ1(ε)) +R1(y1(ε), ε))).

(3.136)



103

Третє наближення y3(ε) до y(ε) знаходимо iз рiвняння

Uy3(ε) = ε

Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ2(ε)) +R1(ȳ2(ε), ε))

H(z0(c
0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ2(ε)) +R2(ȳ2(ε), ε)

 =

= εD(z(c0
d2

) + PΛrPQd2c
2
d2

(ε) + ȳ2(ε), ε). (3.137)

Рiвняння (3.137) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
Λ1(V (z0(c

0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ2(ε)) +R1(ȳ2(ε), ε)) = 0, (3.138)

PQ∗
d1

(H(z0(c
0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε) + ȳ2(ε))+

+R2(ȳ2(ε), ε)−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
1
d2

(ε)+

+ȳ2(ε)) +R1(ȳ2(ε), ε))) = 0.

(3.139)

Аналогiчним чином, враховуючи (3.113) та (3.114), маємо

B̌0c
2
d2

(ε) = Gb̌2, (3.140)

b̌2 := −

 A1ȳ2(ε) +R1(ȳ2(ε), ε)

l1ȳ2(ε) +R2(ȳ2(ε), ε)−WΛ+Λ1(A1ȳ2(ε) +R1(ȳ2(ε), ε))

 .
Умова розв’язностi рiвняння (3.140) має вигляд

PB̌∗
0
Gb̌2 = 0. (3.141)

За умов (3.117), (3.118), рiвнiсть (3.141) виконується i iз рiвняння (3.140) єди-

ним чином визначається друге наближення c2
d2

(ε) до параметра cd2(ε)

c2
d2

(ε) = B̌+
0 Gb̌2. (3.142)

Третє наближення y3(ε) до y(ε) буде таким

y3(ε) = PΛrPQd2c
2
d2

(ε) + ȳ3(ε), (3.143)
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де

ȳ3(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
2
d2

(ε) + ȳ2(ε))+

+R2(y2(ε), ε)−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
2
d2

(ε)+

+ȳ2(ε)) +R1(y2(ε), ε))) + Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
2
d2

(ε)+

+ȳ2(ε)) +R1(y2(ε), ε))).

(3.144)

Продовжуючи цей процес далi, отримуємо таку iтерацiйну схему для знаход-

ження yk(ε)

ckd2(ε) = B̌+
0 Gb̌k,

ȳk+1(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R2(yk(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε)))+

+Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε))),

yk+1(ε) = PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk+1(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.

Отже, справедливою є наступна теорема.

Теорема 3.2.3 (Достатня умова). Нехай породжуюче для рiвняння (3.91) рiв-

няння (2.107) за виконання r+ d1 лiнiйно-незалежних умов (2.109), (2.110) має

d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв z(cd2) ∈ `2 (2.111). Тодi, для кожного значен-

ня векторної константи cd2 = c0
d2
∈ Rd2, що задовольняє систему рiвнянь для

породжуючих констант (3.98), (3.99) та при виконаннi умов

PB̌∗
0
G = 0, PB̌0

= 0

рiвняння (3.91) буде мати розв’язок z(ε) ∈ `2 неперервний по ε, який перетво-

рюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок z(c0
d2

). Цей розв’язок, при достат-
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ньо малих ε, можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу

ckd2(ε) = B̌+
0 Gb̌k,

ȳk+1(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R2(yk(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε)))+

+Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε))),

yk+1(ε) = PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk+1(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.

Використовуючи отриманi результати для слабконелiнiйного операторного

рiвняння (3.91), можна зробити висновки про iснування розв’язку вихiдної крайо-

вої задачi для слабконелiнiйного iнтегрального рiвняння типу Гамерштейна (3.86),

(3.87). Для цього використаємо перехiд, який був описаний при дослiдженнi необ-

хiдної умови iснування розв’язку крайової задачi (3.86), (3.87). Отже, сформулює-

мо достатню умову iснування розв’язку вихiдної крайової задачi (3.86), (3.87).

Теорема 3.2.4 (Достатня умова). Нехай породжуюча для крайової задачi

(3.86), (3.87) задача (2.1), (2.2), за виконання r + d1 лiнiйно-незалежних умов

(2.37), (2.38), має d2-параметричну сiм’ю розв’язкiв x0(t, cd2) (2.39). Тодi, для

кожного значення векторної константи cd2 = c0
d2
∈ Rd2, що задовольняє систе-

му рiвнянь для породжуючих констант (3.98), (3.99) та при виконаннi умов

PB̌∗
0
G = 0, PB̌0

= 0

задача (3.86), (3.87) буде мати розв’язок

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який перетворюється при ε = 0 в породжуючий розв’язок x0(t, c
0
d2

). Цей розв’я-

зок, при достаньо малих ε, можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного
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процесу

ckd2(ε) = B̌+
0 Gb̌k,

ȳk+1(ε) = ε(PΛrQ
+(H(z0(c

0
d2

), 0) + l1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R2(yk(ε), ε)−

−WΛ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε)))+

+Λ+Λ1(V (z0(c
0
d2

), 0) + A1(PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk(ε)) +R1(yk(ε), ε))),

yk+1(ε) = PΛrPQd2c
k
d2

(ε) + ȳk+1(ε), k = 0,∞,

y0(ε) = ȳ0(ε) = 0.

Теорема 3.2.5. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами) Якщо

d2 = r+ d1, то для того, щоб слабконелiнiйна крайова задача (3.86), (3.87) мала

розв’язок x = x(t, ε) : x(t, 0) = x0(t, c
0
d2

), де x0(t, c
0
d2

) – породжуючий розв’язок

з векторною константою cd2 = c0
d2
∈ Rd2, необхiдно, щоб константа c0

d2
була

дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (3.98), (3.99) i

достатньо, щоб ця константа c0
d2

була простим коренем системи (3.98), (3.99).

3.3. Слабконелiнiйнi крайовi задачi для систем iнтегро-

диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом

Розглянемо слабконелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь

ẋ(t)− Φ̃(t)

b∫
a

[A(s)x(s)+B(s)ẋ(s)]ds = f(t)+ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (3.145)

з iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу

∆Eix|t=τi := Mix(τi − 0) + γi + εJ1(x(·, ε), ε), (3.146)

t 6= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p

та крайовою умовою

Sx(·) = α + εJ2(x(·, ε), ε), α ∈ Rq. (3.147)
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Будемо використовувати припущення i позначення з [77, 95]:

A(t), B(t), Φ̃(t) — (m× n), (m× n), (n×m) — вимiрнi матрицi, компоненти яких

належать простору L2[a, b]; вектор-стовпчики матрицi Φ̃(t) лiнiйно-незалежнi на

[a, b], f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b]; Ei,Mi — (ki×n)-вимiрнi матрицi,

γi — ki-вимiрний вектор-стовпчик констант, rank (Ei + Mi) = ki (i = 1, 2, ..., p),

тобто розв’язок системи (3.145) визначається однозначним продовженням через

точки розриву:

∆Eix|t=τi = Ei

(
x(τi + 0)− x(τi − 0)

)
. (3.148)

Тут iмпульс задаться не по всiх компонентах невiдомої n-вимiрної вектор-функцiї

x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xki(t), ..., xn(t)), а лише по ki її компонентах;

S — обмежений лiнiйний векторний функцiонал, визначений в D2[a, b],

S = col(S1, S2, S3, .., Sq) : D2[a, b] → Rq; α = col(α1, α2, α3, .., αq) ε Rq;

Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор-функцiя,

неперервно диференцiйовна по x в околi породжуючого розв’язку, iнтегровна з

квадратом по t i неперервна по ε:

Z(·, t, ε) ∈ C1[‖x− x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0];

J1(x(·, ε), ε), J2(x(·, ε), ε) — нелiнiйнi обмеженi, вiдповiдно, p, q-вимiрнi вектор-

функцiонали, неперервно диференцiйовнi по x у розумiннi Фреше [65] i неперервнi

по ε в околi породжуючого розв’язку.

Шукана функцiя x(t) належить простору n-вимiрних функцiй, якi допускають

розриви першого роду у точках τ1, τ2, ..., τp ∈ (a, b) i якi абсолютно неперервнi на

кожному iз промiжкiв: [a, τ1), [τ1, τ2), ..., [τp, b]. Такi функцiї x(t) ∈ D2([a, b]\{τi}I)

допускають представлення:

x(t) =

t∫
a

ẋ(s)ds+ x(a) +

p∑
i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi), (3.149)
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де ∆x(τi) = x(τi) − x(τi − 0), i = 1, ..., p, χ[τi,b](t) — характеристична функцiя

промiжка [τi, b]. Норма у просторах D2([a, b] \ {τi}I) вводиться як у [2]:

‖x‖D2([a,b]\{τi}I) = ‖ẋ‖L2[a,b] + |x(a)|Rn + ‖
p∑
i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi)‖Rn,

‖x‖L2[a,b] =

(
b∫
a

n∑
i=1

| xi(t) |2 dt

)1/2

, t ∈ [a, b].

(3.150)

Покажемо, що дослiджувати задачу з iмпульсним впливом (3.145)–(3.147)

можна, розглядаючи її як внутрiшню крайову задачу ("interface BVP’s" [116]).

Для того, щоб показати цей зв’язок, введемо ϕx(·) — k–вимiрний лiнiйний обме-

жений векторний функцiонал

ϕ := col(ϕ1, ..., ϕp) : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rk, k := k1 + k2 + ...+ kp,

ϕi : D2([a, b] \ {τi}I)→ Rki, (i = 1, ..., p)

наступним чином 

ϕ1x := E1x(τ1+)− (E1 +M1)x(τ1−)

ϕ2x := E2x(τ2+)− (E2 +M2)x(τ2−)

................................................

ϕpx := Epx(τp+)− (Ep +Mp)x(τp−)

(3.151)

та запишемо iмпульсну дiю (3.146) як крайову умову

ϕx(·) = γ + εJ1(x(·, ε), ε), (3.152)

де γ = col(γ1, γ2, ..., γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki.

Об’єднаємо таким чином отриману внутрiшню крайову умову (3.152) iз зада-

ною крайовою умовою (3.147) i отримаємо (k + q) умов на невiдому n-вимiрну

вектор-функцiю x(t) :

Lx(·) = δ + εJ(x(·, ε), ε) ∈ Rk+q, (3.153)

де

L :=
[ ϕ
S

]
, δ :=

[ γ
α

]
, J(x(·, ε), ε) :=

[ J1(x(·, ε), ε)

J2(x(·, ε), ε)

]
.
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Тепер слабконелiнiйну iмпульсну крайову задачу (3.145)-(3.147) можна роз-

глядати як слабконелiнiйну крайову задачу (3.145), (3.153). Аналогiчно, як у ро-

ботi [6], можна встановити необхiдну та достатню умови розв’язностi та зв’язок

мiж цими умовами для отриманої таким чином слабконелiнiйної крайової задачi

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь (3.145), (3.153).

Отже, шукаємо розв’язок x = x(t, ε) крайової задачi (3.145), (3.153), визначе-

ний у такому класi вектор-функцiй

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

i який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

ẋ(t)− Φ̃(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (3.154)

Lx(·) = δ ∈ Rk+q. (3.155)

яка детально розглянута у роботi [20]. Наведемо вiдомий критерiй розв’язностi

породжуючої крайової задачi (3.154), (3.155) [77].

Теорема 3.3.1. Нехай rankQ = n2 ≤ min(k+q, r1). Тодi однорiдна iмпульсна кра-

йова задача (3.154), (3.155) (f(t) = 0, δ = 0) має r лiнiйно-незалежних розв’язкiв

вигляду:

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr, cr ∈ Rr,

r1 = m+ n− rankD, r = r1 − rankQ.

Неоднорiдна крайова задача (3.154), (3.155) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли

виконуються умови:

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
(δ − LF (·)) = 0, (3.156)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ,

та має r-параметричну сiм’ю лiнiйно-незалежних розв’язкiв:

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr + Ψ0(t)PDr1

Q+(δ − LF (·)) + F (t), ∀cr ∈ Rr. (3.157)
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Тут Ψ0(t) = [Ψ(t), In], Ψ(t) =
t∫
a

Φ̃(s)ds — вiдповiдно, n × (m + n) та

n × m вимiрнi матрицi; D =
[
Im −

b∫
a

[
A(s)Ψ(s) + B(s)Φ̃(s)

]
ds,−

b∫
a

A(s)ds
]
—

m × (m + n) вимiрна матриця, f̃(t) =
t∫
a

f(s)ds, b̃ =
b∫
a

[
A(s)f̃(s) + B(s)f(s)

]
ds,

F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D
+b̃, Im, In — одиничнi матрицi вiдновiдних порядкiв;

PD, PD∗ — (m+n)× (m+n), m×m -вимiрнi матрицi, вiдповiдно, ортопроектори

на ядро та коядро матрицi D; PDr1
(PD∗

d1
) — матриця, яка складається iз повної

системи r1 (d1) лiнiйно-незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi ортопроектора

PD (PD∗). Матриця Q = L(Ψ0(·))PDr1
– (k + q) × r1-вимiрна i побудована згiд-

но [77]; D+ (Q+) — псевдообернена (за Муром–Пенроузом) до D (Q) матриця.

PQ, PQ∗, вiдповiдно, r1 × r1, (k + q) × (k + q)-вимiрнi матрицi, ортопроектори

на ядро та коядро матрицi Q; PQr (PQ∗
d2

) — матриця, яка складається з повної

системи r (d2) лiнiйно-незалежних стовпчикiв (рядкiв) матрицi PQ (PQ∗) [95].

Далi, розв’язок (3.157) породжуючої крайової задачi (3.154), (3.155) —

x(t, 0) = x0(t, cr) будемо називати породжуючим розв’язком слабконелiнiйної iм-

пульсної крайової задачi (3.145)–(3.147), де cr ∈ Rr — невiдома константа, яка

буде визначена нижче.

3.3.1. Необхiдна умова iснування розв’язку. Розглянемо критичний

випадок, коли вiдповiдна однорiдна породжуюча крайова задача (3.154), (3.155)

(f(t) = 0, δ = 0) має нетривiальнi розв’язки x(t, cr) = x0(t, cr), якi визначаються

формулою (3.157). Спочатку встановимо необхiдну умову розв’язностi крайової

задачi (3.145), (3.153). Справедливим буде наступне твердження.

Теорема 3.3.2. (Необхiдна умова). Нехай слабконелiнiйна iмпульсна крайова

задача (3.145)–(3.147) має розв’язок x = x(t, ε):

x(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, cr) (3.157) з

векторною константою cr = c0
r (r = m+ n− rankD − rankQ).
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Тодi константа c0
r обов’язково повинна бути дiйсним коренем системи рiв-

нянь для породжуючих констант

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds = 0, (3.158)

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0

r), 0)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(t)

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)ds

]
dt

)}
= 0, (3.159)

d1 = m− rankD, d2 = k + q − rankQ.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 5.4 [95] та теореми 4.5 [30]. У випадку

перiодичних задач, константа c0
r має фiзичний змiст i є амплiтудою породжуючого

розв’язку. Тому у класичнiй перiодичнiй задачi вiдповiдне рiвняння для систем

звичайних диференцiальних рiвнянь називають рiвнянням для породжуючих амп-

лiтуд [32, 68]. По аналогiї, будемо називати систему рiвнянь (3.158), (3.159) —

системою рiвнянь для породжуючих констант iмпульсної крайової задачi для сис-

тем iнтегро-диференцiальних рiвнянь (3.145)–(3.147).

Якщо система рiвнянь (3.158), (3.159) розв’язна, то константа cr = c0
r ∈ Rr

визначає той породжуючий розв’язок (3.157) x(t, cr) = x0(t, c
0
r), якому може

вiдповiдати розв’язок x(t, ε) вихiдної iмпульсної крайової задачi (3.145)–(3.147)

(а це те саме, що розв’язок внутрiшньої крайової задачi (3.145), (3.153)) при

ε = 0. Якщо ж система рiвнянь (3.158), (3.159) не має розв’язку, то й iмпульсна

крайова задача (3.145)–(3.147) не має шуканого розв’язку. Мова йде про дiйснi
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коренi системи рiвнянь для породжуючих констант (3.158), (3.159). Таким чи-

ном, необхiдною умовою розв’язностi iмпульсної крайової задачi (3.145)–(3.147)

є вимога, щоб система рiвнянь (3.158), (3.159) мало хоча один дiйсний розв’язок

cr = c0
r ∈ Rr.

3.3.2. Достатня умова iснування розв’язку. Для отримання дос-

татньої умови iснування розв’язку вихiдної iмпульсної крайової задачi виконаємо

замiну змiнних у внутрiшнiй крайовiй задачi (3.145), (3.153):

x(t, ε) = x0(t, c
0
r) + y(t, ε).

Тодi у нових змiнних будемо шукати умови iснування розв’язку y(t, ε) :

y(·, ε) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється у нульовий розв’язок y(t, 0) = 0 крайової задачi:

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)

]
ds =

= ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0(s, c

0
r) + y(s, ε), s, ε

)
ds, (3.160)

Ly(·) = εJ
(
x0(·, c0

r) + y(·, ε), ε
)
. (3.161)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(x, t, ε) та

неперервну диференцiйовнiсть за Фреше векторного функцiонала J(x(·, ε), ε)

по першiй компонентiй в околi точки ε = 0, видiляємо у вектор-функцiї

Z(x0(t, c
0
r) + y(t, ε), t, ε) i у векторному функцiоналi J

(
x0(·, c0

r) + y(·, ε), ε
)
лiнiйнi

частини по y i члени нульового порядку по ε. Тодi має мiсце розклад

Z(x0(t, c
0
r) + y(t, ε), t, ε) = Z(x0(t, c

0
r), t, 0) + A1(t)y(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε), (3.162)

J
(
x0(·, c0

r) + y(·, ε), ε
)

= J(x0(·, c0
r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε), (3.163)
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де

Z(x0(t, c
0
r), t, 0) ∈ C[a, b], J(x0(·, c0

r)) = J(x0(·, c0
r), 0),

A1(t) = A1(t, c
0
r) =

∂Z(x, t, 0)

∂x

∣∣∣
x=x0(t,c0r)

∈ C[a, b],

L1y(·, ε) — лiнiйна частина векторного функцiоналу J
(
x0(·, c0

r) + y(·, ε), ε
)
.

Згiдно з [65], лiнiйний оператор L1 = J ′(x0) є похiдною Фреше вiд вектор-

ного функцiонала J
(
x(·, ε), ε

)
в точцi x = x0(t, c

0
r). Нелiнiйна вектор-функцiя

R(y(t, ε), t, ε) належить класу C1(‖y‖ ≤ µ), L2[a, b], C[0, ε0]. При цьому маємо

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂y
= 0, R1(0, 0) = 0,

∂R1(0, 0)

∂y
= 0.

Врахувавши розклад нелiнiйностей (3.162), (3.163) у крайовiй задачi

(3.160), (3.161) отримаємо наступну задачу

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)

]
ds = h(t, ε), (3.164)

Ly(·) = ε
{
J(x0(·, c0

r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)
}
, (3.165)

розв’язок якої будемо шукати у наступному виглядi

y(t, ε) = Xr(t)c+ ȳ(t, ε), c = c(ε) ∈ Rr,

Xr(t) = Ψ0(t)PDr1
PQr — n × r-вимiрна матриця, c ∈ Rr невiдома константа, яка

буде визначена нижче i

ȳ(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r))+L1y(·, ε)+R1(y(·, ε), ε)−LF0(·, ε)
}

+F0(t, ε).

Згiдно з теоремою 3.3.1, неоднорiдна крайова задача (3.164), (3.165) є розв’язною

тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови

PD∗
d1
b̃0(ε) = 0, (3.166)

PQ∗
d2

{
εJ
(
x0(·, c0

r) + y(·, ε), ε
)
− LF0(·, ε)

}
= 0. (3.167)
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Тут b̃0(ε) =
b∫
a

[
A(s)h̃(s, ε) + B(s)h(s, ε)

]
ds — n × 1-вимiрний вектор-стовпчик,

компоненти якого належать простору C[0, ε0],

h(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)
[
Z(x0(s, c

0
r), s, 0) + A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds =

= ε
(
h1(t)c+ h0

2(t, ε)
)
,

h1(t) =

b∫
a

K(t, s)A1(s)Xr(s)ds,

h0
2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
Z(x0(s, c

0
r), s, 0) + A1(s)ȳ(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds,

F0(t, ε) = h̃(t, ε) + Ψ0(t)D
+b̃0(ε) = F 1

0 (t) + F 2
0 (t, ε),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds,

F 2
0 (t, ε) = h̃0

2(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)h̃0

2(s, ε) +B(s)h0
2(s, ε)

]
ds,

h̃(t, ε) =

t∫
a

h(s, ε)ds, h̃1(t) =

t∫
a

h1(s)ds, h̃
0
2(t, ε) =

t∫
a

h0
2(s, ε)ds.

Враховуючи, що y(t, ε) = Xr(t)c + ȳ(t, ε) iз (3.166), (3.167) отримаємо наступну

систему для вiдшукання невiдомого вектора-констант c ∈ Rr :

PD∗
d1

{ b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds
}
c =

= −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃0

2(s, ε) +B(s)h0
2(s, ε)

]
ds, (3.168)

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}
c = −PQ∗

d2

{
J(x0(·, c0

r)) + L1ȳ(·, ε)+

+R1(y(·, ε), ·, ε)− LF 2
0 (·, ε)

}
. (3.169)
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Враховуючи рiвняння для породжуючих констант (3.158), (3.159), система рiвнянь

(3.168), (3.169) набуде вигляду

PD∗
d1

{ b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds
}
c =

= −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽ0

2(s, ε) +B(s)e0
2(s, ε)

]
ds, (3.170)

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}
c = −PQ∗

d2

{
L1ȳ(·, ε)+

+R1(y(·, ε), ·, ε)− LF 3
0 (·, ε)

}
. (3.171)

Тут

e(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds = ε

(
h1(t)c+ e0

2(t, ε)
)
,

e0
2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)ȳ(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds,

F̃0(t, ε) = ẽ(t, ε) + Ψ0(t)D
+ρ0(ε) = F 1

0 (t) + F 3
0 (t, ε),

F 3
0 (t, ε) = ẽ0

2(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)ẽ0

2(s, ε) +B(s)e0
2(s, ε)

]
ds,

ρ0(ε) =

b∫
a

[
A(s)ẽ(s, ε)+B(s)e(s, ε)

]
ds, ẽ(t, ε) =

t∫
a

e(s, ε)ds, ẽ0
2(t, ε) =

t∫
a

e0
2(s, ε)ds.

Систему (3.170), (3.171) можна записати наступним чином

B̃0c = g, (3.172)

де (d1 + d2)× r-вимiрна матриця

B̃0 :=

 PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}

 ,
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та (d1 + d2)× 1-вимiрна вектор-функцiя

g :=

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽ0

2(s, ε) +B(s)e0
2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ȳ(·, ε) +R1(y(·, ε), ·, ε)− LF 3

0 (·, ε)
}
 .

Система (3.172) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

PB̃∗
0
g = 0. (3.173)

Оскiльки вектор-функцiя g мiстить невiдомi величини, то для того, щоб конст-

руктивно скористатися цiєю умовою, замiсть (3.173) будемо вимагати, щоб вико-

нувалася умова PB̃∗
0

= 0, яка еквiвалентна умовi

rank B̃0 = d1 + d2, d1 + d2 ≤ r. (3.174)

Тут PB̃∗
0

— (d1 + d2) × (d1 + d2)-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує

простiр Rd1+d2 на нуль-простiр N(B̃∗0).

Розв’язавши систему (3.172), приходимо до наступної еквiвалентної оператор-

ної системи

y(t, ε) = Xr(t)c+ ȳ(t, ε),

c = B̃+
0 g, (3.175)

ȳ(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r))+L1y(·, ε)+R1(y(·, ε), ε)−LF0(·, ε)
}

+F0(t, ε).

Введемо u = col(y(t, ε), c, ȳ(t, ε)) та запишемо систему (3.175) у нових змiнних

u = L(1)u+ F̂ u, (3.176)

де

L(1) =


0 Xr(t) In

0 0 L1

0 0 0

 ,
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L1ϕ = B̃+
0



−PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1(τ)ϕ(τ)dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)A1(τ)ϕ(τ)dτ
]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ϕ(·)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(·, τ)A1(τ)ϕ(τ)dτ+

+Ψ0(·)D+
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1(τ)ϕ(τ)dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)A1(τ)ϕ(τ)dτ
]
ds
)}



,

F̂ u =


0

−B̃+
0 ḡ

εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)−

−LF0(·, ε)
}

+ F0(t, ε)

 ,

ḡ :=



−PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτ
]
ds

−PQ∗
d2

{
R1(y(·, ε), ·, ε)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(·, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτ+

+Ψ0(·)D+
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)R(y(τ, ε), τ, ε)dτ
]
ds
)}



.

Систему (3.175) запишемо у виглядi:

(Iθ − L(1))u = F̂ u, θ = 2n+ r.

Квазiтрикутний блочний матричний оператор (Iθ − L(1)) завжди має обернений,

тому систему (3.175) можна записати наступним чином

u = Ŝu, Ŝ := (Iθ − L(1))−1F̂ .
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За рахунок вибору ε та околу породжуючого розв’язку, враховуючи структуру

оператора F̂ , аналогiчно як i в [32,68], можна показати, що оператор Ŝ є операто-

ром стиску [54], який дiє з простору D2

(
[a, b];Rn

)
× C

(
[0, ε0];Rr

)
×D2

(
[a, b];Rn

)
в себе з вiдповiдною нормою. Отже, операторне рiвняння u = Ŝu буде ма-

ти єдиний розв’язок, який можна знайти як u = lim
v→∞

uv, uv = Ŝuv−1, де

u0 = col(y0, c0, ȳ0) = 0. Повертаючись до вихiдної крайової задачi (3.145), (3.147),

для знаходження розв’язку будемо мати наступний iтерацiйний процес.

На першому кроцi iтерацiйного процесу отримаємо крайову задачу

ẏ1(t)−Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y1(s)+B(s)ẏ1(s)

]
ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0(s, c

0
r), s, 0

)
ds, (3.177)

Ly1(·) = εJ
(
x0(·, c0

r), 0
)
, (3.178)

яка розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds = 0,

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0

r), 0)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(t)

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)ds

]
dt

)}
= 0.

Цi умови виконуються, оскiльки породжуючий розв’язок задовольняє умови

(3.158), (3.159) внаслiдок вибору константи c0
r ∈ Rr. Перше наближення y1(t, ε)

до шуканого розв’язку y(t, ε) крайової задачi (3.160), (3.161) вважаємо рiвним
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ȳ1(t, ε). Тодi

y1(t, ε) = ȳ1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r), 0)− LF1(·, ε)
}

+ F1(t, ε),

де

F1(t, ε) = ε

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ εΨ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds.

На другому кроцi iтерацiйного процесу маємо крайову задачу:

ẏ2(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y2(s) +B(s)ẏ2(s)

]
ds = ε

b∫
a

K(t, s)

[
Z(x0(s, c

0
r), s, 0)+

+ A1(s)
[
Xr(t)c1 + ȳ1(s, ε)

]
+R(y1(s, ε), s, ε)

]
ds, (3.179)

Ly2(·) = ε
{
J(x0(·, c0

r)) + L1

[
Xr(·)c1 + ȳ1(·, ε)

]
+R1(y1(·, ε), ε)

}
. (3.180)

З необхiдної та достатньої умов розв’язностi цiєї крайової задачi отримаємо алгеб-

раїчну, вiдносно c1 ∈ Rr, систему:

B̃0c1 =

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽ1

2(s, ε) +B(s)e1
2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ȳ1(·, ε) +R1(y1(·, ε), ·, ε)− LF 3

1 (·, ε)
}
 . (3.181)

Тут

F 3
1 (t, ε) = ẽ1

2(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)ẽ1

2(s, ε) +B(s)e1
2(s, ε)

]
ds,

e1
2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)ȳ1(s, ε) +R(y1(s, ε), s, ε)

]
ds, ẽ1

2(t, ε) =

t∫
a

e1
2(s, ε)ds,
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яка при умовi (3.174) буде розв’язна. Тодi перше наближення c1 до c(ε) має вигляд:

c1 = B̃+
0

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽ1

2(s, ε) +B(s)e1
2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ȳ1(·, ε) +R1(y1(·, ε), ·, ε)− LF 3

1 (·, ε)
}
 .

Друге наближення y2(t, ε) до шуканого y(t, ε) має вигляд:

y2(t, ε) = Xr(t)c1 + ȳ2(t, ε).

Продовжуючи iтерацiйний процес, з операторної системи (3.175) для знаходження

розв’язку y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0 крайової задачi (3.160), (3.161) отримаємо

наступну iтерацiйну процедуру:

yk+1(t, ε) = Xr(t)ck + ȳk+1(t, ε),

ck = B̃+
0

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)ẽk2(s, ε) +B(s)ek2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
L1ȳk(·, ε) +R1(yk(·, ε), ·, ε)− LF 3

k (·, ε)
}
 , (3.182)

ȳk+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0

r))+L1yk(·, ε)+R1(yk(·, ε), ε)−LFk(·, ε)
}

+Fk(t, ε).

Тут

Fk(t, ε) = h̃k(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)h̃k(s, ε) +B(s)hk(s, ε)

]
ds = F 1

0 (t) + F 2
k (t),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds,

F 2
k (t, ε) = h̃k2(t, ε) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃k2(s, ε) +B(s)hk2(s, ε)

]
ds,

hk(t, ε) = ε
(
h1(t) + hk2(t, ε)

)
,
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h1(t) =

b∫
a

K(t, s)A1(s)Xr(s)ds,

hk2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)ȳk−1(s, ε) +R(yk−1(s, ε), s, ε)

]
ds,

h̃k(t, ε) =

t∫
a

hk(s, ε)ds, h̃1(t) =

t∫
a

h1(s)ds, h̃k2(t, ε) =

t∫
a

hk2(s, ε)ds,

ek(t, ε) = ε
(
h1(t) + ek2(t, ε)

)
,

ek2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)ȳk−1(s, ε) +R(yk−1(s, ε), s, ε)

]
ds,

ẽk(t, ε) =

t∫
a

ek(s, ε)ds, ẽk2(t, ε) =

t∫
a

ek2(s, ε)ds.

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 3.3.3. (Достатня умова) Нехай породжуюча крайова задача

(3.154), (3.155), при виконаннi умов (3.156), має r-параметричну сiм’ю розв’яз-

кiв x0(t, cr)(3.157) (r = m + n − rankD − rankQ). Тодi для кожної дiйсної

векторної константи cr = c0
r ∈ Rr, що задовольняє систему рiвнянь для

породжуючих констант (3.158), (3.159) та при виконаннi умови (3.174),

слабконелiнiйна крайова задача (3.145)–(3.147) має хоча б один розв’язок

x = x(t, ε), який при ε = 0 перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c
0
r) i

визначається за допомогою збiжного iтерацiйного процесу (3.182) та формулою

xk(t, ε) = x0(t, c
0
r) + yk(t, ε), (k = 0, 1, 2, ...).

Теорема 3.3.4. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами) Для

того, щоб слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро-диференцiальних

рiвнянь (3.145)–(3.147) мала розв’язок x = x(t, ε) необхiдно, щоб констан-

та c0
r була дiйсним коренем системи рiвнянь для породжуючих констант

(3.158), (3.159) i достатньо, щоб виконувалася умова (3.174).
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Бiльше того, якщо d1 +d2 = r, умова (3.174) означає, що cr = c0
r ∈ Rr є прос-

тим коренем системи рiвнянь для породжуючих констант (3.158), (3.159).



123

ВИСНОВКИ ДО ТРЕТЬОГО РОЗДIЛУ

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи встановлено необхiднi та достатнi

умови iснування розв’язкiв нетерових крайових задач для слабконелiнiйних iнтег-

ральних рiвнянь типу Гамерштейна та систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з

iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. Побудовано рiвняння для породжую-

чих констант та встановлено зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. За-

пропоновано iтерацiйнi схеми побудови наближених розв’язкiв. Для iнтегрально-

го рiвняння типу Гамерштейна роглянуто випадок невиродженого iнтегрального

оператора.
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РОЗДIЛ 4

ЛIНIЙНI IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ ТИПУ ФРЕДГОЛЬМА З

КЕРУВАННЯМ

Рiзноманiтним задачам з керуванням для функцiонально-диференцiальних та

iнтегро-диференцiальних рiвнянь i їх систем присвячено багато публiкацiй. Одним

iз напрямкiв є пiдхiд, який ґрунтується на залученнi апарату теорiї псевдооберне-

них операторiв [95, 96, 99]. В даному роздiлi, в межах цього пiдходу, встановлено

необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайових задач для iнтегральних рiвнянь

типу Фредгольма з керуванням та знайдено загальний вигляд їх розв’язку.

Нагадаємо, що в другому роздiлi було розглянуто питання розв’язностi слабко-

збуреної крайової задачi у випадку, коли породжуюча задача не мала розв’язку.

В цьому роздiлi наведемо iнший пiдхiд, де збурення породжуючої задачi про-

водиться за допомогою введення у її праву частину керування (постiйного або

змiнного).

4.1. Iнтегральнi рiвняння типу Фредгольма зi сталим керу-

ванням

4.1.1. Загальний вигляд розв’язку iнтегрального рiвняння. Розгля-

немо у гiльбертовому просторi L2[a, b] iнтегральне рiвняння з керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds · u. (4.1)

Тут сумовнi з квадратом в областi [a, b]× [a, b] ядра K(t, s), K1(t, s), функцiя

f ∈ L2[a, b] – вiдомi, а функцiю x ∈ L2[a, b] та керування u ∈ R – потрiбно

визначити.
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Будемо вважати, що iнтегральне рiвняння без керування

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

тобто рiвняння (2.1), при деяких неоднорiдностях f ∈ L2[a, b] не має розв’язку.

Ставиться питання знаходження необхiдних та достатнiх умов, при яких, вво-

дячи в праву частину рiвняння (2.1) керування
b∫
a

K1(t, s)x(s)ds ·u, рiвняння (4.1)

стає розв’язним.

Використовуючи перехiд, описаний для рiвняння (2.1) у пiдроздiлi 2.1, зведемо

рiвняння (4.1) до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь з керуванням.

Нехай {ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b]. Викорис-

товуючи позначення (2.3) та (2.50):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

отримаємо злiченновимiрну систему алгебраїчних рiвнянь з керуванням

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi +
∞∑
j=1

ãijxj · u, i = 1,∞, (4.2)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞.

Запишемо систему (4.2) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2

Λz = g + Λ1zu, (4.3)

де матрицi Λ, Λ1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7), (2.8),

(2.54):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,
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Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


.

Операторне рiвняння для рiвняння (4.3) без керування має вигляд (2.6):

Λz = g.

Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв неоднорiдного рiв-

няння з керуванням (4.1), при умовi, що породжуюче рiвняння (2.1), а, отже i

операторне рiвняння (2.6), не мають розв’язкiв. Виникає питання: чи можна за

допомогою введення у праву частину рiвняння (2.6) керування Λ1z · u, зробити

операторне рiвняння (4.3), а, отже i вихiдне iнтегральне рiвняння (4.1), розв’яз-

ними?

Так як операторне рiвняння без керування (2.6) не має розв’язку, то умова

(2.14) теореми 2.1.2 не виконується. Згiдно цiєї теореми неоднорiдне рiвняння (4.3)

є розв’язним тодi i лише тодi, коли виконується умова

PΛ∗
r
(g + Λ1zu) = 0. (4.4)

Звiдси,

PΛ∗
r
Λ1zu = −PΛ∗

r
g. (4.5)

Введемо позначення

∆ := PΛ∗
r
Λ1. (4.6)

Таким чином, враховуючи (4.6), отримаємо

∆zu = −PΛ∗
r
g. (4.7)

За умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, r1 ≤ r (4.8)
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алгебраїчна система (4.7) буде розв’язною вiдносно zu та за теоремою 2.1.2 її

розв’язок буде мати вигляд

zu = P∆c−∆+PΛ∗
r
g, ∀c ∈ l2. (4.9)

Тут P∆ – матриця-ортопроектор на ядро матрицi ∆, P∆∗
r1

– матриця, яка скла-

дається iз повної системи r1 лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi P∆∗, що є орто-

проектором на коядро матрицi ∆, ∆+ – псевдообернена (за Муром-Пенроузом) до

матрицi ∆ матриця.

Зазначимо, що за умови P∆ = 0, система (4.7) матиме єдиний розв’язок ви-

гляду

zu = −∆+PΛ∗
r
g. (4.10)

Пiдставимо у рiвняння (4.3) замiсть zu вираз (4.10), отримаємо

Λz = g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g. (4.11)

Згiдно з теоремою 2.1.2 рiвняння (4.11) буде розв’язним тодi i лише тодi, коли

виконується умова

PΛ∗
r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0, (4.12)

та один iз розв’язкiв рiвняння (4.11) має вигляд

z = Λ+(g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g). (4.13)

Зазначимо, що за умови PΛr = 0 цей розв’язок буде єдиним.

Знайдемо явний вигляд функцiї постiйного керування. Для цього домножимо

рiвнiсть (4.13) на u справа та порiвняємо з рiвностю (4.10). Маємо

(Λ+(g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g))u = −∆+PΛ∗

r
g. (4.14)

Введемо позначення

F̃ := Λ+(g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g), (4.15)

тодi рiвнiсть (4.14) перепишеться у виглядi

F̃ u = −∆+PΛ∗
r
g. (4.16)
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Згiдно з теоремою 2.1.2 рiвняння (4.16) є розв’язним тодi i лише тодi, коли вико-

нується умова

PF̃ ∗∆
+PΛ∗

r
g = 0. (4.17)

Один iз розв’язкiв рiвняння (4.16) зображається у виглядi

u = −F̃+∆+PΛ∗
r
g. (4.18)

Зазначимо, що за умови PF̃ = 0 цей розв’язок є єдиним.

Тут PF̃ (PF̃ ∗) – матриця-ортопроектор на ядро (коядро) матрицi F̃ , F̃+ – псев-

дообернена (за Муром-Пенроузом) до матрицi F̃ матриця.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.1.1. Нехай операторне рiвняння без керування (2.6) є нерозв’язним.

Тодi, якщо виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то один iз розв’язкiв операторного рiвняння (4.3) буде мати вигляд (4.13), а за

умови

PF̃ ∗∆
+PΛ∗

r
g = 0

керування u визначатиметься представленням (4.18). Якщо виконуються до-

датковi умови

P∆ = 0, PΛr = 0, PF̃ = 0,

то розв’язок z рiвняння (4.3) та керування u будуть єдиними.

Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння з керуван-

ням (4.3), ми можемо зробити висновки про iснування розв’язку вихiдного iнтег-

рального рiвняння типу Фредгольма з керуванням (4.1). Для цього використаємо

перехiд, описаний у пiдроздiлi 2.1, згiдно якого можна зробити висновок про те,

що множина елементiв

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, (4.19)
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i є шуканою сiм’єю розв’язкiв вихiдного iнтегрального рiвняння (4.1). Отже тепер

сформулюємо критерiй розв’язностi iнтегрального рiвняння типу Фредгольма з

керуванням (4.1).

Теорема 4.1.2. Нехай iнтегральне рiвняння (2.1) є нерозв’язним. Тодi, якщо

виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то один iз розв’язкiв iнтегрального рiвняння (4.1) буде мати вигляд (4.19), а за

умови

PF̃ ∗∆
+PΛ∗

r
g = 0

керування u визначатиметься представленням (4.18). Якщо виконуються до-

датковi умови

P∆ = 0, PΛr = 0, PF̃ = 0,

то розв’язок {x(t), u} рiвняння (4.1) буде єдиним.

4.1.2. Приклад. Проiлюструємо наведенi вище теоретичнi викладки на

конкретному прикладi. Розглянемо iнтегральне рiвняння

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t) +

π∫
0

K1(t, s)x(s)ds · u. (4.20)

Породжуюче до нього рiвняння має вигляд

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t). (4.21)

У нашому випадку ядро K(t, s) є виродженим та симетричним. Отже, замiсть

системи {ϕi(t)}∞i=1 ми можемо взяти систему власних функцiй оператора

(Kw)(t) =
2

π

π∫
0

cos(t+ s)w(s)ds. (4.22)



130

Неважко переконатись, що ортонормованi функцiї ϕ1(t) =
√

2
π cos t i

ϕ2(t) =
√

2
π sin t є власними функцiями оператора (4.22), якi вiдповiдають

характеристичним числам λ1 = 1 i λ2 = −1 вiдповiдно.

Зведемо рiвняння (4.20) та (4.21) до рiвнянь виду (4.3) та (2.6). Отримаємо

Λz = g + Λ1zu, (4.23)

Λz = g, (4.24)

Λ =

0 0

0 2

 , z =

x1

x2

 , g =

 f1

f2

 , Λ1 =

ã11 ã12

ã21 ã22

 , (4.25)

x1 =

√
2

π

π∫
0

x(t) cos tdt, x2 =

√
2

π

π∫
0

x(t) sin tdt, (4.26)

f1 =

√
2

π

π∫
0

f(t) cos tdt, f2 =

√
2

π

π∫
0

f(t) sin tdt, (4.27)

ã11 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t cos sdtds, ã12 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t sin sdtds, (4.28)

ã21 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t cos sdtds, ã22 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t sin sdtds. (4.29)

Використовуючи формули (1.3), (1.4), отримаємо матрицi

Λ+ =

0 0

0 1
2

 , PΛ = PΛ∗ =

1 0

0 0

 . (4.30)

В нашому випадку одиниця є власним значенням оператора K кратностi 1.

Тобто, ми маємо критичний випадок. I, згiдно з теоремою 2.1.2, справедливим є

наступний результат.

Твердження. Однорiдне рiвняння (4.24) (g = 0) має розв’язок

z =

 c

0

 , ∀c ∈ R. (4.31)
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Неоднорiдне рiвняння (4.24) є розв’язним тодi i тiльки тодi, коли виконуєть-

ся умова

f1 = 0 (4.32)

та має розв’язок

z =

 c

1
2f2

 , ∀c ∈ R. (4.33)

Безпосереднiми обчисленнями можна переконатися, що при рiзних неоднорiд-

ностях f(t) умова розв’язностi (4.32) може виконуватись або не виконуватись.

Наприклад, при f(t) = cos t + sin t умова (4.32) не виконується, тобто неоднорiд-

не рiвняння (4.24) не має розв’язку. При f(t) = sin t умова розв’язностi (4.32)

виконується.

Дослiдимо питання: якщо рiвняння (4.24) не має розв’язку, то чи можна зро-

бити його розв’язним, ввiвши у праву частину рiвняння (4.24) керування Λ1z · u?

Для цього скористаємося теоремою 4.1.1, тобто перевiримо виконання умов (4.8),

(4.12), (4.17). Згiдно позначення (4.6) та спiввiдношення (4.30), маємо

∆ =
(

1 0
)ã11 ã12

ã21 ã22

 =
(
ã11 ã12

)
. (4.34)

Скориставшись формулами (1.3), отримаємо

∆+ = lim
ω→+0

(∆∗∆ + ωI)−1∆∗ =
1

ã2
11 + ã2

12

ã11

ã12

 , (4.35)

P∆ =
1

ã2
11 + ã2

12

 ã2
12 −ã11ã12

−ã11ã12 ã2
11

 , P∆∗
r1

= 0. (4.36)

Можливi два випадки:

1) Якщо ∆ = 0, тодi ∆+ = 0, i, керування u не iснуватиме та рiвняння (4.23)

не буде мати розв’язку z .

2) Якщо ã2
11 + ã2

12 6= 0, тодi ∆ 6= 0 та ∆+ 6= 0.
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Оскiльки P∆∗
r1

= 0, то умова (4.8) виконується завжди, тобто рiвняння (4.23)

завжди буде розв’язним вiдносно zu. Згiдно (4.36) P∆ 6= 0 завжди, тобто рiвняння

(4.23) має сiм’ю розв’язкiв. Перевiримо виконання умови (4.12):

(
1 0

)(f1

f2

−
ã11 ã12

ã21 ã22

 ã11
ã211+ã212
ã12

ã211+ã212

(1 0
)f1

f2

) =

=
(

1 0
)(f1

f2

−
 f1

ã21ã11+ã22ã12
ã211+ã212

f1

) =

=
(

1 0
) 1

ã2
11 + ã2

12

 0

f2ã
2
11 + f2ã

2
12 − ã21ã11f1 − ã22ã12f1

 = 0.

Отже, умова (4.12) також виконується завжди, тобто рiвняння (4.23) завжди

розв’язне вiдносно z. Оскiльки PΛr =

1

0

 6= 0, то розв’язок рiвняння (4.23) не

єдиний. Залишилось перевiрити виконання умови (4.17). Згiдно (4.15) та (4.30),

маємо

F̃ =

0 0

0 1
2

(f1

f2

−
ã11 ã12

ã21 ã22

 ã11
ã211+ã212
ã12

ã211+ã212

(1 0
)f1

f2

) = (4.37)

=
1

2(ã2
11 + ã2

12)

 0

f2ã
2
11 + f2ã

2
12 − ã21ã11f1 + ã22ã12f1

 . (4.38)

Звiдси отримуємо, що

F̃+ =
1

f2ã2
11 + f2ã2

12 − ã21ã11f1 + ã22ã12f1

(
0 2(ã2

11 + ã2
12)
)
, (4.39)

PF̃ ∗ =

1 0

0 0

 , PF̃ = 0. (4.40)

Пiдставимо (4.35), (4.40) в умову (4.17):1 0

0 0

 ã11
ã211+ã212
ã12

ã211+ã212

(1 0
)f1

f2

 =
1

ã2
11 + ã2

12

ã11f1

0

 = 0. (4.41)
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Згiдно (4.32) та (4.41) умова (4.17) буде справджуватися при будь-якому ã11.

Знайдемо вигляд розв’язку z та керування u рiвняння (4.23). Припустимо, що

K1(t, s) = cos(2t− s). Скориставшись формулами (1.3), (1.4), (4.28), (4.29), (4.30),

маємо

Λ1 =

 0 4
3

−2
3 0

 , ∆ =
(

0 4
3

)
, ∆+ =

0

3
4

 , (4.42)

P∆ =

1 0

0 0

 , P∆∗
r1

= 0. (4.43)

Умови (4.8) та (4.12) виконуються. Отже, оскiльки P∆ 6= 0, то zu визначається не

єдиним чином. Залишилось перевiрити виконання умови (4.17). Згiдно зображен-

ня (4.15) та формули (4.30) маємо

F̃ =

 0√
π
8

 , F̃+ =
(

0
√

8
π

)
, PF̃ = 0, PF̃ ∗ =

1 0

0 0

 . (4.44)

Тодi

PF̃ ∗∆
+PΛ∗

r
g =

1 0

0 0

0

3
4

(1 0
)√π

2√
π
2

 = 0. (4.45)

Таким чином, умова (4.17) виконується i рiвняння (4.23) буде розв’язним вiдносно

u. Один iз розв’язкiв рiвняння (4.23) має вигляд

z =

 0√
π
8

 , (4.46)

u = −
(

0
√

8
π

)0

3
4

(1 0
)√π

2√
π
2

 = −3

2
, (4.47)

i один iз розв’язкiв вихiдного iнтегрального рiвняння (4.20), згiдно з теоремою

4.1.2, дорiвнює

x =
sin t

2
, u = −3

2
. (4.48)
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4.1.3. Критерiй розв’язностi крайової задачi. Розглянемо у гiльбер-

товому просторi L2[a, b] лiнiйну крайову задачi для iнтегрального рiвняння типу

Фредгольма з керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)x(s)ds · u, (4.49)

Sx(·) = α + Jx(·)u. (4.50)

Тут сумовнi з квадратом в областi [a, b]× [a, b] ядра K(t, s), K1(t, s), функцiя

f ∈ L2[a, b], обмеженi лiнiйнi векторнi функцiонали S = col
(
S1, S2, . . . , Sp

)
:

L2[a, b] → Rp i J = col
(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b] → Rp, Si, Ji : L2[a, b] → R,

вектор α = col
(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp – вiдомi, а функцiю x ∈ L2[a, b], та

керування u ∈ R – потрiбно визначити.

Будемо вважати, що породжуюча задача, отримана з (4.49), (4.50) при u = 0,

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

Sx(·) = α,

тобто задача (2.1), (2.2), при деяких неоднорiдностях f ∈ L2[a, b] та α ∈ Rp не має

розв’язку.

Ставиться питання знаходження необхiдних та достатнiх умов, при яких, вво-

дячи в праву частину задачi (2.1), (2.2) керування
b∫
a

K1(t, s)x(s)ds · u, Jx(·)u,

задача (4.49), (4.50) стає розв’язною.

Як i в пiдроздiлi 2.1, задачу (4.49), (4.50) можна звести до крайової задачi з

керуванням для злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь. Використовуючи

позначення (2.3) та (2.50):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,
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приходимо до крайової задачi з керуванням для злiченновимiрної системи алгеб-

раїчних рiвнянь

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi +
∞∑
j=1

ãijxj · u, i = 1,∞, (4.51)

∞∑
j=1

Sνϕj(·)xj = αν +
∞∑
j=1

Jνϕj(·)xj · u, ν = 1, p, (4.52)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞.

Запишемо задачу (4.51), (4.52) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2

Uz =

 Λ

W

 z =

 g

α

+

 Λ1

W1

 zu = q + U1zu, (4.53)

де матрицi Λ, Λ1,W ,W1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7),

(2.8), (2.54), (2.106):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

W := SΦ(·), W1 := JΦ(·).

Операторне рiвняння без керування для рiвняння (4.53) має вигляд (2.107):

Uz = q.

Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв крайової задачi

(4.49), (4.50) при умовi, що породжуюча задача (2.1), (2.2), а, отже i операторне

рiвняння (2.107), не мають розв’язкiв. Виникає питання: чи можна за допомогою
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введення у праву частину рiвняння (2.107) керування U1zu, зробити рiвняння

(4.53), а, отже i вихiдну задачу (4.49), (4.50) розв’язними?

Так як операторне рiвняння без керування (2.107) не має розв’язку, то умови

(2.109), (2.110) теореми 2.3.1 не виконуються. Згiдно цiєї теореми неоднорiдне

рiвняння (4.53) є розв’язним тодi i лише тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
(g + Λ1zu) = 0, (4.54)

PQ∗
d1

(α +W1zu−WΛ+(g + Λ1zu)) = 0. (4.55)

Звiдси,

PΛ∗
r
Λ1zu = −PΛ∗

r
g, (4.56)

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)zu = PQ∗
d1

(WΛ+g − α).

Ввiвши позначення

Θ :=

 PΛ∗
r
Λ1

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)

 , % := −

 PΛ∗
r
g

PQ∗
d1

(α−WΛ+g)

 , (4.57)

отримаємо

Θzu = %. (4.58)

За умови PΘ∗
r1
% = 0, r1 ≤ (r + d1), алгебраїчна система (4.58) буде розв’язною

вiдносно zu та її розв’язок буде мати вигляд

zu = PΘc+ Θ+%, ∀c ∈ `2. (4.59)

Тут PΘ – матриця-ортопроектор на ядро матрицi Θ, PΘ∗
r1

– матриця, яка

складається iз повної системи r1 лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi PΘ∗, що є ор-

топроектором на коядро матрицi Θ, Θ+ – псевдообернена (за Муром-Пенроузом)

до Θ матриця.

Зазначимо, що за умови PΘ = 0, система (4.58) матиме єдиний розв’язок

zu = Θ+%. (4.60)
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Пiдставивши у рiвняння (4.53) замiсть zu вираз (4.60), отримаємо

Uz = q + U1Θ
+%. (4.61)

Рiвняння (4.61) буде розв’язним тодi i лише тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, (4.62)

PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0, (4.63)

та його розв’язок матиме вигляд

z = PΛrPQd2cd2 + Λ+(g + Λ1Θ
+%)+

+PΛrQ
+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ

+%), ∀cd2 ∈ Rd2.
(4.64)

Зазначимо, що за умови PΛrPQd2 = 0 розв’язок рiвняння (4.61)

z = Λ+(g + Λ1Θ
+%) + PΛrQ

+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) (4.65)

є єдиним.

Знайдемо явний вигляд функцiї постiйного керування u. Для цього домножимо

рiвнiсть (4.65) на u справа та прирiвняємо до рiвностi (4.60). Введемо наступне

позначення:

F := Λ+(g + Λ1Θ
+%) + PΛrQ

+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%), (4.66)

тодi будемо мати

Fu = Θ+%. (4.67)

За теоремою 2.1.2 умова розв’язностi для (4.67) має вигляд

PF ∗Θ+% = 0. (4.68)

Один iз розв’язкiв рiвняння (4.67) має вигляд

u = F+Θ+%. (4.69)

Зазначимо, що за умови PF = 0, цей розв’язок є єдиним.

Має мiсце наступна теорема.
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Теорема 4.1.3. Нехай операторне рiвняння без керування (2.107) є нерозв’яз-

ним. Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,

то один iз розв’язкiв рiвняння (4.53) буде мати вигляд (4.64), а за умови

PF ∗Θ+% = 0

керування u визначатиметься формулою (4.69). Якщо виконуються умови

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0, PF = 0,

то розв’язок {z, u} рiвняння (4.53) буде єдиними.
Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння (4.53), ми

можемо зробити висновки про iснування розв’язку вихiдної крайової задачi

(4.49), (4.50). Для цього використаємо перехiд, описаний у пiдроздiлi 2.1. Згiдно

цього пiдходу множина елементiв x(t), якi визначається спiввiдношенням

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z = Φ(t)(Λ+(g + Λ1Θ
+%)+

+PΛrQ
+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ

+%)).

(4.70)

є шуканою сiм’єю розв’язкiв вихiдної крайової задачi (4.49), (4.50).
Теорема 4.1.4. Нехай крайова задача без керування (2.1), (2.2) є нерозв’язною.

Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,

то один iз розв’язкiв крайової задачi (4.49), (4.50) буде мати вигляд (4.70), а за

умови

PF ∗Θ+% = 0

керування u визначатиметься формулою (4.69). Якщо виконуються умови

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0, PF = 0,

то розв’язок {x(t), u} задачi (4.49), (4.50) буде єдиним.
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4.2. Iнтегральнi рiвняння типу Фредгольма зi змiнним ке-

руванням

4.2.1. Умови розв’язностi iнтегрального рiвняння. Розглянемо у

гiльбертовому просторi L2[a, b] iнтегральне рiвняння з керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)u(s)ds. (4.71)

Тут сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b] ядра K(t, s), K1(t, s) та функцiя

f ∈ L2[a, b] – вiдомi, а функцiю x ∈ L2[a, b] та керування u ∈ L2[a, b] – необхiдно

визначити.

Будемо вважати, що породжуюче iнтегральне рiвняння без керування

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t)

тобто рiвняння (2.1), при деяких неоднорiдностях f ∈ L2[a, b] не має розв’язку.

Ставиться задача знаходження необхiдних та достатнiх умов, при яких, вво-

дячи в праву частину рiвняння (2.1) керування
b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, рiвняння (4.71)

стає розв’язним.

Зведемо рiвняння (4.71) до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь з

керуванням. Нехай {ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].

Використовуючи (2.3) та (2.50):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,

та вводячи додатково позначення

ui =

b∫
a

u(t)ϕi(t)dt, (4.72)
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вiд рiвняння (4.71) приходимо до злiченновимiрної системи алгебраїчних рiвнянь

з керуванням

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi +
∞∑
j=1

ãijuj, i = 1,∞, (4.73)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞,
∞∑
j=1

|uj|2 < +∞.

Запишемо систему (4.73) у виглядi операторного рiвняння у просторi `2

Λz = g + Λ1v, (4.74)

де матрицi Λ, Λ1, вектор-стовпчики z та g визначаються формулами (2.7), (2.8),

(2.54):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


;

v = col
(
u1, u2, . . . , ui, . . .

)
∈ `2. (4.75)

Операторне рiвняння без керування для рiвняння (4.74) має вигляд (2.6):

Λz = g.

Виникає питання: чи можна за допомогою введення у праву частину рiвняння

(2.6) керування Λ1v, зробити рiвняння (4.74), а, отже i вихiдне iнтегральне рiвнян-

ня (4.71), розв’язними? Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку

неоднорiдного рiвняння (4.71), при умовi, що породжуюче рiвняння (2.1), а, отже

i операторне рiвняння (2.6), не мають розв’язкiв.
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Так як операторне рiвняння без керування (2.6) є нерозв’язним, то умова (2.14)

не виконується. Згiдно теореми 2.1.2 неоднорiдне рiвняння (4.74) є розв’язним тодi

i лише тодi, коли виконується умова

PΛ∗
r
(g + Λ1v) = 0. (4.76)

Звiдси,

PΛ∗
r
Λ1v = −PΛ∗

r
g.

Використовуючи позначення (4.6), отримаємо

∆v = −PΛ∗
r
g. (4.77)

За умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, r1 ≤ r (4.78)

алгебраїчна система (4.77) буде розв’язною вiдносно v, та її розв’язок матиме

вигляд

v = P∆c−∆+PΛ∗
r
g, ∀c ∈ `2. (4.79)

Тут P∆ – матриця-ортопроектор на ядро матрицi ∆, P∆∗
r1

– матриця, яка скла-

дається iз повної системи r1 лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi P∆∗, що є орто-

проектором на коядро матрицi ∆, ∆+ – псевдообернена (за Муром-Пенроузом) до

матрицi ∆ матриця.

Зазначимо, що за умови P∆ = 0, система (4.77) матиме єдиний розв’язок виг-

ляду

v = −∆+PΛ∗
r
g. (4.80)

Пiдставивши у рiвняння (4.74) замiсть v вираз (4.80), отримаємо

Λz = g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g. (4.81)

За теоремою 2.1.2, рiвняння (4.81) буде розв’язним тодi i лише тодi, коли вико-

нується умова

PΛ∗
r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0 (4.82)
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i його розв’язок має вигляд

z = PΛrcr + Λ+(g − Λ1∆
+PΛ∗

r
g), ∀cr ∈ Rr. (4.83)

Зазначимо, що за умови PΛr = 0 розв’язок рiвняння (4.81) є єдиним. Має мiсце

наступна теорема.

Теорема 4.2.1. Нехай операторне рiвняння без керування (2.6) є нерозв’язним.

Тодi, якщо виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то рiвняння (4.74) буде мати хоча б один розв’язок z вигляду (4.83), а керування

v визначатиметься представленням (4.79). Якщо виконуються умови P∆ = 0,

PΛr = 0, то розв’язок z системи (4.74) та керування v будуть єдиними.

Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння з керуван-

ням (4.74), можна зробити висновок про iснування розв’язку вихiдного iнтег-

рального рiвняння типу Фредгольма з керуванням (4.71). Для цього використаємо

перехiд, описаний у пiдроздiлi 2.1. Згiдно цього пiдходу, iснує елемент x ∈ L2[a, b]

такий, що має мiсце зображення

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, (4.84)

де

Φ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕi(t), . . .

)
,

{ϕi(t)}∞i=1 – повна ортонормальна система функцiй в L2[a, b].

Аналогiчним чином визначається керування u(t)

u(t) =
∞∑
i=1

uiϕi(t) = Φ(t)v. (4.85)

Пара {x(t), u(t)}, що визначається спiввiдношеннями (4.84), (4.85), i є шуканим

розв’язком вихiдного iнтегрального рiвняння (4.71).
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Теорема 4.2.2. Нехай iнтегральне рiвняння без керування (2.1) є нерозв’язним.

Тодi, якщо виконуються умови

P∆∗
r1
PΛ∗

r
g = 0, PΛ∗

r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) = 0,

то iнтегральне рiвняння з керуванням (4.71) буде мати хоча б один розв’я-

зок {x(t), u(t)} (4.84), (4.85). За додаткових умов P∆ = 0, PΛr = 0 розв’язок

{x(t), u(t)} рiвняння (4.71) буде єдиним.

4.2.2. Приклад. Розглянемо iнтегральне рiвняння з керуванням

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t) +

π∫
0

K1(t, s)u(s)ds (4.86)

за умови, що рiвняння

x(t)− 2

π

π∫
0

cos(t+ s)x(s)ds = f(t) (4.87)

не має розв’язку.

У нашому випадку ядро K(t, s) є виродженим та симетричним. Отже, замiсть

системи {ϕi(t)}∞i=1 ми можемо взяти систему власних функцiй оператора

(Kw)(t) =
2

π

π∫
0

cos(t+ s)w(s)ds. (4.88)

Неважко переконатись, що ортонормованi функцiї ϕ1(t) =
√

2
π cos t та

ϕ2(t) =
√

2
π sin t є власними функцiями оператора (4.88), якi вiдповiдають ха-

рактеристичним числам λ1 = 1 i λ2 = −1 вiдповiдно.

Зведемо рiвняння (4.86) та (4.87) до рiвнянь виду (4.74) та (2.6). Викорис-

товуючи позначення (2.3), (2.50), (4.72), отримаємо

Λz = g + Λ1v, (4.89)

Λz = g, (4.90)
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Λ =

0 0

0 2

 , Λ1 =

ã11 ã12

ã21 ã22

 ,

z =

x1

x2

 , g =

 f1

f2

 , v =

u1

u2

 ,

(4.91)

x1 =

√
2

π

π∫
0

x(t) cos tdt, x2 =

√
2

π

π∫
0

x(t) sin tdt,

f1 =

√
2

π

π∫
0

f(t) cos tdt, f2 =

√
2

π

π∫
0

f(t) sin tdt,

ã11 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t cos sdtds, ã12 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) cos t sin sdtds,

ã21 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t cos sdtds, ã22 =
2

π

π∫
0

π∫
0

K1(t, s) sin t sin sdtds,

(4.92)

u1 =

√
2

π

π∫
0

u(t) cos tdt, u2 =

√
2

π

π∫
0

u(t) sin tdt.

Скориставшись формулами (1.3), (1.4), отримаємо

Λ+ =

0 0

0 1
2

 , PΛ = PΛ∗ =

1 0

0 0

 . (4.93)

В нашому випадку одиниця є власним значенням оператора K (4.88) кратностi 1.

Тобто, ми маємо критичний випадок. I, згiдно з теоремою 2.1.2, справедливим є

наступний результат.

Твердження. Однорiдна система (4.90) (g = 0) має розв’язок

z =

 c

0

 , ∀c ∈ R. (4.94)

Неоднорiдна система (4.90) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконуєть-

ся умова
π∫

0

f(t) cos tdt = 0 (4.95)
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та має розв’язок

z =

 c

1√
2π

π∫
0

f(t) sin tdt

 , ∀c ∈ R. (4.96)

Безпосереднiми обчисленнями можна переконатися, що при рiзних неодно-

рiдностях f(t) умова розв’язностi може виконуватись або не виконуватись.

При f(t) = sin t умова розв’язностi (4.95) виконується, а, наприклад, при

f(t) = cos t+ sin t умова (4.95) не виконується, тобто неоднорiдне рiвняння (4.90)

не має розв’язку. Знайдемо умови на керування
b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, при якому рiв-

няння (4.86) буде розв’язним. Для цього скористаємося теоремою 2.1.2, тобто пе-

ревiримо виконання умов (4.78), (4.82). Згiдно (4.6), (4.91), (4.93) маємо

∆ =
(

1 0
)ã11 ã12

ã21 ã22

 =
(
ã11 ã12

)
.

Отже, матимемо

∆+ = γ
(
ã11ã12

)
, P∆∗

r1
= 0,

P∆ = γ

 ã2
12 −ã11ã12

−ã11ã12 ã2
11

 , γ =
1

ã2
11 + ã2

12

.

Можливi два випадки:

1) ∆ = ∆+ = 0 (ã2
11 + ã2

12 = 0). Тодi керування v не iснуватиме, i алгебраїчне

рiвняння (4.89) не буде мати розв’язку z.

2) ∆ 6= 0 та ∆+ 6= 0 (ã2
11 + ã2

12 6= 0). Оскiльки P∆∗
r1

= 0, то умова (4.78)

виконується завжди, тобто рiвняння (4.89) завжди буде розв’язним вiдносно v.

Перевiримо виконання умови (4.82)

PΛ∗
r
(g − Λ1∆

+PΛ∗
r
g) =

(
1 0

)(f1

f2

−
ã11 ã12

ã21 ã22

γã11

γã12

(1 0
)f1

f2

) =

= γ
(

1 0
)
×

 0

f2(ã
2
11 + ã2

12)− f1(ã21ã11 + ã22ã12)

 = 0.
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Отже, умова (4.82) виконується для будь-якої матрицi Λ1 та алгебраїчне рiвняння

(4.89) завжди буде розв’язним вiдносно z.

Знайдемо явний вигляд керування v та розв’язку z рiвняння (4.89). Нехай

K1(t, s) = 2 cos t cos s. Скориставшись формулами (4.92), (4.93), маємо

Λ1 =

π 0

0 0

 , g =

√
π

2

1

1

 , ∆ =
(
π 0

)
,

∆+ =
1

π

1

0

 , P∆ =

0 0

0 1

 .

Оскiльки умова (4.78) виконується, а умова PD = 0 не виконується, то керу-

вання v буде визначатися не єдиним чином i матиме вигляд

v = P∆c−D+PΛ∗
r
g =

=

0

1

 c1 −
1

π
·
√
π

2

1

0

(1 0
)1

1

 =

− 1√
2π

c1

 , ∀c1 ∈ R.

У нашому випадку PΛr 6= 0, тому рiвняння (4.89) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z = PΛrc+ Λ+(g + Λ1v) =

=

1

0

 c2 +

0 0

0 1
2

(√π

2

1

1

+

π 0

0 0

×
− 1√

2π

c1

) =

 c2√
π
8

 , ∀c2 ∈ R.

Скориставшись формулами (4.84) та (4.85), знайдемо явний вигляд керування

u(t) та розв’язку x(t) iнтегрального рiвняння (4.86)

u(t) =
1

π

(
c1

√
2π sin t− cos t

)
, ∀c1 ∈ R,

x(t) =
1

2
√
π

(
c2

√
8 cos t+

√
π sin t

)
, ∀c2 ∈ R.

4.2.3. Необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку крайової за-

дачi. Розглянемо у гiльбертовому просторi L2[a, b] лiнiйну крайову задачу для
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iнтегрального рiвняння з керуванням

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t) +

b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, (4.97)

Sx(·) = α + Ju(·). (4.98)

Тут сумовнi з квадратом в областi [a, b] × [a, b] ядра K(t, s), K1(t, s), функцiя

f ∈ L2[a, b], обмеженi лiнiйнi векторнi функцiонали S = col
(
S1, S2, . . . , Sp

)
:

L2[a, b] → Rp i J = col
(
J1, J2, . . . , Jp

)
: L2[a, b] → Rp, Si, Ji : L2[a, b] → R

та вектор α = col
(
α1, α2, . . . , αp

)
∈ Rp – вiдомi, а функцiї x ∈ L2[a, b] та

u ∈ L2[a, b] – шуканi.

Будемо вважати, що породжуюча задача без керування

x(t)−
b∫

a

K(t, s)x(s)ds = f(t),

Sx(·) = α,

тобто задача (2.1), (2.2), при деяких неоднорiдностях f ∈ L2[a, b] та α ∈ Rp не має

розв’язку.

Ставиться задача знаходження необхiдних та достатнiх умов, при яких, вво-

дячи в праву частину задачi (2.1), (2.2) керування
b∫
a

K1(t, s)u(s)ds, Ju(·), задача

(4.97), (4.98) стає розв’язною.

Зведемо задачу (4.97), (4.98) до крайової задачi з керуванням для злiченно-

вимiрної системи алгебраїчних рiвнянь. Використовуючи позначення (2.3), (2.50),

(4.72):

xi =

b∫
a

x(t)ϕi(t)dt, fi =

b∫
a

f(t)ϕi(t)dt, ui =

b∫
a

u(t)ϕi(t)dt,

aij =

b∫
a

b∫
a

K(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds, ãij =

b∫
a

b∫
a

K1(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds,
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вiд задачi (4.97), (4.98) приходимо до крайової задачi з керуванням для злiченно-

вимiрної системи алгебраїчних рiвнянь

xi −
∞∑
j=1

aijxj = fi +
∞∑
j=1

ãijuj, i = 1,∞, (4.99)

∞∑
j=1

Sνϕj(·)xj = αν +
∞∑
j=1

Jνϕj(·)uj, ν = 1, p, (4.100)

∞∑
j=1

|xj|2 < +∞,
∞∑
j=1

|uj|2 < +∞.

Запишемо задачу (4.99), (4.100) у виглядi операторного рiвняння в просторi `2

Uz =

 Λ

W

 z =

 g

α

+

 Λ1

W1

 v = q + U1v, (4.101)

де матрицi Λ, Λ1,W ,W1, вектор-стовпчики z, g, v визначаються формулами (2.7),

(2.8), (2.54), (2.106), (4.75):

z = col
(
x1, x2, . . . , xi, . . .

)
∈ `2, g = col

(
f1, f2, . . . , fi, . . .

)
∈ `2,

v = col
(
u1, u2, . . . , ui, . . .

)
∈ `2,

Λ =



1− a11 −a12 . . . −a1i . . .

−a21 1− a22 . . . −a2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−ai1 −ai2 . . . 1− aii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


, Λ1 =



ã11 ã12 . . . ã1i . . .

ã21 ã22 . . . ã2i . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

ãi1 ãi2 . . . ãii . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

W := SΦ(·), W1 := JΦ(·).

Операторне рiвняння без керування для рiвняння (4.101) має вигляд (2.107):

Uz = q.

Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку неоднорiдної крайо-

вої задачi (4.97), (4.98), при умовi, що задача без керування (2.1), (2.2), а, отже i
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операторне рiвняння (2.107), не мають розв’язкiв. Виникає питання: чи можна за

допомогою введення у праву частину рiвняння (2.107) керування Λ1v,W1v, зроби-

ти рiвняння (4.101), а, отже i вихiдну крайову задачу для iнтегрального рiвняння

з керуванням (4.97), (4.98), розв’язними?

Так як операторне рiвняння без керування (2.107) не має розв’язку, то умови

(2.109), (2.110) теореми 2.3.1 не виконуються. Згiдно цiєї теореми неоднорiдне

рiвняння (4.101) є розв’язним тодi i лише тодi, коли виконуються умови

PΛ∗
r
(g + Λ1v) = 0, (4.102)

PQ∗
d1

(α +W1v −WΛ+(g + Λ1v)) = 0. (4.103)

Звiдси,

PΛ∗
r
Λ1v = −PΛ∗

r
g,

PQ∗
d1

(W1 −WΛ+Λ1)v = PQ∗
d1

(WΛ+g − α).

Використовуючи позначення (4.57), отримаємо

Θv = %. (4.104)

За умови

PΘ∗
r1
% = 0, r1 ≤ (r + d1) (4.105)

алгебраїчна система (4.104) буде розв’язною вiдносно v та її розв’язок буде мати

вигляд

v = PΘc+ Θ+%, ∀c ∈ `2. (4.106)

Зазначимо, що за умови PΘ = 0, система (4.104) матиме єдиний розв’язок

вигляду

v = Θ+%. (4.107)

Пiдставивши у рiвняння (4.101) замiсть v вираз (4.107), отримаємо

Uz = q + U1Θ
+%. (4.108)
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За теоремою 2.3.1, рiвняння (4.108) буде розв’язним тодi i лише тодi, коли вико-

нуються умови

PΛ∗
r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, (4.109)

PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0 (4.110)

i його розв’язок має вигляд

z = PΛrPQd2cd2 + Λ+(g + Λ1Θ
+%)+

+PΛrQ
+(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ

+%), ∀cd2 ∈ Rd2. (4.111)

Зазначимо, що за умови PΛrPQd2 = 0 розв’язок рiвняння (4.108) є єдиним. Має

мiсце наступна теорема.

Теорема 4.2.3. Нехай операторне рiвняння без керування (2.107) є нерозв’яз-

ним. Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,

то операторне рiвняння (4.101) буде мати хоча б один розв’язок {z, v} вигляду

(4.111) та (4.106). Якщо виконуються умови

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0,

то розв’язок {z, v} рiвняння (4.101) буде єдиним.

Використовуючи отриманi результати для операторного рiвняння (4.101),

можна зробити висновки про iснування розв’язку вихiдної крайової задачi

(4.97), (4.98). Таким чином, якщо рiвняння (4.101) має хоча б один розв’язок {z, v}

то згiдно теореми Рiса-Фiшера, iснують елементи x ∈ L2[a, b], u ∈ L2[a, b] такi, що

мають мiсце зображення

x(t) =
∞∑
i=1

xiϕi(t) = Φ(t)z, u(t) =
∞∑
i=1

uiϕi(t) = Φ(t)v. (4.112)

Пара {x(t), u(t)}, що визначається спiввiдношеннями (4.112), i є шуканим

розв’язком вихiдної крайової задачi (4.97), (4.98).
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Теорема 4.2.4. Нехай крайова задача без керування (2.1), (2.2) є нерозв’язною.

Тодi, якщо виконуються умови

PΘ∗
r1
% = 0, PΛ∗

r
(g + Λ1Θ

+%) = 0, PQ∗
d1

(α−WΛ+g + (W1 −WΛ+Λ1)Θ
+%) = 0,

то крайова задача (4.97), (4.98) з керуванням буде мати хоча б один розв’язок

{x(t), u(t)} вигляду (4.112). За додаткових умов

PΘ = 0, PΛrPQd2 = 0,

розв’язок {x(t), u(t)} крайової задачi (4.97), (4.98) буде єдиним.
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ВИСНОВКИ ДО ЧЕТВЕРТОГО РОЗДIЛУ

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню лiнiйних iнтегральних

рiвнянь типу Фредгольма з керуванням та крайовим задачам для них. Розглянуто

випадок, коли породжуюча крайова задача є розв’язною не при всiх неоднорiднос-

тях. Наведено необхiднi та достатнi умови, при яких вводячи в праву частину по-

роджуючої крайової задачi керування, отримана крайова задача стає розв’язною.

Знайдено явний вигляд таких керувань. Розглянуто випадки сталого та змiнного

керування.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

• Знайдено умови iснування та загальний вигляд розв’язку лiнiйної нетерової

крайової задачi для iнтегрального рiвняння типу Фредгольма, ядро якого є

невиродженим. Встановлено критерiй розв’язностi слабкозбуреної крайової

задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма, у припущен-

нi, що вiдповiдна породжуюча задача є нерозв’язною. Побудовано загальний

вигляд розв’язку такої задачi у виглядi частини ряду з сингулярнiстю, який

збiгається при фiксованому, достаньо малому параметрi.

• Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв нетерових кра-

йових задач для слабконелiнiйних iнтегральних рiвнянь типу Гамерштейна

та систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у фiксованi

моменти часу. Побудовано рiвняння для породжуючих констант та встанов-

лено зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. Запропоновано iтера-

цiйнi схеми побудови наближених розв’язкiв. Для iнтегрального рiвняння

типу Гамерштейна роглянуто випадок невиродженого iнтегрального опера-

тора.

• Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку нетерової крайо-

вої задачi для лiнiйного iнтегрального рiвняння типу Фредгольма з керуван-

ням, за умови, що задача без керування є нерозв’язною. Розглянуто випадки

змiнного та сталого керувань.
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