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21 Вступ

Теорiя великих вiдхилень стосується асимптотичної поведiнки вiддалених
хвостiв послiдовностей розподiлiв ймовiрностей. Вона має застосування в ба-
гатьох областях, включаючи статистику, комунiкацiйнi мережi, теорiю iнфор-
мацiї, статистичну механiку, чутливе до ризику управлiння та системи масо-
вого обслуговування.
Першi точнi результати великих вiдхилень були отриманi Гаральдом Краме-
ром наприкiнцi 1930-х рокiв, який застосував їх для моделювання страхового
бiзнесу. Вiн дав результат за принципом великого вiдхилення (ПВВ) для суми
незалежних i однаково розподiлених (н.о.р) випадкових величини з функцiєю
iнтенсивностi, вираженою степеневим рядом. Загальна абстрактна структура
для ПВВ була запропонована С.Р.С. Варадхан у 1966 роцi. На той час єди-
ними сучасними принципами великого вiдхилення були: Шiльдера (ПВВ для
броунiвського руху), Санова (ПВВ для ергодичних процесiв) i Фрейдлiна та
Вентцелла (ПВВ для дифузiй Iто) з деякою абстрактною основою ПВВ. Вирi-
шальний крок вперед було зроблено завдяки серiї робiт Донскера та Варада-
на, починаючи з середини 1970-х рокiв, у яких вони розробили систематичну
теорiю великих вiдхилень для емпiричних вимiрювань н.о.р. i маркiвських
величин. За свiй фундаментальний внесок у цю сферу Варадхан отримав
премiю Абеля 2007 року. Унiфiкований пiдхiд, включаючи нерiвномiрну та
гiпоелiптичну дифузiї, завдяки Д.В. Струк.
У цiй роботi ми встановлюємо кiлька результатiв великих вiдхилень для сто-
хастичних адитивних функцiоналiв, якi сильно або слабко збiгаються при
рiзних масштабах. Вводимо необхiднi позначення, визначення та викладаємо
основнi факти та результати, пов’язанi з нашим дослiдженням. Крiм того,
такi фундаментальнi об’єкти, як ланцюги Маркова, марковськi процеси та
деякi з їхнiх пiдродин, включаючи їхнi властивостi, а також представлена
основа для нашого аналiзу.
Ми представляємо поняття перемикання та перемикаючих процесiв за до-
помогою адитивних функцiоналiв процесiв з локально незалежними приро-
стами, що пiдлягають марковському перемиканню у схемi розщеплення фаз



3та злиття. Метод заснований на розбиттi фазового простору на непересiчнi
класи Ek, k ∈ V i подальше об’єднання цих класiв у рiзнi стани k ∈ V .
Встановлено принцип великого вiдхилення для принципу злиття фаз i тео-
рiї середнього наближення. Цi результати опублiкованi в [1]. Для принципу
злиття фаз результат великого вiдхилення був отриманий через мiркування
ПВВ для ергодичних процесiв. Результат великого вiдхилення для теореми
середньої апроксимацiї випливає з пiдходу слабкої збiжностi. Тобто ми пред-
ставляємо нормалiзованi логарифми очiкувань як варiацiйнi формули, якi
iнтерпретуються як функцiї мiнiмальної вартостi пов’язаних задач стохасти-
чного оптимального керування.
Також ми вивчимо адитивнi функцiонали, пов’язанi з функцiональними цен-
тральними граничними теоремами, використовуючи зовсiм iншi методи. Ми
встановлюємо функцiональнi майже скрiзь центральнi граничнi теореми та
виводимо принцип великого вiдхилення через функцiю iнтенсивностi для про-
цесiв Орнштейна-Уленбека та розкладання мартингала адитивних функцiо-
налiв. Цi результати опублiкованi в [2]. Нарештi, ми викладаємо деякi iдеї
для майбутньої роботи, включаючи розширення результатiв, отриманих для
адитивних функцiоналiв у безперервному часi та для стохастичних адитив-
них функцiоналiв.



42 Ланцюги Маркова з неперервним часом

Розглянемо сiмейство марковських ядер {Pt = Pt(x,B), t ∈ R+}. Нехай
x(t) ≥ 0 адаптований стохастичний процес зi значеннями в (E,BE), визначе-
них на Ω. Процес x(t), t ≥ 0, називається однорiдним за часом Марковським
процесом, якщо для будь-яких фiксованих s, t ∈ R+ та B ∈ BE,

P(x(t+ s ∈ B|Fs)) = P(x(t+ s) ∈ B|x(s)) = Pt(x(s), B), (м.н.) (1)

Коли властивiсть Маркова 1 виконується для будь-якого кiнцевого часу
зупинки τ , замiсть детермiнованого часу s, ми говоримо, що марковський
процес x(t), t ≥ 0 задовольняє сильну маркiвську властивiсть i що процес x(t)

є сильним маркiвським процесом. На банаховому просторi B(E),оператор
ймовiрностi переходу Pt визначається як

Ptϕ(x) = Ex(ϕ(x(t))) =

∫
E

ϕ(y)Pt(x, dy), ϕ ∈ B(E) (2)

Це контрактивний оператор, тобто ||Ptϕ|| ≤ ||ϕ||. Рiвняння Чепмена-
Колмогорова еквiвалентна наступному

PtPs = Pt + s, для будь-яких t, s ∈ R+ (3)

який називається напiвгрупова властивiсть. Марковський процес x(t), t ≥
0 має aстацiонарний розподiл π якщо для будь-якого B ∈ BE,

π(B) =

∫
E

π(dx)Pt(x,B), π(E) = 1, t ≥ 0 (4)
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Марковський процес x(t), t ≥ 0 єергодичний якщо для кожного ϕ ∈ B(E)

маємо

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

ϕ(x(s))ds =

∫
E

π(dx)ϕ(x),Pµ - м.н. (5)

для будь-якої ймовiрностi µ на (|E,BE).
Стацiонарний проектор Π, ергодичного марковського процесу зi стацiонарним
розподiлом π, визначається як

Πϕ(x) :=

∫
E

π(dx)ϕ(y)1(x) = ϕ̂1(x), ϕ̂ :=

∫
E

π(dx)ϕ(x) (6)

де 1(x) = 1 для всiх x ∈ E. Маємо Π2 = Π.
Розглянемо марковський процес x(t), t ≥ 0 з траєкторiями в D[0,∞] i

напiвгрупою {Pt, t ≥ 0}. Лiнiйний оператор Q : B(E)→ B(E) визначений як

Qϕ = lim
t↓0

1

t
(Ptϕ− ϕ), (7)

де границя iснує в нормi, називається iнфiнiтезмиальний оператор. Нехай
область визначення оператора D є пiдмножиною B(E), для яких iснує за-
значена вище межа. Марковська напiвгрупа Pt ≥ 0 називається рiвномiрно
безперервна на B(E), якщо

lim
t→0
||Pt − I|| = 0 (8)

де I є тотожним оператором на B(E).
Однорiдний у часi марковський процес називається (чисто) розривним або
стрибкоподiбним, якщо його напiвгрупа є рiвномiрно неперервною. У цьому



6випадку процес залишається в будь-якому станi протягом додатнього (стро-
го) часу, а пiсля виходу зi стану вiн переходить безпосередньо в iнший. Цей
процес ми назвемо стрибкоподiбний марковський процес.

Нехай x(t), t ≥ 0 однорiдний у часi стрибкоподiбний марковський про-
цес. Нехай τn, n ≥ 0 час стрибка, для якого 0 = τ0 ≤ τ1 ≤ ... ≤ τn ≤ ....
Випадковий процес xn, n ≥ 0 визначений як xn = x(τn), n ≥ 0, називається
вбудований ланцюг Маркова марковського процесу x(t), t ≥ 0.

Нехай P (x,B) ймовiрнiсть переходу xn, n ≥ 0. Iнфiнiтезимальний генера-
тор Q стрибкоподiбного марковського процесу x(t), t ≥ 0, є

Qϕ(x) = q(x)

∫
E

P (x, dy)[ϕ(y)− ϕ(x)] (9)

де ядро P (x,B) є ядром переходу вбудованого ланцюга Маркова, i q(x), ∈
E – функцiя iнтенсивностi стрибкiв. Якщо марковський процес x(t) має ста-
цiонарний розподiл π, тодi вбудований ланцюг Маркова xn також має стацiо-
нарний розподiл ρ i має такi властивостi:

π(dx)q(x) = qρ(dx), q :=

∫
E

π(dx)q(x). (10)

Приклад 2.1 Iнфiнiтезимальний генератор пуассонiвського процесу. Не-
хай S1, S2, ... незалежнi однаково розподiленi випадковi величини такi, що
P(Sn > t) = eλt, λ > 0. Нехай T1 = S1, Tn = S1 + ... + Sn, n ≥ 2. Процес
Nt, t ≥ 0 визначений як Nt =

∑∞
n=1 1Tn≤t є марковським процесом вiдносно

природної фiльтрацiї Ft = σ{Ns : s ≤ t}i його траєкторiї t→ Nt є неперервнi
справа ступiнчастi функцiї зi стрибками висоти 1 на Tn i вони належать до
D[0,∞]. Випадкова величина Nt має розподiл Пуассона
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P(Nt = n) = et
(λt)n

n!
,E(nt) = λt (11)

Ми можемо розглядати однорiдний за часом процес Пуассона Nt, t ≥ 0

як з сiмейства Марковських на станах E = Z+ = {0, 1, 2, ...} з iмовiрнiсною
мiрою Px такою, що N0 = x, x ∈ E i функцiєю ймовiрносних переходiв

P(t, x, {z}) =

eλt 1
(z−x)!(λt)

z−x, z ≥ x

0, z < x
(12)

Нехай L iнфiнiтезимальний генератор цього сiмейства. Тодi для будь-
якого ϕ ∈ B(E) маємо

Lϕ(x) = λ(ϕ(x+ 1)− ϕ(x)) (13)

Приклад 2.2 Iнфiнiтезимальний генератор процесу вiдновлення.
Процес вiдновлення описується так само, як i процес Пуассона, але час мiж
надходженнями Sn тепер є випадковими величинами з функцiєю розподiлу f
на R+ не обов’язково експоненцiальний. Моменти Tn називаються моментами
вiдновлення. Функцiя m(t) = E(Nt), очiкуване значення процесу пiдрахунку
в момент часу t, називається функцiєю вiдновлення i вiн задовольняє насту-
пному рiвнянню вiдновлення:

m(t) = F (t) +

∫ t

0

F (t− s)dm(s), F (t) =

∫ t

0

f(s)ds (14)

Процес вiдновлення не є процесом Маркова, але якщо ми позначимо остан-



8нiй стрибок часу ν(t) = sup{k : Tk ≤ t}, а час пiсля останнього стрибка
τt = t − Tν(t), потiм сполучений процес xt = (Nt, τt), t ≥ 0 стає марковським
процесом у Z+ × R+.

Рiвень небезпеки, що вiдповiдає щiльностi вiдновлення f , є λ(t) = f(t)
F (t)

де F̄ (t) =
∫∞
t f(s)ds є функцiєю виживання. Якщо початкова точка x =

(n, τ), потiм через короткий час δ процес знаходиться на n, τ + δ або за один
крок вiд (n + 1), δ′ для деяких δ′ ∈ (0, δ). Отже, для будь-якої обмежено
вимiрної функцiї ϕ : E → R бачимо, припускаючи, що τ → ϕ(n, τ), що
iнфiнiтезимальний генератор процесу x(t), t ≥ 0 має такий вигляд

Lϕ(n, τ) = lim
δ↓0

[E(n,τ)ϕ(xδ)− ϕ(n, τ)] =
d

dτ
ϕ(n, τ) + λ(τ)[ϕ(n+ 1, 0)− ϕ(n, τ)]

(15)

Приклад 2.3 Сполучений марковський процес.
Нехай x(t), t ≥ 0 – неоднорiдний стрибкоподiбний марковський процес. Тодi
iнфiнiтезимальний генератор зв’язаного марковського процесу (t, x(t)), t ≥ 0

визначається таким чином:

Lϕ(t, x) =
∂

∂t
ϕ(t, x) +Qϕ(·, x) (16)

де область визначення L є D(L) = C1,0(R+ × E)

Приклад 2.4 Процес приросту.
Нехай x(t), t ≥ 0 чистий стрибкоподiбний марковський процес (тобто без
змiщення та дифузiї) iз простором станiв E i iнфiнiтезимальним генератором
Q, i нехай ν(t), t ≥ 0 — вiдповiдний процес пiдрахунку стрибкiв i xn, n ≥ 0

— вбудований ланцюг Маркова. Нехай a дiйснозначна вимiрна функцiя на



9просторi станiв E i розглянемо процес приросту

α(t) =

ν(t)∑
k=1

a(xk), t ≥ 0 (17)

Тодi iнфiнiтезимальний генератор зв’язаного марковського процесу (α(t), (t)), t ≥
0 є

L = Q+Q0[
L

(x)− I] (18)

де
L

(x)ϕ(u) := ϕ(u + a(x)), Q0ϕ(x) := q(x)
∫
E P (x, dy)ϕ(y) та I є тото-

жним оператором.



103 Процеси з незалежними приростами

Нехай (Ω,F , (Ft)t≥0,P) стохастичний базис, i x(t), t ≥ 0 стохастичний процес,
адаптованим до фiльтрацiї (Ft)t≥0 зi значеннями в Rd.
Кажуть, що процес x(t), t ≥ 0 має незалежнi прирости, якщо для будь-яких
s, t ∈ R+ при s < t, x(t)− x(s) не залежить вiд Fs.
Якщо фiльтрацiя (Ft)t≥0 є природною фiльтрацiєю процесу, то ця властивiсть
еквiвалентна властивостi незалежностi приросту: для будь-яких n ≥ 1 та 0 ≤
t0 < t1 < ... < tn <∞, випадковi величини x(t0), x(t1)−x(t0), ..., x(tn)−x(tn−1)

незалежнi.

Якщо крiм того, x(t) має стацiонарнi прирости, тобто x(t)x(c) залежить
лише вiд t, то процес x(t) називають процесом зi стацiонарними незалежними
приростами.
Основнi властивостi процесiв зi стацiонарними незалежними приростами по-
лягають у тому, що їхнi розподiли нескiнченно дiляться i мають марковську
властивiсть. Нехай

φt(λ) := E exp(iλ(x((t+ s)− x(s)))) (19)

це характеристична функцiя приростiв. Тодi вона задовольняє властивiсть
напiвгруп:

φt+s(λ) = φt(λ)φs(λ) (20)

i може бути представлена як φt(λ) = exp[tψ(λ)]. Тодi кумулянт ψ(λ) має
формулу Левi-Хiнчина:

ψ(λ) = iλa− 1

2
σ2λ2 +

∫
R
[eiλz − 1− iλz]1{|z|≤1}H(dz), (21)

де H це спектральна мiра i задовольняє наступнi умови∫
|z|≤1

z2H(dz) <∞,
∫
|z|>1

H(dz) <∞, (22)



11Процеси зi стацiонарними незалежними приростами задовольняють вла-
стивiсть Маркова, тобто ймовiрностi переходiв породжуються марковською
напiвгрупою

Γtϕ(u) := Eϕ(u+ x(t)). (23)

Генератор напiвгрупи 23 з кумулянтом 21 має наступне представлення:

L
ϕ(u) = aϕ′(u)− σ2

2
ϕ′′(u) +

∫
R
[ϕ(u+ v)− ϕ(u)− vϕ′(u)1(|v|≤1)]H(dv) (24)

Найважливiшими процесами зi стацiонарними незалежними приростами
є броунiвський рух, процес Пуассона та процес Левi.
Стандартний процес Вiнера з кумулянтом ψ(λ) = −σ2λ2/2 має генератор
L
ϕ(u) = σ2ϕ′′(u)/2.

Складений процес Пуассона x(t) =
∑ν(t)

k=1 ξk, де νt, t ≥ 0 є однорiдним
процесом Пуассона з iнтенсивнiстю λ > 0 i ξk, k ≥ 1 - це незалежна однако-
во розподiлена послiдовнiсть реальних випадкових величин, незалежних вiд
ν(t), t ≥ 0, iз загальною функцiєю розподiлу F , має кумулянт вигляду

ψ(λ) = λ

∫
R
[eiλz − 1]F (dz) (25)

i iнфiнiтезимальну твiрну вигляду

L
ϕ(u) = λ

∫
R
[ϕ(u+ v)− ϕ(u)]F (dv) (26)
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Однорiдний марковський процес можна однозначно пов’язати з процесом
з незалежними приростами x(t) через

ξ(t) := x(s+ t)− x(s) + u, s ≥ 0, u ∈ Rd (27)

Напiвгрупа Γtϕ(u) = Euϕ(ξ(t)) = Eϕ(u + x(t)) має таку чудову власти-
вiсть: нехай Sv : Bd → Bd оператором зсуву, Svϕ(u) = ϕ(u + v); ΓtSvϕ(u) =

SvΓtϕ(u) для будь-яких u, v ∈ Rd. Марковськi процеси з властивiстю, що їх
напiвгрупа комутує з оператором Sv, v ∈ Rd називають однорiднi в просто-
рi. Таким чином, процеси зi стацiонарними незалежними приростами можна
iдентифiкувати в певному сенсi як марковськi процеси, якi є однорiдним як
у часi, так i в просторi.



134 Процеси з локально незалежними прироста-
ми

Розглянутi процеси з локально незалежними приростами є стрибкоподiбни-
ми марковськими процесами з дрейфом i без дифузiйної частини. Цi про-
цеси ще називають слабо диференцiйованi марковськi процеси або кусково-
детермiнованi марковськi процеси. Варто зауважити, що такi процеси вклю-
чають строго незалежнi процеси приросту. Цi процеси визначаються iнфiнi-
тезимальним генератором Γ наступним чином

L
ϕ(u) = a(u)ϕ′(u) +

∫
Rd

[ϕ(u+ v)− ϕ(u)− vϕ′(u)]Γ(u, dv) (28)

зi швидкiстю дрейфу a(u), ядром iнтенсивностi Γ(u, dv) таким, що Γ(u, dv) ∈
R+ i задовольняє наведенi вище умови спектральної мiри. Зрозумiло, що коли
d > 1, маємо

vϕ′(u) =
d∑

k=1

vk
∂ϕ

∂uk
(u). (29)

Нехай нам дано евклiдiв простiр Rd з Борелiвською σ-алгеброю Bd та
компактний вимiрний простiр (E, E). Ми вважаємо сiмейство однорiдних у
часi марковських процесiв η(t;x), t ≥ 0, x ∈ E, з траєкторiями в D[0,∞], з
локально незалежними приростами. Цi процеси приймають значення в евклi-
довому просторi Rd (d ≥ 1), i залежать вiд стану x ∈ E, а їх iнфiнiтезимальнi
генератори заданi формулою

L
(x)ϕ(u) = a(u;x)ϕ′(u) +

∫ d

R
[ϕ(u+ v)− ϕ(u)− vϕ′(u)]Γ(u, dv;x) (30)

Швидкiсть дрейфу a(u;x) i мiра випадкових стрибкiв Γ(u, dv;x) залежать
вiд стану x ∈ E.



145 Принцип великого вiдхилення

Нехай Xn, n ∈ N послiдовнiсть випадкових величин, визначених у ймовiр-
нiсному просторi (Ω,F ,P) i отримання значень у повному роздiльному ме-
тричному просторi (X , d). Теорiя великих вiдхилень фокусується на випад-
кових величинах {Xn}, для яких ймовiрностi P{Xn ∈ A} експоненцiально
збiгаються до 0 для класу борелiвських наборiв A. Експоненцiальна швид-
кiсть спадання цих ймовiрностей виражається через функцiю I вiдображен-
ня X в [0,∞]. Ця функцiя називається функцiєю iнтенсивностi, якщо вона
має компактний рiвень наборiв, тобто для кожного M < ∞ множина рiвня
{x ∈ X : I(x) ≤M} є компактною пiдмножиною X . Функцiя, що має компа-
ктнi множини рiвня, автоматично є напiвнеперервною знизу i досягає свого
iнфiмуму на будь-якiй непорожнiй замкнутiй множинi.

Визначення 5.1 Кажуть, що послiдовнiсть {Xn} задовольняє принцип
великого вiдхилення на X з функцiєю iнтенсивностi I, якщо виконуються
такi двi умови:
(1) Верхня межа великого вiдхилення: для кожної закритої пiдмножини F з
X

lim
n→∞

sup
1

n
logP{Xn ∈ F} ≤ − inf

x∈F
I(x) (31)

(2) Нижня межа великого вiдхилення: для кожної вiдкритої пiдмножини
G з X

lim
n→∞

inf
1

n
logP{Xn ∈ G} ≥ − inf

x∈G
I(x) (32)

Визначення 5.2Нехай I функцiя iнтенсивностi на X . Кажуть, що послi-
довнiсть {Xn} задовольняє принцип Лапласа на X з функцiєю iнтенсивностi
I якщо для всiх обмежених неперервних функцiй

lim
n→∞

1

n
logE{exp[−nh(Xn)]} = − inf

x∈X
{h(x) + I(x)}. (33)

Принцип великого вiдхилення можна сформулювати в термiнах принципа
Лапласа використовуючи такi фундаментальнi результати.



15Теорема 5.3 Припустимо, що послiдовнiсть {Xn} задовольняє принцип
великого вiдхилення на X з функцiєю iнтенсивностi I. Тодi для всiх обмеже-
них безперервних функцiй h, що вiдображають X на R, виконується рiвняння
33, а отже, i послiдовнiсть {Xn} задовольняє принцип Лапласа на X . Обер-
нена теорема Варадхана також належить Варадхану, i вона стверджує:
Теорема 5.4 Принцип Лапласа передбачає принцип великого вiдхилення з
тiєю ж функцiєю iнтенсивностi. Точнiше, якщо I функцiя iнтенсивностi на
X i границя 33 справедлива для всiх обмежених неперервних функцiй h, тодi
{Xn} задовольняє принцип великого вiдхилення на X з функцiєю iнтенсив-
ностi I.

Визначення 5.5 Послiдовнiсть {Xn} називається експоненцiально щiль-
ною, якщо для будь-якого M ∈ (0,∞) iснує компактна множина K така,
що

lim
n→∞

sup
1

n
logP{Xn ∈ Kc} ≤ −M (34)

Наступна теорема є ще однiєю оберненою до теореми Варадхана за Брай-
ком.

Теорема 5.6 (Теорема Брайка) Якщо послiдовнiсть {Xn} є експонен-
цiально щiльною i якщо границя

Λ(h) := lim
n→∞

logE{exp[−nh(Xn)]} (35)

iснує для всiх обмежених неперервних функцiй h, тодi{Xn} задовольняє
принцип великого вiдхилення на X з функцiєю iнтенсивностi

I(x) := − inf
h∈Cb(X )

{h(x) + λ(h)} (36)

i Λ(h) = − infx∈X{h(x) + I(x)}.
Якщо послiдовнiсть випадкових величин задовольняє принцип Лапласа (або,
еквiвалентно, ПВВ) з деякою функцiєю iнтенсивностi, тодi функцiя iнтен-
сивностi є унiкальною. Теорема Припустимо, що {Xn} задовольняє принцип



16Лапласа на X з функцiєю iнтенсивностi I з функцiєю iнтенсивностi J . Тодi
I(ξ) = J(ξ) для усiх ξ ∈ X .

Безперервне зображення послiдовностi випадкових величин, що задоволь-
няє принцип Лапласа (або ПВВ), також задовольняє принцип Лапласа (або
ПВВ). Ця властивiсть проiлюстрована в наступнiй теоремi.

Теорема 5.7 (Принцип скорочення) Нехай X i Y польськi простори,
f : X → Y неперервна функцiя i I функцiя iнтенсивностi на X .
(1) Для будь-якого y ∈ Y

J(y) := inf{I(x) : x ∈ X , y = f(x)}. (37)

є функцiєю iнтенсивностi на Y , де iнфiмум над порожньою множиною
приймається за ∞.
(2) Якщо {Xn} задовольняє принцип Лапласа на X з функцiєю iнтенсивно-
стi I, тодi f(Xn) задовольняє принцип Лапласа на Y з функцiєю iнтенсивно-
стi J . Iнша важлива властивiсть принципу Лапласа полягає в тому, що вiн
зберiгається в суперекспоненцiальному наближеннi. Теорема Нехай {Xn} i
{Y n} випадковi змiннi, визначеними на тому самому ймовiрносному просторi
(Ω,F ,P) i приймає значення в X . Припустимо, що {Xn} задовольняє принцип
Лапласа на X з функцiєю iнтенсивностi I, i що {Y n} є суперекспоненцiально
замкнутою (експоненцiально еквiвалентною) до X у такому розумiннi: для
кожного δ > 0

lim
n→∞

sup
1

n
logP{d(Y n, Xn) > δ} = −∞ (38)

Тодi {Y n} задовольняє принцип Лапласа на X з тiєю ж функцiєю iнтен-
сивностi I.

Приклади
Роль великих вiдхилень в оцiнцi рiзницi мiж усередненим за часом зна-

ченням i його очiкуванням, коли ця рiзниця є значною, найкраще можна
зрозумiти на наступному прикладi. Припустимо, що X1, X2, ..., Xn, ... є по-
слiдовнiстю незалежних однаково розподiлених (н.о.р.) випадкових величин,



17наприклад, нормально розподiлених iз середнiм значенням 0 i дисперсiєю 1.
Тодi

E[eθ(X1+...Xn)] = en(θ2/2) (39)

.

З iншого боку, E[eθ(X1+...Xn)] = enθ(Sn/n) i оскiльки Sn

n майже напевно збiгає-
ться до нуля (закон великих чисел), це далi дорiвнює E[eo(n)] що вiдрiзняється
вiд eo(n).
Дiйсно, якщо припустити, що θ > 0, для будь-якого a > 0,

E[eθSn] ≥ enθaP{Sn
n
≥ a} = enθae−(na2/2)+o(n) = en(aθ−a2/2)+o(n) (40)

Оскiльки a > 0 вибрано довiльно,

E[eθSn] ≥ en supa>0(θa−a2)+o(n) = enθ
2/2+o(n) (41)

Найпростiшим прикладом, для якого можна розрахувати ймовiрностi ве-
ликих вiдхилень, є пiдкидання монети.

1. Великi вiдхилення для суми н.о.р. випадкових величин. Роз-
глянемо послiдовнiсть незалежних кидкiв правильної монети. Ймовiрнiсть то-
го, що k раз iз n випаде "Герб"є P (n, k) = Ck

n2−n '
√

2πe−nnn+1/22−n√
2πe−(n−k)(n−k)n−k+1/2

√
2πe−kkk+1/2

за наближенням Стiрлiнга. Тому, p(n, k) ' −1
2 log(2π) − 1

2 log n − (n − k +
1
2) log(1− k

n)− (k + 1
2) log k

n − n log 2. Якщо k ' nx, тодi

logP (n, k) ' −n[log 2+x log x+(1−x) log(1−x)]+o(n) = −nH(x)+o(n) (42)

деH(x) є iнформацiєю Кульбака-Лейблера або вiдносною ентропiєю Binomial(x, 1−
x) вiдносно Binomial(1

2 ,
1
2).

Крiм того, якщо fi це спостережуванi частоти в n випробуваннях полiномi-



18ального розподiлу з ймовiрностями {pi} для окремих комiрок, то

p(n, p1, ..., pk; f1, ..., fk) =
n!

f1!...fk!
pf11 ...p

fk
k (43)

.

Подiбний розрахунок iз використанням наближення Стiрлiнга можна отри-
мати, якщо припустити fi ≈ nxi,

‘
logP (n, p1, ..., pk; f1, ..., fk) = −nH(x1, ..., xk; p1, ..., pk)+ (44)

де H(x, p) це iнформацiйне число Кульбака-Лейблера

H(x) =
k

sup
i=1

xi log
xi
pi

(45)

Будь-який розподiл ймовiрностей може бути апроксимований розподiлом,
зосередженим на скiнченному наборi, i емпiричний розподiл iз вибiрки розмi-
ром n буде мати мультиномiальний розподiл. Тому очiкувано, що ймовiрнiсть
p(n, µ, ν), що емпiричний розподiл 1

n

∑n
i=n δXi

з n незалежних спостережь з
розподiлом µ близький до ν має задовольняти

logP (n, µ, ν) = −nH(nu|µ) + o(n) (46)

де H(ν|µ) це знову iнформацiйне число Кульбака-Лейблера∫
log

dν

dµ
dν =

∫
dν

dµ
log

dν

dµ
dµ (47)

.

Величину H(ν|µ) також називають вiдносною ентропiєю ν вiдносно µ. Це
суворо доведено Сановим.



19Теорема 5.8 Нехай µ є ймовiрнiсною мiрою на польському просторi X .
Нехай для X = (X1, ..., Xn) ∈ X визначимо Ln(X) := 1

n

∑n
m=1 δXm

. Нехай
µ̃n ∈ M1(M1(X )) є розподiлом пiд µ функцiї Ln. Потiм клас {µ̃n : n ≥ 1}
задовольняє принцип великого вiдхилення з функцiєю iнтенсивностi I(·) =

H(·|µ) де

H(ν|µ) =


∫
f log(f)dµ якщо ν << µ i f = dν

dµ

∞ iнакше
(48)

є вiдносною ентропiєю ν вiдносно µ. Класичним прикладом, для якого
обчислюється функцiя iнтенсивностi, є теорема Крамера.
Нехай X1, X2, ... є н.о.р. d-вимiрнi випадковi вектори, де X1 розподiлена за
ймовiрнiсним законом µ ∈ M1(Rd). Розглянемо емпiричнi середнi Ŝn :=
1
n

∑n
i=1Xi. Кумулянтивна генеруюча функцiя пов’язана iз законом µ визна-

чається як

Λ(λ) := logE[e〈λ,X1〉] (49)

де 〈λ,X1〉 :=
∑d

j=1 λjxj є звичайним скалярним добутком в Rd.
Нехай µn розподiлена як Ŝn i x̄ := E[X1]. Коли x̄ iснує i є скiнченним i
E[|X1 − x̄|2] < ∞, тодi Ŝn збiгається за ймовiрнiстю до x̄. Тому µn(F ) → 0

при n→∞ для будь-якої закритої множини F такої, що x̄ /∈ F .

Теорема 5.9 (Теорема Крамера) Припустимо, що Λ(λ) <∞ для усiх
достатньо малих |λ|. Тодi послiдовнiсть значень µn задовольняє ПВВ на Rd,
тобто

lim
n→∞

1

n
log µn(A) = − inf

x∈A
Λ∗(x) (50)
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де функцiя iнтенсивностi

Λ∗(x) := sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Λ(λ)} (51)

є перетворення Фенхеля-Лежандра функцiї Λ(λ).
2. Приклад великих вiдхилень шляху для випадкового блукання

та броунiвського руху
Нехай X1, X2, ... є послiдовнiстю н.о.р. випадкових величин, що набувають
значень в Rd з кумулятивною твiрною функцiєю Λ(λ), визначеною в 49, є
скiнченною для всiх λ ∈ Rd. Нехай

Zn(t) =
1

n

[nt]∑
i=1

Xi, 0 ≤ t ≤ 1, (52)

i нехай µn буте розподiлена за законом Zn(·). Тодi
Теорема 5.10 (Теорема Могульського) Значення µn задовольняють прин-
цип великого вiдхилення з функцiєю iнтенсивносi

I(φ) =


∫ 1

0 Λ∗(φ′(t))dt, якщо φ ∈ A0[0, 1]

∞ iнакше
(53)

де Λ∗ є перетворенням Фенхеля-Лежандра функцiї Λ(·).
З цього випливає ще один важливий результат — принцип великого вiдхи-
лення для броунiвського руху. Розглянемо стандартний броунiвський рух
(B(t), t ∈ R+), i Xn(t) = B(t)√

n
, де n є великим параметром. Оскiльки Xn(t) −

Xn(s) мають розподiл Гауса iз середнiм 0 i дисперсiєю t−s
n , послiдовнiсть

випадкових величин задовольняє ПВВ з функцiєю iнтенсивностi x2

2(t−s) . Роз-
глянемо тепер вектор (Xn(ti), i = 1, 2, ..., k), де t1 < t2... < tk. За власти-
вiстю незалежностi приростiв, k- розмiрний вектор (Xn(ti) − Xn(ti−1), i =

1, 2, ..., k), t0 = 0, задовольняє ПВВ з функцiєю iнтенсивностi 1
2

∑k
i=1

x2i
ti−ti−1 .

Тому, запринцип згортання, вектори (Xn(ti), i = 1, 2, ..., k) задовольняють



21ПВВ з функцiєю iнтенсивностi 1
2

∑k
i=1

(xi−xi−1)2

ti−ti−1 . Це означає, що для достатньо
малих ε > 0 i великих n

1

n
logP{|Xn(t)− xi| ≤ ε, i = 1, 2, ..., k} ≈ 1

2

k∑
i=1

(
(xi − xi−1)

ti − ti−1
)2(ti − ti−1) (54)

,

Тому, якщо (x(t), t ∈ [0, 1]) є абсолютно неперервною функцiєю, то, роз-
глядаючи все бiльш малi промiжки на [0,1] слiд очiкувати, що

1

n
logP{|Xn(t)− x(t)| ≤} ≈ −1

2

∫ 1

0

x′(t)2dt (55)

,

таким чином функцiя iнтенсивностi має дорiвнювати 1
2

∫ 1

0 x
′(t)2dt для аб-

солютно безперервних функцiй починаючи з нуля. Права сторона прямує до
−∞ якщо x або не є абсолютно безперервним, або якщо вiн не починається
з нуля.

Теорема 5.11 (теорема Шiльдера) Нехай A0([0, 1]) визначає усi аб-
солютно неперервнi функцiї φ, що задовольняють φ(0) = 0. Тодi Xn(t) :=

1√
n
B(t) задовольняє принцип великого вiдхилення на C[0, 1]з функцiєю iн-

тенсивностi

I(φ) =

1
2

∫ 1

0 φ
′(t)2dt, якщо x ∈ A0([0, 1])

∞ iнакше
(56)

Це твердження можна узагальнити до дифузiї Iто шляхом застосування
рiзних принципiв згортання.
Нехай B є стандартним броунiвським рухом i Xε

t це процес дифузiї що є
єдиним розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння
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dXε
t = b(Xε

t )dt+
√
εdBt, 0 ≤ t ≤ 1, Xε

0 = 0 (57)

,

де b : R→ R є рiвномiрно неперервною функцiєю.
Теорема 5.12 (Теорема Фрейдлiна-Вентцеля) Клас {Xε

t } задовольняє
ПВВ на C0([0, 1]) з функцiєю iнтенсивностi

I(φ) =

1
2

∫ 1

0 |φ
′(t)− b(φ(t))|2dt, якщо f ∈ A0([0, 1])

∞ iнакше
(58)

6 Принцип великих вiдхилень для середнiх гра-
ничних теорем

Основним математичним об’єктом цього роздiлу є сiмейство зв’язаних мар-
ковських процесiв (ε(t), x(t)), t ≥ 0, якi називають перемикаючими i пере-
микаючими процесами вiдповiдно. Перемикаючий процес описує еволюцiю
системи i є стохастичним функцiоналом процесу η(t;x), t ≥ 0, x ∈ E з ло-
кально незалежними приростами. Для того, щоб зменшити складнiсть фазо-
вого простору, перемикаючi процеси, якi описують випадковi змiни в еволюцiї
системи, є процесом Маркова зi стрибками, що розглядаються в розбитому
просторi E =

⋃N
k=1Ek, Ek

⋂
Ek′ =, k 6= k′ з непересiчними компонентами, i

мають ергодичну властивiсть для кожного класу Ek. Вводячи параметра ε
визначаємо марковський процес зi стрибками на розбитому фазовому про-
сторi з малими перехiдними ймовiрностями мiж станами системи та далi
об’єднуємо класи Ek, k = 1, 2, ..., N в рiзнi стани k, 1 ≤ k ≤ N . Середня
гранична теорема стохастичного адитивного функцiонала з швидко масшта-
бованим процесом перемикання отримана за допомогою мартингальної хара-
ктеризацiї та розв’язку задачi сингулярного збурення для звiдно-оборотних
операторiв. Ми зацiкавленi в пошуку принципу великого вiдхилення для цiєї
послiдовностi стохастичних адитивних функцiоналiв. Використовуючи пiдхiд



23слабкої збiжностi Дюпюї та Еллiса [13], принцип великого вiдхилення виве-
дено для послiдовностi випадкових блукань, побудованих таким чином, що
вони мають той самий розподiл, що й послiдовнiсть лiнiйної iнтерполяцiї ви-
бiрок стохастичних адитивних функцiоналiв.

7 Принцип великих вiдхилень для ергодичних
марковських процесiв

Нехай x(t), t ∈ R+ є марковським однорiдним у часi процесом на компактно-
му метричному просторi X,BX є борелiвською сигма-алгеброю на X iM(X)

простiр ймовiрнiсних значень на BX . Введемо випадкову величину на BX

νt(B) =
1

t

∫ t

0

1x(s)∈Bds,B ∈ BX (59)

Теорема Припустимо, що процес x(t), t ∈ R+ є ергодичним марковським
процесом. Тодi справедливий наступний результат великого вiдхилення

− inf
m∈Γ◦

I(m) ≤ lim
t→∞

inf
1

t
log

де функцiя iнтенсивностi I :M(X)→ [0,+∞] визначається як

I(m) = −inf(

∫
(φ(x))−1Qφ(x)m(dx) : φ ∈ D(Q), φ > 0) (61)

i Γ ∈ B(M(X)) є борелiвською сигма-алгеброю наM(X).
Зазвичай Γ = {ν ∈ M(X)|d(ν,m) > δ, I(m) = 0} де d це деяка метрика на
M(X).
Функцiя iнтенсивностi I(m) задоволбняю наступнi властивостi
(i) I(m) ≥ 0 для всiх m ∈ M(X), i I(m) = 0 тодi i тiльки тодi якщо m є
iнварiантною мiрою для ергодичного марковського процесу, (ii) I(m) опукла



24функцiя, тобто

I(sm1 + (1− s)m2) ≤ sI(m1) + (1− s)I(m2),mi ∈M(X), i = 1, 2; 0 < s < 1

(62)
(iii) I(m) є напiвнеперервною знизу функцiєю, тобто

lim
mn→m

inf I(mn) ≥ I(m) (63)

(iv) Для будь-якого b > 0 множина Cb(I) = {m : I(m) ≤ b} є компактною,
а функцiя I(m) неперервна на цьому компактi.
Ми проiлюструємо концепцiю розбитого фазового простору в наступному
прикладi.

Приклад
Розглянемо марковський процес iз чотирма станами x(t), t ∈ R+ на розби-
тому фазовому просторi E = {1, 2, 3, 4} = E1

⋃
E2, E1 = {1, 2}, E2 = {3, 4}

створеному через

Q =

−λ1 λ1 0 0

µ1 −µ1 0 0

0 0 −λ2 λ20 0 µ2 −µ2

 (64)

Марковський процес x(t) є ергодичним в обох E1 i E2 зi стацiонарними
розподiлами π1 = ( µ1

λ1+µ1

λ1
λ1+µ1

) та π2 = ( µ2

λ2+µ2

λ2
λ2+µ2

)

Тепер проаналiзуємо сингулярно збуренi марковськi процеси, ввiвши малий
параметр ε > 0, що призводить до сингулярно збуреної системи, що включає
два часових множника, фактичний час t i розтягнутий час t

ε . Оскiльки процес
x(t) є ергодичним на E1, E2, систему можна розкласти, а стани марковського
процесу можна агрегувати.

Нехай xε(t) є ланцюгом Маркова на E згенерований з Q+ εQ1 з Q визна-
ченою вище i Q1 заданою як
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Q1 =


−λ1 0 λ1 0

−0 −µ1 0 µ1

λ2 0 −λ2 0

−0 µ2 0 −µ2

 (65)

i xε( tε) є марковським процесом, незмiнним у часi, з генератором Qε =
1
εQ+Q1.
Звернiть увагу, що для малих ε, марковський процес xε( tε) частiше переходить
у межах кожного блоку та рiдше з одного блоку на iнший. Щоб краще зро-
зумiти основний процес, ми розглянемо об’єднаний процес x̂ε(t) := m(xε( tε))

отриманиц шляхом агрегування станiв у k-ому блоку в один стан k i вивчимо
його асимптотичну поведiнку.
Теорема 3.6 стверджує, що граничний процес є процесомМаркова на об’єднаному
простi Ê = {1, 2} визначеному твiрною матрицею Q̂ = (q̂kr, 1 ≤ k, r ≤ 2), де
q̂kr задовольняє (3.1.7). Для цього прикладу q1 = 2λ1µ1

λ1+µ1
, q2 = 2λ2µ2

λ2+µ2
, p11 =

−1, p1,2 = 1, p21 = 1, p22 = −1. Таким чином,

Q̂ =

(
− 2λ1µ1

λ1+µ1

2λ1µ1

λ1+µ1

2λ2µ2

λ2+µ2
− 2λ2µ2

λ2+µ2

)
:=

(
−λ λ

µ −µ

)
(66)

Примiтка Об’єднаний процес x̂ε(t), на вiдмiну вiд його границi x̂(t), не є
однорiдним у часi.
Розглянемо тепер робочий час x̂(t) визначений як

νt(B) =
1

t

∫ t

0

1x̂(t)∈B(s)ds (67)

для будь-якого B ∈ BÊ. Згiдно ергодичної теореми, мiра νt збiгається до
ергодичного розподiлу ρ при t→∞. Як приклад, нехайM є множиною всiх
ймовiрнисхних значень на {0, 1} визначеними за {(p, 1 − p, 0 ≤ p ≤ 1)} i
d(x, y) = |x|+ |y|, x, y ∈ R2 . Тодi з теореми 3.12 випливає, що для ρ = (p0, 1−
p0) i Γ = {(p, 1 − p)|d((p, 1 − p), (p0, 1 − p0)) > δ},P(νt ∈ Γ) ∼ exp(−tI(p0 +

δ, 1− p0 − δ)) для великих t з
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I(m) = − inf{
∫
Ê

(Q̂φ)(y)

φ(y)
m(dy) : φ ∈ D(Q̂), φ(y) > 0,∀y ∈ {0, 1}} = − inf{λp(φ(2)

φ(1)
−1)+µ(1−p)(φ(1)

φ(2)
−1);φ(1), φ(2) > 0}

(68)
для m = (p, 1− p).

Iнфiмум досягається при
√

µ
λ(1

p − 1) i I(m) = λp+ µ(1− p)− 2
√
λµp(1− p).

8 Великi вiдхилення для стохастичних адитив-
них функцiоналiв

Розглянемо сiмейство стохастичних адитивних функцiоналiв ξε, t ≥ 0 пред-
ставлене як

ξε(t) = ξε(0) +

∫ t

0

ηε(ds;xε(
s

ε
)), t ≥ 0, ε > 0 (69)

Сiмейство сполучених марковських процесiв (ξε(t), xε( tε), t ≥ 0, ε > 0 на
Rd × E має iнфiнiтезимальний генератор L = 1

εQ + Q1 +
Lε(x) з областю

визначення D(Lε) щiльною в C(Rd×E) i граничний процес (ξ̂(t), x̂(t)), t ≥ 0

є марковським процесом на Rd × E.
Наша мета — показати принцип великого вiдхилення для цього сiмейства
стохастичних адитивних функцiоналiв iз функцiєю iнтенсивностi I визначеної
як

− inf
Γ◦
I ≤ lim

ε→0
inf ε log {ξε ∈ Γ} ≤ lim sup ε logP{ξε ∈ Γ} ≤ − inf

Γ̄
I (70)

де Γ◦ Γ̄ представляють внутрiшнє вiдповiдно замикання множини Γ. В
окремому випадку, коли ми беремо Γ = {ξ(t) : ||ξ(t) − ξ̂(t)|| > δ} можна
отримати асимптотичну поведiнку P(supt∈[0,T ] ||ξε(t)− ξ̂(t)|| > δ).

Твердження 8.1 Якщо послiдовнiсть ξε задовольняє принцип велико-



27го вiдхилення на D([0, T ],Rd) з функцiєю iнтенсивностi Iu(ϕ), то для всiх
обмежених неперервних функцiй h : D([0, T ],Rd)→ R,

lim
ε→0

ε logE{exp[−1

ε
h(ξε)]} = − inf

ϕ∈D([0,T ],Rd)
{h(ϕ) + Iu(ϕ)} (71)

Принцип Лапласа передбачає принцип великого вiдхилення з тiєю ж фун-
кцiєю iнтенсивностi.

Твердження 8.2 Якщо Iu є функцiєю iнтенсивностi на D([0, T ],Rd) i
границя 71 справедлива для всiх обмежених неперервних функцiй h, то по-
слiдовнiсть ξε задовольняє принцип великого вiдхилення на D([0, T ],Rd) з
функцiєю iнтенсивностi I.

Лема 8.3 Припустимо, що для кожного фiксованого k ∈ Ê, сiмейство
ξεt := ξεt (u; k), t ≥ 0, ε > 0 задовольняє принцип великого вiдхилення з фун-
кцiєю iнтенсивностi Iu,k. Якщо x̂t це стацiонарний процес на Ê, то ξεt (u; x̂(t))

задовольняє принцип великого вiдхилення з функцiєю швидкостi Iu(ϕ) =

min{Iu,k(ϕ) : 1 ≤ k ≤ N}.
Доведення: Оскiльки для кожного фiксованогоk ∈ Ê, сiмейство ξεt := ξεt (u; k), t ≥
0, ε > 0 задовольняють принцип великого вiдхилення з функцiєю iнтенсив-
ностi Iu,k, маємо

ε logP(ξε ∈ Γ|x̂ε = k) ∼ − inf
Γ
Iu,k. (72)

Позначимо bεk := P(ξε ∈ Γ|x̂ε = k), bk := infΓ Iu,k та pk = P(x̂ε = k) . Таким
чином ε log bεk ∼ −bk i тому bεk = exp(−1

εbk + cεk), c
ε
k = o(1

ε).

Ми хочемо довести, що ε logP(ξε ∈ Γ) ∼ −min b1, ..., bN . Можемо припу-
стити, що b1 ≤ b2 ≤ ... ≤ bN i 0 < pi < 1, 1 ≤ i ≤ N без втрати загальностi.



28Оскiльки P(ξε ∈ Γ) =
∑N

k=1 P(ξε ∈ Γ|x̂ε = k)P(x̂ε = k), цього достатньо, щоб
довести, що ε log(bε1p1 + ...+ bεNpN) ∼ −b1, що еквiвалентно до 1

bε1p1+...+bεNpN ) ∼
1

bε1p1
. Це правда оскiльки bεi

bε1
= exp(−1

ε(bi−b1+ε(cεi−cε1))) прямує до 0 при ε→ 0.

Теорема 8.4 Для абсолютно безперервних функцiй ϕ зD([0, T ],Rd), , де T >

0 довiльно фiксоване, задовiльняючи ϕ(0) = u, i для кожного фiксованого
k ∈ Ê, визначимо

Iu,k(ϕ) :=

∫ T

0

L(ϕ(t), ϕ̇(t); k)dt, (73)

де Л згодом визначається 81. Для всiх iнших функцiй вD([0, T ],Rd), Iu,k(ϕ :=

∞). Тодi сiм’я ξε, ε > 0 задовольняє принцип великого вiдхилення з функцiєю
iнтенсивностi

Iu(ϕ) = min{Iu,k(ϕ) : 1 ≤ k ≤ N} (74)

Доведення: Це буде здiйснено в декiлька крокiв. Для ясностi виникла
необхiднiсть викласти ряд вiдомих результатiв, якi ми переформулювали та
адаптували до нашої ситуацiї.

Крок 1
Розглянемо мартингальну задачу для генератора Lε i його зв’язок iз експо-
ненцiальною мартингальною проблемою [8] за допомогою перетворення Hε

визначеного як

Hεf := εe−
1
εfLεe

1
εf (75)

Важливим кроком є доведення збiжностi Hε для вiдповiдного набору по-
слiдовностей f ε до оператора H в тому сенсi, що якщо f ε збiгається до f при



29ε→ 0,то Hεf ε збiгається до Hf [23].

Розглянемо тестовi функцiї f ε(u, x) = f(u) + ε logϕε(u, x), ϕε(u, x) =

ϕ(u,m(x)) + εϕ1(u, x), де f, ϕε(u, x) обмеженi, вимiрнi, неперервно диферен-
цiйовнi функцiї на u ∈ Rd, з обмеженою першою похiдною та рiвномiрно
неперервнi на E, збiжнi до функцiї f(u). Тодi, Hεf ε збiгається до Hf ,

Hf(u;x) := a(u;x)f ′(u) +

∫
Rd

(evf
′(u) − 1− vf ′(u))Γ(u, dv;x) (76)

Застосовуючи стацiонарний проектор Π : B(E)→ Ê, визначений як

Πϕ(x) :=

∫
E

ρ(dx)ϕ(y)1(x) (77)

(де 1(x) = 1 для всiх x ∈ E), отримуємо

Ĥf(u; k) = â(u; k)f ′(u) +

∫ d

R
(evf

′(u) − 1− vf ′(u))Γ̂(u, dv; k) (78)

де

â(u; k) =

∫
Ek

πk(dx)a(u;x) та Γ̂(u, dv; k) =

∫
Ek

πk(dx)Γ(u, dv; k) (79)

Ключову роль вiдiграє функцiя в u та p на R визначена як

H(u, p; k) := â(u; k)p+

∫
Rd

(evp − 1− vp)Γ̂(u, dv; k) (80)



30i має такi властивостi:
(Ia) для кожного p ∈ Rd i кожного k ∈ Ê, supu∈Rd H(u, p; k) <∞;
(Ib) для кожного k ∈ Ê,H(u, p; k) є неперервною функцiєю вiд (u, p) inRd ×
Rd.

Для u та q на Rd ми визначаємо перетворення Феншеля-Лежандра

L(u, q; k) := sup
p∈Rd

{pq −H(u, p; k)} (81)

Крок 2. Можна довести наступнi властивостi функцiї Фенхеля-Лежандра.
Лема 8.5 Функцiї H(u, p; k) i L(u, q; k) визначенi вiдповiдно як 80 i 81,

мають такi властивостi
(a) Для кожного u ∈ Rd, k ∈ Ê,H(u, p; k) є скiнченною опуклою функцiєю
вiд p ∈ Rd, яка є диференцiйованою для всiх p. На додаток, H(u, p; k) є не-
перервною функцiєю вiд (u, p) ∈ Rd × Rd

(b) Для кожного u ∈ Rd, k ∈ Ê, L(u, p; k) є опуклою функцiєю вiд q ∈ Rd

. На додаток, L(u, p; k) є невiд’ємною напiвнеперервною знизу функцiєю вiд
(u, p) ∈ Rd × Rd

(c) L(u, p; k) є рiвномiрно надлiнiйною у сенсi:

lim
N→∞

inf
u∈Rd

inf
q∈Rd:||q||=N

1

||q||
L(u, q; k) =∞ (82)

(d) Для кожного u ∈ Rd, k ∈ Ê, вiдносний простiр ri(domL(u,∆; k)) =

ri(convSµ(·|u,k)) зокрема L(u, q; k) дорiвнює∞ для u ∈ Rd i q ∈ (cl(convSµ(·|u,k)))
c.

Для будь якого q ∈ ri(domL(u, ·; k)) iснує v = v(u, q; k) такого, що5vH(u, v(u, q; k); k) =

q. На додачу,

L(u, q; k) = v(u, q; k)q −H(u, v(u, q; k); k) (83)
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(e) Припустимо додатково, що для даного u ∈ Rd, convSµ(·/µ), має непоро-
жнiй простiр. ТодiH(u, v; k) є строго опуклою функцiєю v ∈ Rd, int(domL(u, ·; k))

є непорожнiм, для кожного q ∈ int(domL(u, ·; k)) iснує унiкальне значення v
таке, що5vH(u, v(u, q; k); k) = q, i L(u, ·; k) диференцiюється на int(domL(u, ·; k)).

(f) Для кожного u, q ∈ Rd, k ∈ Ê,

L(u, q; k) = inf{R(ν(·)||µ(·|u, k)) : ν ∈ P(Rd),

∫
Rd

vν(dv) = q} (84)

i iнфiнум завжди досягається. Якщо L(u, q; k) < ∞, то iнфiмум дося-
гається однозначно. R(·||·) це вiдносна ентропiя, визначена як R(ν||θ) :=∫

(log dν
dθ )dν кругом, де ν абсолютно неперервна вiдносно θ. Iнакше R(ν||θ) :=

∞ .
(g) Iснує стохастичне ядро ν(dv|u, k) на Rd заданому так, що RdÊ задо-

вольняє для u та v на Rd,

R(ν(·|u, k)||µ(·|u, k)) = L(u, q; k) та
∫
Rd

vν(dv|u, k) = q (85)

(h) Якщо ν ∈ P(Rd) задовольняє R(ν(·)||µ(·|u, k)) <∞ для u ∈ Rd, k ∈ Ê,
тодi

∫
Rd ||v||ν(dv) <∞ i

R(ν(·|u, k)||µ(·|u, k)) ≥ L(u,

∫
Rd

vν(dv); k). (86)

Крок 3. Щоб довести принцип Лапласа для послiдовностi ξε достатньо
довести це для послiдовностi випадкових блукань Xn побудований нижче.
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Нехай h це будь-яке вiдображення обмеженої неперервної функцiї зD([0, T ],Rd)

в R. Доведемо границю Лапласа 71, коли ε → 0 у будь-якiй послiдовно-
стi {εn, n ∈ N}, що збiгається до 0. Зафiксуємо таку послiдовнiсть. Шляхом
вибiрки процесу ξεn певну кiлькiсть разiв залежно вiд εn визначимо послiдов-
нiсть кусково-лiнiйних процесiв {ζn, n ∈ N} для яких доведемо принцип Ла-
пласа. Потiм ми показуємо, що послiдовнiсть суперекспоненцiально замкну-
та на ξεn, n ∈ N. Зафiксуємо T > 0. Для кожного n ∈ N, нехай cn := [ Tεn ]

( де [x] представляє цiлу частину x). Розглянемо вибiркову послiдовнiсть
ξεn(Tjcn ), j = 0, 1, ..., cn − 1. Визначимо ζn := {ζn(t), t ∈ [0, T ]} як

ζn(t) = ξεn(
Tj

cn
) + cn(t−

Tj

cn
)(ξεn(

T (j + 1)

cn
)− ξεn(

Tj

cn
)) (87)

для t ∈ [Tjcn ,
T (j+1)
cn

], яка є лiнiйною iнтерполяцiєю вибiркової послiдовностi
ξεn(Tjcn ), j = 0, 1, ..., cn − 1.

Для кожного фiксованого k ∈ Ê, припустимо, що {vnj (u; k), u ∈ Rd, j ∈
N0} є н.о.р. послiдовнiстю випадкового векторного поля, що мають спiльний
розподiл

µn(dv|u, k) := P{cn
T

(ξεn(
T

cn
)− u) ∈ dv} (88)

який є стохастичним ядром на Rd при RdÊ. Будуємо випадковi блукання,
що вiдповiдають послiдовностi стохастичних ядерм µn(dv|u, k) таким чином:
для кожного u ∈ Rd, k ∈ Ê, n ∈ N, розглянемо послiдовнiсть випадкових
величин {Xn

j , j = 0, 1, ..., cn − 1}, що приймають значення в Rd, де

Xn
j+1 := Xn

j +
T

cn
vnj (Xn

j ; k), Xn
0 = u (89)
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Припустимо, що послiдовнiсть випадкових векторiв Xn
j iнтерполюється в

кусково-лiнiйний безперервний процес Xn := {Xn(t), t ∈ [0, T ]} через

Xn(t) = Xn
j + (t− Tj

cn
)vnj (Xn

j ; k), t ∈ [
Tj

cn
,
T (j = 1)

cn
], j = 0, 1, ..., cn − 1 (90)

Потiм розподiл ζn такий самий, як розподiлXn. Для кожного n ∈ N, u, p ∈
Rd, k ∈ Ê, визначимо

Hn(u, p; k) := log

∫
Rd

evpµn(dv|u, k) (91)

Крок 4. Покажемо, що функцiя H(u, p; k), визначену в 81, можна запи-
сати як функцiю, що створює момент стохастичного ядра µ(dv|u, k).

Лема 8.6 Для ε > 0, p ∈ Rd, k ∈ E, s ∈ [0, T ], n ∈ N, u ∈ Rd i δ > 0,
визначимо:

N ε
p(s; t) := exp[

1

ε
(p(ξε(t)−ξε(s))−

∫ t

s

H(ξε(v), p; k)dv)]N εn
p,u(t) := exp[

cn
T

(p(ξε(t)−u)−
∫ t

0

H(ξε(v)n, p; k)dv)]τnu,δ := inf{t ∈ [0, T ] : inf
v∈[0,t]

d(ξεn(v), (B(u, δ))c) = 0}

(92)

Справедливi наступнi висновки: (a) N ε
p(s; t) є F ε

t - мартингал для t ∈ [s, T ]

i тому
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Eµ{N ε
p(s; t)} = Eµ{N ε

p(s; s)} = 1 (93)

(b) N εn
p (0; t ∧ τnu,δ) є F εn

t - мартингал для t ∈ [0, T ], отже

Eu{N εn
p (0; t ∧ τnu,δ)} = Eu{N εn

p (0; 0)} = 1 (94)

(c) Для будь-якого p ∈ Rd,

sup
n∈N

sup
u∈Rd

Eu{Ñ εn
p,u(

T

cn
)} ≤ 1 (95)

i

sup
n∈N

sup
u∈Rd

Eu{Ñ εn
p,u(

T

cn
) ∧ τnu,δ} ≤ 1 (96)

(d) Iснує γ1 ∈ (0,∞) така, що для будь-яких u, p ∈ Rd

H(u, p) ≥ pâ(u; k) ≥ −γ1||p|| (97)

(e) Для будь-якого p ∈ Rd iснує γ2 ∈ R така, що

sup
n∈N

sup
u∈Rd

Eu{(Ñ εn
p,u(

T

cn
))2} ≤ eγ2 (98)
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sup
n∈N

sup
u∈Rd

Eu{(Ñ εn
p,u(

T

cn
) ∧ τnu,δ)2} ≤ eγ2 (99)

(f) Для будь-якого p ∈ Rd i компактної пiдмножини k ⊆ Rd, iснує M ∈ N
така, що

inf
n∈N

inf
u∈K

Eu{Ñ εn
p,u(

T

cn
) ∧ τnu,δ} ≥ eγ3(δ) (100)

де γ3(δ)→ 0 при δ → 0.

Твердження 8.6 Для кожного k ∈ Ê, виконуються такi висновки:
(a) iснує надлiнiйна функцiя f : (0,∞)→ R∪{∞} така, що для будь-яких

ε > 0, δ > 0, s ∈ [0, T ], t ∈ (s, T ]

sup
u∈Rd

Pu,k{ sup
s≤σ≤t

||ξε(σ)− ξε(s)|| ≥ δ} ≤ 2d exp(−t− s
ε

f(
δ√

d(t− s)
)) (101)

(b) для кожного p ∈ Rd, supn∈N supu∈Rd Hn(u, p; k) <∞
(c) для кожного p ∈ Rd i кожної компактної пiдмножини K ⊂ Rd,

lim
n→∞

sup
u∈K
|Hn(u, p; k)−H(u, p; k)| = 0 (102)

(d) для кожного u ∈ Rd, послiдовнiсть ймовiрнiсних вимiрiв µn(dv|u, k), n ∈
N слабко збiгається до ймовiрнiсної мiри µ(dv|u, k) на Rd i для кожного
p ∈ Rd,
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H(u, p; k) = log

∫
Rd

epvµ(dv|u, k). (103)

Сiмейсво µ(dv|u, k), u ∈ Rd, k ∈ Ê визначає стохастичне ядро на Rd при
Rd × Ê. Крiм того, функцiя вiдображення u ∈ Rd 7−→ µ(·|u, k) ∈ P(Rd)

неперервна в топологiї слабкої збiжностi на P(Rd).
Крок 5. Щоб вивчити принцип Лапласа для процесу Xn, нам потрiбно

перевiрити асимптотичну поведiнку

W n(u) := − 1

cn
logEu(exp(−cnh(Xn))) (104)

де Eu позначає очiкування вiдносно Pu i h це будь-яке вiдображення обме-
женої неперервної функцiї з C([0, T ],Rd) в R. Ми покажемо, що це дорiвнює
мiнiмальнiй цiльовiй функцiї пов’язаної задачi стохастичного керування.
Тепер ми визначаємо задачу стохастичного керування, мiнiмальна цiльова
функцiя якої дає представлення функцiї W n(u). Керований процес є дискре-
тним у часi процесом X̄n

j , j = 0, 1, ..., cn − 1, i для кожного t буде функцiя
керування νnj надаючи розподiли контрольованiй випадковiй величинi, яка
замiнює цей шум за рахунок приростiв.νnj це стохастичнi ядра на (Rd)j+1, що
позначається νnj (dv) = νnj (dv|X̄n

0 , ..., X̄
n
j ). Послiдовнiсть елементiв керування

{νn1,j, j = 0, 1, ..., cn − 1} називається допустима послiдовнiсть керування.

Тодi, отримуємо варiацiйне представлення W n
u як

W n(u) = inf
νnj

Ēu = {
cn−1∑
j=0

[
1

cn
R(νnj (·)||µ(·|X̄n

j , k))] + h(X̄n)} (105)

де iнфiмум береться за всiма допустимими керуючими послiдовностями



37{νnj }. Для n ∈ N та t ∈ [0, T ], визначимо стохастичне ядро

νn(dv|t) :=

νnj (dv), t ∈ [Tjcn ,
T (j+1)
cn

], j = 0, 1, ..., cn − 2

νncn−1(dv), t ∈ [T (cn−1)
cn

, T ]
(106)

Має мiсце наступне представлення

W n(u) = inf
νnj

Ēu{
∫ T

0

R(νn1 (·|t)||µ(·|X̃n(t))) + h(X̄n)} (107)

де X̃n = {X̃n(t), t ∈ [0, T ]} є кусково-постiйною iнтерполяцiєю контрольо-
ваних випадкових величин {X̄n

j , j = 0, 1, ..., cn − 1}.

Крок 6. Верхня межа принципу Лапласа

Нехай Iu,k(ϕ) :=
∫ T

0 L(ϕ(t), ϕ̇(t), k)dt де L це перетворення Лежандра-
Фенхеля. Тодi Iu,k є функцiєю iнтенсивностi i

lim
n→∞

sup
1

cn
logEu(exp(−cnh(Xn))) ≤ − inf

ϕ∈C([0,T ],Rd)
(Iu,k(ϕ) + h(ϕ)) (108)

Дiйсно, спочатку можна показати, що Iu,k має компактнi рiвневi набори
C([0, T ],Rd) за допомогою частин (b) i (c) твердження 3.21, звiдки випливає,
що Iu,k є функцiєю iнтенсивностi. Тодi використовуючи частину (h) твердже-
ння 3.19, ми отримаємо

lim
n→∞

inf W n(u) ≥ inf
ϕ∈C([0,T ],Rd)

(Iu,k(ϕ) + h(ϕ)) (109)

Крок 7. Нижня межа принципу Лапласа.

Щоб довести нижню межу принципу Лапласа, нам потрiбно охарактери-
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стохастичного ядра µ(dv|u, k). Це зроблено в частинi (d) твердження 3.19.
Для A, b пiдмножин Rd визначимо

A+B := {u ∈ Rd : u = a+ b, a ∈ A, b ∈ B (110)

Пiдмножина C з Rd називається опуклим конусом, якщо вона має власти-
вiсть, що для c ∈ C, λc ∈ C∀λ ∈ [0,∞). Позначимо як conC опуклий конус
C.
Можемо переписати H(u, p; k) як

H(u, p; k) = b̂(u; k)p+

∫
Rd

(evp − 1)Γ̂(u, dv; k) (111)

де

b̂(u; k) = â(u; k)−
∫
Rd

vΓ̂(u, dv; k) (112)

Нехай SΓ̂(u,k)
опора Γ̂(u,k) i T(u,k) := {b̂(u; k)}+ convSΓ̂(u,k)

.
Вiдносна внутрiшнiсть ri(domL(u, ·; k)) = ri(T(u,k)) i виконуються наступнi
властивостi: (a) Множини intT(u,k) не залежать вiд (u, k) ∈ Rd × Ê
(b) 0 ∈ intT(u,k)

Також можна довести, що

lim
n→∞

supW n(u, k) ≤ inf
ϕ∈C([0,T ],Rd)

(Iuk(ϕ) + h(ϕ)) (113)

Це дає нижню межу принципу Лапласа для Xn.
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lim
n→∞

inf
1

cn
logEu(exp(−cnh(Xn))) ≥ inf

ϕ∈C([0,T ],Rd)
(Iuk(ϕ) + h(ϕ)) (114)

Таким чином доведено принцип Лапласа для випадкового блукання Xn i
це виконується для процесу ζn.

Крок 8. Принцип Лапласа виконується для послiдовностi ξεn оскiльки
ξεn, ζn є суперекспоненцiально замкнутими, тобто

lim
n→∞

sup sup
u∈Rd

εn logPu(ρ(ξεn, ζn) > δ) = −∞ (115)

де ρ це метрика Скорохода на D([0, T ],Rd).

Таким чином, за твердженням 3.16 отримуємо принцип великого вiдхиле-
ння для послiдовностi випадкових величин ξεt (u; k) з функцiєю iнтенсивностi

Iu,k(ϕ) =

∫ T

0

L(ϕ(t), ϕ̇(t); k)dt (116)

Використовуючи лему 3.17, отримуємо принцип великого вiдхилення для
послiдовностi стохастичних адитивних функцiоналiв ξε з функцiєю iнтенсив-
ностi Iu(ϕ) = min{Iu,k(ϕ) : 1 ≤ k ≤ N}.
На цьому теорему доведено.

Цей принцип має багато застосувань, наприклад, визначення ймовiрностi
виходу зi стабiльної областi визначення процесу. У деяких випадках iнфiмум



40може бути явно знайдений за допомогою варiацiйного числення. Клас абсо-
лютно неперервних функцiй на [0, ] можна ототожнити з простором Соболєва
H1,1[0, T ], а так як функцiя Фенхеля-Лежандра L(u, q; k) задовольняє умови
теореми iснування Тонеллi, з цього випливає iснування мiнiмiзатора. Якщо
ϕ ∈ AC[0, T ] є локальним мiнiмiзатором функцiоналу L(ϕ, ϕ′), то ϕ задо-
вольнить рiвняння Ейлера-Лагранжа, яке далi буде спрощено до рiвняння
Бельтрамi: L(ϕ, ϕ′)− ϕ′Lϕ′(ϕ, ϕ′) = C, де C константа.



419 Висновок

У цiй роботi ми отримали кiлька важливих результатiв принципу великих
вiдхилень для стохастичних адитивних функцiоналiв, якi збiгаються або роз-
бiгаються в рiзних масштабах. Ми навели необхiднi термiни, визначення та
представили основнi факти та результати, пов’язанi з нашим дослiдженням.
Крiм того, ми розглянули такi фундаментальнi об’єкти, як ланцюги Маркова,
марковськi процеси та їх пiдкласи, включаючи їхнi властивостi, якi служать
основою для аналiзу. Ми також розглянули поняття перемикання та переми-
каючих процесiв за допомогою адитивних функцiоналiв процесiв з локально
незалежними приростами, якi пiдлягають марковському перемиканню в схе-
мi розщеплення фаз та злиття. Ми довели принцип великого вiдхилення для
принципу злиття фаз i теорiї середнього наближення. Крiм того, вивчено ади-
тивнi функцiонали, пов’язанi з функцiональними центральними граничними
теоремами.
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