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СТРУКТУРА РОЗПОДІЛУ ОДНОГО КЛАСУ УЗАГАЛЬНЕНИХ ЗГОРТОК БЕРНУЛЛІ 
 

Відповідно до теореми Джессена – Вінтнера сума збіжного з ймовірністю одиниця випадкового ряду з незалежними 
дискретно розподіленими доданками має чистий лебегівський тип розподілу, тобто дискретний, абсолютно 
неперервний або сингулярний. Теорема Леві надає необхідні та достатні умови того, що  відповідний розподіл (розподіл 
типу Джессена – Вінтнера) є дискретним. У загальному випадку проблема знаходження критеріїв абсолютної 
неперервності (сингулярності) розподілів типу Джессена – Вінтнера є складною, тому розглядається дослідниками в 
певних класах.  

Важливим класом розподілів, що відповідають теоремі Джессена – Вінтнера, є класичні згортки Бернуллі та їхні 
відповідні узагальнення (узагальнені згортки Бернуллі), що були предметом дослідження багатьох науковців. Інтерес 
до відповідної проблематики є високим і нині. 

Особливі складнощі в дослідженні лебегівської структури розподілів типу Джессена – Вінтнера, зокрема в класі 
узагальнених згорток Бернуллі, виникають для випадку узагальнених згорток Бернуллі із суттєвими перекриттями. 
Для узагальнених  згорток Бернуллі із суттєвими перекриттями класичні підходи теорії міри, що ґрунтуються 
зокрема на теоремі Какутані, у багатьох випадках дають змогу отримати лише певні достатні умови абсолютної 
неперервності (сингулярності) відповідної функції розподілу.   

Крім класичної проблеми поглиблення теореми Джессена – Вінтнера для узагальнених згорток Бернуллі, 
актуальними є: проблема дослідження тополого-метричної структури спектра розподілу,  фрактальний аналіз носіїв 
розподілу, асимптотичні властивості характеристичної функції на нескінченності тощо. 

У пропонованій роботі визначені необхідні та достатні умови абсолютної неперервності та сингулярності 
розподілу одного класу узагальнених симетричних згорток Бернуллі. Відповідні результати є узагальненням 
результатів щодо лебегівської структури розподілу випадкової величини з незалежними s-ковими цифрами.  
Акцентовано також на доведенні того, що спектр відповідного класу розподілів, розглянутих у роботі, має додатну 
міру Лебега.  

 

К л ю ч о в і  с л о в а :  структура розподілу, теорема Леві, теорема Джессена – Вінтнера, згортка Бернуллі,  
абсолютно неперервний розподіл, сингулярний розподіл.  

 
Класифікація відповідно до AMS 2020: 60G30, 11A67. 
 
Вступ  
Актуальність дослідження. Нехай 𝑠 ∈ 𝑁, 𝑠 > 1, ∑ 𝑎௡ାஶ௡ୀଵ  − абсолютно збіжний ряд, 𝐴 = ൫𝑑௜௝൯ − матриця дійсних  

чисел, де 𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁, та для деякого 𝐿 > 0 виконується умова ห𝑑௜௝ห ≤ 𝐿 ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁.  (1) 
Розглянемо множини 𝑀 = ൛∑ 𝑥௡ାஶ௡ୀଵ 𝑎௡ห𝑥௡ ∈ {𝑑଴௡, … ,𝑑(௦ିଵ)௡}∀𝑛 ∈ 𝑁ൟ, 𝑇(𝑑௝భଵ;𝑑௝మଶ; . . . ;𝑑௝ೖ௞) = ൛∑ 𝑑௝೙௡௞௡ୀଵ 𝑎௡ + ∑ 𝑥௡ାஶ௡ୀ௞ାଵ 𝑎௡ห𝑥௡ ∈ {𝑑଴௡ , … ,𝑑(௦ିଵ)௡}∀𝑛 ∈ 𝑁ൟ, 

де  𝑗௟ ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1} для кожного 𝑙 ∈ {1; 2; … ; 𝑘}. 
Спектром 𝑆ீ функції розподілу 𝐺(𝑥) називають множину чисел  𝑡 таких, що  𝐺(𝑡 + 𝜀) − 𝐺(𝑡 − 𝜀) > 0  для кожного 𝜀 > 0. 
Нехай (𝜓௞) − послідовність незалежних дискретно розподілених випадкових величин, що набувають значень 𝑑଴௞ , … ,𝑑(௦ିଵ)௞ з імовірностями 𝑝଴௞ ,𝑝ଵ௞ , … , 𝑝(௦ିଵ)௞ відповідно, причому ∑ 𝑝௝௞ = 0௦ିଵ௝ୀ଴ . Розглянемо випадкову величину 𝜓 = ෍𝜓௞𝑎௞ஶ

௞ୀଵ . 
Ймовірнісну міру 𝜓(∙) , що відповідає випадковій величині 𝜓, називають узагальненою згорткою Бернуллі.  
За теоремою Джессена – Вінтнера (Jessen, & Wintner, 1935) розподіл 𝜓 є чистим. За теоремою Леві (Levy, 1931) 

розподіл 𝜓 є дискретним, лише коли ෑ𝑚𝑎𝑥൫𝑝଴௡; 𝑝ଵ௡; … ;𝑝(௦ିଵ)௡൯ାஶ
௡ୀଵ > 0. 

Об'єкт дослідження – узагальнені симетричні згортки Бернуллі. 
Предметом дослідження є лебегівська структура одного класу  узагальнених симетричних згорток Бернуллі. 
Мета та завдання роботи: визначити необхідні та достатні умови того, що відповідні розподіли класу  

узагальнених симетричних згорток Бернуллі, які розглянуто в роботі, мають дискретний, абсолютно неперервний 
(сингулярний) тип розподілу. 
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Якщо для деякого натурального 𝑀 виконується така умова: для довільного натурального 𝑛 ≥ 𝑀  та довільних  
наборів  (𝑗ଵ;  𝑗ଶ; . . . ;  𝑗௡) і (𝑖ଵ;  𝑖ଶ; . . . ;  𝑖௡) таких, що 𝑗௟ , 𝑖௟ ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1} для кожного 𝑙 ∈ {1; 2; … ; 𝑘},  множини 𝑇(𝑑௝భଵ;𝑑௝మଶ; . . . ;𝑑௝ೖ௞) та 𝑇(𝑑௜భଵ;𝑑௜మଶ; . . . ;𝑑௜ೖ௞) мають не більш ніж одну спільну точку, то відповідні ймовірнісні міри 𝜓(∙)  
являють собою узагальнені симетричні згортки Бернуллі  без суттєвих перекриттів. Інакше 𝜓(∙)   є узагальненою 
симетричною згорткою Бернуллі із суттєвими перекриттями. 

Проблемі вивчення лебегівської структури розподілу  𝜓 для певних матриць 𝐴 та послідовностей (𝑎௡) присвячено 
велику кількість робіт (Гончаренко, Працьовитий, & Торбiн, 2005; Albeverio et al., 2007b; Peres, Schlag, & Solomyak, 
2000). Випадок 𝑎௡ = ଵ௦೙ ,𝑑௝௡ = 𝑗 для кожного 𝑗 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1},𝑛 ∈ 𝑁 розглянуто в роботі (Kakutani, 1948),  де були 
знайдені необхідні та достатні умови сингулярності (абсолютної неперервності) розподілу 𝜓; та в роботах (Chatterji, 
1964; Marsaglia, 1971) для деяких часткових значень 𝑠. Топологічно подібним до класичного 𝑠-кового зображення є 𝑄௦-
зображення (Albeverio et al., 2002), що є частковим випадком загальнішого 𝑄෨-зображення (Albeverio et al., 2007a). У 
роботах (Albeverio et al., 2002; Albeverio et al., 2007a) були знайдені необхідні та достатні умови дискретності й 
абсолютної неперервності (сингулярності) розподілу випадкової величини з незалежними 𝑄෨-цифрами, що є 
узагальненням результатів роботи (Kakutani, 1948).  

Добре відомо (Goncharenko, Pratsiovytyi, & Torbin, 2005),  що за умови 𝑝௝௡ > 0  для кожного  𝑗 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1},𝑛 ∈𝑁 множина 𝑆ிഗ  збігається з 𝑀. Топологічні та фрактальні властивості множини 𝑀 для деяких  послідовностей (𝑎௡) і 
матриць 𝐴 досліджували в роботах (Kenyon, 1997; Nitecki, 2015). Випадок 𝑎௡ = ଵ௦೙ ,𝑑௝௡ = 𝑑௝ для кожного 𝑗 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1},𝑛 ∈ 𝑁, де (𝑑଴,𝑑ଵ, … ,𝑑௦ିଵ) − набір  цілих чисел, що утворюють повну систему лишків за модулем 𝑠,  розглянуто в роботі 
(Kenyon, 1997), де сформульовано гіпотезу про те, що λ(𝑀) > 0, де 𝜆(∙) − класична міра Лебега.  Відповідну гіпотезу 
доведено в роботі (Nitecki, 2015) з використанням топологічних методів. 

Методи дослідження: ймовірнісні міри, що фігурують у роботі (Kakutani, 1948) та їхні аналоги (Albeverio et al., 
2007a) відповідають випадку узагальнених згорток Бернуллі без суттєвих перекриттів.  Поглиблені варіанти теореми 
Какутані, дають змогу за певних умов разом з теоремою Леві розв'язати повністю проблему поглиблення теореми 
Джессена – Вінтнера у відповідних класах. У загальному випадку теорема Какутані дає змогу будувати певні класи 
мір еквівалентних (ортогональних) до класичної міри Лебега. У роботі (Albeverio et al., 2007b) був представлений підхід 
зі зведення проблеми поглиблення теореми Джессена – Вінтнера для одного класу узагальнених симетричних згорток 
Бернуллі із суттєвими перекриттями  до відповідних розподілів з незалежними 𝑄෨-цифрами. Потрібно зауважити, що 
реалізувати відповідний підхід роботи (Albeverio et al., 2007b) в загальному випадку достатньо важко.  

У пропонованому дослідженні поглиблено результати робіт (Kakutani, 1948) та (Nitecki, 2015). 
1. Лебегівська структура розподілу 𝜓. 
Надалі будемо розглядати випадок, коли для кожного натурального 𝑛: 𝑎௡ = ଵ௦೙ та ൫𝑑଴௡;𝑑ଵ௡; … ;𝑑(௦ିଵ)௡൯ є набором 

цілих чисел, що утворюють повну систему  лишків за модулем 𝑠 та задовольняють умову (1). Головним результатом 
цієї роботи є теорема 1, що являє собою поглиблення результатів роботи (Kakutani, 1948). 
Теорема 1. Випадкова величина 𝜓 має чистий розподіл,  причому  

1) дискретний лише тоді, коли ෑ𝑚𝑎𝑥൫𝑝଴௡;𝑝ଵ௡; … ; 𝑝(௦ିଵ)௡൯ାஶ
௡ୀଵ > 0; 

2) сингулярний лише тоді, коли ෑ𝑚𝑎𝑥൫𝑝଴௡;𝑝ଵ௡; … ; 𝑝(௦ିଵ)௡൯ାஶ
௡ୀଵ = 0 

та ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ
௝ୀ଴

ାஶ
௡ୀଵ = 0; 

3) абсолютно неперервний лише тоді, коли ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ
௝ୀ଴

ାஶ
௡ୀଵ > 0. 

Для доведення теореми 1 необхідно довести наступні леми. 
Лема 1. Якщо  ෑ(𝑠ାஶ

௡ୀଵ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝௡) = 𝐺 < +∞, 
то  𝐹ట(𝑥) задовольняє  умову Ліпшиця ห𝐹ట(𝑥ଵ) − 𝐹ట(𝑥ଶ)ห ≤ 𝐺|𝑥ଵ − 𝑥ଶ| ∀𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑅. 
Доведення. Ураховуючи теорему Леві, бачимо, що розподіл 𝜓 є неперервним. Зрозуміло, що для довільної обмеженої 
послідовності цілих чисел  (𝑏௡) типи розподілів випадкових величин 𝜓 та 𝜓 + ෍𝑏௡𝑠௡ାஶ

௝ୀଵ = ෍𝜓௡ + 𝑏௡𝑠௡ାஶ
௝ୀଵ  

є однаковими. Отже, не обмежуючи загальності, нехай для кожного натурального 𝑛 
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0 = 𝑑଴௡ < 𝑑ଵ௡ < ⋯ < 𝑑(௦ିଵ)௡ ≤ 𝐿 . (2) 
Для кожного цілого 𝑟 та натурального 𝑛 розглянемо величину: 𝑆(𝑟;𝑛) = ෍ ෑ𝑝௝ೖ௞௡

௞ୀଵ(௝భ;௝మ;…;௝೙) , 
де сумування беремо за всіма наборами   (𝑗ଵ; 𝑗ଶ; … ; 𝑗௡)   таким, що 𝑗௞ ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}   для кожного 𝑘 ∈ {1; … ;𝑛 } і 
виконується рівність 𝑟𝑠௡ = ෍𝑑௝ೖ௞𝑠௞௡

௞ୀଵ   .                                                                                                      (3) 

Якщо рівність (3) не справджується за всіма відповідними наборами  (𝑗ଵ; 𝑗ଶ; … ; 𝑗௡) ,  то покладемо 𝑆(𝑟;𝑛) = 0. 
Розглянемо функції 𝑓௡(𝑡) = ෑ෍𝑝௝௞௦ିଵ

௝ୀ଴
௡

௞ୀଵ 𝑡ௗೕೖ௦షೖ . 
Бачимо, що 𝑓௡(𝑡) = ෍𝑆(𝑟;𝑛)𝑡௥௦ష೙௥ . 
Розглянемо многочлени ℎ௡(𝑡) = 𝑓௡൫𝑡(௦೙)൯ = ෍𝑆(𝑟;𝑛)𝑡௥௥ . 
Індукцією за 𝑛 покажемо, що 𝑆(𝑟;𝑛) ≤ෑ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝௞௡

௞ୀଵ  ∀𝑟 ∈ 𝑍,𝑛 ∈ 𝑁 .  (4) 

За 𝑛 = 1 нерівність (4) очевидно виконується. Нехай умова (4) справджується для деякого натурального 𝑛. 
Зрозуміло, що ℎ௡ାଵ(𝑡) = ℎ௡൫𝑡(௦೙)൯෍𝑝௝(௡ାଵ)௦ିଵ

௝ୀ଴ 𝑡ௗೕ(೙శభ) , 
звідки для заданого 𝑟 існує ціле 𝑗 таке, що 𝑑௝(௡ାଵ) ≡ 𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑠)  і виконується умова 𝑆(𝑟;𝑛 + 1) = 𝑆(𝑟;𝑛)𝑝௝(௡ାଵ) ≤ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝(௡ାଵ) ⋅ෑ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝௞௡

௞ୀଵ = ෑ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝௞௡ାଵ
௞ୀଵ . 

Позначимо 𝑊௡ାଵ = ෍ 𝜓௞𝑠௞ାஶ
௞ୀ௡ାଵ  

та обрахуємо величину 𝐹ట ൬𝑟 + 1𝑠௡ ൰ − 𝐹ట ቀ 𝑟𝑠௡ቁ = 𝑃 ൬𝜓 ∈ ൤ 𝑟𝑠௡ ; 𝑟 + 1𝑠௡ ൨൰ 
для натуральних 𝑛 та 𝑟 + 1. 
Ураховуючи умову (2), бачимо, що 𝜓 ∈ ቂ ௥௦೙ ; ௥ାଵ௦೙ ቃ лише тоді, коли ෍ψ௞𝑠௞௡

௞ୀଵ = 𝑟 − 𝑙𝑠௡ ;       𝑊௡ାଵ ∈ ൤ 𝑙𝑠௡ ; 𝑙 + 1𝑠௡ ൨, 
де 𝑙 ∈ {0; 1; … ; ቂ ௅௦ିଵቃ}. Ураховуючи нерівність  (4), маємо 𝐹ట ൬𝑟 + 1𝑠௡ ൰ − 𝐹ట ቀ 𝑟𝑠௡ቁ = ෍𝑃൭෍ψ௞𝑠௞௡

௞ୀଵ = 𝑟 − 𝑙𝑠௡ ൱𝑃 ൬𝑊௡ାଵ ∈ ൤ 𝑙𝑠௡ ; 𝑙 + 1𝑠௡ ൨൰௟ = 

= ෍𝑆(𝑟 − 𝑙;𝑛)𝑃 ൬𝑊௡ାଵ ∈ ൤ 𝑙𝑠௡ ; 𝑙 + 1𝑠௡ ൨൰௟ ≤ෑ 𝑚𝑎𝑥଴ஸ௝ஸ௦ିଵ 𝑝௝௞௡
௞ୀଵ ෍𝑃 ൬𝑊௡ାଵ ∈ ൤ 𝑙𝑠௡ ; 𝑙 + 1𝑠௡ ൨൰௟ ≤ 𝐺𝑠௡. 

Для натуральних 𝑚, 𝑘 + 1,𝑛 таких, що 𝑚 > 𝑘  маємо 𝐹ந ቀ𝑚𝑠௡ቁ − 𝐹ந ൬ 𝑘𝑠௡൰ = ෍ 𝐹ந ൬𝑘 + 𝑗𝑠௡ ൰௠ି௞
௝ୀଵ − 𝐹ந ൬𝑘 + 𝑗 − 1𝑠௡ ൰ ≤ 𝐺𝑚𝑠௡ − 𝐺𝑘𝑠௡ . 

Ураховуючи останню нерівність і неперервність 𝐹ந(𝑥), легко  отримати потрібне.      
 □ 

Зауваження 1. Якщо 𝑝௜௝ = ଵ௦ ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁, то з леми 1 розподіл 𝜓 абсолютно неперервний і відповідно 𝜆(𝑀) > 0, що є поглибленням результату роботи  (Nitecki, 2015). 
Лема 2. Якщо виконується умова ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ

௝ୀ଴
ାஶ
௡ୀଵ > 0, 
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то розподіл 𝜓  абсолютно неперервний. 
Доведення. Не обмежуючи загальності, нехай виконується умова (2). Нехай (𝜉௞) − послідовність незалежних 
випадкових величин, які набувають значень ൫𝑑଴௡;𝑑ଵ௡; … ;𝑑(௦ିଵ)௡൯ з рівними ймовірностями ଵ௦. Розглянемо випадкову 
величину 𝜉 = ෍𝜉௞𝑠௞ஶ

௞ୀଵ . 
За лемою 1 розподіл 𝜉 абсолютно неперервний. Визначимо дві послідовності ймовірнісних просторів {(Ω௞,𝐴௞ , μ௞)} 

і {(Ω௞ ,𝐴௞ , ν௞)} так Ω௞ = {𝑑଴௞;𝑑ଵ௞; … ;𝑑(௦ିଵ)௞}, σ − алгебра  𝐴௞ визначена на всіх підмножинах Ω௞: μ௞(𝑑଴௞) = 𝑝଴௞ , … ,μ௞൫𝑑(௦ିଵ)௞൯ = 𝑝(௦ିଵ)௞; ν௞(𝑑଴௞) = 1𝑠 , ν௞(𝑑ଵ௞) = 1𝑠 , … , ν௞൫𝑑(௦ିଵ)௞൯ = 1𝑠. 
Зрозуміло, що μ௞ ≪ ν௞ для кожного 𝑘 ∈ 𝑁. Розглянемо нескінченні добутки ймовірнісних просторів (Ω,𝐴,μ) = ෑ(Ω௞ ,𝐴௞ , μ௞)ஶ

௞ୀଵ ;        (Ω,𝐴, ν) = ෑ(Ω௞ ,𝐴௞ , ν௞)ஶ
௞ୀଵ . 

За теоремою Какутані (Kakutani, 1948),  𝜇 ≪ 𝜈 тоді і тільки тоді, коли ෑ නඨ𝑑μ௞𝑑ν௞ஐೖ
ஶ
௞ୀଵ 𝑑ν௞ > 0 ⇔ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ

௝ୀ଴
ାஶ
௡ୀଵ > 0. 

Остання умова виконується за умовою теореми. Розглянемо вимірне відображення  Ω ஦→𝑀, визначене рівністю ∀𝜔 ∈ 𝛺:𝜑(𝜔) = ෍𝜔௞𝑠௞ஶ
௞ୀଵ . 

Визначимо образи 𝜇∗і 𝜈∗ мір 𝜇  і 𝜈 під дією  𝜑  так: 𝜇∗(𝐸) = 𝜇൫𝜑ିଵ(𝐸)൯;   𝜈∗(𝐸) = 𝜈൫𝜑ିଵ(𝐸)൯ 
для довільної борелівської підмножини  𝐸. Міра 𝜇∗ збігається з імовірнісною мірою 𝑃ట , а міра 𝜈∗ − з імовірнісною мірою 𝑃ஞ, еквівалентною мірі Лебега. З абсолютної неперервності міри 𝜇  відносно міри   ν  випливає абсолютна 
неперервність міри 𝜇∗ відносно міри 𝜈∗ .  

Оскільки 𝜈∗ ∼ 𝜆, то розподіл 𝜓 абсолютно неперервний.  □ 
Лема 3. Якщо виконуються умови ෑ𝑚𝑎𝑥൫𝑝଴௡;𝑝ଵ௡; … ; 𝑝(௦ିଵ)௡൯ାஶ

௡ୀଵ = 0; 
ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ

௝ୀ଴
ାஶ
௡ୀଵ = 0, 

то розподіл 𝜓 сингулярний. 
Доведення. Не обмежуючи загальності, нехай виконується умова (2). Нехай 𝜏௞ = ෍𝜓௝𝑠௝௞

௝ୀଵ ;        𝜂௞  =  ෍ 𝜓௞ା௡𝑠௡ାஶ
௡ୀଵ  . 

Зрозуміло, що 𝜓 = 𝜏௞ + ఎೖ௦ೖ для кожного натурального 𝑘. Очевидно, що випадкова величина 𝜏௞ набуває значень 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௦ೖ з імовірностями 𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௦ೖ  , причому для довільного 𝑗 ∈ {1; 2; … ; 𝑠௞} існує набір чисел (αଵ,αଶ, … ,α௞), кожне 
з яких належить множині {0; 1; … ; 𝑠 − 1}  і виконується рівність  𝑞௝ = 𝑝஑భଵ𝑝஑మଶ … 𝑝஑ೖ௞ . 

Маємо 𝐹ట(𝑥) = 𝑃 ቀ𝜏௞ + 𝜂௞𝑠௞ < 𝑥ቁ = ෍𝑞௝௦ೖ
௝ୀଵ ⋅ 𝑃 ቀ𝑐௝ + 𝜂௞𝑠௞ < 𝑥ቁ = ෍𝑞௝௦ೖ

௝ୀଵ ⋅ 𝑃 ቀ𝜂௞ < 𝑠௞ ⋅ ൫𝑥 − 𝑐௝൯ቁ = ෍𝑞௝௦ೖ
௝ୀଵ ⋅ 𝐹ఎೖ ቀ𝑠௞ ⋅ ൫𝑥 − 𝑐௝൯ቁ. 

Припустимо, що 𝐹ந(𝑥) абсолютно неперервна, тоді для кожного натурального 𝑘 функція 𝐹ఎೖ(𝑥) також абсолютно 
неперервна і, враховуючи останню рівність,  маємо 𝑝ట(𝑥) = ෍𝑞௝௦ೖ

௝ୀଵ 𝑠௞𝑝ఎೖ ቀ𝑠௞ ⋅ ൫𝑥 − 𝑐௝൯ቁ 
майже скрізь. 

Позначимо 𝐻 = න ට𝑝ట(𝑥)ାஶ
ିஶ 𝑑𝑥 

та 𝐵௞ = න ට𝑝ఎೖ(𝑥)ାஶ
ିஶ 𝑑𝑥. 
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Оскільки √𝑎 + 𝑏 ≤ √𝑎 + √𝑏 для довільних невід'ємних чисел  𝑎, 𝑏, то маємо 

𝐴 = න ඩ෍𝑞௝௦ೖ
௝ୀଵ 𝑠௞𝑝ఎೖ ቀ𝑠௞൫𝑥 − 𝑐௝൯ቁାஶ

ିஶ 𝑑𝑥 ≤෍ඨ𝑞௝𝑠௞ න 𝑝ఎೖାஶ
ିஶ ⋅ ቀ𝑠௞ ⋅ ൫𝑥 − 𝑐௝൯ቁ 𝑑𝑥௦ೖ

௝ୀଵ = 

= 𝐵௞෍ට𝑞௝𝑠௞𝑠௞௦ೖ
௝ୀଵ = 𝐵௞ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠 .௦ିଵ

௝ୀଵ
௞

௡ୀଵ  

Оскільки для кожного натурального 𝑘 ෍𝑑(௦ିଵ)௡𝑠௡ାஶ
௡ୀଵ ≤ ෍ 𝐿𝑠௡ାஶ

௡ୀଵ = 𝐿𝑠 − 1, 
то 𝑃 ቀ𝜂௞ ∉ ቂ0; ௅௦ିଵቃቁ = 0, тому 

න ට𝑝ఎೖ(𝑥)ାஶ
ିஶ 𝑑𝑥 = න ට𝑝ఎೖ(𝑥)௅௦ିଵ଴ 𝑑𝑥 ≤ න 1 + 𝑝ఎೖ(𝑥)2 𝑑𝑥௅௦ିଵ଴ = 𝐿𝑠 − 1 + 12 . 

Отже, отримали 𝐻 ≤ෑ෍ට𝑝௝௡𝑠௦ିଵ
௝ୀ଴

௞
௡ୀଵ ⋅ 𝐿𝑠 − 1 + 12 → 0  (𝑘 → ∞), 

звідки  𝐻 =  0, тому майже скрізь 𝑝ట(𝑥) = 0, прийшли до суперечності. □ 

Дискусія і висновки 
Робота має теоретичний характер. Щодо випадкової величини 𝜓, розглянутій у роботі, актуальними є такі задачі: 

вивчення топологічної структури множини 𝑀 та 𝑆ிഗ ; знаходження необхідних і достатніх умов того, що 𝐹ట(𝑥) 
задовольняє умову Ліпшиця; знаходження точних значень показників Гельдера для 𝐹ట(𝑥). Зауважимо, що для випадку 𝑠 = 2,𝑑଴௡ = 1,𝑑ଵ௡ = 0 для кожного  𝑛 ∈ 𝑁, відомо (Nitecki, 2015), що  𝑀  є скінченним об'єднанням відрізків, або 
множиною гомеоморфною множині Кантора або ж канторвалом. Навіть для попереднього випадку знайдені лише 
деякі достатні умови того, коли 𝑀 є канторвалом. Топологічна структура 𝑆ிഗ  у більшості випадків добре вивчена для  
узагальнених симетричних згорток Бернуллі  без суттєвих перекриттів (Goncharenko, Pratsiovytyi, & Torbin, 2005).  
Проблема знаходження необхідних і достатніх умов того, що 𝐹ట(𝑥) задовольняє умову Ліпшиця та знаходження точних 
значень показників Гельдера для 𝐹ట(𝑥) є відкритою навіть для класичних симетричних згорток Бернуллі (Peres, 
Schlag, & Solomyak, 2000). 

Предметом подальших досліджень є задача вивчення топологічної структури множини 𝑀 та лебегівської структури 
розподілу випадкової величини 𝜓   за умови, що ൫𝑑଴௡;𝑑ଵ௡; … ;𝑑(௦ିଵ)௡൯  не утворює повну систему лишків для 
нескінченної множини значень 𝑛.  
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підготовка огляду літератури, ідейна складова леми 1. 
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STRUCTURE OF THE DISTRIBUTION OF ONE CLASS OF GENERALIZED BERNOULLIE CONVOLUTIONS 
 

According to the Jessen – Wintner theorem, the sum of a convergent with probability unity random series with independent discretely distributed 
terms has a pure Lebesgue type of distribution, i.e. discrete, absolutely continuous, or singular. Levi's theorem gives necessary and sufficient 
conditions for the corresponding distribution (Jessen-Wintner type distribution) to be discrete. In the general case, the problem of finding criteria for 
absolute continuity (singularity) of Jessen-Wintner type distributions is complex, therefore it is considered by researchers in certain classes. 

An important class of distributions that satisfy the Jessen – Wintner theorem are classical Bernoulli convolutions and their corresponding 
generalizations (generalized Bernoulli convolutions), which have been the subject of research by many scientists. Interest in the corresponding 
problem is still high. 

Special difficulties in the study of the Lebesgue structure of Jessen – Wintner type distributions, in particular in the class of generalized Bernoulli 
convolutions, arise for the case of generalized Bernoulli convolutions with substantial overlaps. For generalized Bernoulli convolutions with 
substantial overlaps, classical approaches of measure theory, based in particular on the Kakutani theorem, in many cases allow obtaining only certain 
sufficient conditions for the absolute continuity (singularity) of the corresponding distribution function. 

In addition to the classical problem of deepening the Jessen-Wintner theorem for generalized Bernoulli convolutions, the following are relevant: 
the problem of studying the topological-metric structure of the distribution spectrum, fractal analysis of the distribution supports, asymptotic 
properties of the characteristic function at infinity, and others. 

The paper specifies necessary and sufficient conditions for the absolute continuity and singularity of the distribution of one class of generalized 
symmetric Bernoulli convolutions. The corresponding results are a generalization of the results with respect to the Lebesgue structure of the 
distribution of a random variable with independent s-digits. The emphasis is also placed on proving that the spectrum of the corresponding class of 
distributions considered in the paper has a positive Lebesgue measure. 
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