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Abstract. The issue of the existence of solutions of the Cauchy
problem for a first-order quasi-linear differential equation with parti-
al derivatives and variable coefficients is considered. The studied
equation is a generalization of the classic Hopf equation, which is
used in the study of many mathematical models of hydrodynamics.
This equation arises when constructing approximate (asymptotic)
solutions of the Korteweg–de Vries equation and other equations wi-
th variable coefficients and a singular perturbation, in particular,
when finding their asymptotic step-type soliton-like solutions. For
the mentioned differential equation of the first order, the solution of
the Cauchy problem is obtained in analytical form, and the statement
about sufficient conditions for the existence of solutions of the ini-
tial problem in the space of rapidly decreasing functions is proved.
A similar problem for a first-order differential equation with parti-
al derivatives with variable coefficients and quadratic nonlinearity is
considered.
Keywords: Cauchy problem, quasi-linear equation, Hopf equation,
Korteweg–de Vries equation, asymptotic solutions, rapidly decreasi-
ng functions.

Анотацiя. Розглянуто питання про iснування розв’язкiв зада-
чi Кошi для квазiлiнiйного диференцiального рiвняння першого
порядку iз частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами. До-
слiджуване рiвняння є узагальненням класичного рiвняння Хо-
пфа, яке використовується при вивченнi багатьох математичних
моделей гiдродинамiки. Це рiвняння виникає при побудовi набли-
жених (асимптотичних) розв’язкiв рiвняння Кортевега–де Фрiза
та iнших рiвнянь iнтегровного типу зi змiнними коефiцiєнтами i
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сингулярним збуренням, зокрема, при знаходженнi їх асимпто-
тичних солiтоноподiбних розв’язкiв типу сходинки. Для згадано-
го диференцiального рiвняння першого порядку в аналiтичному
виглядi отримано розв’язок задачi Кошi та доведено тверджен-
ня про достатнi умови iснування розв’язкiв початкової задачi у
просторi швидко спадних функцiй. Розглянуто аналогiчну задачу
для диференцiального рiвняння першого порядку iз частинними
похiдними зi змiнними коефiцiєнтами та квадратичною нелiнiй-
нiстю.
Ключовi слова: задача Кошi, квазiлiнiйне рiвняння, рiвняння
Хопфа, рiвняння Кортевега–де Фрiза, асимптотичнi розв’язки,
швидко спаднi функцiї.

Вступ
При математичному моделюваннi рiзних процесiв технiки i явищ при-

родознавства виникає необхiднiсть дослiдження питань про iснування у
рiзних функцiональних просторах роз’язкiв диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними.

Одним iз класичних прикладiв таких рiвнянь є рiвняння Хопфа, яке
використовується для опису вiльного руху нестисливого середовища [1]. Це
рiвняння можна отримати при граничному переходi µ → 0 як з рiвняння
Бюргерса [2]

ut + uux = µuxx, (1)
тобто у випадку зникаючої в’язкостi, так i з рiвняння Кортевега–де Фрiза

ut + uux = µuxxx. (2)

Нагадаємо, що рiвняння (1) було запропоновано Йоганном Бюргерсом у
1939 роцi в якостi досить простої математичної моделi для опису пошире-
ння ударної хвилi в рiдинi [3, 4].

Рiвняння Хопфа
ut + uux = 0 (3)

розглядалося у багатьох працях в якостi математичної моделi нелiнiйних
процесiв в гiдро- i газодинамiцi, для якого вивчалися питання про iснування
рiзних типiв його розв’язкiв [5–7].

Рiвняння (3) i дотепер залишається важливим i цiкавим об’єктом дослiд-
ження, оскiльки використовується при математичному моделюваннi хви-
льових процесiв в диспергуючих середовищах [8, 9], паводкових явищ [10],
хвиль в транспортних потоках [11,12].

Про рiвняння Хопфа часто згадують як про рiвняння, яке описує низ-
ку ефектiв, притаманних виключно нелiнiйним системам. Одним з таких
ефектiв є явище градiєнтної катастрофи. Суть цього явища полягає в то-
му, що за скiнченний час розв’язки рiвняння Хопфа можуть руйнуватися,
коли їх частиннi похiднi стають необмеженими. Дiйсно, якщо розглянути
задачу Кошi для рiвняння (3) з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, (4)
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то розв’язок задачi Кошi (3), (4) можна знайти методом характеристик [13]
i записати у неявному виглядi:

u = ϕ(x− ut). (5)

Звiдси легко отримуємо спiввiдношення

ux =
ϕ′

1 + tϕ′
, ut =

−uϕ′

1 + tϕ′
. (6)

Очевидно, що ux →∞, ut →∞, якщо початкова функцiя ϕ(x) є спадною
на деякому iнтервалi (a, b) ⊂ R. Саме таке руйнування розв’язку i назива-
ється градiєнтною катастрофою [14]. Зауважимо, що це явище властиве
лише нелiнiйним системам.

З iншого боку, в якостi математичних моделей часто розглядаються ди-
ференцiальнi рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами, якi описують процеси в
середовищах зi змiнними характеристиками [14–16].

Наприклад, рiвняння Хопфа зi змiнними коефiцiєнтами використовує-
ться для математичного опису поширення хвиль в неоднорiдних середо-
вищах [15, 17], зокрема, це рiвняння виникає при побудовi асимптотичних
солiтоноподiбних розв’язкiв рiвняння Кортевега–де Фрiза зi змiнними кое-
фiцiєнтами i сингулярним збуренням [18,19].

При побудовi таких асимптотичних розв’язкiв з’являється задача про
iснування в просторi Шварца (просторi швидко спадних функцiй) розв’яз-
кiв рiвняння типу рiвняння Хопфа зi змiнними коефiцiєнтами вигляду

a(x, t)ut + b(x, t)uux = 0 (7)

та задачi Кошi для рiвняння (7) з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R. (8)

Саме така задача вивчається у роботi. Тут розглядаються квазiлiнiйнi
та лiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними зi змiнними
коефiцiєнтами, для яких отримано формули для їх загальних розв’язкiв.

За допомогою цих формул з’ясовано умови, за яких дослiджуванi рiв-
няння, зокрема рiвняння вигляду (7), мають розв’язки у просторi швидко
спадних функцiй. Отриманi результати сформульованi у виглядi теорем,
що супроводжуються необхiдними доведеннями.

Основнi позначення i поняття

Через S = S(R) позначимо простiр нескiнченно диференцiйовних на мно-
жинi R функцiй, якi для всiх цiлих невiд’ємних чисел m задовольняють
нерiвнiсть [20]

+∞∫
−∞

(Dm
x u)2 dx+

+∞∫
−∞

(
1 + x2

)m
u2dx <∞,

а через C∞(0, T ;S) — простiр нескiнченно диференцiйовних на множинi
R × [0;T ] функцiй u(x, t) зi значеннями в просторi S = S(R), тобто таких
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функцiй, якi для всiх цiлих невiд’ємних чисел m задовольняють умову
[18,20]

+∞∫
−∞

(
Dm
x D

k
t u
)2
dx+

+∞∫
−∞

(
1 + x2

)m (
Dk
t u
)2
dx <∞.

Рiвняння Хопфа
Розглянемо спочатку класичне рiвняння Хопфа (3) i з’ясуємо питання

про iснування неперервно диференцiйовних та швидко спадних розв’язкiв
вiдповiдної задачi Кошi.

Мають мiсце такi твердження.

Лема 1. Нехай початкова функцiя ϕ(x) 6≡ 0 належить простору S(R).
Тодi неперервно диференцiйовний розв’язок задачi Кошi (3), (4) iснує лише
на скiнченному iнтервалi.

Доведення. Оскiльки функцiя ϕ = ϕ(x) належить простору швидко спа-
дних функцiй, то iснує такий iнтервал (a; b) ⊂ R, що ϕ′(x) < 0 для всiх
x ∈ (a; b).

Дiйсно, точки a, b, якi обмежують iнтервал (a; b), можна визначити,
знайшовши точки локального максимуму чи точки локального мiнiмуму
початкової функцiї ϕ(x). Принаймнi одна з таких точок (локального ма-
ксимуму чи локального мiнiмуму для функцiї ϕ(x) ∈ S(R)) обов’язково
iснує.

Якщо x∗ — точка локального максимуму для функцiї ϕ(x), то можна
покласти a = x∗, а в якостi значення b взяти +∞ за умови, що функцiя
ϕ(x) не має точок локального мiнiмуму на промiжку (x∗; +∞).

Якщо на iнтервалi (x∗; +∞) початкова функцiя ϕ(x) має хоча б один ло-
кальний мiнiмум, то в якостi значення b потрiбно взяти найменше значення
точки x∗ ∈ (x∗; +∞), в якiй функцiя ϕ(x) досягає локального мiнiмуму.

Тодi з нерiвностi ϕ′(x) < 0 для всiх x ∈ (a; b) та з формул для похiдних
(6) слiдує, що розв’язок задачi Кошi (3), (4) може iснувати лише на деякому
скiнченному iнтервалi.

Аналогiчнi мiркування можна здiйснити у випадку, коли початкова функ-
цiя ϕ(x) ∈ S(R) не має жодної точки локального максимуму, а має лише
одну точку локального мiнiмуму. �

Зауваження 1. Якщо в якостi початкових даних в умовi леми 1 розгля-
нути функцiї

ϕ1(x) = e−x
2
, ϕ2(x) = e−x

2
sinx ∈ S(R),

то можна переконатися в можливостi iснування однiєї або багатьох (навiть
нескiнченної кiлькостi) точок локального екстремуму початкової функцiї
ϕ(x).

Зауваження 2. З леми 1 слiдує, що у випадку, коли початкова функ-
цiя ϕ(x) ∈ S(R), є сенс розглядати розв’язки задачi Кошi (3), (4) лише
на скiнченному часовому iнтервалi, тобто на множинi R × [0;T ], де T >
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0 — деяке дiйсне число. Хоча при цьому розв’язок задачi Кошi (3), (4),
очевидно, iснує на iнтервалi [0;ω+) ⊃ [0;T ]. Значення ω+ визначається iз
умови:

1 + tϕ′(x− tu(x, t)) > 0 для всiх t ∈ [0;ω+), x ∈ R.
Тому у подальшому вивчається питання про властивостi розв’язкiв задачi
Кошi (3), (4), якi визначенi на обмеженiй за часовою змiнною множинi
R× [0;T ].

Теорема 1. Нехай виконуються умови леми 1 i задача Кошi (3), (4) має
на R× [0;T ] обмежений розв’язок u = u(x, t) ∈ C(1)(R× [0;T ]). Тодi похiднi
ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Враховуючи формули (6) для похiдних ux(x, t), ut(x, t), робимо
висновок про те, що твердження леми 1 достатньо довести для частинної
похiдної ux(x, t), бо ut(x, t) є добутком двох функцiй: частинної похiдної
ux(x, t) i функцiї u = u(x, t), яка обмежена згiдно припущень леми 1.

Функцiя u = u(x, t) є неперервно диференцiйовною для всiх (x; t) ∈ R×
[0;T ], а отже права частина рiвностi

ux(x, t) =
ϕ′(x− tu)

1 + tϕ′(x− tu)

— неперервно диференцiйовна для всiх (x; t) ∈ R× [0;T ].
Звiдси слiдує iснування додатнього числа α, для якого виконується не-

рiвнiсть |1 + tϕ′(x)| > α для всiх (x; t) ∈ R× [0;T ].
Це дозволяє зробити висновок про те, що похiдна ux(x, t) як добуток

функцiї ϕ′(x), яка належить простору швидко спадних функцiй, i обмеже-
ної функцiї

1/
(
1 + tϕ′(x)

)
є швидко спадною функцiєю про кожному значеннi t ∈ [0;T ]. Останнє еквi-
валентне властивостi ux(x, t) ∈ C∞(0, T ;S).

Звiдси, зокрема знаходимо

∂n+mu/∂xn∂tm ∈ C∞(0, T ;S)

для всiх цiлих невiд’ємних чисел n, m за умови n+m > 0.
Тому похiдна ut(x, t), яка задається формулою

ut(x, t) =
−uϕ′(x− tu)

1 + tϕ′(x− tu)
= −uux(x, t),

належить простору C∞(0, T ;S). �

Зауваження 3. З доведення теореми 1 випливає властивiсть

u = u(x, t) ∈ C∞(R× [0;T ]),

бо вирази для частинних похiдних

∂n+mu/∂xn∂tm ∈ C∞(0, T ;S)

для всiх цiлих невiд’ємних чисел n,m можна отримати рекурентним чином,
використовуючи спiввiдношення (6).
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Рiвняння типу рiвняння Хопфа зi змiнними коефiцiєнтами

Розглянемо тепер рiвняння (7), з якого у випадку сталих коефiцiєн-
тiв слiдує рiвняння Хопфа (3). Використовуючи метод характеристик [13],
за умови неперервностi коефiцiєнтiв рiвняння (7), побудуємо загальний
розв’язок цього рiвняння i знайдемо умови, за яких побудований розв’я-
зок належить простору швидко спадних функцiй.

Загальний розв’язок

Загальний розв’язок рiвняння (7) можна записати у виглядi довiльної
функцiї вiд незалежних перших iнтегралiв його системи характеристик,
яка має вигляд системи звичайних диференцiальних рiвнянь i записується
таким чином

dt

a(x, t)
=

dx

b(x, t)
=
du

0
. (9)

Очевидно, що система характеристик (9) має перший iнтеграл u = c1,
де c1 ∈ R, а iнший перший iнтеграл визначається зi звичайного диферен-
цiального рiвняння

dx

dt
= c1

b(x, t)

a(x, t)
. (10)

Рiвняння (10) є нелiнiйним рiвнянням першого порядку, яке при досить
загальних умовах в деякому околi довiльної точки (x0, t0) ∈ R× (0;T ) має
розв’язок

x = ϕ(t, c1), t ∈ (t0 − δ; t0 + δ), δ > 0,

що задовольняє початкову умову x0 = ϕ(t0, c1). Це означає, що рiвняння
(10) має перший iнтеграл вигляду

ψ(x, t, c1) = c2, (x, t, c1) ∈ R× (t0 − δ; t0 + δ)×R.

Тодi загальний розв’язок рiвняння (7) записується у неявному виглядi
таким чином

Φ(u, ψ(x, t, u)) = 0, (11)

де Φ(ξ, η) ∈ C∞(Ξ;R) — така довiльна функцiя, для якої виконується вла-
стивiсть: повна похiдна за змiнною u вiд функцiї в лiвiй частинi рiвностi
(11) не дорiвнює нулевi, тобто dΦ(u, ψ(x, t, u))/du 6= 0 для всiх (x, t, u) ∈ G,
де G — область значень змiнних (x, t, u) вiдображення

G 3 (x, t, u)→ (u, ψ(x, t, u))

за умови, що iснує хоча б одна точка (ξ0, η0) ∈ Ξ, для якої справджується
рiвнiсть

Φ(ξ0, η0) = 0.

Зауваження 4. Тут i у подальшому через Ξ позначено множину виз-
начення функцiї Φ(ξ, η), яку можна описати через множини визначення
функцiй u = u(x, t) та ψ = ψ(x, t, u(x, t)).
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У частинному випадку, коли коефiцiєнти рiвняння (7) — функцiї a(x, t),
b(x, t), допускають факторизацiю за змiнними x, t, тобто мають мiсце спiв-
вiдношення

a(x, t) = A1(x)A2(t) 6= 0, b(x, t) = B1(x)B2(t) 6= 0, (12)

формула (11) для загального розв’язку u = u(x, t) рiвняння (7) дещо спро-
щується i розв’язок u = u(x, t) можна записати у неявному виглядi таким
чином [21]:

Φ

u, x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − u

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

 = 0. (13)

Тут Φ(ξ, η) ∈ C∞(Ξ;R) — така функцiя, що повна похiдна за змiнною
u вiд функцiї в лiвiй частинi рiвностi (13) не дорiвнює нулевi при всiх
(x, t, u) ∈ G, де G — область значень змiнних (x, t, u) вiдображення

G 3 (x, t, u)→

u, x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − u

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ


за умови, що iснує хоча б одна точка (ξ0, η0) ∈ Ξ, для якої виконується
рiвнiсть

Φ(ξ0, η0) = 0.

Отриманi формули дозволяють знайти достатнi умови iснування у про-
сторi швидко спадних функцiй C∞(0, T ;S) розв’язку рiвняння (7).

Має мiсце твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються припущення:
1) функцiї a(x, t), b(x, t) в рiвняннi (7) є нескiнченно диференцiйовни-

ми i задовольняють умову факторизацiї (12);
2) функцiя A1(x)/B1(x) обмежена для всiх x ∈ R та iснує така стала

C1 > 0, що для всiх x ∈ R виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ

∣∣∣∣∣∣ ≥ C1 |x− x0| ;

3) iснують такi сталi Mn > 0, n ∈ N, що для всiх x ∈ R виконую-
ться нерiвностi ∣∣∣∣ dndxn A1(x)

B1(x)

∣∣∣∣ ≤Mn;

4) функцiя Φ(ξ, η) в (13) належить простору C∞(Ξ;R), її похiднi є
обмеженими, а Φη(ξ, η) ∈ S(R) щодо η ∈ R для всiх ξ ∈ PrOξΞ, де
PrOξΞ — проекцiя множини Ξ на вiсь Oξ;

5) рiвняння (13), що неявним чином задає функцiю u = u(x, t), має
обмежений розв’язок u(x, t) ∈ C(1)(R× [0;T ]);
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6) iснує така стала C > 0, що повна похiдна вiд функцiї в лiвiй ча-
стинi (13) за змiнною u вздовж розв’язку u = u(x, t) рiвняння
(7) задовольняє на множинi R× [0;T ]× U нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣ ddu Φ

u, x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − u

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

∣∣∣∣∣∣ ≥ C, (14)

де множина U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]}.
Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Iз спiввiдношення (13) знаходимо частиннi похiднi за змiнними
x та t функцiї u(x, t):

ux(x, t) = −A1(x)

B1(x)

∂Φ

∂ξ
− ∂Φ

∂η

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

−1 ∂Φ

∂η
, (15)

ut(x, t) = u(x, t)
B2(t)

A2(t)

∂Φ

∂ξ
− ∂Φ

∂η

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

−1 ∂Φ

∂η
. (16)

Тут вирази для похiдних Φξ, Φη записано при вiдповiдних значеннях
величин ξ, η, якi природнiм чином визначаються з (13).

Розглянемо спочатку вираз у правiй частинi рiвностi (15).
Згiдно умов теореми 2 похiдна Φη(ξ, η) належить простору швидко спа-

дних функцiй S(R) щодо змiнної η ∈ R для всiх ξ з областi визначення
функцiї Φη(ξ, η) (умова 4), функцiя A1(x)/B1(x) та всi її похiднi є обме-
женими для всiх x ∈ R (умови 2, 3). Тодi, враховуючи нерiвнiсть (14) для
повної похiдної функцiї Φη(ξ, η) за u, бачимо, що при кожному t ∈ [0;T ]
похiдна ux(x, t) належить простору швидко спадних за змiнною x функцiй.

Беручи до уваги, що функцiя u(x, t) є обмеженою (умова 5), неперервно
диференцiйовна функцiя B2(t)/A2(t) визначена на скiнченному замкнено-
му iнтервалi [0;T ], з рiвностi (16) отримуємо, що при кожному t ∈ [0;T ]
похiдна ut(x, t) належить простору швидко спадних за змiнною x функцiй.

Аналогiчно доводимо, що старшi похiднi за змiнними x, t розв’язку u(x, t)
при кожному t ∈ [0;T ] також належать простору швидко спадних за змiн-
ною x функцiй.

Звiдси випливає, що похiднi

ux(x, t), ut(x, t)

належать простору C∞(0, T ;S). �

Задача Кошi
Розглянемо задачу Кошi для рiвняння (7) з початковою умовою (8).
Як i у випадку, який розглянуто вище, розв’язок задачi Кошi (7), (8)

можна записати неявним чином, використовуючи першi iнтеграли системи
характеристик.
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Дiйсно, враховуючи формули для перших iнтегралiв

u = c1, c1 ∈ R,
x∫

x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − c1

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ = c2, x0, c2 ∈ R,

аналогiчно формулi (5) шуканий розв’язок u = u(x, t) можна записати та-
ким чином

u = ϕ

f
 x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − u

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

 , (17)

де функцiя ϕ = ϕ(x) — початкова функцiя з умови (8), а f = f(y) —
обернена до функцiї

y = y(x) =

x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ. (18)

Формула (17) для розв’язку u(x, t) задачi Кошi (7), (8) дає можливiсть
отримати достатнi умови належностi його похiдних простору C∞(0, T ;S).

Має мiсце твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються такi припущення:
1) мають мiсце умови 1) – 3) теореми 2;
2) функцiя ϕ = ϕ(x) в (8) належить простору S(R);
3) функцiя f = f(y), яка є оберненою до функцiї y = y(x), що визна-

чена формулою (18), є нескiнченно диференцiйовною та для всiх
y ∈ R i деяких сталих C1 > 0, C2 ∈ R задовольняє нерiвнiсть

|f(y)| ≥ C1|y + C2|;

4) похiднi функцiї f = f(y) при кожному y ∈ R задовольняють спiв-
вiдношення ∣∣∣f (k)(y)

∣∣∣ ≤ (Mk|y|+Nk)
lk ,

де Mk, Nk, lk — деякi додатнi сталi, k ∈ N;
5) справджується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣1 +

d

dy
ϕ(f(y))

t∫
0

B2(t)

A2(t)

∣∣∣∣∣∣ ≥ C
для деякої сталої C > 0 i всiх (x, t, u) ∈ R×[0;T ]×U , де множина
U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]}, та

y =

x∫
x0

A1(σ)

B1(σ)
dσ − u

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ, x0 ∈ R. (19)

Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).
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Доведення. Для доведення теореми проаналiзуємо вирази для похiдних
ux(x, t), ut(x, t). Iз спiввiдношення (17) знаходимо:

ux(x, t) =
A1(x)

B1(x)

1 +
d

dy
ϕ(f(y))

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

−1 d

dy
ϕ(f(y)), (20)

ut(x, t) = −B2(t)

A2(t)

1 +
d

dy
ϕ(f(y))

t∫
0

B2(σ)

A2(σ)
dσ

−1 d

dy
ϕ(f(y)), (21)

де y визначено формулою (19).
Вiдповiдно до умов теореми 3 функцiя A1(x)/B1(x) та всi її похiднi є

обмеженими для всiх x ∈ R, функцiя B2(t)/A2(t) визначена на скiнчен-
ному замкненому iнтервалi [0;T ], а отже, як неперервно диференцiйовна
функцiя, є обмеженою. Оскiльки початкова функцiя ϕ(x) належить про-
стору S(R) (умова 2 теореми 3), то отримуємо, що похiднi ux(x, t), ut(x, t)
при кожному t ∈ [0;T ] належать простору швидко спадних щодо змiнної x
функцiй.

Звiдси випливає, що похiднi вищих порядкiв ∂n+mu/∂nx ∂tm, де n, m —
цiлi невiд’ємнi числа, для яких n + m > 0, при кожному t ∈ [0;T ] теж
належать простору швидко спадних щодо змiнної x функцiй.

Це означає, що функцiї

ux(x, t), ut(x, t)

належать простору C∞(0, T ;S). �

Диференцiальне рiвняння з квадратичною нелiнiйнiстю
При побудовi [22] асимптотичних багатофазових солiтоноподiбних розв’-

язкiв задачi Кошi для сингулярно збуреного рiвняння Кортевега–де Фрi-
за зi змiнними коефiцiєнтами виникає задача, що пов’язана iз вивченням
розв’язкiв диференцiального рiвняння з частинними похiдними першого
порядку з квадратичною нелiнiйнiстю i змiнними коефiцiєнтами. Це рiвня-
ння визначає головний член регулярної частини асимптотики i має вигляд

a(x, t)ut + uux − a(x, t)
bt(x, t)

b(x, t)
u− bx(x, t)

b(x, t)
u2 = 0. (22)

Iснування розв’язку
Загальний розв’язок рiвняння (22) можна знайти за допомогою методу

характеристик, визначивши першi iнтеграли системи характеристик
d t

a(x, t)
=
dx

u
=

du

[a(x, t)bt(x, t)u+ bx(x, t)u2]b−1(x, t)
.

Як i вище, розглянемо випадок, коли коефiцiєнти рiвняння (22) задо-
вольняють умову факторизацiї i мають вигляд
1) a(x, t) = a1(x)a2(t), b(x, t) = b(x), (x, t) ∈ R× [0;T ],

або
2) a(x, t) = a1(x)a2(t), b(x, t) = b(t), (x, t) ∈ R× [0;T ].
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У випадку 1) система характеристик для рiвняння (22) записується у
виглядi

d t

a1(x)a2(t)
=
dx

u
=

b(x)du

b′(x)u2
,

i має два перших iнтеграли

ϕ(x, u) = c1, ψ(x, t, u) = c2, c1, c2 ∈ R, (23)

де

ϕ(x, u) =
u

b(x)
, ψ(x, t, u) =

u

b(x)

t∫
t0

dη

a2(η)
−

x∫
x0

a1(ξ)

b(ξ)
dξ, (24)

початковi точки t0 ∈ [0;T ), x0 ∈ R є довiльними.
Тодi загальний розв’язок рiвняння (22) можна записати у неявному виг-

лядi таким чином
Φ (ϕ(x, u), ψ(x, t, u)) = 0. (25)

Тут Φ(ϕ,ψ) ∈ C∞(Ξ;R) — така функцiя, що повна похiдна за змiнною
u вiд функцiї в лiвiй частинi (25) не дорiвнює нулевi для всiх (x, t, u) з
множини G значень змiнних (x, t, u), при яких визначено вiдображення
(x, t, u) → (ϕ,ψ), де ϕ = ϕ(x, u), ψ = ψ(x, t, u), i припускається, що iснує
хоча б одна точка (ϕ0, ψ0) ∈ Ξ, для якої Φ(ϕ0, ψ0) = 0.

Формула (25) для загального розв’язку u(x, t) диференцiального рiвнян-
ня (22) дає можливiсть отримати достатнi умови належностi його похiдних
простору C∞(0, T ;S).

Має мiсце твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умови:

1) коефiцiєнти рiвняння (22) є нескiнченно диференцiйовними i задо-
вольняють умову a(x, t) = a1(x)a2(t), b(x, t) = b(x), (x, t) ∈ R ×
[0;T ], де функцiя a1(x) обмежена для всiх x ∈ R, а функцiя b(x)
для деякого ρ > 0 задовольняє нерiвнiсть |b(x)| ≥ ρ, x ∈ R;

2) iснують такi сталi Kn, Mn > 0, n ∈ N, що для всiх x ∈ R вико-
нуються нерiвностi∣∣∣∣ dndxn b(x)

∣∣∣∣ ≤ Kn,

∣∣∣∣ dndxna1(x)

∣∣∣∣ ≤Mn;

3) iснує така стала γ > 0, що для всiх x ∈ R виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

a1(η)

b(η)
dη

∣∣∣∣∣∣ ≥ γ |x− x0| ,
4) функцiя Φ(ξ, η) в (25) належить простору C∞(PrOξΞ;S), де PrOξΞ

— проекцiя множини Ξ ⊂ R2 на вiсь Oξ;
5) рiвняння (25) має обмежений розв’язок u(x, t) ∈ C(1)(R× [0;T ]);
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6) iснує така стала C > 0, що повна похiдна вiд функцiї в лiвiй ча-
стинi (25) за змiнною u задовольняє для всiх (x, t, u) ∈ R× [0;T ]×
U нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣ ddu Φ

 u

b(x)
,
u

b(x)

t∫
t0

dη

a2(η)
−

x∫
x0

a1(η)

b(η)
dη

∣∣∣∣∣∣ ≥ C,
де множина U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]}.
Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Для доведення теореми проаналiзуємо вирази для частинних
похiдних ux(x, t), ut(x, t) розв’язку u(x, t), який згiдно умов теореми є обме-
женим. Iз спiввiдношення (25) знаходимо:

∂u

∂x
=

ub′(x)

b(x)

∂Φ

∂ϕ
+

a1(x) +
b′(x)u

b(x)

t∫
0

dη

a2(η)

 ∂Φ

∂ψ

∂Φ

∂ϕ
+
∂Φ

∂ψ

t∫
0

dη

a2(η)

−1 ,
(26)

∂u

∂t
= − u

a2(t)

∂Φ

∂ψ

∂Φ

∂ϕ
+
∂Φ

∂ψ

t∫
0

dη

a2(η)

−1 , (27)

З умов теореми 4, з (26), (27) випливає, що при кожному t ∈ [0;T ] похiднi
ux(x, t), ut(x, t) належать простору швидко спадних за змiнною x функцiй.

Дiйсно, вирази для цих похiдних мiстять похiднi вiд функцiї Φ(ξ, η), яка
згiдно припущень належить простору C∞(PrOξΞ;S), де PrOξΞ — проекцiя
множини Ξ ⊂ R2 на вiсь Oξ, i є швидко спадною функцiєю стосовно змiн-
ної x, вiд якої ця функцiя залежить згiдно (24), (25). Множниками бiля
похiдних функцiї Φ(ξ, η) є обмеженi згiдно умов 1), 2), 5), 6) функцiї.

Звiдси випливає, що похiднi вищих порядкiв ∂n+mu/∂nx ∂tm, де n, m —
цiлi невiд’ємнi числа, для яких n + m > 0, при кожному t ∈ [0;T ] теж
належать простору швидко спадних щодо змiнної x функцiй.

Це означає, що функцiї ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S),
якщо розв’язок u(x, t) є обмеженим. �

Розглянемо тепер випадок 2), коли b(x, t) = b(t), (x, t) ∈ R× [0;T ].
Система характеристик для рiвняння (22) у цьому випадку записується

таким чином
d t

a1(x)a2(t)
=
dx

u
=

b(t)du

a1(x)a2(t)b′(t)
,

i має два перших iнтеграли

ϕ(t, u) =
u

b(t)
, (28)

ψ(x, t, u) =
u

b(t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη −

x∫
x0

a1(η) dη. (29)
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Загальний розв’язок рiвняння (22) зображується у неявному виглядi за
допомогою формули

Φ (ϕ(t, u), ψ(x, t, u)) = 0. (30)
Тут функцiя Φ(ϕ,ψ) ∈ C∞(Ξ;R) — така, що повна похiдна за змiнною

u вiд функцiї в лiвiй частинi (30) не дорiвнює нулевi для всiх (x, t, u) з
множини G значень змiнних (x, t, u), при яких визначено вiдображення
(x, t, u) → (ϕ,ψ), де ϕ = ϕ(t, u), ψ = ψ(x, t, u), i припускається, що iснує
хоча б одна точка (ϕ0, ψ0) ∈ Ξ, для якої Φ(ϕ0, ψ0) = 0.

Сформулюємо достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв рiвняння
(22), похiднi вiд яких є швидко спадними функцiями.

Має мiсце твердження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови:
1) коефiцiєнти рiвняння (22) є нескiнченно диференцiйовними i задо-

вольняють умову a(x, t) = a1(x)a2(t), b(x, t) = b(t), (x, t) ∈ R ×
[0;T ], де b(t) 6= 0 для всiх t ∈ [0;T ];

2) функцiя a1(x) обмежена для всiх x ∈ R, iснує така стала ρ > 0,
що для всiх x ∈ R виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

x∫
x0

a1(η) dη

∣∣∣∣∣∣ ≥ ρ |x− x0| ;
3) iснують такi сталi Mn > 0, n ∈ N, що для всiх x ∈ R виконую-

ться нерiвностi ∣∣∣∣ dndxna1(x)

∣∣∣∣ ≤Mn;

4) функцiя Φ(ξ, η) в (30) належить простору C∞(PrOξΞ;S), де PrOξΞ
— проекцiя множини Ξ ⊂ R2 на вiсь Oξ;

5) рiвняння (30) має обмежений розв’язок u(x, t) ∈ C(1)(R× [0;T ]);
6) iснує така стала C > 0, що повна похiдна вiд функцiї в лiвiй ча-

стинi (30) за змiнною u задовольняє для всiх (x, t, u) ∈ R× [0;T ]×
U нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣ ddu Φ

 u

b(t)
,
u

b(t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη −

x∫
x0

a1(η) dη

∣∣∣∣∣∣ ≥ C,
де множина U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]}.

Тодi похiднi ut(x, t), ux(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Для доведення теореми розглянемо вирази для частинних по-
хiдних ux(x, t), ut(x, t) розв’язку u(x, t). Продиференцiювавши (30), знахо-
димо:

∂u

∂x
= a1(x)b(t)

∂Φ

∂ψ

∂Φ

∂ϕ
+
∂Φ

∂ψ

t∫
t0

b(η)

a2(η)
dη

−1 , (31)
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∂u

∂t
=

ub′(t)
b(t)

∂Φ

∂ϕ
+

ub′(t)
b(t)

t∫
t0

b(η)

a2(η)
dη − b(t)

a2(t)

 ∂Φ

∂ψ

×
×

∂Φ

∂ϕ
+
∂Φ

∂ψ

t∫
t0

b(ξ)

a2(ξ)
dξ

−1 . (32)

Аналогiчно, як i вище, аналiзуючи цi вирази для похiдних ux(x, t), ut(x, t),
враховуючи припущення теореми 5 стосовно функцiї Φ(ϕ,ψ) в формулi (30)
та умови теореми стосовно коефiцiєнтiв рiвняння (22), з (31), (32) отриму-
ємо, що при кожному t ∈ [0;T ] похiднi ux(t, x), ut(x, t) належать простору
швидко спадних за змiнною x функцiй.

Звiдси також випливає, що похiднi вищих порядкiв ∂n+mu/∂nx ∂tm, де
n, m — цiлi невiд’ємнi числа, для яких n + m > 0, при кожному t ∈ [0;T ]
належать простору швидко спадних щодо змiнної x функцiй.

Це означає, що функцiї ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S),
якщо розв’язок u(x, t) є обмеженим. �

Задача Кошi
Перейдемо до вивчення питання про iснування швидко спадних розв’яз-

кiв задачi Кошi для рiвняння (22) з початковою умовою

u(x, 0) = g0(x), x ∈ R, (33)

де функцiя g0(x) ∈ S(R).
Як i ранiше, розглянемо випадки 1) i 2). Нехай спочатку b(x, t) = b(x).
Випадок b(x, t) = b(x). Використовуючи метод характеристик, розв’я-

зок задачi Кошi (22), (33) можна записати неявним чином за допомогою
формули:

u = b(x)G

f
 u

b(x)

t∫
0

dη

a2(η)
−

x∫
x0

a1(η)

b(η)
dη

 , (34)

де G(ξ) = g0(ξ)/b(ξ), a функцiя f = f(y) — обернена до функцiї

y = y(x) = −
x∫

x0

a1(η)

b(η)
dη. (35)

Формула (34) для розв’язку задачi Кошi (22), (33) дає можливiсть отри-
мати достатнi умови належностi його похiдних простору C∞(0, T ;S).

Має мiсце твердження.

Теорема 6. Нехай виконуються припущення:
1) мають мiсце умови 1) – 3), 5) теореми 4;
2) функцiї b′(x), g0(x) належать простору S(R);
3) функцiя f = f(y), яка обернена до функцiї y = y(x), що визначена

формулою (35), задовольняє нерiвнiсть |f(y)| ≥ C1|y+C2| для всiх
y ∈ R i деяких сталих C1 > 0, C2 ∈ R;
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4) функцiя f = f(y) нескiнченно диференцiйовна i її похiднi при всiх
y ∈ R задовольняють нерiвностi∣∣∣f (k)(y)

∣∣∣ ≤ (Mk|y|+Nk)
lk ,

де Mk, Nk, lk — деякi додатнi сталi, k ∈ N;
5) iснує така стала C > 0, що для всiх (x, t, u) ∈ R × [0;T ] × U має

мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣1− d

dz
G(f(z))

t∫
0

dη

a2(η)

∣∣∣∣∣∣ ≥ C,
де множина U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]},

z = z(x, t) =
u(x, t)

b(x)

t∫
0

dη

a2(η)
−

x∫
x0

a1(η)

b(η)
dη. (36)

Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Для доведення теореми проаналiзуємо вирази для частинних
похiдних ux(x, t), ut(x, t) розв’язку u(x, t). Продиференцiювавши спiввiдно-
шення (34) за змiнними x, t, знаходимо:

∂u

∂x
=

a1(x)
d

dz
(G(f(z)))− b′(x)G(f(z)) + u

b′(x)

b(x)

t∫
0

dη

a2(η)

×

×

1− d

dz
G(f(z))

t∫
0

dη

a2(η)

−1 , (37)

∂u

∂t
=

u

b(x)a2(t)

d

dz
(G(f(z)))

1− d

dz
G(f(z))

t∫
0

dη

a2(η)

−1 , (38)

де функцiю z = z(x, t) визначено формулою (36).
Оскiльки g0(x), b′(x) належить простору S(R), то враховуючи нерiвнiсть

|b(x)| ≥ γ > 0 (умова 1 теореми 4) та умови 1, 5 теореми 6, отримуємо, що
при кожному t ∈ [0;T ] похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору швидко
спадних за змiнною x функцiй.

Звiдси, з урахуванням умови 2) теореми 4) та умови 4 теореми 6 також
випливає, що похiднi вищих порядкiв ∂n+mu/∂nx ∂tm, де n,m — цiлi невiд’-
ємнi числа, для яких n+m > 0, при кожному t ∈ [0;T ] належать простору
швидко спадних щодо змiнної x функцiй.

Це означає, що функцiї ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S),
якщо розв’язок u(x, t) є обмеженим. �
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Випадок b(x, t) = b(t). Перейдемо тепер до розгляду випадку 2), коли
b(x, t) = b(t), i проаналiзуємо розв’язок задачi Кошi (22), (33). Вiдповiд-
но до методу характеристик розв’язок цiєї задачi Кошi можна записати
неявним чином у виглядi спiввiдношення:

u = G

f
 u

b(t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη −

x∫
x0

a1(η) dη

 , t

 , (39)

де G(ξ, t) = g0(ξ)/b(t).
Тут, як i ранiше, функцiя f = f(y) — є оберненою до функцiї

y = y(x) = −
x∫

x0

a1(η)dη. (40)

Використовуючи формулу (39), можна отримати умови, якi є достатнiми
для iснування обмеженого розв’язку u(x, t), похiднi якого є швидко спадни-
ми функцiями.

Має мiсце твердження.

Теорема 7. Нехай виконуються такi припущення:

1 мають мiсце умови 1) – 4) теореми 5;
2 функцiя f = f(y), яка є оберненою до функцiї y = y(x), що визна-
чена формулою (40), задовольняє нерiвнiсть |f(y)| ≥ C1|y+C2| для
всiх y ∈ R i деяких сталих C1 > 0, C2 ∈ R;

3 функцiя f = f(y), є нескiнченно диференцiйовною i її похiднi при
всiх y ∈ R задовольняють нерiвностi∣∣∣f (k)(y)

∣∣∣ ≤ (Mk|y|+Nk)
lk ,

де Mk, Nk, lk — деякi дiйснi додатнi сталi, k ∈ N;
4 iснує така стала C > 0, що для всiх (x, t, u) ∈ R × [0;T ] × U має
мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣1− 1

b(t)

d

dy
G(f(y))

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη

∣∣∣∣∣∣ ≥ C,
де множина U = {u ∈ R : u = u(x, t), (x, t) ∈ R× [0;T ]},

y =
u

b(t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη −

x∫
x0

a1(η)dη. (41)

Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Доведення цiєї теореми проводиться аналогiчно доведенням
попереднiх теорем i використовує формули для частинних похiдних ux(x, t),
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ut(x, t), якi можна отримати iз спiввiдношення (39) за допомогою диферен-
цiювання за змiнними x, t. Маємо:

∂u

∂ x
= −a1(x)

∂

∂y
G(f(y), t)

1− 1

b(t)

∂

∂y
G(f(y), t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη

−1 , (42)

∂u

∂ t
=

(
u2

a2(t)
− u b

′(t)

b2(t)

)
×

× ∂

∂y
G(f(y), t)

1− 1

b(t)

∂

∂y
G(f(y), t)

t∫
0

b(η)

a2(η)
dη

−1 , (43)

де y = y(x) визначено формулою (41).
Враховуючи умови теореми 7, зокрема, властивостi коефiцiєнтiв рiвня-

ння (22), функцiй g0(x), f(y), обмеженiсть функцiї u(x, t), з формул (42),
(43) отримуємо, що похiднi ux(x, t), ut(x, t) при кожному t ∈ [0;T ] належать
простору швидко спадних щодо змiнної x функцiй.

Аналогiчно, обчисливши похiднi вищого порядку, легко помiтити, що
функцiї ∂n+mu/∂nx ∂tm, де n, m — такi довiльнi цiлi невiд’ємнi числа, що
n+m > 0, при кожному t ∈ [0;T ] належать простору швидко спадних щодо
змiнної x функцiй. �

Лiнiйне рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами
Iснування розв’язку у просторi C∞(0, T ;S)

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами

a(x, t)ut + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t), (44)

коефiцiєнти якого a(x, t), b(x, t), c(x, t) визначеннi для (x, t) ∈ R × [0;T ], є
нескiнченно диференцiйовними i на множинi їх визначення задовольняють
умову

a(x, t) b(x, t) 6= 0. (45)
Рiвняння вигляду (44) з’являється при побудовi регулярної частини асимп-

тотичних солiтоноподiбних розв’язкiв для рiвнянь iнтегровного типу зi
змiнними коефiцiєнтами i сингулярним збуренням [18, 22, 23], коли, зокре-
ма, виникає питання про iснування розв’язкiв цього рiвняння у просторi
C∞(0, T ;S). Дослiдимо це питання, скориставшись формулою для загаль-
ного розв’язку рiвняння (44), який побудуємо методом характеристик.

Система характеристик для рiвняння (44) записується у виглядi спiввiд-
ношень

d t

a(x, t)
=

dx

b(x, t)
=

du

f(x, t)− c(x, t)u
,

звiдки отримуємо диференцiальнi рiвняння для перших iнтегралiв:
d x

d t
=
b(x, t)

a(x, t)
, (46)
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d u

d x
= −c(x, t)

b(x, t)
u+

f(x, t)

b(x, t)
. (47)

Рiвняння (46) є нелiнiйним звичайним диференцiальним рiвнянням пер-
шого порядку, яке при досить загальних умовах в околi довiльної точки
(x0, t0) ∈ R× [0;T ] має локальний розв’язок x = h(t, c1), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ),
c1 ∈ R, що задовольняє початкову умову h(t0, c1) = x0. Зауважимо, що у
загальному випадку цей розв’язок не є глобальним, тобто може iснувати
лише на скiнченному чи напiвскiнченному iнтервалi.

Розглядаючи рiвнiсть x = h(t, c1), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), як рiвняння стосов-
но c1, знаходимо перший iнтеграл системи характеристик для (44), який
позначимо ϕ(x, t) = c1. Крiм того, з рiвностi x = h(t, c1), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ),
знаходимо спiввiдношення t = g(x, c1), x ∈ R.

Рiвняння (47) є лiнiйним неоднорiдним звичайним диференцiальним рiв-
нянням першого порядку, з якого знаходимо ще один перший iнтеграл си-
стеми характеристик для рiвняння (44), який можна записати у явному
виглядi ψ(x, t, u) = c2, де

ψ(x, t, u) = [u−B(x, t)] eA(x,t), (48)

A(x, t) =

x∫
x0

c(τ, g(τ, ϕ(x, t)))

b(τ, g(τ, ϕ(x, t)))
dτ, (49)

B(x, t) =

x∫
x0

eA(τ,t)−A(x,t)
f(τ, g(τ, ϕ(x, t)))

b(τ, g(τ, ϕ(x, t)))
dτ. (50)

Тодi загальний розв’язок рiвняння (44) записується у неявному виглядi
за допомогою формули

Φ (ϕ(x, t), ψ(x, t, u)) = 0. (51)

Тут Φ(ϕ,ψ) ∈ C∞(Ξ;R) — така функцiя, що повна похiдна за змiнною u вiд
функцiї в лiвiй частинi (51) не дорiвнює нулевi для всiх (x, t, u) з множини
G значень змiнних (x, t, u) вiдображення (x, t, u) → (ϕ,ψ), де позначено
ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t, u) i припускається, що iснує хоча б одна точка
(ϕ0, ψ0) ∈ Ξ, для якої Φ(ϕ0, ψ0) = 0.

Має мiсце твердження.

Теорема 8. Нехай виконуються припущення:
1) функцiї a(x, t), b(x, t), c(x, t), f(x, t) в (44) є нескiнченно диферен-

цiйовними i задовольняють умову (45);
2) функцiї A(x, t), B(x, t), що визначенi формулами (49), (50), нале-

жать простору C∞(0, T ;S);
3) перший iнтеграл ϕ(x, t) = c1, c1 ∈ R, системи характеристик для

рiвняння (44) визначений при всiх x ∈ R i задовольняє при всiх
(x, t) ∈ R× [0;T ] i деяких α > 0, β ∈ R нерiвнiсть

|ϕ(x, t)| ≥ α |x+ β| ;
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4) похiднi функцiї ϕ = ϕ(x, t) задовольняють при всiх (x, t) ∈ R×[0, T ]
нерiвностi∣∣∣∣ ∂n+m∂xn∂tm

ϕ(x, t)

∣∣∣∣ ≤ (Mnm|x|+Nnm)lnm ,

де Mnm, Nnm, lnm — деякi додатнi сталi, n,m ∈ N ∪ {0};
5) функцiя u = u(x, t), яка неявним чином визначається iз спiввiд-

ношення (51), — неперервно диференцiйовна i обмежена для всiх
(x, t) ∈ R× [0;T ];

6) функцiя Φ(ϕ,ψ) належить простору C∞(Ξ;R), її похiднi є обме-
женими, а Φϕ(ϕ,ψ) ∈ S(R) щодо ϕ ∈ R для всiх ψ ∈ PrOψΞ, де
PrOψΞ — проекцiя множини Ξ на вiсь Oψ;

7) iснує така стала C > 0, що для всiх (ϕ,ψ) ∈ Ξ виконується нерiв-
нiсть ∣∣∣∣ ∂∂ ψ Φ(ϕ,ψ)

∣∣∣∣ ≥ C.
Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Для доведення теореми 8 розглянемо похiднi ux(x, t), ut(x, t).
Маємо:

ux = −e−A∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1 ∂ϕ
∂x
− ∂A

∂x
(u−B) +

∂B

∂x
,

ut = −e−A∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1 ∂ϕ
∂t
− ∂A

∂t
(u−B) +

∂B

∂t
,

де функцiї A = A(x, t), B = B(x, t) визначено формулами (49), (50).
З умови 2 теореми 8 випливає, що функцiя A = A(x, t) є обмеженою на

множинi R× [0, T ].
Тодi, враховуючи умови 3, 4 теореми 8, отримуємо, що функцiї

e−A
∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1 ∂ϕ
∂x

, e−A
∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1 ∂ϕ
∂t

належать простору C∞(0, T ;S), бо є добутками обмеженої i швидко спа-
дних функцiй.

Оскiльки розв’язок рiвняння (51) — функцiя u(x, t), обмежений, то з
умов 2, 5, 6 теореми 8 слiдує, що функцiї ux(x, t), ut(x, t) ∈ C∞(0, T ;S). �

Задача Кошi у просторi C∞(0, T ;S)

Розглянемо питання про iснування у просторi швидко спадних функцiй
розв’язку задачi Кошi для рiвняння (44) з початковою умовою

u(x, 0) = u0(x), (52)

де u0 ∈ S(R).
Розв’язок задачi Кошi (44), (52) можна побудувати у явному виглядi за

допомогою методу характеристик, використовуючи знайденi вище першi
iнтеграли системи характеристик [13,21]. Маємо:

u(x, t) = e−A(x,t)
[
eC(x,t)u0(h(0, ϕ(x, t))−D(x, t)

]
+B(x, t), (53)
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де

C(x, t) =

h(0,ϕ(x,t))∫
x0

c(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))

b(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))
dτ,

D(x, t) =

h(0,ϕ(x,t))∫
x0

eA(τ,0)
f(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))

b(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))
dτ,

точка x0 ∈ R є довiльною.
Аналiз формули (53) дає можливiсть отримати достатнi умови iснування

розв’язку задачi Кошi (44), (52) у просторi швидко спадних функцiй.
Має мiсце твердження.

Теорема 9. Нехай виконуються умови 1 – 4 теореми 8, функцiї

u0(h(0, ϕ(x, t)), C(x, t), D(x, t)

належать простору C∞(0, T ;S).
Тодi розв’язок задачi Кошi (44), (52) належить простору C∞(0, T ;S).

Доведення. Оскiльки функцiя e−A(x,t) обмежена для всiх (x, t) ∈ R× [0;T ],
то iз формули (53) слiдує u(x, t) ∈ C∞(0, T ;S). �

Зауваження 5. Для лiнiйного рiвняння встановлено умови, за яких розв’я-
зок задачi Кошi належить простору C∞(0, T ;S) на вiдмiну вiд розгляну-
тих вище випадкiв задач Кошi для квазiлiнiйних рiвнянь, коли простору
C∞(0, T ;S) належать похiднi розв’язку ux(x, t), ut(x, t).

Приклад 1. Розглянемо задачу Кошi

ut + ux = −4 ch−3 (x+ t) sh (x+ t), (x, t) ∈ R× [0;T ], (54)

u(x, 0) = ch−2 x, x ∈ R. (55)
Система характеристик для рiвняння (54) має вигляд

dx

dt
= 1,

du

dx
= −4 ch−3 (x+ t) sh (x+ t),

звiдки знаходимо першi iнтеграли

x− t = c1, u− ch−2(x+ t) = c2.

Поклавши

ϕ(x, t) = x− t, ψ(x, t, u) = u− ch−2(x+ t),

знаходимо
g(x, c1) = x− c1, h(t, c1) = t+ c1.

Легко переконатися, що умови теореми 9 виконуються, а отже, задача
Кошi (54), (55) має розв’язок у просторi C∞(0, T ;S), де T > 0 — деяке
(довiльне, але фiксоване) число.

Зауважимо також, шо розв’язок задачi Кошi (54), (55) можна записати
у явному виглядi:

u(x, t) = ch−2(x+ t), (x, t) ∈ R2,

84



IСНУВАННЯ У ПРОСТОРI ШВАРЦА ТА ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ

який, очевидно, є глобальним i належить простору C∞(R;S).

Заключнi коментарi
Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними першого порядку ви-

никають при аналiзi багатьох математичних моделей. Властивостi розв’яз-
кiв таких рiвнянь є бiльш загальними нiж властивостi розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку зi змiнними коефiцiєнтами, а,
отже, їх дослiдження є складнiшою задачею. Складнiсть таких задач зро-
стає, коли розв’язки таких рiвнянь потрiбно будувати у певних функцiо-
нальних просторах, зокрема, у просторi C∞(0, T ;S).

У роботi дослiджено питання про iснування швидко спадних розв’язкiв
рiвняння з частинними похiдними першого порядку зi змiнними коефiцiєн-
тами, серед яких рiвняння типу рiвняння Хопфа, рiвняння з квадратичною
нелiнiйнiстю та неоднорiдне лiнiйне диференцiальне рiвняння.

Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв вказаних рiвнянь та задач
Кошi для них у просторi швидко спадних функцiй. Якщо у випадку квазi-
лiнiйних рiвнянь отримано достатнi умови належностi похiдних розв’язку
ux(x, t), ut(x, t) простору C∞(0, T ;S), то у випадку лiнiйного рiвняння вста-
новлено умови, за яких розв’язок вiдповiдних задач належить простору
C∞(0, T ;S).

При доведеннi теорем суттєво використовується метод характеристик,
за допомогою якого побудовано загальнi розв’язки згаданих рiвнянь та за-
дач Кошi для них. Такi умови записуються через умови на коефiцiєнти
рiвняння i початковi функцiї та мають конструктивний характер.

Отриманi результати продемонстровано на прикладi класичного рiвня-
ння Хопфа та задачi Кошi для неоднорiдного лiнiйного рiвняння першого
порядку.

Робота була пiдтримана Мiнiстерством освiти i науки України: грант
Мiнiстерства освiти i науки України на перспективний розвиток наукового
напряму «Математичнi та природничi науки» у Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка.
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